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CHRONOLOGIES DANS L’UNIVERS

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. On propose une description locale de la notion de temps dans
I'univers. Un observateur O, en chaque temps t ne peut observer qu’une partie
d’un espace de dimension 3. Pour décrire cet espace, on définit la notion
d’horloge locale a ’aide des champs chronologiques. L’univers a l'instant ¢ est
muni d’une métrique riemannienne, ’évolution de cette métrique riemannienne
est décrite a ’origine par un flot de Ricci dont on connait pour chaque temps ¢
le tenseur de Ricci associé déduit de I’équation relativiste d’Einstein. On peut
en déduire, sous certaines hypothéses, la conservation de ’énergie le long du
flot temporel.

A local description of the notion of time in the universe is proposed. An
observer O, in each time t can observe only part of a space of dimension 3. To
describe this space, we define the notion of local clock using the chronological
fields. The universe at the moment t is equipped with a Riemannian metric,
the evolution of this Riemannian metric is originally described by a flow of
Ricci which is known for each time t, the associated Ricci tensor is deduced
from the relativistic equation. Under certain hypothesis, we can deduce the
conservation of energy along the temporal flow.

1. MULTIVERS ET CHAMPS STABLES

Un univers W est une variété connexe de dimension 4. Un événement de cet
univers est un point et un événement générique est une particule. On supposera que
le sous-ensemble de 'univers, formé de tous les événements atteints par cette par-
ticule est une courbe, de classe au moins C'' par morceaux, appelée ligne d’univers.

Definition 1. Soit X un champ réel de W etV une sous-variété, on dit que X est

stable surV si

X (w) € TV, Yw €V

TwV = Tyin (T,V), Vw e V

et in est linclusion de V dans V.

Les particules qui suivent le flot de X sont les particules pour lesquelles X est

stable sur les parties de classe C' des lignes d’univers.

Definition 2. Un multivers W est une variété de dimension 4 munie d’une famille
F de sous-vari€tés fermées deux o deux disjointes, de dimension < 3. Les sous-

variétés de F sont les singularités du multivers V.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Chaque composante connexe de
W N E V
VEF
est une une sous-variété ouverte de dimension 4 qui représente un univers du mul-
tivers W. Les sous-variétés de F de dimension < 2, contenues dans un univers

donné, sont les singularités de cet univers. Dans ce qui suit, on munit W d’une
métrique lorentzienne g.

Definition 3. Les champs locauz X sur W C W tels que
g(X,X)=0

définissent les champs isotropes de la métriques lorentzienne g ou cone de lumiere
associé, les champs espaces vérifient g(X,X) > 0 et les champs chronologiques
g(X,X)<0.

2. CHRONOLOGIE LE LONG D’UN CHAMP GRADIENT

Un champ gradient local T est un champ réel défini sur un ouvert connexe W
de W pour lequel il existe une C*°-application
7: W — R vérifiant dr (X) = ¢ (T, X)
pour tout champ local X défini sur W C W. L’application
T: W —=>R

est une chronologie locale associée au champ T et T est le champ gradient associé
a la chronologie T,
T =gradr.

Remark 1. Pour deux chronologies locales o et T associées au champ T on a
c=17+K
ou K est une constante.

Sit € R est une valeur réguliere de 7
W ={weW,7(w) =t} =7""({t})

est une sous-variété de dimension 3 de W qui est une représentation locale de
Punivers W au temps t le long du champ gradient 7. Si W est une variété fermée,
elle est décrite par les 8 géométries de Thurston [8]. Une chronologie sur un mul-
tivers le long d’'un champ gradient T" est une chronologie sur W associée au champ
T qui a la propriété de transversalité de Thom [7] sur ses singularités, & savoir

Wy h vV (2.1)

pour toutes les valeurs régulieres ¢t de la chronologie et toutes les singularités V'
du multivers W. Une compactification d’un univers W est la donnée d’une variété
fermée 20 de dimension 4 contenant W pour laquelle

W=~ V
VEF
ou F est une famille de variétés de dimension < 2 deux a deux disjointes qui sont
les singularités de I'univers WW. Une chronologie sur le multivers le long d’'un champ

gradient T' est une chronologie sur W associée au champ T qui a la propriété de
transversalité de Thom définie en 2.1 sur ses singularités.
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Theorem 1. Si un multivers W est muni d’une chronologie alors les singularités
de Uunivers au temps régulier t sont des sous-variétés de Wy de dimension < 2. Les
singularités d’un univers au temps t sont des lignes d’univers ou des événements
de cet univers Wk.

Proof. C’est le théoréme de transversalité de Thom. O

Les singularités de dimension 3 sont appelés, par abus de langage, les bords
des univers ou recollement entre deux univers. Au temps régulier ¢ les bords d'un
univers sont réprésentés par des sous-variétés de dimension 2 de W, dites singu-
larités sphériques ou toriques de genre g. En particulier, si au temps régulier ¢ il
existe une singularité sphérique ou torique ¥, la représentation dans chaque com-
posante connexe W, \ ¥ est une représentation au temps régulier ¢ de deux univers
distincts.

Definition 4. Une horloge sur un multivers W est une chronologie
T:W—=R
pour laquelle le champ gradient T associé est un champ chronologique [2].

Lemma 1. Si 7 est une horloge pour la métrique lorentzienne g alors au temps t
la métrique induite par g sur Wy est riemannienne.

Pour une horloge, toutes les valeurs de ¢ prises par la chronologie associée sont
des valeurs régulieres. Pour toutes les valeurs de ¢ appartenant a l'image de la
chronologie, W; est une sous-variété de dimension 3 de W.

Definition 5. Deuz horloges sur un multivers W, de chronologies T et o, sont
synchronisées au temps t si les sous-variétés 71 (t) et o=1(t) sont en position
générale

OIS OF

les horloges sont synchronisées si elles sont synchronisées pour tous les temps t.

Une particule ponctuelle au temps ¢ pour 2 horloges synchronisées est localisable
2

sur une surface d’univers qui est une composante connexe de mTl-_l (t), pour 3
i=1
horloges synchronisées elle est localisable sur un ligne d’univers qui est une com-
3

posante connexe de ﬂTi_l (t), pour 4 horloges synchronisées elle est localisable en

=1
4

un événement qui est une composante connexe de la suite d’événements ﬂTi_l (t)
i=1
de 'univers W ou {7; : i = 1,2, 3,4} sont les chronologies associées aux horloges.

3. EQUATION D’EVOLUTION LOCALE DEFINIE PAR UNE HORLOGE

On rappelle les résultats sur la transversalité aux bords et le flot défini par une
horloge.

Lemma 2. Si l'univers W est un univers a bord formé de l'union disjointe de deux
variétés W et hW
OW = oW u oW
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pour lequel il existe un champ C*, noté X, qui entre transversalement en W et
sort en O1W transversalement en temps fini,

X oW, X howw

et
sup {|t| s (w) e ItW = W} < +00
wew

ot ¢y est le flot local associ€ au champ X alors

W est difféomorphe a 9pWWx [0,1]. (3.1)

Theorem 2. Pour tout univers fermé W muni d’une horloge, de chronologie T, si
[a,b] C Im 7T alors

771 ([a,b]) est difféomorphe a Wy x [a,b], W, =71 ({a}) .
Proof. La preuve est donnée par 3.1, c’est le théoréme de Milnor-Morse-Smale. [

Le théoreme d’analyse suivant donne ’existence d’un groupe local de difféomorphismes
en chaque événement w de 'univers W.

Theorem 3. Soit X un champ sur W alors pour tout événement wy € W il existe
un groupe local de difféomorphismes en wy,

G- e[ xW oW, wg €W
tel que

d
d—(f (t,w) |i=o= X (w), Yw e W

¢ est unique, (3.2)

¢ est le flot associé au champ X.

Notation 1. L’application
est la courbe intégrale de X en w.

Remark 2. Pour un ouvert V d’adhérence compacte, il existe un recouvrement
{Wy} et une famille de groupes locauz de difféomorphismes

o i |—Ee[ X Wo = W, (3.3)
ou € est indépendant du choizx de «.

Une particule ponctuelle en wq est dans Wy avec 7 (wp) = 0 ot 7 est une chronolo-
gie associée a une horloge d’un univers fermé W. On peut toujours supposer que
Porigine des temps est 0 en wp, en remplagant 7 par 7 — 7 (wp). Si la particule
ponctuelle suit le flot du champ T associé, du point de vue de la particule ’espace
W est Pespace référent, seule la métrique riemannienne sur cet espace va évoluer.
Comment évolue cette métrique, le champ T est chronologique sur un voisinage
ouvert de wy,

o (w) =g (w) (T (w),T (w)) <0

pour tous les événements w appartenant a ce voisinage, on pose
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alors

g (w) (T (w), T (w) =1
si 'univers W est fermé, il existe un unique groupe local de difféomorphismes 3.2

¢:]—e e[ xW oW weW
tel que

d
d—f (£ ) o= T (w) , Yw € W
On peut écrire que

d

d
7@t w) = 2T (ot +5,w)) s=0

diSTw (s,w)) |s=0 , wy = & (t,w)

= () (52 (5110 Lo ) = 00 (7 1) T () = 1

: T(p (t,w)) =t +7(w). (3.5)
Remark 3. 1)Une autre écriture de

9+ 5,0) lomo= T (61, 0) Yo € W (36)
est donnée par

T (0(00) = 52 (w2) o= Tu 00 ( o) Lo
= 7o (5206000 ) o= T (76 (0,0)
et de facon plus générale,
T (0(tw2) = T (6t 4+ 5,1)) = Tuders (T (60, 0))) (3.7

= Tws(bs (T’w¢t (T (¢ (07 ’U}))))

= Tw, s (T (¢ (t,w))) .
2)8i

g () (T (w), T (w)) = =1, Vw

on dit que le champ chronologique est normé, pour un champ chronologique normé,
les champs T et T sont opposés

T (w) =-T(w), Yw.
Soit Wy = Wy, N W alors en utilisant 3.5

¢t (Wo) C Wi, ¢ (w) = ¢ (t,w) € Wy, Yw € Wy

la métrique riemannienne g; sur W; induit une métrique riemannienne sur Wy qui
est le "pullback de g; par ¢;”, notée

g (t) = ¢Igt7
vérifiant

g(t) (w) (Y (w), Z (w)) = gt (¢ (w)) (TwdrY (w) , Twr Z (w))
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ou Y et Z sont des champs locaux au voisinage de 1’événement wy dans Wy. Avec
cette notation, I’évolution de la métrique s’écrit
t—g(t) avec g(0) =g |w, ette€]—e,el. (3.8)

Localement, toute particule ponctuelle suivant le flot du champ chronologique
T = grad (7) est décrite par son espace référent a l'origine Wy et 1’évolution de la
métrique riemannienne g (¢) sur Wy est donnée par I'image réciproque par ¢, c’est-
a-dire ¢_¢, de la métrique g; qui est la trace sur W; de la métrique lorentzienne g.
L’évolution peut étre décrite de la fagon suivante, on se fixe un repere local dans
un voisinage de wy dans la variété Wy, noté {01, 02,95}. Ce repere se transporte
par le flot ¢; sur W;

0; (wy) = Ty pr0; (w)
ou encore
0; (w) = Ty_, (w) P10 (-t (w)) avec 7 (w) =1

et on pose 9y = T ou T est le champ défini en 3.4, {9y, 01, 02,03} est un repere
dans un voisinage de wg € W. Dans ce repere local, on a les résultats suivants,

Lemma 3. .
gi; (t) = Loyij (t) = mﬁwij (t)

ot Ly, L1 sont les dérivées de Lie le long des champs Oy et T avec
o (t) (w) = o (wy)
pour tout w € Wy.
Proof. On a, pour tout w € Wy,
gij (1) (w) = ge (we) (9i (wy) , 05 (we))
= g (we) (9i (wr) , 05 (we)) = gij (we) avec wy = ¢ (w),
en utilisant 4.1,

gt () () = Laygs () = 222 L)
0 (1) = Loty (1) = o Lrgs (0

o (t) (w) = o (we), w e Wp.

Si V est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g on a
Lay8ij (t) = 9 (9i, Va,05) + 9 (Va,05,0;)
et si
Va,0; = T:0k et Vo,0; = T§;01,
g, (t) =g (05, Féjal) +9g (ng'aka 9;) = Féjgil + T6i9x;
923‘ (t) (w) = (Féjgil + Féiglj) (we), we =@ (t,w)
= To; (we) gir (1) (w) + T, (we) g (¢) (w) , Vi, j € {1,2,3}
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ou encore

gi; (t) (w) = To; (8) (w) gar (1) (w) + T, (8) (w) gy (¢) (w),
Yw € Wy avec I‘f)j (t) (w) = I‘f)j (¢ (t,w))
et gio = g(05,00) = 0, Vi = 1,2,3. Si g est une métrique d’Einstein sur l'univers
W,
g=AR+uT
ol R est le tenseur de Ricci et T est le tenseur énergie-impulsion alors

g;; (1) = A (wy) (FéjRil + Féile) (we) + p (wy) (FIOJ‘TH + Féile) (wy)

avec wy = ¢ (t,w), Ry est le tenseur de Ricci et l"éj sont les symboles de Christoffel
de la connexion V. Le tenseur de Ricci associé a la particule ponctuelle est

Rij (t) (w) = (Th; R + Th; Ry;) (wy) avec i,j = 1,2,3 (3.9)
et le tenseur énergie-impulsion pour cette particule est définie par
Tij () (w) = (To,; T + T, Th) (wy) (3.10)

Remark 4. Pour la métrique relativiste d’Finstein, les fonctions \ et p sont

K
Azi t = -,
TR—A """ TIR-A

K= 8—:4@, R est la courbure scalaire et A est la constante cosmologique.
Theorem 4. L’équation d’évolution de la métrique pour une particule ponctuelle
qui suit le flot associé a une horloge chronologique est donnée par le flot de Ricci

g3 (1) = A (1) Rij (1) + (1) T (1) (3.11)

avec X (t) (w) = A(wy), p(t) (w) = pwy) et gi; (t) est le tenseur de la métrique
riemannienne associée au tenseur de Ricci A () Ry; () + p(t) Tij (2).

Si le tenseur T est nul alors ’équation d’évolution s’écrit

dg
i AR (3.12)
si PR est défini dans le repere local {0;}, pour déterminer g on est améné a resoudre
Péquation 3.12 qui est donné par un flot de Ricci [1]. Peut-on reconstruire la
métrique de 'univers a partir de I’équation d’évolution 3.127 Si oui, on peut étudier
le flot de Ricci pour une variété fermée V de dimension 3 a partir la métrique
construite sur le compactifié de I'univers R! x V ou sur I'univers compact S' x V.
Quand on étudie 'univers a partir du temps défini par une horloge, on a aucune
information sur la métrique lorentzienne g, mais on peut regarder 1’évolution de la
métrique induite au temps a l'origine de ’observation, ¢’est un moyen pour décrire
cette métrique par un observateur temporel O.

Definition 6. Un observateur temporel, au temps t, est une réunion finie ou infinie
O de particules qui suivent le flot associé a T pour lesquelles T (0) = {t}. Si O est
réduit a une particule, on dit que O est une particule temporelle.
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Theorem 5. SiT est une horloge chronologique sur un univers muni d’une métrique
d’Finstein ’équation locale d’évolution, dans l'espace référent de chaque particule
temporelle, s’écrit

dg

— = XR+ kT

dt

avec R et T sont les tenseurs définis en 3.9 et 3.10.

La notion de temps est une notion locale, non linéaire si les courbes intégrales
sont fermées. Les boucles temporelles pour une horloge 7 sont les courbes intégrales
fermées définies par grad 7. Localement, pour un observateur O, on peut donner
une représentation linéaire de la notion d’horloge.

4. ESPACES REFERENTS ATTACHES A UNE HORLOGE

Soit O une particule de I"univers YW muni d’une horloge locale de chronologie 7,
Pespace référent de O au temps ¢ est la variété riemannienne Wy, g¢) ot g: = g |w,
et 7 (0) = t. La métrique riemannienne g; est la métrique associée a I’observateur
O. Cette métrique est notée go et 'espace référent est noté Wo.

En général, 'observateur O ne suit pas nécessairement le flot temporel attaché a
la chronologie 7. Si la ligne d’univers de O est de classe C'' par morceaux, en dehors
des événements ot la courbe n’est pas de classe C?, la particule O peut changer de
flot chronologique. Sur la ligne d’univers, de la particule, les chronologies associées
sont {7;}. Cette famille peut étre finie ou infinie. La notion de graphe quantique
peut étre décrite & partir des singularités des lignes d’univers des particules [2].

Definition 7. Une particule P associée au champ X est dite ”observable” au temps
t si

T(P)=tetg(X(P),X(P)) <0,

et non-observable en t si
T(P)=tetg(X(P),X(P)) >0,

Uhorizon d’observabilité au temps t est formé des particules P telles que
T(P)=tetg(X(P),X(P))=0.

Remark 5. Dans un espace référent associé a O au temps t, ’espace observable
par O est formé des particules observables.

On a le lemme fondamental suivant,

Lemma 4. Si est le flot associé a un champ X sur W et 7 une chronologie locale
sur W alors pour toute particule P suivant le flot de X on a

t
9(X,T)
T(P) = / ———=ds, 4.1

( t) 0 g(T, T) ( )
ot g est la métrique lorentzienne sur W,

t— P,

est la courbe intégrale du flot ¢ contenant Py pour lequel 7 (Po) = 0. En particulier,
si P suit le flot de T

T(Pt):t
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Proof. On a

d d d
~ @T (¥ (u, Ps)) lu=0

=dr (¢ (u, Ps)) <diuw (u, Ps)) lu=0
=dr (PS) (X (PS)) =g (X (Ps) uT(Ps))
_g(X(P),T(R))

9(T (Ps),T(Ps))’

[ pyas— [fIE R T(R))
T(Pt)_‘/o ds (Ps)d _~/O g(T(PS),T(PS))d'

T (Peru) |u:0:

Si P suit le flot de T alors

et
T(Pt) =t.
(I

Remark 6. Une particule P est un champ local X pour lequel si P est en [’événement
w, la ligne d’univers de P est contenue dans la courbe intégrale du flot de X

contenant w. On identifie, dorénavant, une particule P a un champ local X de

l'univers.

Soit O une particule temporelle en t = 0 et P une particule pour laquelle en
t=0onaP =0, par4.l
T (Ot) =1

= tg(X,T) s = t s)ds
wm—Ag@jﬂ—Axud,

la fonction A est défine par

X=Z+\T,g(ZT)=0.

et

Definition 8. Le temps relatif de la particule P en t pour la chronologie T est

"g(X,T)
T(Pt):‘/o g(T,T)dS

L’application exponentielle en O est notée
exXpPo : ToWo — Wo,

cette application permet de définir un systeme local de coordonnées de ’espace
référent dans un voisinage de O. La particule P suit une courbe intégrale paramétrée
par t,

t— Pt,

dans l'espace référent en t, la trajectoire de la particule P est donnée par

§— (btf‘r(Ps) (Ps) = (b(t_T(Ps)uPs)
et
d d

d
£¢t—T(PS) (Ps) = @¢t—T(PS+u) (Peru) |u:0: %(b (t -7 (Peru) aPeru) |u:0
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en remarquant que

d _dz dp(z,Q) dQ

)

et

ou en utilisant 3.7 et 3.6, on a

d
d—s¢t77(Ps) (Ps) = Tp,d1—r(p,y (Y (Ps)) .

Pour l'observateur O dans son espace référent Wo au temps ¢, la trajectoire de
la particule P est donnée par

s — ¢t—T(PS) (Ps) (42)
et son vecteur vitesse
Tp,¢r—rp,) (Y (Ps)),

si la trajectoire de P définie en 4.2 est dans un voisinage de O en t sur lequel
I’application expa1 est définie, on peut définir les coordonnées de la particule P
dans le référentiel associé & O par (¢, 1,22, x3) ou (21, x2,x3) sont les coordonnées
du point exp(_)1 (P;) dans le repeére

(Ot,01(04),02 (0O4),03 (0Or))

ou O est la particule O au temps t.

Si la particule P est une particule temporelle de chronologie o, la particule O a
pour coordonnées (s, y1,y2,ys) dans le référentiel attaché & P. Une particule @) au
temps t appartient & U'espace référent O correspondant au temps ¢ tel que 7 (¢) = t
et & l'espace référent P au temps s tel que o (s) = t, les coordonnées @ dans le
référentiel de O sont (¢,x1,x2,23) et dans le référentiel de P sont (s,y1,y2,¥3), la
transformation

(ta L1, I27x3) - (Sa Y1, y27y3)

est le changement de coordonnées de O a P associé @), de temps propre de t =
7 (t) = o (s), dans le repere local {9y, 01,02, 03}.

5. LES HORLOGES DE MORSE

Localement, on peut construire des horloges chronologiques. Si I'univers W est
un univers compact sur lequel on puisse définir une horloge chronologique glob-
ale, I'univers est dit ”chronologique”. Pour cela, il faut que cet univers soit muni
d’un champ chronologique. Si il n’existe pas d’horloge chronologique globale, on
remplace les chronologies par des fonctions de Morse, ces fonctions mesurent des
caractéristiques de 'univers comme ’entropie par exemple. On peut ainsi définir la
notion de temps local avec les champs chronologiques et la notion d’entropie globale
avec les horloges de Morse.

Definition 9. Les horloges de Morse sont les horloges dont la chronologie T est
une fonction de Morse.
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On rappelle que les fonctions de Morse, sur un univers W, sont des applications
de classe C*°,
T:W—=>R

telles que tous les événements critiques de 7 sont des événements non dégénérés.
L’existence de telles horloges est diie au théoreme de densité de Milnor.

Theorem 6. L’ensemble des fonctions de Morse est un ouvert partout dense de
C> (W, R) pour la C*-topologie fine de Whitney pour tout entier k > 2.

Proof. On peut consulter [5] et [6]. O
Le théoreme de chirurgie de Morse avec singularité d’indice A est donné par

Theorem 7. Si pour un événement singulier w d’indice X\ il existe € > 0 tel que
77 (J=o0, 7 (w) +e)) N 77! (J—00, 7 (w) — €])
ne contient que w comme événement singulier alors l'univers a bord
771 (=00, 7 (w) +€])
est obtenu par chirurgie de type (A, 4 — \) & partir de univers
T (=00, 7 (w) —€]).
On rappelle la construction des chirurgies de type (A,n — X). Si N est une variété

de dimension n, de bord non vide 9N # () et ¢ est un plongement de S*~! x D"~*
dans ON, on pose
NUD?Y
X(N,p) = ——2 D% = D* x D"

~

U est 'union disjointe de N et D} et ~ représente la relation d’équivalence
z€ON ~yecdDy =81t x D" ruUD? x gnA-L

si et seulement si ¢ (x) = y. L’espace x (N, ¢) est une C*°-variété, en la lissant si
nécessaire, obtenue par chirurgie de type (A, n — A) & partir de la variété a bord N.

Theorem 8. [] existe une horloge de Morse qui permet de décrire I’entropie globale
d’un univers compact par une suite finie de chirurgies de type (A, 4 — \) [3].

Proof. C’est un théoreme Milnor-Morse. O

6. REPRESENTATION EN CORDE LE LONG D’UN FLOT TEMPOREL

On se fixe une particule qui n’est pas nécessairement une particule temporelle
pour I’horloge 7. En chaque événement w atteint par cette particule, on associe
une corde fermée, sans self-intersection, v C Wr () ot Wi () = Wr(wy NW. Une
variation de «y est la donnée d’'une C*°-application

H:[0,1] x |—e,e[ =W, (s,t) = H (s,8) e W
telle que
s€[0,1] = v (s) = H (s,t), Vs € |—¢,¢€]
est une corde fermée (sans self-intersection) vérifiant
Ve C Wrwy), Yt € ]—¢,¢[ et w(0) = w

et
te€]—e,e[— H(0,t)=H(1,t) =w(t)
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est la ligne d’univers de la particule. Comme précédemment, 'origine des temps
est en ’événement w = w (0), en remplagant 7 par 7 — 7 (w). Si ¢ est le flot de T
défini en 3.3

H:[0,1] x |—e,e[ = W, (s,t) = o (=7 (w(t)),7:(s)) € Wy

est une variation de la corde v dans la variété riemannienne Wy car si

(T(w(t),v:(s) €l—e,e[x W (6.1)
alors
0 () = (=7 (w (1) ,7 () C P—r(wt)Wrni(s) = P—r(w) Wriw(t)) = Wo(- :
6.2
On définit I’énergie, pour un corde fermée v de Wy, le long du flot temporel par

B0 =5 [ 0660 (30,59 s 63

I'énergie en w € Wy est 'énergie de la corde géodésique v qui minimise E, (t) sur
]—e,¢el. Si

0
Y =T —
(s) =Ts00H ((%)
la formule de la variation premiere s’écrit
d . 1 1 o
GO leo= [s (v 3 0)] = [ 8 (¥ 0).75)) as

ot g = g (0) est la métrique riemannienne induite par g sur Wy, V9 est la connexion
de Levi-Civita associée a g. Si la corde « est géodésique pour la métrique g alors

d ) 1
=By () == [a (Y (.7 9)) ]
et si la particule en w suit le flot de T alors
d
9, (1) =0 (6.4)

car la variation premiere de H est un point fixe en w (0). On en déduit le lemme
suivant,

Lemma 5. Si~y est un lacet géodésique de Wy et
te€]—ee[—>w(t)=H(0,t)=H(1,t)
est une courbe intégrale du champ T alors l’équation 6.4 est vérifiée.
Theorem 9. Pour toute variation
H:[0,1] x|—e,e[ =W, (s,t) > H(s,t) eW
telle que

Ve (s) = H (s,t)
est une corde géodésique de Wr (1)) muni de la métrique riemannienne

gt =49 |Wf(w(n))
ot

w (t) =7 (0) =7 (1)
est une courbe intégrale du flot de T alors l’énergie

Ey () =E (), w=w(0)
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est constante.

Proof. On a
: d d
Ey, (t) = d_sz (t +5) |s:0— EE ('Vt-i-s) |s:0— 0
car -y vérifie les hypotheses du lemme. ([l

Pour un observateur O, la représentation de 'univers au temps t est W, si le
paramétrage de la courbe
t =7 (0) =7 (1)
se fait par rapport au temps ¢, la partie observable de cette trajectoire est donnée
pour les valeurs du temps ¢ qui vérifient

T(1(0) =7 (% (1)) =t
Remark 7. On rappelle qu’un observateur temporel O au temps t vérifie
7(0) = {t},
on notera simplement
7(0) =t.
On se place dans ’hypotheése 6.1, on peut comparer 7 (v (7 (0))) avec 7 (O). Si
T(v(7(0))) =7(0) >0

la particule ponctuelle definie par cette courbe est dans le futur de 1'observateur
temporel O, si

T(v(7(0))) = 7(0) <0
la particule est dans le passé de O et si
T(v(7(0)) =7(0) =0
la particule est dans le présent de I'observateur O. Lorsque la particule est dans le

présent de I'observateur O, cette particule est observable par O si elle est dans le
cone d’isotropie en I’événement w défini par

¢ (w) ={ueTyW:gw) (u,u) <0}. (6.5)

On peut donner une autre formule de la variation de I’énergie en utilisant I’équation
d’évolution de la métrique sur I’espace référent Wy,

tE =3 [ 20066 (6).76)ds

dt 2
dans le repere local {01, 02,03} au voisinage de wy € Wy
d 1/t . . . _
(1) = 5/0 g;; (1) (v (8) 7' ()77 (s)ds, v (s) =" () 0 (v (s))

en utilisant 3.11
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on peut ainsi calculer la variation d’énergie en fonction du tenseur énergie-impulsion
T et du tenseur de Ricci R sur W,.

7. HORLOGE PRESQUE GEODESIQUE

Definition 10. Une horloge est presque géodésique si le champ chronologique T
est un champ propre de l'opérateur V. La fonction propre associée au champ
chronologique est notée A,

VT =)\T,

si la fonction A =0, on dit que [’horloge est géodésique.

Lemma 6. Une horloge est presque géodésique si et seulement si pour tout champ
local X wvérifiant

g(X, T)=0
on a
g(VTX,T) =0.
Proof. Si
V1T =T
et

g (VTX, T) =0.
Inversement, si

VT =T+ X avec g(X,T) =0,

la condition ¢ (T, X) = 0 implique la condition g (V1 T, X) = 0 par hypothese, donc
g(X,X) =0. Le champ X est un champ espace, donc X = o et

VT = \T.

On définit au temps ¢t de l'opérateur Vp (t) par
Vr(t): X = Ve () X =To_ VT X,

cette définition a un sens car si X (w) € TwW; () alors (V7 X) (w) € TyWr(w), on
en déduit le théoreme suivant.

Theorem 10. Pour une horloge presque géodésique
B (0= 5B, (0= —= [ 90 (V2 (©77) (1)
dt Y _dt Y _O'(t) ’Yg T Y .

et
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Proof. Avec les notations précédentes,

1
G50 =5 [ 1060 (16).50) ds

8(6) () (¥ (), Z (0)) = g1 (61 (1)) (TudyY (w) T Z ()
4B =3 [ L2066 (30).56)

—W/O 9 0n () (vTT w0 (1)) Ty (7)) ) ds

= 5 [ a0 6O (Tr36).36) @

o (

on écrit cette relation sous la forme réduite

GE 0= s Ag(t) (vr 7.7).

De facon identique

G = [ S i) (6.4 0)
45 - /E\/ ) (V)4 <>_ (>)ds,

(7). 7(9)

on a un résultat analogue & 7.1 sous une forme redulte

d ”Y”Y)

/J )

8. CHAMP DE JACOBI LE LONG D’UN FLOT TEMPOREL
Sur la variété riemannienne (W, g)
H:[0,L] x |—e,e[ = Wo, (8,t) = ¢ (=7 (w(t)),y: (s)) € W,

est un paramétrage d’une sous-variété de Wy. Si X est un champ de vecteur sur
[0, L] x |—&,e[ et Y un champ de vecteur le long de H

Y :[0,L] x |—¢,e[ = TWo, Y (s,t) € Tyys,0yWo,
il existe un unique champ de vecteur, noté VxY vérifiant
VxY :[0,L] x |—¢,e[ = Wo, VXY (s,t) € Tr(s,0)Wo,
(X,Y) = VxY
est bilinéaire, pour toute C*°-fonction ¢ sur [0, L] x |—¢, €|
VeoxY = ¢pVxY et Vx (9Y) = (Lxp)Y +¢VxY,
si dans un voisinage de H (sg, tg) dans Wy il existe un champ Z tel que

Z (H(s,t)) =Y (s,1)
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alors
VxY (s0,t0) = (VT(SO,tO)'H(X(So,to))Z) (H (s0,t0)) -
Notation 2. Si X est un champ de vecteur sur [0, L] x |—¢,¢[, le champ
X (s,t) = Ts,yH (X (50, t0)) € To(s,ey (Wo)
est un champ de vecteur le long de H.

Dans ce qui suit, on fait 'hypothese que v = g est paramétré par longueur
d’arc. La formule de la variation seconde donne, avec les notations précédentes et
si on pose

Y/ (s) =V ¥ (s) ot ¥ (s) = Tis)H (%)

LB o= [a (V' (9.5 5)]

et

;—;L (7t) lt=0= {g (Y/ (), (S))}o

[ OR = (V636703 6) -0 (160,77 6) ) s

1

R (Y(5):7(), Y (5),7(5) =807 ()) (o0 (Y (5),5 () Y/ ()7 (5))

ou R est le tenseur de courbure associé & la connection de Levi-Civita V9. Le
champ

V=v-g(37)"
vérifie
8 (5:7) =0,
puisque la corde y est paramétrée par longueur d’arc, on en déduit
d? :
oL () li=o=[a (V' ()7 (5))]

dt?

1

0
L
9 ~ ) ~ .
+/0 (V" )l = R (Y (9),7(5), Y (5),7(5)) ) s,
on peut consulter [4] pour une preuve de ce résultat.

Notation 3. Les champs

Y’ (s) ZV%Y(S,O)
et
Y'(s)=VaV

sont des champs le long de H.

#VaY )

On rappelle la définition d’un champ de Jacobi,
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Definition 11. Un champ de Jacobi J le long d’une géodésique ~y est un champ
qui vérifie

J 4% (3,0) 7 =0,
ot R est le tenseur de courbure de la métrique riemannienne g = g (0).

On fait ’hypothese sur ‘H que toutes les cordes §; définies en 6.2 sont géodésiques
pour la métrique g. Sous cette hypothese, il existe un unique champ de Jacobi J
le long ~.

Definition 12. J est le champ de Jacobi le long de v, associé au flot temporel T,
au temps t = 0.

Un flot temporel ¢ est isométrique si ¢4 est une isométrie pour les métriques
gt =9 |w, et gi+s = g |w,+s pour tout s,t € |—¢,¢[ tels que s + t € |—¢,¢|.

Definition 13. Une variation temporelle isométrique est une variation temporelle
a flot isométrique.

Theorem 11. Pour une variation temporelle isométrique, il existe un unique
champ J sur W tel que, en chaque temps t, J |w, est un champ de Jacobi le
long de ¢ pour la métrique g = g |w, -

9. CONCLUSION

La notion de temps, proposée dans ce article, est une représentation non linéaire.
Localement, on définit un flot temporel dont les courbes intégrales peuvent étre ou-
vertes ou fermées. Pour une origine fixée, I’évolution le long du flot temporel, est
décrite par un flot de Ricci avec tenseur de Ricci donné par 3.11. Si une particule
se déplace le long d’une courbe intégrale du flot temporel, il y a conservation de
I'energie ou 'énergie est définie en 6.3. Pour donner une description globale de
I'univers, on est amené a définir les horloges de Morse. Ces horloges existent par
le théoreme de densité de Milnor. Ces horloges ne mesurent plus le temps mais
permettent de donner une évolution de la notion d’ordre dans 'univers avec des
singularités d’indice A qui apparaissent en un nombre fini d’événements pour les
univers fermés. La description d’un multivers est plus complexe, en chaque instant
t, chaque composante connexe de bord les singularités sphériques ou toriques est la
représentation au temps t d’un univers du multivers. L’avantage de cette descrip-
tion de I'univers est que contrairement a [2], elle n’augmente pas la dimension de
Iespace et permet d’expliquer que certaines particules temporelles restent confiner
a l'univers dans lequel elles évoluent et d’autres peuvent passer d’un univers a un
autre si la chronologie est transversale au sens de Thom. Dans le cadre de la non-
transversalité, la notion de multivers n’a plus de sens physique car toute particule,
qui suit le flot associé a cette chronologie, ne peut passer d’un univers a 'autre.
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