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naticiens découvrent

Avertissement au lecteur Dans un souci de clarté, les termes spéceifiques au domaine des
mathématiques appliquées que nous serons amenés a utiliser seront expliqués en notes de bas de
page. Les auteurs rcmcrjcicm a ce propos les “néophytes” D, Barsky (théorie des nombres), et G.
Lopez (théoric des relations) pour leurs remarques.

1 Introduction

La littérature usuelle des mathématiciens sur les méthodes de discrétisation d’équations aux
dérivées partielles s’attache généralement a I'étude des méthodes d’éléments finis et des méthodes
de différences finies. On y rencontre peu de choses sur la méthode des volumes finis. Si, par
contre, on s’aventure a explorer la littérature touchant la mécanique des fluides, on la rencontre
souvent. Nous essayons ici de dégager I'intérét de cette méthode et ses propriétés essentielles, en
proposant pour cela un cadre mathématique adéquat.

1.1 Principe de la méthode

La méthode des volumes finis est utilisée pour la discrétisation spatiale des lois de conserva-
tion. Le domaine géométrique considéré est divisé en mailles, souvent dénommées “volumes de
controle”. L’inconnue A déterminer est approchée par une fonction constante par maille. Cette
inconnue peut étre un vecteur, et, dans ce cas, il peut exister un maillage pour chacune des
composantes du vecteur. L’écriture du schéma numérique’ peut également utiliser des inconnues
auxiliaires (par exemple le gradient de 1’inconnue par maille). La loi de conservation est intégrée
maille par maille ; ainsi, au moyen d’intégration par parties, on est ramené 2 la détermination des
flux sur les bords des mailles. La maniére dont on approche les flux en fonction de I'inconnue
discrete détermine alors le schéma numérique .

1.2 Exemples

Considérons d’abord I’exemple simple de 1’opérateur de Laplace. Soient {2, un ouvert de R?,
et f: 92— R ;on cherche u: @ — IR telle que

—Au=f dans Q,
(1)

+ conditions limites sur 09 .

On se donne un maillage T de Q en quadrangles. Soit K un élément de T ; 1'équation associée
4 la maille K et A I'inconnue associde A cette maille est obtenue en intégrant I'équation (1_) sur
K ; par intégration par parties, on obtient — [, gradu.n = [ f, od n est la normale extérieure
a al{l( .) 1l reste alors A discrétiser gradu.n en utilisant les inconnues discretes (une inconnue par
maille).

10n appelle schéma numérique une technique de calcul de solutions approchées du probléme considéré. Voir
Paragraphe 2.1 pour une illustration simple.



38

Stokes pour I'écoulement (stationnaire) d’un
Soient fy et fo (forces agissant sur le
. on cherche uy et uy (les composantes
du vecteur vitesse), et p (la pression) définies de 2 dans IR, telles que :

Considérons maintenant les ¢quations de Navier-
fluide incompressible dans un domaine €2 bidimensionnel.
mouvement du fluide) des fonctions données de §2 dans IR

duy Oy dp -
—_— d yg— — = —— -} s ]
“1(').1'1 i “’i).z‘-g o day / (®)
) o .)l 9 '—(')’ .
,,‘f__“; + “-z(vi —Auy = -—’— + 2, (11)
day 0xy iy (2)
Ouy  Ouy .
— 4+ —=0, 17
ox, Oxy (it}
+ conditions limites sur JS2 .

Une méthode célebre, ¢f. [P] consiste A utiliser trois maillages entrelacés, associés aux trois
inconnues uy, uy et p. L' équation (2)(7) (resp. (2)(ii), (2)(ii1)) est associée a I'inconnue u; (resp.
uy, p) et intégrée par partie sur le volume de contrdle associé & uy (resp. uz, p). Les termes de
bord obtenus sont ensuite discrétisés en utilisant les inconnues discrétes, i.e. les valeurs de uq, u;
et p sur les mailles de leurs maillages respectifs associés. Gréce & ces maillages, la discrétisation
de tous les termes s'cffectue de manidre assez naturelle ; la seule difficulté est la discrétisation du
terme de convection?,

Nous pourrions citer de nombreux autres exemples ; ces exemples concernent essentiellement
des problémes de la mécanique des fluides. Dans le milicu mathématique frangais, on peut citer
les problemes de simulation de réservoir, en ingénierie pétroliere, qui ont été ¢étudi€s par I’équipe
de Chavent a I'INRIA ¢f. [C]].

1.3 Motivation

La méthode des volumes finis est utilisée depuis longtemps par les ingénieurs et les mécaniciens
des fluides. Elle est implantée dans de nombreux codes industricls, ct il semble donc souhaitable
d’en étudier les propriétés mathématiques. En particulier, en ce qui conceme les équations hy-
perboligues, il semble que ce soit actuellement la méthode la plus performante. Elle est aussi
intéressante pour les opérateurs de type elliptique (pour lesquels la méthode des €éléments finis
est trés performante), parce qu’elle permet un couplage simple avec d’autres ¢quations (de type
hyperbolique, par exemple).

Essayons maintenant de découvrir les propriétés mathématiques de cette méthode sur des ex-
emples simples, c.2.d. en particulier pas sur I'équation d’Euler... Notons toutefois que d’excellents
résultats numériques ont été obtenus avee cette méthode pour le traitement de ladite équation (voir
Iarticle “La modélisation des disjoncteurs. Un exemple de relations Université-Industrie™ par P.
Chevrier, J.M. Talbot et J.P. Vila, paru dans Matapli 19, p. 23-36, et [Che]).

2 Equations elliptiques

2.1 Le cas unidimensionnel

Attaquons d’emblée le probleme le plus académique qui soit @ on s¢ donne une fonction
f:]0,1[— R, réguliere, c.a.d. pour simplifier la restriction 2 10,1[ d’unc fonction de R dans R

2¢.45.d. les deux premiers termes des deux premiéres équations.



de classe C*, et on cherche u : ]0,1[— R telle que :

—u"(x) = f(x) pour z €0, 1]

. 24° ¢ 54 >pey T > Y I 3 YRV Y y M
On discrétise U'intervalle JO,1[ en N intervalles, les mailles, de longueur Ay, ... hy. On note

H= sup h; et h= in[ h;.
1<i<N 1<i<N

Soit v la solution exacte de (3). On note u? la valeur approchée recherchée de la moyenne de u
RN N ot 5.0 . B = . .

dans la i-¢me maille, et u” la solution approchée (constante par mailles), i.e. u”(z) = u”* dans la

]

;-eme maille. Soient z; le centre de la 7-¢me maille et T;_1,x 1 ses extrémités. Le principe des
- . \ Z M 2 2
volumes finis consiste donc a écrire :

l‘l 1 .
u'(:r,i_%) — u'(n‘ﬁé_) =/r t f(z)dz, pour t=1,....,N. (4)

il
Il reste maintenant a exprimer “I(‘L'i+§) en fonction des inconnues discrétes uj, j =1..... V.

Puisque la valeur de u en z; approche la valeur moyenne de u sur la ;-¢me maille avec une erreur
en H?, I"approximation la plus naturelle de ce terme est :

ul, , —uf
u (.’L‘H_:_) =4l = “pour t=1,..,N, (5)
2 h., 1 2
l+§
. h; 1+ h, 1 =i e .
ot by = LT On pose fi = —/ b f(2)dx. Le schéma numérique s’écrit donc :
2 2 hz‘ 1"._%
uf — u? u?, , —u? .
[« =l S L =h;f;, pour t=1,.. N,
6
ul = —uf , (0)
a = e d
L UN-I—] = ‘—ILN , .

ol on a défini hy = h, hyny = hy, et introduit w§ et uf,, afin de traier les conditions aux
limites,

Pour les non-spécialistes, il est instructif de voir sur cet exemple simple <CC que ‘!“'l“‘ﬁ)kz;‘::::f:::
aux différences finies (identique dans ce cas unidimensionnel au schéma élunm}ts‘ mml ‘bt &nuLcn

aillage » schéma itérences 's est obtenu ¢

sur le maillage dont les ; sont les sommets). Le schéma aux”dllluum.\‘ llmg.‘ ety
€erivant —u”(w;) = f(;) pour i = 1,..., N, et en remplagant u”(x;) par le quotien
consistant le plus simple possible’.

TP T T T ; - R \ srobléme et a approcher
, le schéma éléments finis IP) consiste a utiliser une formulation variationue lle ll‘ll‘ ol o dimen;ion finie
Uespace fonctionnel 1H3()0,1[) dans lequel on recherche la solution du probleme par I'espace
' inues et linéaires par maille. "
des fonctions continues et linéaires par maill e ¢ on remplace —u"(z;) par
i.e. i a . ; : se recherchée de u au point ry, €
on considére que ug est la valeur approchée recher I d vers 0 lorsque H

Yex : ; p . . s () ave » erreur qui ten
Pexpression faisant intervenir ul_y,uf,ufy, qui approche —u (¥i) avec une erreur q

tend vers 0, lorsqu’on remplace les uj par u(x;)-
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On obtient alors le schéma suivant :

( 1 u® — ’u,'.l* u —u? .
: : ol ~| = f(zi), pour i=1,..,N,
hiy + higy +2h; hi1 hH—%
4 2
Qs a (7)
uy = —uj ,
— a

L '(1:3\v+1 = —U/\r "

1 est bien connu que le schéma aux différences finies (7) converge (plus précisément, (8) est
vérifiée). Nous nous posons naturellement la question de la convergence du schéma volumes finis
(6). A-t-on, par exemple :

sup |uf — ;| = Oquand H — 0, (8)

1<i<N

ol u; est la valeur moyenne de la solution exacte dans la &me maille, ou encore, (ce qui revient
au méme pour prouver (8)) la valeur de la solution exacte au centre de la i-¢éme maille ?

La démonstration d’un tel résultat nécessite des propriétés de consistance® et de stabilité®. Pour
obtenir ces propriétés, essayons d’écrire le schéma (6) comme un schéma aux différences finies’.
En divisant les deux membres de la premiére équation de (6) par h;, ce schéma peut s’écrire sous
forme matricielle : Au® = b, ot u® = (uf, ..., u‘;\,)T, b= (f1,.. fN)T, et A est une matrice carrée
d’ordre N. La stabilité du schéma se démontre facilement en remarquant que ||A™!|| < C, on
C est une constante indépendante des h;. Notons que le schéma aux différences finies (7) est, lui
aussi, stable.

Le probléme de la consistance est beaucoup plus délicat. On remarque que I’erreur de consis-
tance r = (7q, ..,rn)T avec :

1 [w; —wimp Wi — Uy .
ri=—|— - —fi pour :=1,...,N, (
h; h._1 hipy
2 2

1

e
~—

ne tend pas vers 0, 2 moins de supposer que

h‘i+l Il-‘

) +1
sup —— — 1 et inf —— — 1, lorsque H — 0 .
19’%1\/ h; 1SN hy ’ q

Vu comme un schéma aux différences finies, le schéma (6) apparait donc comme inconsistant.
Prenor.ls par exemple [ =1,h; = h si i est pair et h; = 2h si ¢ est impair. Dans ce cas, r; = l, si ¢
est pair et r; = —% si 7 est impair, Donc r; ne tend pas vers 0 avec H ! Remarquons, par conue,
que le schéma aux différences finies (7) est consistant pour tout /.

SPour un sché.ma aux différences finies, Perreur de consistance est obtenue en remplagant uf par u(zi),
ve'lleur de la solution exacte au centre de iénme maille, dans le schéma numérique (cf. eq. (9)). Un schéma est
dit consistant si 'erreur de consistance tend vers 0 lorsque 1 tend vers 0.

La notion de stabilité dépend des auteurs. Nous dirons ici que le schéma est stable si on a une estimation
sur la solution approchée indépendamment du maillage. Le type de stabilité dépend du type de Pestimation
obtenue. On s’intéresse ici a une L stabilité.

T s : Sz ca , .
c.a.d’. en considérant que uf est une valeur al)prochee de u au point z; ; notons aussi que f; est une valeur
approchée de f au point z; avec une erreur en H2.
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Cependant, pour le schéma volumes finis (6), I'erreyr de consista
ens fgiblc Plus précisément, en notant Ty

s .

a fonction constante par maille et €gale A r,
la :-¢me maille, on remarque que 7, tend vers 0 dans L>(]o, 1) pour Ia topologie faible % (i.e.
az- -

1 0 Y€ L'(]0,1])). Cest ce quc nous appellerons 1a consistance faible. Ceyte propriété
Jo r;;ff c—c)lémonlréc dans Ie cas général, sous Ia scule hypothese de 1a “cone: n

C . . » N el ’
ch;;i; d’un quotient différentiel consistant pour I"approximation de u (x,.+.7) .
e

nce tend vers () dans un

istance et de stabilit¢ o ainent la conver
i¢tés de consistance et de stabilité entraj;
Les propri€tés

7

gence du schéma aux différences
i concerne le schéma volumes finis (6)
‘g “n ce qui concerne le
finies (7). En

» ON remarque que r; = (Av); + e(H),
v = T, ot v; = (=) (cf. [FS] ou [F]). On obtient
—0quand H = 0, et v = (v, «y UN)T, ol 3
avec e(H) — (
alors

Alu—u") = Av 4 e(H) , (10)
= (u un)T. On en déduit que sup(|u; — tiflt= 1, «yN) = 0 quand H — 0 et donc
ggcu]c—schér‘ﬂa’(ﬁ) converge. De manidre plu

s générale, si on Suppose que le schéma est statge
flux entraine Ia convergence du
S ntrer que la consistance des
nvenable, on peut mo
en un sens co

§ [F]), 1a démonstration de cette convergence faisan.t appel au caractére conservatif (cf.
SZ?;;anp(}fcf- 2.2) ,naturcl dans les schémas de type volumes finis.
glalag Sk

2.2 Le cas bidimensionnel

(11)
u(z) =0 pour z € 0N} .

i i dimension
énéralise trés facilement en
i le paragraphe précédent se g
Le schéma naturel décrit dans
supérieure.

: & opriétés
i n obtient les mémes pr .
: . les (régulier ou non) o : i T
’ illage formé de reclangles (r : héma est bien sir :
d Dan.s ::niisge:%lﬁaet d% conservativiié quen dlmensllzgrrlli)llz;gltsacé celui de la dimension 1 (cf.
€ consis ! . sennemen | la il
. als par un rais t ainsi la converg
et d;-? )dlffézencl:ez ?:ﬁzu? de ansistance comme en (10) et on obtien
[FS] ou [F]), on évalu

d-
, illage formé de qua
- hode au cas d’un maillag drangles
. ; de généraliser la mét s : formé de qua
1L et év'ldemlpent (lintétrr?:rslzll]ets. I%renons ici I'exemple d un r?aélijaeg ?a méthode des volu".1es
qutes, voire méme Ke e maille de ce maillage. Selon le Prllll,CéPuaﬁon associée A cette maille
?iuglconques. NOtO:: incg?mue discréte par maille, notée ug, et 1'éq

nis, nous avons u

i g 3
€SL, en notant ny la normale 3 9K extéricure 3 J

— radu.ng = / i
/ah' & K

ar maille. L'étude
> I'inconnue par matlle. L ct
. > valeur de 1'inc semblent étre :
. " . - en utilisant une »s de la méthode sem
g fi'i " mamtenanll P Etlr‘g ((ilzénll::s propriétés importantes de la 1 KNK', 'approximation
¢ la dimension 1 nous a mo illes adiacentes, sur K ’ .
ivi d e, si I{ et I’ sont deux mailles lll;ljd;\b néo;: égale 2 I'approximation de
&la con(sjerv atw"ét.(l(i:‘g' ' dﬂﬁ:'l'équa(ion associée & la maille
€ gradu.ng, utilisée d:

81ci, le
vale

4 est une
istant car u; es
s . Il est consis 4oy
B, rocher u'(l‘i) est donnt? -en]e(ermi“e- En remplagant u; et ujy,
quotient différentiel choisi p:l:jigalgpsolution S i I dstn
g n
ur approchée de la valeur moyen

e )
: 5) approche u ( i+3
ion de droite de (
: cte, 'expressior ta H.
de la solution exa O t par rappor
ar | nes correspondantes ins linéairemen
:V es valeurs moy.ezl d vers 0 lorsque H tend vers 0, au moins
€ une erreur qui tend v :
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—gradu.ng, utilisée dans I’équation associée a la maille de K'). Cette propriété découle ik
turellement du principe de la méthode des volumes finis.

- 1a consistance des flux (c.a.d. en prenant pour ux la valeur moyenne de u dans la maille K, of 4
est une fonction réguliére, la différence entre gradu.ny et 'approximation choisie de gradu.n
est d’ordre inféricur ou égal & celui du pas du maillage).

On trouve dans certains codes industriels I'approximation suivante de gradu.ng sur K n ' .

ad Upr — UK
gradu.ny = TR O
ol d(I, k') est la distance entre les centres des mailles & et K’. Ce choix, bien que simple,
n’est pas satisfaisant, car les flux ainsi obtenus ne sont pas consistants, ce qui entraine des erreurs
importantes, surtout lorsque les mailles ont toutes la méme inclinaison (¢f. [F]). Ce probléme
peut €tre évit¢ en modifiant 1'approximation de gradu.ny de manitre 4 la rendre consistante. I]
faut toutefois prendre garde a ne pas perdre le caractére conservatif, c.a.d. 4 conserver la méme
approximation pour gradu.ny que pour —gradu.ny:. Pour cela, nous avons introduit un schéma
que nous avons baptisé VF9, car I'équation associée  la maille K fait intervenir au plus 9 valeurs
de I'inconnue discréte.

Décrivons maintenant, pour ce schéma VF9, la maniére dont on approche le flux gradu.ng.
Nous supposons ici, pour simplifier, que le maillage T est structuré, 7.e. constitué d’un ensemble de
mailles quadrangulaires {K;;,i =1,..,N ;j=1,... M}. Soient C;; le centre de la maille K ;,
6i-1/22 Git1/2,55 6,-_,”1. /2> 0i_1/2,; les quatre arétes formant la maille 0.7 €U Nij=1/2, Mit1/2,55 Mij+1/25
Mi-1/2,j l‘eurs médmmpes respectives. On note encore Gij-1/2, (tesp. (ipq /25> Gij+1/2, Cicryaj) la
droite Joignant les points C,"]' et C,"j_l (resp. Ci’j et Ci-H,jv C,',j et Ci,j+1a C,',j et Ci—l,j)-

Ni,j+1/2
Cij+1
/ \ Ci+1,j+1
Uij+12
- ) Civ12,j41

‘.l.
/ J
I)

Gie12y ij+1/2

Figure 1

Considérons par exemple 'arCle 6, 11/, séparant les mailles Ki; et K j4 (c¢f. Figure 1). Pour
approcher gradu.ny au milicu de cette aréte, nous allons trouver une approximation de « en deux
points .U,"j+1/2 et D; jy1/2 situés sur la médiatrice ij+1/2 de arée bi.j+1/2, de part et d’autre de
celle-ci. On note ¢; 11/, I’approximation de gradu.ny au centre de I'aréte 6. . Le choix
naturel de @; ;.1/, consiste A prendre : SeFLEE _



U D
& Uii+1/2 — Uiitayo

Pij+1/2 = ,
an d(Ui 1172, Dij41/2) (12)

b uY D, § s imations ‘ - N
oll U; ;41/2 et u;41/2 Qom-deq azppmxmmtmns de u en U:,_.;-l-_l/2 et D.,,+1/2, ct d(Ui,j+1/2,D
est la distance entre les points Ui ;1172 €t Dijy172. On choisit les points U; ;415 et D; j41/2 sur les
il JOl'gmm = CC?U:LS db mailles d.d“m,t.cmcs' Lf::s points U-'.j+l/2 et ],)i;j+1/2 sont donc situés
i I'intersection de la médiatrice 7; ;4172 avee les droites ¢ adéquates, choisies selon la géométrie
du maillage. Plus précisément :

i.j+1/2)

Uije12 = Mig+172 0 Goryz4 81 nijpay2 passe A gauche de C 4, ,
= Nij+1/2 N Ciy1/2,541  sinon |
D;j+172 = Nij+172 0 CGicaya,j si 74172 passe a gauche de C;; ,
= Nij4+1/2 N Civ1/2, sinon .
La propriété de consistance des flux requiert une approximation au deuxiéme ordre de u aux points
Uiss172 et D;j4172. Dans le cas de la géométrie décrite dans la Figure 1, on peut utiliser dans

DY 1a S et s o /4 D :
(12) les approximations linéaires suivantes de Uiiy12 O Uijp1g2

d(Cij+1, Ui j1/2)
usj- =aoaul ..+ (1 —a)ui; ol a= bith —hitl/
J+1/2 141 T ( Julin d(Cij+1, Cit1,5+1)
d(Cs j, D; j4172)
d(Ci—l,j7Ci,j_)

- ’

“gj+1/2 = 6“?—1,]‘ + (1 - :6)“?,]‘ on A=

L' approximation de gradu.ny au centre d’une aréte verticale 6,1,/ ;, se fait de manicre
similaire, en introduisant des points ;42 intersection de la médiatrice 7,4./2,; €t, (selon la
géométrie), de la droite (;j—1/2 (OU Cijy1/2), €t Ligyy2,; intersection de ni4q/2,5 €t Giyr,j-1/2 (OU
Gi+1,j+1/2)-

Notons que les mailles du bord demandent un traitement particulier (cf. [F]).

~ Le schéma décrit ci-dessus est stable sous une condition géométrique sur les maillages con-

sidérés. Comme les flux sont consistants et que le schéma est conservatif, il vérifie aussi la
propriété de consistance faible, ¢.h.d que I'erreur de consistance définic comme au paragraphe 2.1
tend vers 0 dans L°(92) pour la topologie faible *. Sous des hypothdses restrictives convenables,
on en déduit la convergence (cf. [F]).

Des tests ont €16 effectués, sur le Laplacien et sur des équations de type —div (kgradu), o0 &
¢st variable (cf. [F]). Des comparaisons avee des solutions obtenues par la méthode des €léments
finis, de type Q1 (bilinéaires), connaissant les solutions exactes, ont fourni des résultats qui sont
Souvent en faveur de VFY,

2.3 Autres types de Volumes Finis
’ " . . is. On peut,
Dautres possibilités existent pour définir des discrétisations par des :'Ol‘UlfleS gln(;:s assogi e
par exemple, partir d’un maillage d’éléments finis. Les inconnues discretes sgnt Trigegen
aux qoeuds du maillage, et a chaque inconnue discréte, on associe un volumcl t:: lfoix b v oliime
définit en fait un maillage dual. Plusieurs moyens sont envisageables pour ¢
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0 aillage. Ce peut étre, par exemple, en prenant les médiatrices
& COPEOIS’ pouziﬁ:: qlll,ee tggﬁc?;erge la :zliscrétig)ation est d’intégrer 1'équation sur chaque volume
gzsccoor:trzleese?]le calcul de graduny s'effectue alors en utilisant les valeurs de u au sommet
des mailles,initiales. Cette méthode a été employée avec succes cf. [FI,,LO] (y compris pour des
problémes assez complexes tels que les équations de Navier-Stokes ou d’Euler). Elle a été couplée
avec la méthode multigrille dans le cas de raffinement de maillages cf. [MC]. Pour le Laplacien,
on peut dans certains cas démontrer la convergence c¢f. [CMMC].

3 Equations hyperboliques

3.1 Cas d’une équation unidimensionnelle

On s’intéresse maintenant au probl¢éme suivant :

9
Z @D+ 5 (flu(z1) =0  VzeR, teRy,

(14)
u(z,0) = ug(z) Vz€ R,

ou f est une fonction continue de IR dans IR et up € L(IR). 1 est bien connu que ce probléme
admet une et une seule solution faible entro

pique®. On considere le maillage défini par des mailles
de centre z;, 1 € Z, d’extrémités Ti—1/2 €L Tiyy/2. Soit
H =suph; et h=infh;.
1€EZ

1€Z

La technique des volumes finis donne une discrétisati

on spatiale, c.a.d. ici une discrétisation de
Z(f(u)) ; pour la discrétisation en temps, nous prendrons la discrétisation “Euler explicite”. En
notant k le pas de temps, un schéma de volumes finis s’écrira dong :
hi n+1 n n n .
T(”i —ul) + f;+1/2 _fi-1/2 =0, neN,ieZ ,

15
o 1 rziage - (13)
u = —/ uo(x)de,i € Z
hl Ti-1/2

00 uy est la valeur approchée de u & I'instant ¢ = nk et dans la maille ¢. Dans la terminologie
usuelle des: €quations hypt_:rbol'iqucs, i+172 S'appelle le flux numérique au point x4y/2 A I'instant
t = nk (c’est une approximation de f(u) au point wiy,/; A instant ¢ = nk). Dans le cas d'un
schéma & 2p + 1 points (p € IN*), le flux numérique peut s’écrire

al -— " as Tt
ji+l/2 _'.(/(ui—pi-ﬁ""uﬂ-p) ' (16)
g est la fonction flux numérigue, ¢’est donc elle qui détermine le schéma.
Consistance. La consistance du schéma est obtenue en écrivant la condition :

g(uyiu) = f(u) .

*Pour la définition de “solution faible entropique”
3.2.

+ voir la note de bas de page numéro 10 au paragraphe
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Il s’agit bien de la consistance des flux comme pour le cas elli

uons que les schémas de type volumes finis sont souvent prés
schémas aux différences finies. En fait lorsque h; = H, pour t
ci-dessus donne effectivement la consistance classique au se
I'erreur de consistance est Qc la formg e(H), telle que e(H)
J’'erreur de consistance se fait alors évidemment sur le schém

puque (cf. paragraphe 2). Remar-
em¢s dans la littérature comme des
out 1, la consistance des flux définie
ns des différences finies c.3.d. que

— 0 lorsque H — 0. Le calcul de
a mis sous la forme suivante :

n n 1 n n
(uf*! —u?) + z‘( i+1/2 ~ f.'—l/z) =0.

7] —

Par contre, lorsque h; dépend de 1, le schéma n’est pas consistant au sens des différences finies
ce qu’on peut voir tres simplement comme dans le cas elliptique décrit au paragraphe 2. 1l est doné
assez dangereux de présenter ces schémas comme des schémas aux différences finies. Du point de
vue de la convergence, I'important est le caractére conservatif, c.a.d. le fait que I’approximation
de f(u) au point 1 +1 /2 pour I’équation associée & la maille ¢ est la méme que 1’approximation de
f(u) au point 7+1/2 pour I'équation associée & la maille i+1, ce qui est naturel dans la formulation
des volumes finis, mais n’est pas forcément vérifié dans une formulation de type différences finies.

Stabilité. La plupart des auteurs utilise une stabilité BV (variation bornée) et une stabilité L>
pour montrer (en utilisant la consistance des flux) la convergence des schémas. Les stabilités BV et
L™ ne sont pas automatiques, mais sont obtenues pour des choix convenables de la fonction g, et
sous une condition de stabilité dite “CFL” (Courant-Friedrichs-Levy) pour les schémas explicites
en temps (que nous considérerons ici). On peut citer par exemple le schéma décentré amont si
f' est de signe constant, ou, plus généralement, le schéma de Godunov si f' change de signe.
Le schéma de Godunov, en particulier, est peu précis (il est d’ordre 1 sur un maillage régulier),
et diffuse beaucoup. Une assez vaste littérature traite des schémas plus précis (quasi ordre 2 sur
un maillage régulier) conservant les stabilités BV et L. Citons, par exemple, le schéma de Van
Leer. Sur les maillages irréguliers, les schémas d’ordre 2 deviennent d’ordre 1. Notons que dans la
plupart des articles, seuls des maillages uniformes sont considérés, ce qui ne permet pas forcément
de juger la performance exacte des schémas pour des cas réels.

3.2 Cas de la dimension 2

La littérature mathématique sur les équations hyperboliques en dimension 2 d’espace est assez
réduite. Quelques travaux portent sur des maillages rectangulaires réguliers cf. [CM] ou irréguliers
¢f. [S], pour lesquels les méthodes de la dimension 1 sont adaptées afin de montrer la convergence
des schémas classiques comme celui de Godunov.

Deux types de problémes peuvent étre abordés :

- I'étude de schémas plus précis que Godunov sur des maillages rectangles, réguliers ou non
(schéma de Van Leer par exemple) ;

- 'étude de maillages formés de quadrangles ou de triangles.

Pour ces deux types de problemes, on est confronté aux mémes difficultés que dans le cas

ellip_t-i.qua. En plus des difficultés liées  la consistance, on rencontre des difficultés liées 2 la
stabilité. La notion de schéma “TVD" (variation totale décroissante), ou plus généralement de

BV-stabilité, fort utilisée en dimension 1, ne semble pas adaptée 2 la dimension 2.

On voudrait généraliser les méthodes de la dimension 1 au cas de la dimension 2 pour un

Maillage quelconque, par exemple triangulaire. On considere ici I’équation avec condition initiale
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ivante :
) %t_ (2,1) + div(v/(u(z,1)) =0 z€R? teR,,

u(r,0) =uo(z) z€R?, (17)

ol v est un vecteur donné de R?, f csl(unc\ fonction ‘(d()m?é‘c) contir;uc de R dans R telle gy
f' >0, et ug une fonction (d““"éc),h”mw' . .Sl]pp()r[-,wmp,d.u’ oy da{]s ’IR,. Soicm @, 3 deux
réels strictement positifs, a < . Soit T un Am(mllugc lrmpgul(urc, on note S (Alx ) Paire d’up triang]e
K du maillage, ci(K ), = 1‘2: 3 ses trois cotés et [(c;( I ),) la longueur du coté ci([(), L’h)’pothése
de non-dégénérescence du maillage (classique pour la méthode des élements ﬁms)' peut s’écrire -

ah? < S(K) < gh? |
ah <(c;(K)) < ph 1=1,2,3.
On note £ le pas de discrétisation en temps, et u} 1'inconnue discréte correspondant 3 Ia valeur
de u dans la maille X' au temps ¢, = nk. Soit u™ la fonction définic sur IR? par u™(z) = u} si

z € K ; la solution approchée en temps et en espace est ugi(t, ) = u™(z),t € [t,, tny1).

On note ng (k) la normale a ¢;(K) orientée vers I'extérieur de K. Puisque f’ > 0, le schéma
numérique considéré ici utilise une discrétisation en espace avec décentrement amont

- u’;\:H — ui’ E n
S(K)—=——+ > Uc(K))vng ) f(ulx) =0, (19)
1y |

oll uZ, k) est la valeur de u “amont” sur I’aréte ci(K') définie comme suit. Notons .4 I’ensemble
des arétes du maillage ; alors, pour a € A, on définit n, une normale a Iaréte a telle que v.n, > 0.
On définit alors K} (resp. K o ) le triangle amont (resp. aval) de a, i.e. tel que ng+ , = n, (resp.
Ny . = =N.); la valeur de u sur a est alors définie par @ uy = ujp,. "

.On veut démontrer que Utk Converge, en un sens convenable, vers u, solution faible entropique™
(lfmque) du prqbléme (17), quand h — 0 et k — 0, (avec condition éventuelle de stabilité). Tout
d’abord, en €crivant w7 comme combinaison convexe de u et des u” (k)» On montre la stabilite

L= (cad. que ur est bornée dans L®(R* x R,), indépendamment de h et k) sous la condition

de CFL :
h ,

>0 k< (20)

S o1 —9). “

I Al

Par un : a
pour la :%)zrlge?é ?l?ﬁflque’ pour montrer que uqx converge (par exemple dans L°(IR* x R+)
oliition faiblcgenuil ; e *)é lorsque k — 0, h =0, en respectant la condition de CFL (20), vers 13
solution du problémg ((41u ? u probléme (17), il suffit de montrer que la limite éventuelle de ugx St
linéaire (f(u) = y), |, .),' Pour montrer ceci, I'estimation L est insuffisante, méme dans l¢ -
en dimensiop - @ stabilig By, suffisante (avec la stabilité L) pour prouver la conviirgcl"»lﬁ
s maillavec ac vérifide dans 1€
cas général. Elle p’e e $ maillages rectangles, ne semble pas vérifice dans
“BV faible”, mecltj}()g:l;;"iio;:s Pas nécessaire. Une stabilité plus faible, que nous appgl.lcro(lj\?
: 4 convergence du schéma dans le cas général. Cette condition d¢

IC>0 : Vv
PR Y Ha)lvanlf () - St < © (21)
NA K{ Kg = :
°On appelle solut;j i
o e OPF ution f: > : . 1
et P'unicité d’une telle s:]lubtliz;',l)n‘r,zgl#“e du P{Oblel?le (17) la fonction u (on démontre effectivement I’existence
Bn=1(u) et pp = F(u). thant les équations (décrites plus loin) (22) avec u; = f(u) et (23) avec



, mai de h ni de k. Cette
< dépend de a, B, 7, uo et f, mais pas
o giti(ff?:: CFL (20) cf. [CGH] (c’est pour (21)
con

le cas linéaire, on utilise I'estimation (21) pour majorer I’erreur due ay schéma numérique
Dans le , |
et montrer la convergence.

estimation est vérifiée sous la
que v > 0 est nécessaire),

le cas non-linéaire, la difficult¢ supplémentaire tient au fait que, si ug g converge vers
S 1€ ’ )
Da;( ) vers juy, les convergences étant dans L®(IR? x IR )
u, et J(UTK s

pour la topologie faible *, il
trer que jty = f(u), et que u est la solution faible entropique du probléme (17). La
te a montr e J\ :
Eleésmomtration se fait en deux étapes : _

Aaa S I? . % . l 21 ue :
1) on commence par montrer, grace a I'estimation BV faible (21), g

/ ] (wpi(z,t) -lr;Lf(;v,t)v.gradc,o(:c,t))dn:(lt—{~/m2 ug(z)p(0,z)dz =0
Ry JIR?

(22)
V o e C2(R? x Ry) ,

= + n sens
(cad. wz,t)+div(ves(z,t)) =0, z € R, ¢t € Ry, et u(z,0) = up(z),z € Ry, enu
“faible™) ;

)
? t' ] p b4

/ / (u,,(:c, )iz, t) + up(:c,t)v.gradnp(x,t))da:dt + /IRz n(uo(z))p(0,z)dz > 0 ,
Ry JR2

¥ o€ CP(R? x Ry )9 20,

(23)
*(R*x R our la topologie

ol p, (resp. pr) est la limite de 5(uri) (resp. E(ytyn-e):zdcsiil:;t)L (R*xRy) p
faiblex (on peut effectivement supposer que ces limites .

2 t que u est solution
On déduit de (22) et (23) que ur,x converge vers u dans L}, (R” X IR.), et q

loc - N i cs"
faible entropique du probleme (17). Ce point utilise un résultat sur les solutions
de DiPerna (¢f. [DP]).

SO d . conver 'Q S 4] 3 @ b ICCL;‘]
l; egt d nnt’ dmb

33 Autres types de volumes finis

i > éléments
tir d’ haillage ¢€let
sment partir d'un v - iipgiariren
: T qut ¢galement | lume de controle.
Comme dans le cas des €quations elliptiques, on pe e et un volume
) s i . inconnue discréte e 2 slobal obtenu
finis, et & chague oe maillage, associer une inconn & . 1o schéma globs
Ces volumzzl l:l(iuZ( lr]nx;*l;:,l [?Luuvunl m%rr;c étre “fictifs” ; I'important est ql:\bd p; A chaque noeud du
'Y 2 CO role ) ) ) 4 ) o — o Y & - .‘,unc
S0t conservatif. Dans [EG], on discrétise I'équation (17) ’;llv)L)LcT A Cl!'l,:l(lllc instant, ‘:‘? hbp;l]bavec
maillage formé par les triangles (ou par les tetrahdres CIll iméé s exemple par la mmlluz(nocuds
\ > p peut Etre donnce par e e font entre les
valeur de p et une valeur de u. La valeur de p peut &tre e s ol
o A L . : " Idn CS 3 a
ments t]":nis IP) d’une équation de type elliptique en p. L“f d:;ls' lcbparugruphc précédent, et |
du maillage, avec un principe de décentrement amont C(tnlnnu, !
; idre semblable.
convergence du schéma se démontre de manitre sembla
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