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Jean-Christophe Yoccoz

e A. CHERITAT

1. Témoignage

Quand Yoccoz recut sa médaille Fields en 1994,
j’étais en classe préparatoire. Deux francais et un
belge dans la cuvée... Ca a peut-étre influencé mes
choix professionnels ultérieurs. Les systémes dyna-
miques holomorphes, j’en avais entendu parler, ca
avait l'air d'un sujet intéressant. En particulier dans
“The beauty of Fractals” de Peitgen et Richter [10],
qui contient beaucoup d'images et quelques expli-
cations parfois difficiles a suivre, un passage avait
attiré mon attention. Il mentionnait le probléeme de
la linéarisabilité des points fixes en dimension com-
plexe 1 dans le cas d'un centre, c’est a dire d'une
valeur propre A = /7 de module 1 et qui n‘est pas
racine de l'unité, ot je note T = 27t par commodité. 1
Un lien avec le développement en fraction conti-
nue de 6 était mentionné. C'était un trés beau pont
entre l'arithmétique et 'analyse. On donnait une
condition suffisante de linéarisabilité et il était pré-
cisé que la question n’était pas close (figure 1 page
ci-contre).

Il se trouve que le livre de Peitgen et Richter a été
publié en 1986 et qu’un des résultats majeurs de
Jean-Christophe Yoccoz résout cette question pour
les polynémes de degré 2, mais je ne le savais pas
a l'époque de ma prépa. Son manuscrit contenant
la preuve date de 1987-1988 soit peu de temps
aprés le livre de Peitgen et Richter [10], mais il ne
sera publié qu’en 1995 dans un volume de la série
Astérisque de la SMF, [14]. Le livre de Peitgen et Rich-
ter, toujours lui, mentionnait Adrien Douady, avec
une photo. Il deviendrait plus tard mon directeur de
these.

Je fis connaissance avec Jean-Christophe a l'été
1995, le jour ol je passai les oraux d'une des ENS.
Il en était... 'examinateur! Dans ces circonstances,
je n‘ai pas vraiment pu échanger, mais j'avais noté
son accessibilité et sa bienveillance. Je me sou-

1. Ce n’est pas une notation employée par Yoccoz.

viens encore de la colle : un IFS? qui crée une por-
tion d’une courbe fractale, le flocon de Von Koch,
comme point fixe d’'un opérateur sur les fonctions
continues de [0, 1] dans le plan. A un moment javais
composé les fonctions a l'envers: f,o---ofh o fi. En
fait j'avais bien pris soin de faire attention a l'in-
version importune —f o g c’est g puis f—donc si
on veut enchainer une suite d’applications, il faut
les noter comme j'avais fait... sauf que pour les IFS,
justement, on veut les composer dans l'ordre inhabi-
tuel. Croyant avoir miné mes chances je me désolai
mais il me rassura, je ne sais plus exactement en
quels termes.

Cet ordre inverse, je l'ai rencontré a nouveau
bien plus tard, au milieu des années 2000. On
m’avait demandé une recension sur un article
concernant des IFS non autonomes et écrit par un
dynamicien sérieux et établi. Il améliorait un résul-
tat connu. Sauf que... il avait composé dans le mau-
vais sens. Cela rendait son résultat plus facile. Un
peu anxieux, j’ai contacté l'auteur pour lui faire part
de l'erreur. Il a trés bien réagi. Il ma méme invité a
son université pour qu’on discute de maths.

Jean-Christophe et moi avons réellement fait
connaissance quand jai commencé a suivre les
cours de Douady a 'université d’'Orsay en 1997. Il
venait au séminaire de l'équipe “topologie et dyna-
mique”. On m'a en particulier expliqué que les deux
contributions majeures de Yoccoz en dynamique
holomorphe étaient la résolution de la conjecture
que j'ai mentionnée plus haut sur la non linéarisa-
bilité, ainsi qu’un théoréme de locale connexité de
'ensemble de Mandelbrot en certains points. Il avait
d’autres contributions majeures mais je l'ignorais
alors. Je suis allé le voir plusieurs fois dans son
bureau au College de France prés du Panthéon a
Paris, comme mon directeur me l'avait demandé.
La, j'ai appris en peu de temps des techniques puis-
santes qu’il avait inventées, comme la renormali-
sation sectorielle, et qui m'ont énormément servi

2. lterated Function Scheme : systéme d’applications, usuellement affine du plan dans le plan et en nombre fini, dont on regarde le
monoide engendré puis certains compacts invariants, qui ont automatiquement une certaine forme d’autosimilarité. Lexemple typique

est la fougére de Barnsley.
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Jean-Christophe Yoccoz

FIGURE 1 — Extrait de la page 32 de [10] (Peitgen et Richter)

exact condition on « for which Schroder's series converges is an open and
apparently very deep problem. Consequently, one cannot as of yet always de-
termine if a given irrationally indifferent fixed point is in either the Julia set or

the Fatou set.

dans ma carriére. En particulier il m'a raconté la
preuve de son théoréme de non linéarisabilité. C'est
ce que jappelais souvent “l'une des deux faces de
sa médaille Fields”, 'autre étant censée étre son
résultat de locale connexité. Je dis “censée” car en
réalité, il y aurait bien d’autres faces a ajouter! De
facon intéressante, j'ai trouvé pendant ma thése
une preuve indépendante de son théoréme de non
linéarisabilité. A un moment jutilise une inégalité
due a... Yoccoz!, dans un registre totalement diffé-
rent. Alors si je dis que l'optimalité, c’est la moitié
de sa médaille, ne le cachons pas, c’est aussi pour
gonfler l'importance de mon travail.

En 1998 ou 1999 est venu le moment de choi-
sir un sujet de thése. Je suis allé voir en particu-
lier Douady et Yoccoz. Le premier m'a proposé une
piste basée sur des idées géométriques inspirées
par des images calculées sur ordinateur de suites
particuliéres d’ensembles de Julia, pour résoudre
une conjecture célebre en dynamique holomorphe,
sans garantie que ¢ca marche. Le second m’a mon-
tré un article plein de calculs ot un certain auteur
adaptait la renormalisation sectorielle a la classe
R-analytique en dimension 2 au lieu de la classe
holomorphe. Il m’a dit “je ne crois pas au résultat”
et m'a demandé de trouver la faute, comme pre-
miére étape de la thése et en fonction du résultat
on verrait... J'ai décidé de tenter ma chance avec
la grosse conjecture.

Nonobstant, j'ai souvent revu Jean-Christophe
a des conférences, en particulier a Pise ot travaille
son collaborateur et ami Stefano Marmi. J'ai étudié
leur conjecture dite de Marmi-Moussa-Yoccoz. J'ai
rencontré son ancien éléve Ricardo Pérez-Marco et
j’ai étudié ses travaux. J'ai aussi appliqué avec suc-
ces leurs techniques en collaboration avec Xavier
Buff a Toulouse, et nous avons montré des résultats
sur les disques de Siegel dont je suis fier.

Je n'ai pas été étudiant de thése de Yoccoz, mais
c’est tout comme.

2. Questions de linéarisation

Dynamique holomorphe en dimension 1. On
parle ici de systeme dynamique a temps discret
dont "évolution est donné par l'itération d’une fonc-
tion holomorphe. En termes moins savants, on étu-
die les suites définies par récurrence

Zn+l = f(zn)

avec z, un nombre complexe et f une fonction holo-
morphe 3 sur un certain ouvert de €. Comme cane
modélise rien en pratique, c’est un domaine qui fait
partie des mathématiques fondamentales. 4 Cepen-
dant, il y a des liens avec certains systemes dyna-
miques issus des sciences physiques, en particulier
avec l'astronomie, et ces domaines se fécondent
mutuellement.

Linéarisation. Si on a un point fixe f(a) = a, on
définit le multiplicateur comme étant la quantité
A = f’(a). Un point périodique étant un point fixe
de fP =fo---0of, on se raméne a un point fixe en
remplacant f par fP. Si [A| ne vaut ni O ni 1 alors
un changement de variable holomorphe conjugue
f prés de a a sa partie linéaire z — Az (théoréme
de Schroder, plutot facile). On dit que f est linéari-
sable au point a. Si A = 0 alors on peut conjuguer
f a son premier terme non constant dans son dé-
veloppement en série entiére au point a (théoréme
de Béttcher), donc a z +— z9 pour un certain entier
d > 2. Le cas |A| = 1 est bien plus difficile. L'histoire
de la linéarisabilité est trés bien racontée dans [10]
et [8] aussi ne vais-je en mentionner que la partie
utile pour aborder des travaux de Yoccoz. C'est une
longue histoire qui implique de nombreux mathéma-
ticiens et des astronomes. Il est peut-étre utile de
savoir ceci :

Théoréme (Siegel et Moser). Supposons |A| = 1.
Alors l'application holomorphe f est linéarisable au
point fixe a ssi elle est stable au point a, au sens
ou il existe une paire de voisinages bornés U, U’ de
a pour lesquels tout point de départ zg € U a une

3. Sion veut généraliser tout en restant en dimension 1, on peut itérer une fonction analytique f définie sur un ouvert d’'une surface

de Riemann et a valeur dans cette derniére.

4. Qu’on appelait avant maths pures et qu'on appellera sGrement différemment dans l'avenir.
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orbite z,, qui est d’'une part définie pour tout n et
d’autre part reste dans U’.

C’est un des nombreux miracles des fonctions ho-
lomorphes. En particulier on a la conséquence sui-
vante : les linéarisabilités topologique 5 et analy-
tique sont équivalentes en dimension complexe 1.

Série de Brjuno. Pour un nombre irrationnel,
0 € R, de développement en fraction continue
O=ag+1/(a;+1/...)=[ag; a1, as,...] on pose

B(6) = Z Ingni1

neN An

ol p,/q, est la suite des réduites, c’est a dire l'écri-
ture en fraction irréductible de [ag;..., a,]. C'est une
série a termes strictement positifs, > qui peut étre
convergente ou divergente. Pour 6 € Q on pose
B(6) = +oco. Un nombre de Brjuno est un réel 6
tel que B(6) < +o0. Notons B l'ensemble de ces
nombres. Alors B contient tous les nombres dio-
phantiens mais aussi certains nombres de Liouville
comme par exemple le fameux 6 =} . 107~ Len-
semble complémentaire R \ B est de mesure nulle
mais reste résiduel au sens de Baire : il contient une
intersection dénombrable d’ouverts denses.

Théoréme (Brjuno, 1965). 7 Soit f une fonction
holomorphe de D.S.E.

f(z)=0+e"z+0(2?).

Si B(6) < +o0 alors f est linéarisable.

Ce théoreme améliorait un théoreme de Siegel, le
grand théoricien des nombres, qui supposait 6 dio-
phantien.

Qu’en est-il de la réciproque ? Bien sdr, il y a pour
tout 6 une fonction linéarisable f(z) = e®"z+---, ne
serait-ce que l'application linéaire z — €97z, ou ses
conjuguées (par définition). La question réciproque
naturelle est donc la suivante : pour quels 6 existe-
t-il un exemple non linéarisable?

Théoréme (Yoccoz). Si B(0) = +oo alors il existe un
exemple non linéarisable.

En fait Yoccoz a également réussi a transférer

la non linéarisabilité depuis un germe f quelconque

vers le polynéme Az + z2.

. (via un changement de variable continu d’inverse continu)

5
6. ... sauf pour le premier terme qui est parfois nul.
7. Indépendamment démontré par RiBmann en 1967.

Théoréme (Yoccoz). Si B(6) = +oco alors le poly-
noéme f(z) = €97z + z2 est non linéarisable au point
0.

Cela avait été conjecturé par Cherry [4]. En un
certain sens, le polynédme Az + z° est 'exemple non
linéaire le plus simple. Il est donc intéressant de voir
qu’il est optimal pour la condition de Brjuno.

3. Techniques
La renormalisation sectorielle est l'outil prin-

cipal. Sa définition peut surprendre, aussi vais-je
commencer par un résultat qui la motive.

3.1 — La construction de Douady-Ghys

Rappelons qu’on peut faire agir GL>(Z) sur R U {co}
comme suit : 8

a b ax+b
X =
c d cx+d

Le noyau de l'action est la paire de matrices {/5, —/5}.
Il y a un lien étroit entre cette action et le déve-
loppement en fraction continue. Le groupe GL>(Z)
0
1
pondent respectivement a x — x+ 1 et x —> 1/x.
Deux réels irrationnels sont dans la méme orbite ssi
leur développement sont identiques a troncature et
décalage prés. On peut en déduire ? que 'ensemble
B des nombres de Brjuno est invariant par 'action
de GLz(Z)

Définition. Notons £ 'ensemble des 6 € R tels que
tout germe holomorphe f(z) = €97z + O(z?) est li-
néarisable.

est engendré par 11 et L i corres-
g p 0 1 0 qui

Comme nous l'avons vu ci-dessus, Yoccoz a prouvé
que £ = B. Au moment ou le théoréme ci-dessous
a été démontré, on savait seulement que B C L
(théoréme de Brjuno).

Théoréme (Douady et Ghys, [5]). L'ensemble L
est invariant par laction de GL,(Z).

Autrement dit 'appartenance 6 € L ne dépend que
de la queue de la fraction continue de 6.

8. C’est une restriction de l'action du groupe linéaire sur l'espace projectif, c.-a-d. sur l'ensemble des droites de fRZ, exprimée dans

la carte 1/pente.

9. En utilisant par exemple la relation de récurrence g, = ap,qn—1 + gn—2 avec les notations utilisées plus haut. Une autre fagon est
d’utiliser la variante de Yoccoz de la somme de Brjuno, traitée dans un autre article de la présente Gazette.
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Jean-Christophe Yoccoz

FIGURE 2 — L'application E(z) = &7z

se factorise en la composée du passage au quotient mod Z et

d’un isomorphisme E du cylindre C/Z vers C*. Si on note H le demi-plan supérieur et D le disque

unité alors E(H) = D\ {0}

Preuve (Esquisse). Rappelons que l'action est en-
gendrée par la paire d’applications 6 — 6 + 1 et
6 — 1/6. La condition 6 € £ ne dépend que de /9"
donc l'égalité d’ensembles £ = £ + 1 est immédiate.

Démontrons maintenant que 1/£ = £. Notons que
0¢ L : en effet, z+ z2 n'est pas linéarisable. D’autre
part dans la définition de £ on a exclu co. On sup-
pose dans la suite que 6 € L\ {0}.

Onva relever f par E : z +— e'*?. La fonction E est un
revétement universel de C vers C* = C\ {0}, dont le
groupe d’automorphismes est donné par les trans-
lations z + z+ n avec n € Z. Elle permet d’identifier
le cylindre C/Z a C*, et “envoie” le bout supérieur
sur O et le bout inférieur sur oo, voir la figure 2. Le
relevé est une fonction holomorphe F définie sur
un domaine contenant un demi plan Imz > C et
vérifiant dessus la relation de semi-conjugaison

e

|

_f).

Le relevé est unique a l'ajout prés d'un entier, et
pour le bon choix on a

m

.(L.

F(z)=z+6+0(1)

ou le reste o(1) = r(z) est une fonction périodique :

r(z+1) = r(z), qui tend vers 0 quand Im z — +c0. Soit
T(z)=z+1.

L'application f est linéarisable si et seulement s'il

-
A}
1
1

)
U

([ 7 7 [ 7 77

existe une fonction H holomorphe injective qui com-
mute a T et conjugue F a z+> z+ 6 pour Im z assez
grand. Notons que H conjugue T a T. On a ainsi
changé de point de vue : on cherche une fonction H
qui “ linéarise” simultanément T et F.

La construction ci-dessous échange le réle de T
et F par une utilisation ingénieuse du théoréme de
Poincaré-Koebe d’uniformisation des surfaces de
Riemann. Cet échange aura pour effet de transfor-
mer 6 en 1/6.

Le cylindre C/Z est le quotient de C par l'identifi-
cation z ~ T(z). On voudrait de méme regarder la
surface de Riemann obtenue en identifiant z & F(z)
dans un demi-plan Imz > C.1° La variété quotient
est alors homéomorphe au demi-cylindre H/Z. En
utilisant l'uniformisation on démontre 1 gu’elle est
bien isomorphe a H/Z en tant que surface de Rie-
mann.

L'isomorphisme se reléve en une application holo-
morphe injective J qui conjugue F a T. Comme F est
proche de z+> z+ 6 pour Im z grand, on démontre
que J est proche de z +— z/6 en un certain sens.

Comme T et F commutent, Gg := JTJ ! commute
a JFJ™1 = T sur un certain domaine. On peut donc
étendre Gg en une application holomorphe G défi-
nie sur un domaine contenant un demi-plan, et elle
vérifie :

G(z)=z+1/6+0(1).

Pour conclure, on vérifie que l'existence d'un chan-

10. En réalité, et ce pour obtenir un quotient Hausdorff-séparé, on se restreint a un sous-ensemble adéquat du demi-plan, par
exemple a un secteur S de la forme Imz > A+ B|Re z| avec A€ R et B > 0 adaptés.

11. Par Poincaré-Koebe on obtient qu’une surface de Riemann homéomorphe au cylindre est isomorphe a l'un des modéles non
isomorphes suivants : C/Z, H/Z, Up/Z avec Uy : 0 <Imz < h. Dans notre cas un peu de travail supplémentaire est nécessaire pour
voir que c’est le 2¢ modéle qui est le bon. Notez que ce nest pas une trivialité, car par exemple recoller la bande 1 <Re(z) < 2 le long
d’un voisinage de son bord par l'identification z ~ 2z donne une surface de Riemann isomorphe a Uy 2.

Compilé le 6 octobre 2017
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Ficure 3 — Construction de Douady-Ghys. On a dessiné un domaine fondamental pour G et ses
images successives. La fleche verticale conjugue Fa T et T a G, c’est le relevé de l'isomorphisme du
quotient par F vers H/Z. Esquisse faite a la main : en effet l'uniformisation des surfaces de Riemann

est un probleme numériquement difficile.

gement de variable qui conjugue simultanément T
et F a des translations équivaut a 'existence d’un
changement de variable qui conjugue simultané-
ment G et T & des translations.

Ainsifel < 1/0€ L. O

3.2 — La renormalisation sectorielle

C’est une réinterprétation de la construction pré-
cédente. Yoccoz y ajoutera des estimations et saura
s’en servir de facon tres fertile.

On considére une fonction holomorphe f fixant O et
telle que f'(0) = A = €97 avec 7 = 27 et 6 un réel
irrationnel. Une telle fonction est injective prés de O
mais on fait l'hypothése que f est définie et injective
sur tout le disque unité |z| < 1. Cette hypothése a
l'avantage de nous restreindre a une classe com-
pacte 12 pour la topologie de la convergence uni-
forme locale, et on peut toujours ramener un germe
a cette classe par une conjugaison linéaire. La com-
pacité servira plus loin a 'obtention de bornes.
Tracons maintenant le segment '3 ¢ = [0,¢] et
son image f(€). Si € est suffisamment petit alors f(£)
ne dévie pas trop du segment Af et en particulier
£ N f(€) = {0}. Refermons la figure en tracant une
courbe proche d’un arc de cercle. On obtient ainsi

une courbe fermée simple qui délimite une sorte de
domaine fondamental imparfait U pour le systeme
dynamique, qu’on appellera secteur, voir la figure 4.
On considére alors l'application de (premier) retour :
a zg € UUZ on associe le premier z,, qui appartienne
anouveaua UU{¢, avec n> 1.

FicurRe 4 — Construction d’un secteur U

Il se peut que z,, ne revienne jamais, auquel cas
zg n‘est pas dans le domaine de définition de l'ap-
plication de retour. On considére ensuite l'adhé-
rence U et on recolle ¢ et f(£) via f. C'est a dire :
on introduit le quotient, en tant qu’espace topolo-
gique, de U par lidentification z ~ f(z) pour z € ¢.
Ce quotient—pensez-y comme une sorte de céne—
est homéomorphe a un disque fermé.

En fait un relevé U de U par E: z+ e/™ est un

12. On aurait pu a la place supposer f bornée mais il faudrait choisir la borne.
13. On pourrait prendre une courbe, pourvu qu’elle ne soit pas trop tordue.

14. Celui tel que 0:=

Imz—+c0

6 SMF — GAZETTE

lim F(z)- z soit le représentant entre —1/2 et 1/2 de 6 mod Z.
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domaine fondamental pour un certain 14 relevé F
de f par E: z+ €™ et on est en train de regarder
le quotient de son adhérence par z ~ F(z) (plus un
point a l'infini). Quitte a la restreindre a un ouvert
qui nous sera suffisant, l'application de retour s’in-
terpréte comme suit~: prendre z € U et regarder
le premier F7(z) € T(U) ot T(z) = z+ 1. Il s’en suit
(voir la construction de Douady-Ghys) qu’ily a une
structure de surface de Riemann sur le disque U/~,
isomorphe au disque unité D, et que l'application
de retour y est holomorphe. En particulier elle est
continue, ce qui navait rien d’évident a priori. La
renormalisée sectorielle Rf de f est la conjuguée
de cette application par un isomorphisme de sur-
face de Riemann de U/~ vers le disque unité D. En
réalité on veut une application définie sur D (et a
valeurs dans Q). Il suffit de conjuguer une fois de
plus, par une homothétie de rapport C et Yoccoz a
montré qu’on peut prendre C indépendant de f et
de 6. C’est cette conjuguée qu’on appelle Rf. On a

RF(0)=e'®" avec® 0’ = -1/6.

La fonction Rf ne dépend pas que de f mais éga-
lement de certains choix, le plus notable étant le
morceau de JU qui referme ¢ U f(£). Cependant sa
classe de conjugaison prés de 0 est unique.

FiIGURE 5 — Un exemple de premier retour

. A

La ot la renormalisation sectorielle trouve son
utilité est dans des estimations dues a Yoccoz : par
exemple sur la longueur de ¢, qui détermine la lon-
gueur du secteur. En fait Uapplication €97z + z2/2
est injective sur D et possede un point fixe en
z=2(1-¢€9%) ~ —2i671 quand 6 — 0. Ce point fixe
est une obstruction a la construction aussi le sec-
teur ne peut pas étre pris plus long qu’une quantité
de l'ordre de |6| sur cet exemple. Yoccoz montre que
dans le cas général, une longueur de l'ordre de |6
convient, ot l'on suppose —1/2 <6 < 1/2. Il montre
également que le changement de variable de la re-

normalisation se comporte comme z > (z/6)Y1€],

ce qui se comprend mieux si on réalise que dans
le cas d’une vraie rotation f(z) = €97z, le change-
ment de variable est exactement z — (z/r)1/9 sion
prend pour U un secteur circulaire de rayon r. Pour
'énoncé ci-dessous je reste volontairement vague.
Dorénavant, cg, c1, etc. désignent des constantes
universelles.

Proposition 1. Supposons |6| < 1/2. Si un point z
de départ vérifie |z| < cg|B|, alors un itéré de z
par f tombe dans U U{ et le changement de va-
riable U U ¢ — D l'envoie sur un point z' avec
|2’ < 12/ 0B

A partir de cela, on voudrait itérer cette pro-
cédure a partir du point z’ et de Rf. Soit 6,, la
suite de nombres obtenues par l'algorithme sui-
vant : 16 6y est la valeur absolue du représentant
dans |- 1/2,1/2[ de 6 mod Z, et 6,1 est la va-
leur absolue du représentant dans |- 1/2,1/2]
de 1/6, mod Z. Une condition suffisante pour
pouvoir itérer n fois la procédure est!’ |z| <
c0B0(261)%0(282)%% .- (26, 1)% %2, borne
qui est inférieure a

96091'“9n—2

00 70061
c2606,°6," " -0,

Il se trouve que cette borne est proche de
exp(—B(0)) ot B(O) est la somme de Brjuno : le
quotient est compris entre deux constantes univer-
selles.

Maintenant, si z peut passer beaucoup d’étages
de la renormalisation, on a la garantie que l'orbite
de z sous f reste longtemps dans D. Si le produit in-
fini ci-dessus converge vers une valeur > 0, alors il y
a un domaine stable, et par le théoréme de Moser et
Siegel cité dans la section précédente, le point est
linéarisable. Yoccoz a ainsi redémontré le théoreme
de Brjuno par une méthode géométrique. Brjuno
l'avait démontré par des méthodes plus classiques
de majoration des coefficients de la série linéari-
sante (voir plus bas) et RiBmann par une méthode
de Newton (approche de type Nash-Moser). De fa-
con intéressante, la preuve de Yoccoz donne une
meilleure borne inférieure a la taille du domaine ou
U'on est conjugué a la rotation (disque de Siegel) :
Théoréme (Yoccoz). Le disque de Siegel contient
B(0O,r) avec r = c3exp(—B(0)) ou B(6) désigne la
somme de Brjuno de 6.

Brjuno avait seulement r = c4exp(—2B(0)),
or B(6) peut prendre des valeurs arbitrairement

16. (modification de l'algorithme de Gauss des fractions continues)

17. Quitte a augmenter c1 on suppose c] > ¢Q.
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grandes. Carletti et Marmi réussiront plus tard a
obtenir la méme borne que Yoccoz en améliorant
'approche de Brjuno [3].

La borne de Yoccoz est en fait optimale au sens
suivant:

Théoréme (Yoccoz). Pour tout 0 il existe f: D — C
holomorphe injective avec f(z) = %%z +... et telle
que

1. siB(6) = +oo, f est non linéarisable en 0;

2. siB(0) < +o0, la distance de 0 a la frontiére du
disque de Siegel est < cg exp(—B(0)).

L'outil principal de la preuve de ce théoréme est
une inversion de la procédure de renormalisation.
Il faut bien la choisir, de sorte a géner le plus pos-
sible l'extension du domaine de linéarisation. Etant
donné un f(z) = €9z +... injectif sur D et un entier
a € Z, Yoccoz arrive a construire g injective sur D
telle que

1. Rg=f
2. g(z)=€/*"z+...aveca=a+1/0 et
3. g aun point fixe a distance ~ |a| de O

Cette construction utilise également 'uniformisa-
tion des surfaces de Riemann. La place manque
dans la Gazette pour la décrire. Mentionnons sim-
plement qu’elle est extrémement versatile. Elle per-
met de placer a peu prés n'importe quelle dyna-
mique prés du point fixe supplémentaire. Quand on
enchaine les renormalization inverses, ces points
fixes deviennent des cycles périodiques, de plus en
plus proches de 0.

Mentionnons également que Pérez-Marco a
étendu les méthodes de Yoccoz au cas sans petit
cycles [11], pour lequel un autre genre de “non-
linéarité” intervient.

3.3 - Transfert aux polynébmes quadra-

tiques

Théoréme (Yoccoz). S’il existe un germe holo-
morphe non linéarisable f(z) = €9z +... alors le
polynéme Q(z) = €'z + z° est non linéarisable au
point 0.

(Rappelons que je note T = 2m.) Il est intéres-
sant de noter que la conjecture suivante est encore
ouverte, méme pour les polynémes de degré 3 :

Conjecture. Soit une fraction rationnelle de degré
> 2 possédant un point fixe de multiplicateur et

18. quasiconforme
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Si ce point est linéarisable, alors 68 est un nombre
de Brjuno.

La preuve du théoréme de Yoccoz est basée
sur l'étude de la série linéarisante. Etant donné
un germe holomorphe f(z) = e/®7z +... quelconque
avec 6 € R\ Q, la série linéarisante est 'unique

série formelle

solution de

fop(z)=g(Az), A=e"

Le germe f est linéarisable ssi le rayon de conver-
gence de @ est non nul, c’est a dire ssi |a,| est
majoré par une suite exponentielle. L'équation se
résout par récurrence sur les a,, et si on note
f(z)=Az+) ,5>b,z", U'on trouve

(A"=XN)a, =PB,(bs,...by,az,...,a5-1)

pour un certain polynéme P, indépendant de A et de
f. C’est la que l'on voit apparaitre le phénomeéne des
petits diviseurs : pour certains n, A" — A est proche
de O et menace de faire exploser la valeur de a,,.
Or cela se répéte pour une infinité de n. Brjuno a
réussi & majorer |a,| dans le cas ot B(0) < +o0, ce
qui donne le théoreme de Brjuno.

Maintenant, on introduit une méthode que Yoc-
coz attribue en partie a Il'Yashenko. Soit

fi(z) = f(z) + tz°,

famille a un parameétre t € C. Alors on a toujours
f, = €97z + O(z?) et les coefficients a,(t) de la série
linéarisante de f; sont polynomiaux en t. En parti-
culier, holomorphes, donc ils vérifient le principe du
maximum.

Maintenant si on prend |t| grand, f est proche du
polynéme quadratique quitte a zoomer. Plus préci-
sément :

t1f(tz) — Q(z)=e'%%z+2?
t—oo

uniformément sur tout compact de C. En particu-
lier, la théorie des applications a allure polynomiale
de Douady et Hubbard permet de démontrer qu’il
existe R > 0 tel que pour |t| > R, f; est conjuguée
par un homéomorphisme 18 3 un polynéme de de-
gré 2 au voisinage de son ensemble de Julia. Ce
dernier aura un point fixe neutre, et 6 est un inva-
riant de conjugaison topologique : c’est le théoréme
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de Naishul [9, 6]. Or il y a essentiellement un seul
polynéme de degré deux avec un point fixe de mul-
tiplicateur fixé. Donc f; est conjugué a Q.

Supposons Q linéarisable a l'origine. De tout
cela on peut déduire que la série linéarisante de f;
possede un rayon de convergence minoré quand
t parcourt le cercle |t| = R. Celle-ci est nécessaire-
ment injective sur son disque de convergence, et
des théorémes de Koebe on déduit une majoration
dutype 4C,r > 0 tel que

[t|=R = |a,(t)| < C/r".

Par principe du maximum |a,(0)| < C/r", donc f est
linéarisable a l'origine. Nous venons de démontrer
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