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INTRODUCTION

Ce livre est un essai sur lamodélisation et 1’analyse mathématique de quelgues modeles
turbulents de circulation océanique aux échelles climatiques. Ces modeles sont con-
stitués par des systemes couplant les équations aux dérivées partielles non linéaires
décrivant le mouvement océanique avec celles décrivant les échanges turbulents ver-
ticaux dans 1’océan. Pour comprendre leur structure, on étudie d’abord la circulation
océanique sans turbulence puis la turbulence sans la coupler a la circulation océanique.
Au terme de ce travail, on est en mesure d’étudier les “gros" systémes couplés, notés
(MQ@), dont la modélisation et ’analyse constituent la finalité de cet ouvrage, les
principaux étant les systémes (M4) et (M6). Outre deux appendices, ce livre est
divisé en trois parties :

Partie I — Modélisation et analyse mathématique des équations

primitives pour [’océan sans turbulence,

Partie Il — Modélisation des équations simulant la turbulence verticale
dans l'océan et analyse mathématique de 1’équation pour [’énergie

cinétique turbulente,

Partie II1 — Analyse mathématique des systemes couplés de circulation

océanique avec I’équation pour I’énergie cinétique turbulente.

1) MODELISATION ET ANALYSE : PREMIERES GENERALITES

La modélisation a pour objet I’obtention de problemes mathématiques déduits de

principes physiques de base, dans le cas présent ceux de 1’océanographie.

Dans ce livre, on entend par modélisation :

o la définition des échelles (climatiques dans ce travail) et du domaine d’étude,

e la définition des variables physiques intervenant dans la description du mouve-
ment océanique et de la turbulence verticale (vitesse, densité, température, salinité,
pression, viscosités turbulentes, énergie cinétique turbulente),

e |’écriture des équations aux dérivées partielles gouvernant 1’évolution de ces vari-
ables,

e la détermination des conditions aux limites 1a ou cela s’impose,



e |’adimensionnalisation des syst¢mes obtenus et des conditions aux limites puis la
réécriture sous une forme simplifiée des systemes physiques pour pouvoir formuler

clairement des problemes de mathématique.

Les étapes générales de [’analyse mathématique des systemes obtenus sont les sui-

vantes :

e construction de solutions approchées, solutions de systémes régularisés approchant
le systeme considéré,

e ¢tude du comportement des suites de solutions appochées a partir d’estimations a
priori et passage a la limite dans les équations,

e ¢énoncé et démonstration (lorsque c’est possible) de résultats d’existence et d unicité
de solutions faibles a ces systemes,

e ¢tude des propriétés qualitatives des solutions (bornes, signe des solutions...).

2) LA MODELISATION DANS L’ESSAI
On fait dans cet essai

e une modélisation succincte des équations primitives pour 1’océan,

e une modélisation succincte de la turbulence verticale dans 1’océan,

e une modélisation de termes de pression additionnels dans les équations

primitives.

On s’est attaché a réécrire de la physique relativement standard dans un langage
condensé le plus simple possible et accessible a un mathématicien, ce qui permet
d’éclairer et de mieux comprendre la structure des problemes d’équations aux dérivées
partielles analysés. Ce travail permet également d’ouvrir de nouveaux problemes,

comme par exemple celui du systéme géostrophico-barotrope turbulent (M6).

La modélisation a pour point de départ la mécanique des fluides géophysiques, c’est-
a-dire des fluides tournants gravitationnels. Une fois les variables physiques définies,

on obtient les équations et les conditions aux limites a partir :

— de la physique de base, les équations de Navier-Stokes et la
thermodynamique,

— de faits expérimentaux,

— d’analyse dimensionnelle,

— d’hypotheses justifiées par des raisonnements physiques,

— de manipulations formelles dans les équations et d’approximations
souvent déduites de lois d’échelles.

3) ANALYSE MATHEMATIQUE DANS L’ESSAI



L’analyse mathématique au sens large est tres vaste et dans cet essai on en applique juste
quelques regles. Les méthodes utilisées sont celles en équations aux dérivées partielles
dérivées de I’analyse fonctionnelle, la plus utilisée dans ce travail étant la méthode
de compacité (cf. LIONS [1], 1969). Les inconnues sont des fonctions scalaires ou
des champs de vecteurs définis dans un domaine tridimensionnel (champ des vitesses,
densité...). On commence par définir les espaces de fonctions dans lesquels on peut
donner un sens aux équations satisfaites, sens faible ou distributions, sens renormalisé.
On cherche ensuite un procédé d’approximation pour construire des suites de solutions

approchées et le probléme qui se pose alors est

le passage a la limite dans les équations.

Pour cela, on doit successivement

e obtenir des estimations a priori déduites des équations a partir d’égalités d’énergie
ou encore de techniques d’interpolation,
e extraire des suites de solutions approchées des sous-suites faiblement convergentes

dans certains espaces, fortement dans d’autres grice a des lemmes de compacité.

A T’issue de ces deux étapes on passe a la limite dans les équations, ce qui consiste a

déterminer le systeme satisfait par les limites des suites de solutions approchées.

4) SPECIFICITES PHYSIQUES

e Les problemes étudiés sont posés aux échelles climatiques, c’est-a-dire de tres
grandes échelles de temps et d’espace. L’océan constitue une couche d’eau “mince"
entourant la planete. Pour cette raison, les phénomenes considérés sont anisotropes.
On distingue les “grandes" échelles horizontales et les “petites” échelles verticales, ce

qui entraine deux conséquences tres importantes :

— on admet que 1’océan est constitué d’un fluide hydrostatique,
— on sait juste paramétrer les échanges turbulents verticaux dans 1’océan

grice a des viscosités turbulentes verticales.

e La rotation terrestre constitue une autre spécificité physique du probleme posé par
I’océanographie. Elle implique la présence d’un terme dii a la force de Coriolis dans les
équations, un terme dominant pour de grandes échelles de temps. Ce constat entraine la
notion d’équilibre géostrophique qui, combiné a I’équation hydrostatique, est la base
du modele géostrophico-barotrope turbulent (MG6) obtenu dans ce livre. Ce modele
est principalement caractérisé par la présence de termes de transport qui dépendent de
la pression et un terme de production d’énergie cinétique turbulent, dépendant de la
densité au lieu de la vitesse horizontale.



e [’atmosphere joue un rdle important. Dans ce livre, ’océan est “forcé" par
I’atmosphere et on ne considere pas de systemes couplés océan-atmosphere.
L’hypothese de base concernant I’interface air-mer est I’hypothese du toit rigide qui
suppose en un certain sens que la surface de 1’océan est fixe. Cette hypothese, combinée
aI’équation hydrostatique, conduit a I’introduction de la pression superficielle p; qui
joue un rdle crucial tout au long de cet ouvrage. Grace a I’équation hydrostatique, tous
les termes dépendant de la pression sont exprimés en fonction de la densité et de p;.
L’influence de 1’atmosphere sur I’océan est prise en considération dans les conditions
aux limites en surface qui dépendent essentiellement de la vitesse du vent, que I’on
suppose donnée. On décrit en détail la condition aux limites satisfaite par la vitesse
horizontale moyenne, condition dans laquelle on parametre la couche de mélange air-
mer. De toutes les modélisations possibles pour 1’obtenir, on a choisi la présentation

“turbulente” cohérente avec 1’ensemble de 1’ouvrage.

e Enfin, I’océan est un fluide a densité variable bien que 1’approximation de Boussinesq
implique que le champ total des vitesses du fluide soit a divergence nulle. En effet,
la densité est une fonction de la température, de la salinité et de la pression par une
équation d’état expérimentale. On néglige dans cet ouvrage la dépendance en pression
dans I’équation d’état, sauf dans un appendice ou 1’on obtient quelques résultats

partiels.

Notons que la densité dans les problemes en océanographie est une variable thermo-
dynamique au méme titre que la température. Comme elle joue un role central dans
les modeles de turbulence, on remplace dans la partie II la température par la densité
qui vérifie alors une équation de transport-diffusion grace a I’équation d’état et aux

lois de conservation.

5) SPECIFICITES MATHEMATIQUES

Les problémes mathématiques étudiés ont deux spécificités principales dues a la pres-

sion superficielle ps et la nature des termes non linéaires.

e La pression superficielle p, est présente tout au long de 1’ouvrage. Par des calculs
formels, on élimine du systeéme physique des équations primitives pour I’océan la
pression et la composante verticale de la vitesse. La pression superficielle p, apparait
naturellement grace a I’équation hydrostatique intégrée suivant la verticale. On dis-
tingue plusieurs aspects de ps : multiplicateur de Lagrange, solution d’un probleme

de point fixe, point de vue mixte.

En suivant LIONS-TEMAM-WANG [1], on montre que la composante horizontale de
la vitesse satisfait une contrainte délocalisée pour laquelle p; est un multiplicateur de



Lagrange. C’est ce qui fait que 1’étude de systemes tels (M 1) et (M4) des équations
primitives, respectivement sans et avec turbulence, ressemble jusqu’a un certain point

a I’étude des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles.

L’'usage de 1’équilibre géostrophique combiné a 1’équation hydrostatique dans la
modélisation du systeme géostrophico-barotrope turbulent (M6), entraine que les
termes de transport non linéaires dans les équations dépendent de ps. Elle ne peut
plus étre alors considérée comme un multiplicateur de Lagrange et est traitée comme

le point fixe d’une application.

Enfin, on peut traiter p;, d’une facon mixte, comme par exemple dans 1’analyse des
équations primitives linéaires (M 14) avec des termes de pression additionnels, con-
tenant des termes dépendant de ps dans tous les termes source. Son analyse combine

I’aspect “multiplicateur de Lagrange" a I’aspect “point fixe".

e Non linéarités. Les équations considérées sont non linéaires. Parmi toutes les non

linéarités rencontrées, on en distingue trois principales :

— les termes de transport dans les équations,
— les termes de couplage issus des viscosités turbulentes,
— le terme de production d’énergie dans la turbulence, couplant la vitesse

ou la densité suivant les cas a 1I’énergie cinétique turbulente.

Les termes de transport dans les équations sont a 1’origine de la premiere difficulté
rencontrée dans 1’analyse mathématique. Ces termes sont irréguliers et plus délicats
a traiter que dans le cas des équations de Navier-Stokes incompressibles habituelles,
car le champ de vecteurs qui les détermine est en général dans un espace de type L2

De plus, ils dépendent parfois de la pression (voir plus haut).

Les équations du mouvement océanique sont couplées a I’énergie cinétique turbu-
lente k par des termes de diffusion calculés a partir des viscosités turbulentes qui sont
des fonctions de k. Outre le probleme de la construction d’approximations, se pose
le probleme du passage a la limite dans ces termes de diffusion. Les viscosités turbu-
lentes ne sont pas des fonctions bornées dans les modeles physiques. En revanche, on

est obligé de supposer que

— la viscosité turbulente dans 1’équation pour I’énergie cinétique
turbulente satisfait une hypothese de croissance (compatible avec la
physique) ou est bornée suivant les cas,

— les viscosités turbulentes sont bornées dans les équations du

mouvement océanique.

Ces hypotheses sont nécessaires a I’application de la méthode de compacité, puisque



la régularité des opérateurs de diffusion en dépend. On obtient seulement pour un
exemple scalaire stationnaire simplifié, I’existence de solutions renormalisées lorsque
les viscosités sont non bornées et ne vérifient pas d’hypothese de croissance. Ce
résultat est obtenu en suivant les idées de R.-J. Di PERNA et P.-L. LIONS qui ont
introduit a 1’origine la notion de solution renormalisée pour d’autres problemes (cf. Di
PERNA-LIONS [1]).

Un terme de production d’énergie qui couple k a la vitesse ou la densité suivant les cas,
est présent dans le second membre de 1’équation pour 1’énergie cinétique turbulente
k. 1l est toujours quadratique et dans un espace de type L'. Passer i la limite dans
ce terme est une des difficultés principales dans ce travail et nécessite une égalité
d’énergie, satisfaite a la limite pour la vitesse ou la densité suivant les cas. Cette
difficulté est reliée au manque de régularité des termes de transport mentionnés plus
haut.

6) ’ANALYSE DES SYSTEMES

L’analyse des principaux systemes turbulents océaniques est achevée dans la derniere

partie dans laquelle on étudie :

— le systeme d’équations scalaires (M 3) qui couple une équation pour la
densité a I’équation pour I’énergie cinétique turbulente,

— le systeme (M4) qui couple les équations primitives a I’équation pour
I’énergie cinétique turbulente,

— le systéme géostrophico-barotrope turbulent (M 6) qui couple une
équation pour la densité déduite de 1’équilibre géostrophique, une
équation pour la moyenne verticale de la vitesse horizontale (vitesse

barotrope) et I’équation pour 1’énergie cinétique turbulente.

On étudie finalement (M 14) qui est un systéme linéarisé stationnaire d’équations
primitives pour I’océan sans turbulence avec des termes de pression additionnels
provenant de I’équation d’état et du bilan d’énergie. Tous les autres systemes sont
intermédiaires ou des variantes de (M 3), (M 4) et (M 6). Ils sont écrits pour I’ obtention
d’un résultat nécessaire, pour leur intérét physique et numérique ou font 1’objet de

remarques.
Les points suivants motivent le plan choisi pour la présentation de I’ étude des systemes.
e Aucun des modeles turbulents ne peut étre analysé sans avoir étudié au préalable

tres en détail I’équation pour I’énergie cinétique turbulente, les autres variables étant
fixées (Partie II).



e Pour étudier (M4), il est nécessaire de traiter en profondeur (M1) (équations
primitives sans turbulence, partie I) et (M 3) (équations scalaires, partie III).

e On modélise dans la partie II la turbulence verticale dans I’océan, ce qui ne peut
étre fait sans avoir étudié d’abord la modélisation non turbulente dans la premiere

partie.

Enfin, certains choix de modélisation sont en partie dus a des difficultés rencontrées
dans I’analyse mathématique, en particulier le fait que I’on ne sait pas si les solutions
des équations primitives satisfont I’égalité d’énergie. C’est une des motivations de la

construction du systeéme géostrophico-barotrope turbulent (M 6).

7) METHODES D’APPROXIMATION

L’analyse mathématique commence par la construction de systemes approchés pour
lesquels I’existence d’une solution est une conséquence des résultats standards. Les
deux outils principaux d’approximation sont le transport tronqué et la méthode de

temps de retard.

o Le transport tronqué. Une des difficultés réside dans les termes de transport dans
les équations primitives. Pour “régulariser” ces termes, on introduit le “transport
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tronqué" obtenu apres troncature d’un des morceaux des termes de transport. Cet
artefact présente I’avantage de conduire aux mémes estimations d’énergie que lorsque
le transport n’est pas tronqué et de converger dans un certain sens vers les termes
d’origine. Cette idée, combinée a une borne L°° sur la densité, est une des bases du

résultat d’existence d’une solution a (M6).

o La méthode de temps de retard. La méthode de temps de retard est classique. Elle
consiste a approcher les termes non linéaires en les linéarisant avec un léger décalage
temporel. Cette méthode est détaillée pour 1’équation de I’énergie cinétique turbulente,
en particulier dans le traitement des viscosités turbulentes. Lorsqu’une autre équation
se traite de la méme fagon, on ne rappelle pas la méthode sauf pour le systeéme (M 6)

ol cette approximation est dans ce cas délicate.

8) PRINCIPALES METHODES D’ESTIMATION

e Estimations d’énergie. La plupart des estimations sont obtenues en faisant un bilan
d’énergie. Pour estimer 1’énergie d’une variable vérifiant une équation d’évolution, on
multiplie I’équation par la variable elle-mé&me puis on intégre par parties. On applique

ensuite les résultats usuels d’analyse.

e Estimations LP([0,T], Wy ?(Q)) et interpolation. Le programme précédent ne
s’applique pas lorsque le second membre (ou terme source) de 1’équation considérée est



dans un espace de type L', ce qui est le cas de I’équation pour I’énergie cinétique turbu-
lente. On obtient des estimations pour 1’énergie cinétique turbulente dans des espaces
de type LP([0, T], W, P(R)) et la compacité des suites de solutions approchées dans
des espaces de type L'. On utilise une méthode due a ’origine & L. BOCCARDO et T.
GALLOUET (cf. BOCCARDO-GALLOUET [1]) combinée a des techniques d’interpolation

basiques.

9) RESULTATS POUR LES SYSTEMES TURBULENTS

Outre les termes de diffusion et les termes de pression, la difficulté commune a tous les
systémes couplés avec la turbulence est le passage a la limite dans le terme quadratique
de production d’énergie présent dans I’équation pour I’énergie cinétique turbulente.
Ce terme est soit dépendant de la vitesse (¢f. (M4)) soit dépendant de la densité
(¢f. (M3) et (M6)). Suivant les cas, on a besoin d’une égalité d’énergie satisfaite
par les limites de la vitesse ou de la densité. Dans le cas de la vitesse (quantité
vectorielle, (M4)) cette égalité d’énergie n’est pas disponible mais elle ’est dans
le cas du systeme intermédiaire (M5) ainsi que dans le cas de la densité (quantité
scalaire, (M3) et (M6)). Ce constat donne la nature des principaux résultats que ’on

obtient sur les systémes turbulents :

e un résultat d’existence d’une solution a (M 3) au sens des distributions avec des
viscosités bornées, renormalisée dans le cas stationnaire avec des viscosités non
bornées,

e un résultat d’existence d’une solution au sens des distributions pour le systeme
géostrophico-barotrope turbulent (1 6),

e un résultat décrivant le systeme limite satisfait par les suites de solutions du systeme
des équations primitives couplées a I’équation pour 1’énergie cinétique turbulente
(M4). Un terme supplémentaire apparait a priori dans le second membre de
I’équation limite pour 1’énergie cinétique turbulente dont on ne sait dire si il est

nul ou non.

10) SOURCES

e La référence de base du chapitre 1 est GILL [1] ou se trouvent tous les détails de
la construction des équations primitives non repris ici. La fin du chapitre reprend
LIONS-TEMAM-WANG [1] pour I’adimensionnalisation des équations primitives et la
réduction du systeme. La présentation de I’obtention de la condition aux limites pour
la vitesse en surface présente une certaine originalité. Elle a été rédigée sur la base de
discussions que I’auteur a eues avec E. DELEERSNIJDER.



e Le résultat principal du chapitre 2 est un résultat d’existence d’une solution aux
équations primitives (M1). Ce résultat a été obtenu a 1’origine par J.-L. LIONS, R.
TEMAM et S. WANG . Les notes manuscrites prises par I’auteur au cours du Professeur
J.-L. LIONS donné au College de France en 1994 et en 1995, ont servi de base de
réflexion a I’élaboration de ce chapitre en particulier et de ce livre en général. On a
surtout cherché a écrire une démonstration de ce résultat d’existence d’une solution
aux équations primitives qui utilise la méthode de compacité et qui soit compatible
avec I’étude des modeles de turbulence et ce, en introduisant le transport tronqué. Cet

artefact est apparemment original.

e Une grande partie du chapitre 3 a été rédigée apreés de nombreuses discussions que
l’auteur a eues avec P. DELECLUSE. Le systéme couplé (M4) est déduit du systeme
TKE utilisé au laboratoire d’océanographie LODYC de I’Université P. M. CURIE. La
modélisation du systeme géostrophico-barotrope semble originale et a été annoncée
dans les Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences de Paris (¢f. LEWANDOWSKI
[2]).

e Dans le chapitre 4, on utilise et on applique les résultats de BOCCARDO-GALLOUET
[1]. Le cas des conditions aux limites non homogenes avec la tension du vent présente
des difficultés a cause de la viscosité turbulente. Les résultats que I’on obtient alors
semblent originaux ainsi que certaines estimations portant sur I’énergie cinétique

turbulente, estimations qui sont entierement détaillées dans cet ouvrage.

e Le paragraphe 5.1 du chapitre 5 adapte LEWANDOWSKI [1] a la situation présente.
Le résultat d’existence de solutions renormalisées dans le cas stationnaire avec des
viscosités non bornées (§5.2 et §5.3) a été obtenu a partir d’une idée originale due a F.

MURAT qui consiste 2 montrer une égalité d’énergie pour des troncatures.

e Tous les résultats du chapitre 6 ainsi que ceux de 1’appendice A ont été annoncés
dans les Comptes Rendus de 1’ Académie des Sciences de Paris (cf. LEWANDOWSKI
[2], [3]). Les résulats du §6.1 (systtme (M4)) sont dans la suite de LEWANDOWSKI

[1].

11) REMARQUES ADDITIONNELLES

On peut utiliser ce livre comme un manuel. Les parties sont écrites de maniere
indépendante et les notations ainsi que certains résultats et formules sont fréquemment
rappelés. Chaque chapitre commence par un paragraphe intitulé “Orientation” dans

lequel on expose les objectifs et les résultats principaux. Les chapitres sont divisés en

paragraphes, chacun divisé en sections. On note “la section N.p.q" la q'®™® section du

paragraphe p du chapitre N. Le paragraphe N.p, noté §N.p, est le piéme paragraphe du



chapitre N. Les formules et les énoncés sont notés de méme. Par exemple, le théoreme
N.p.q est le q'®™€ théoréme du §N.p. Les systémes ne suivent pas cette convention.
Les systemes physiques sont notés (EPQ), (CLQ), (PQ), @ numérotant le systeme.
Ces systemes sont transformés en des systemes mathématique. Il y en a 14 en tout
dans cet ouvrage, numérotés sous la forme (M Q), @ variant entre 1 et 14.

Lorsqu’un résultat ou une formule utilise une formule ou un résultat d’un autre chapitre,
le systeme de numérotation a trois chiffres (cf. le début de cette introduction) permet de
retrouver tres vite le résultat invoqué. C’est pourquoi on peut de maniere indépendante

apres avoir lu le §1.1 (pour les notations de base) :

e lire le chapitre 1 et 3 pour commencer,

e lire le chapitre 2 apres avoir lu la conclusion du chapitre 1,

e lire le chapitre 4 ol on trouve en particulier les techniques d’estimation pour des
équations avec des second membres dans L', techniques qui peuvent étre utilisées
dans beaucoup de problemes d’équations aux dérivées partielles,

e un lecteur connaissant bien les techniques pour des équations avec un second mem-
bre dans L' et les problémes avec des viscosités turbulentes peut aborder directement
le chapitre 5 et les §6.2 et 6.3, directement le §6.1 apres la lecture du chapitre 2 et
peut lire aussi les §5.2 et §5.3 pour la renormalisation de systémes elliptiques, utile
a d’autres problemes,

e on peut lire directement le §A.1 dans I’appendice A apres avoir lu le chapitre 1, et

le §A.2 apres avoir lu le chapitre 2.
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CHAPITRE 1

LES EQUATIONS PRIMITIVES POUR L’OCEAN

ORIENTATION

1) L’océan est constitué d’eau salée en gravité sur une “sphere” en rotation. Son
évolution est décrit par

— la vitesse 3 du fluide,

— la densité p,

— la température 7" et la salinité .S,

— la pression p.
On établit dans ce chapitre un systéme physique d’équations primitives satisfait par ces
variables aux échelles climatiques ((EP1) dans le texte, section 1.3.5) et un systéme
de conditions aux limites appropriées ((C L1) dans le texte, section 1.5.2). L’ensemble
(EP1)-(CL1) est transformé en un systeme mathématique ((M1), section 1.6.4). Les
notations sont précisées au fur et a mesure des besoins.

2) Les principales étapes pour obtenir les équations primitives sont :

o description du domaine d’étude 2 avec lequel on travaille (§1.1),

o définition du nombre de Rossby et du quotient d’aspect (§1.1),

e définition des variables et des coefficients qui interviennent dans le
probleme puis écriture des équations de Navier-Stokes combinées a
une équation d’état et au bilan d’énergie (systeéme (B1), section 1.2.5),

e approximations déduites de 1’analyse des ordres de grandeurs (§1.3).

Le nombre de Rossby et le quotient d’aspect permettent de définir les échelles des
phénomenes étudiés, les équations de Navier-Stokes sont écrites pour un fluide tournant
gravitationnel, 1’équation d’état est déduite de faits d’expérience.

3) Des conditions aux limites sont nécessaires pour la vitesse, la température et la
salinité (voir §1.4). Le probleme le plus difficile est la détermination de ces conditions
en surface, aux lieux ou I’air et I’eau sont en contact. Nous distinguons :

e [e probleme dynamique, trouver les conditions en surface pour la
vitesse,
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o [e probleme thermodynamique, trouver les conditions en surface pour
TetS.

L’interface air-mer est turbulente. Une analyse de la turbulence a cet interface permet
d’écrire les conditions aux limites pour la vitesse en surface (§1.4, condition (1.4.12)
dans le texte) sous I’hypothese dite “du toit rigide". Les ingrédients du probléme ther-
modynamique sont le rayonnement solaire, les changements de phases et les échanges
de chaleur entre I’air et I’cau (chaleur latente et chaleur sensible) (§1.5).

4) 1l faut ensuite pouvoir poser le probleme de mathématique déduit du systeme
physique des équations primitives, probleme étudié dans le chapitre 2. Pour cela,
on adimensionnalise les variables et les coefficients. Apres des simplifications ol
principalement

e on regroupe les variables jouant le méme role,
e on élimine la pression et la densité grace a I’équation hydrostatique en
introduisant la pression superficielle p, sur le toit de I’océan,

on écrit le systeme minimal qui contient le nombre d’équations suffisant au calcul de
toutes les quantités ((M 1) dans le texte section 1.6.4).

1. 1 — DOMAINE ET ECHELLES
1.1.1 — DOMAINE D’ETUDE

Un point dans I’océan est repéré par sa latitude, sa longitude et sa profondeur. Bien que
ce systeme de coordonnées sphériques soit celui qu’il faut utiliser en océanographie,
il conduit a des équations abstraites assez lourdes qui ont les mémes propriétés quali-
tatives que lorsqu’elles sont écrites dans un systeme de coordonnées cartésiennes. En
travaillant dans un systéme de coordonnées cartésiennes, on simplifie le formalisme
sans trop changer la structure mathématique du probleme.

Soient I'; un ouvert borné régulier de IR? et

H: T, — R,
une application de classe C! telle que

(1.1.1) min  H(z,y) > 0.
(z,y)ers

L’inégalité (1.1.1) est une hypothese technique nécessaire a I’analyse ultérieure des
systemes. Cette hypothese suppose 1’existence de parois latérales que 1’on note I';,
qui peuvent étre les cotes ou bien encore des frontieres artificielles.

On définit I’ouvert 2 par

Q={(z,y,2) eTs x R; —H(z,y) < z < 0}.
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e On travaille avec I’ouvert ) tout au long de ce livre et on suppose
toujours que (1.1.1) a lieu.

L’ouvert €2 est représenté sur la figure 1.1,

Le fond de I’océan est décrit par la surface z = —H (x, y), notée I'y. La surface de
est une surface moyenne et est appelée le toit de I’océan. On la suppose fixée : c’est
I’hypothese du toit rigide. Présentée ainsi, I’hypothese du toit rigide est incorrecte
mais on ne peut pas procéder autrement. Elle prendra son sens ultérieurement lors de
I’étude de la turbulence a I’interface air-mer dans la section 1.4.4. On désigne encore
par I'; le toit de I’océan. Donc en résumé, on note

— I'; la surface de I’océan (ou toit de I’océan),
— I'; les parois latérales,
— I'y le fond de I’océan.

— —
Soit (21, 22, k) une base orthonormale de IR®. Le vecteur k est choisi parallele et
orienté de la méme facon que le vecteur normal extérieur a I'. Etant donné M € 99,
- = L. L N

n=n (M) désigne le vecteur normal extérieur a €. Il faut observer que ce vecteur
n’est pas défini aux lieux du contact entre I'g et I'; ainsi qu’entre I'; et I' ;. Ce domaine
est néanmoins Lipschitzien et a frontiere C'* par morceau, ce qui fait que les résultats

standards d’analyse y sont valables.

On note O un point fixé de I’espace et (x, y, z) le systeéme de coordonnées euclidiennes
correspondant. C’est-a-dire qu'un point M de I’espace est repéré par

— —
OM:le +y?2 +z2k .

N
On écrit en général M plutoét que OM.
1.1.2 — DEFINITION DES ECHELLES
Chaque phénomene marin admet :

— un temps caractéristique d’évolution 7,
— une longueur caractérique verticale L,
— une longueur caractérique horizontale Ly,.

Les temps caractéristiques sont comparés au temps de révolution terrestre, déterminé
par le module de la vitesse angulaire de la terre

(1.1.2) w=T7310"°s "t
Les échelles spatiales sont estimées par le rapport entre la longueur caractéristique

verticale L, et la longueur caractéristique horizontale L. Donc chaque phénomene
marin est caractérisé par les nombres sans dimension :
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— le nombre de Rossby,

def 1
1.1.3 Ro = 5
( ) © 2T
— le quotient d’aspect,
def Loy
1.1.4 0= —.

e Lorsque Ro >> 1, le phénomene étudié n’est pas sensible a la rotation de la terre,
ce qui est le contraire lorsque Ro << 1,
e lorsque § << 1, le phénomene €tudié est anisotrope.

La couche que constitue I’océan sur la terre est trés mince par rapport aux dimensions
de la planete. Par conséquent tout phénomene global a grande échelle de temps et
d’espace satisfait

Roxl1l, i1

1.1.3 — CLASSIFICATION DES ECHELLES

Les phénomenes marins ont lieu a des gammes d’échelles tres différentes. Celles-ci
sont classées dans DELEERSNIIDER [1] de 1a maniére suivante.

e Micro échelle : 7.102 < Ro < 7.10% et § = 1. C’est I’échelle finale de la
turbulence, a laquelle I’énergie transmise des grandes échelles se dissipe par effet
visqueux, modélisé ultérieurement par des viscosités turbulentes (cf. aussi §1.4 et le
chapitre 3).

o Echelle médiane : 7 < Ro < 70 et < 1. Ce sont les échelles ot sont visibles les
ondes courtes et tous les effets turbulents dus a la stratification océanique.

® Méso échelle : Ro ~ 0,7etd << 1. C’est I’ordre de grandeur des conséquences
du forgage des marées et des tempétes (provoquant les ondes de POINCARE). On y
distingue aussi les ondes internes longues et les oscillations d’inertie, les phénome-
nes journaliers dus a I’alternance du jour et de la nuit et les ondes de Rossby issues de
la rotation terrestre. Mais cette échelle est surtout 1’échelle des tourbillons turbulents
océaniques bidimensionnels capables d’agir en cascade inverse en transmettant de
I’énergie aux grandes échelles. Leur modélisation reste un probleme ouvert.

e Echelle climatique : Ro < 0,007 et § << 1. Les phénomeénes rencontrés a ces
échelles résultent de la circulation générale due au forgage météorologique et ont
des temps caractéristiques de 1’ordre du mois. Ces phénomenes sont anisotropes.

On s’intéresse dans ce livre aux échelles climatiques. Pour fixer les idées, on choisit
§~107%, L,=10m, L, =10°m =100km, Ro <0,007,

qui sont les ordres de grandeur utilisés dans DELEERSNUDER [1] et aussi dans BLANKE

1.
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REMARQUE 1.1.1 — Cette classification est linéaire. Elle ne tient pas compte des
échelles convectives définies pour des d plus grands que 1 et des temps 7 de 1’ordre
de la semaine. On y distingue par exemple la formation d’eaux denses et froides
en surface aux pdles qui en coulant refroidissent le fond de I’Océan. Ce type de
phénomenes aurait théoriquement des conséquences aux échelles paléolithiques (de
I’ordre de18 000 ans). &

e Pour tenir compte de ’anisotropie des phénomenes marins aux
échelles climatiques, on note dans tout ce livre le Laplacien d’une
distribution ¢ sur Q)

Achp = Ad+ 02,0,

avec A¢p = 92, + 8§y¢. La divergence d’un champ de vecteurs est
notée
N

— — —
div, U = divo + 0w, U=v +twk= u?l -|—’U22 +wk,

.= a7 A .
avec divv = Opu + Oyv. On utilise la méme convention pour tous les
autres opérateurs différentiels.

Le cadre géométrique étant mis en place, on définit dans le paragraphe suivant les
variables étudiées. On écrit ensuite les équations de la mécanique des fluides pour un
fluide tournant gravitationnel combinées a des faits expérimentaux.

1. 2 — EQUATIONS DE BASE
1.2.1 — DEFINITION DES VARIABLES ET DES CONSTANTES

L’ état de la mer est défini en un point M € Q etaune date t € [0, T] (T > 0 est fixé)
par les variables suivantes.

e La vitesse d’un volume infinitésimal de fluide autour de M a la date ¢,

N L, = — — . . . .
ouonanoté v= u e +v ey la vitesse horizontale et w la vitesse verticale. La

vitesse est mesurée en m.s L.

e La densité p = p(t, M), c’est-a-dire la masse d’eau contenue dans un volume
infinitésimal autour du point M a la date ¢. La masse d’eau totale a la date ¢ dans un
ouvert U C € vaut

m(t,U) = /U o(t, M) dM.

La densité est mesurée en kg.m 3. Sa valeur caractéristique est de 1’ordre de

po ~ 1035 kg.m 3.
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On constate expérimentalement que p varie d’environ 2 % par rapport a pg.

e La pression p = p(t, M). Un volume U C € est soumis a une force de pression

dont le module vaut
F,= / pdo.
ouU

La pression est mesurée en N.m 2.

o La température T = T(t, M) et la salinité S = S(t, M). La masse totale de sel
dans un volume U C {2 a la date ¢ vaut

st U) = / p(t, M) S(t, M) dM.
U

La température est mesurée en Kelvin (K). Définie de cette maniere, S est sans
dimension. Il y a en moyenne 3,5 kg de sel dans un m? d’eau. On ne donne pas
en général un ordre de grandeur pour 7" dont les variations sont plus importantes que
celles de S.

On note aussi,

—  la viscosité moléculaire de I’eau,

— Kt, K¢ les coefficients de diffusion moléculaire pour la température et
pour la salinité,

— ¢, le coefficient de chaleur spécifique,

— g~ 9,81 m.s~2 le coefficient de gravité.

=
On obtient dans les sections suivantes les équations de base portant sur U, p, p, S et T
a partir :

o d’un fait d’expérience, on écrit une équation d’état reliant p, S, T et p,

e de lois physiques, ce sont les équations de Navier-Stokes (la loi de
gravitation universelle conduit a 1’équation pour la vitesse, les lois de
conservation aux équations pour la température et la salinité).

1.2.2 — L’EQUATION D’ETAT

L’expérience montre que la mesure de la densité p se déduit de la mesure de la salinité,
de la température et de la pression. Sur cette constatation, on écrit une équation d’état

(1.2.1) p=p(S,T,p).

Les exemples que 1’on trouve dans GILL [1] montrent que ces lois, déduites de mesures
expérimentales, sont le plus souvent polyndmiales par rapport a .S, T et p.

11 faut noter que les coefficients p, K¢, K et cp dépendent aussi de S, T" et p. Les
approximations faites dans le §1.3 rendent inutiles I’expression exacte de ces lois d’état
(cf. les tables dans GILL [1]).
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1.2.3 — EQUATION DYNAMIQUE

On écrit dans cette section 1’équation de Navier-Stokes pour I’océan qui est une
conséquence de la loi de la gravitation universelle. Il faut donc commencer par faire
le bilan des forces auxquelles est soumis le systeme.

L’océan est un fluide tournant grav1tat10nnel Donc outre les forces de pression, il est

soumis a la force de Coriolis C et a la force de gravité G

—

Cdéf—Qp@> X U, a —pgk,

N . . . . .
ol w est la vitesse angulaire de la terre, supposée constante. En un point donné de la
terre, la force de Coriolis est de la forme

— —
C= —2pw(cos(H) k; X U +sin(0) €5 x U),

ol § est la colatitude du point considéré et w = | w | (¢f. (1.1.2)). Dans cette
présentation, la variable y joue le role de §. C’est pourquoi on écrit

— — — - —
(1.2.2) C=—2pw(f(y)k x U +h(y) ea x U),
ou f et h sont deux fonctions régulieres comprises entre —1 et 1 qu’il est inutile de

L . — s P
préciser ici, car dans la suite on prend f constant et le terme h(y) eo x U est négligé.
A priori, la fonction f est maximale aux pdles et nulle a I’équateur.
Enfin, on montre que les contraintes du fluide s’expriment par (¢f. LANDAU-LIFCHITZ
(1D
— —T —
I =div.(u[VU +V.U ]) + AV (div.U),

ou A est la “deuxiéme viscosité". Dans les conditions usuelles, on fait I’approximation
. —
I = div.(uV.U).

En écrivant que les forces extérieures sont compensées par les forces de pression et les
contraintes, on obtient, en appliquant la loi de Newton, 1’équation de Navier-Stokes
(1.2.3) pour un fluide Newtonnien tournant gravitationnel,

—

— — —
(1.2.3) —uAU=—-Vep+ G+ C,

? Dt
en supposant 4 constant pour simplifier et ol I’on note pour une distribution quelconque
w )

Dw def
Dt O+ U Ve,

N
formule qui définit la dérivée totale suivant le champ de vecteurs U.
1.2.4 — LOIS DE CONSERVATIONS

Les différentes lois de conservation pour la masse, la température et la salinité
s’expriment comme suit (voir les détails dans GILL [1]) :
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e le principe de conservation de la masse,

1D -
(1.2.4) S Ff = — div.U,
e la conservation de I’énergie combinée aux effets de diffusion,
DT orp\ Dp .
1.2.5 — 4T — | = =K. AT,

ou I’on note Orp = (9p/IT) (¢f 1’équation d’état (1.2.1)),
e la conservation du sel combinée aux effets de diffusion,
D(pS)
Dt

(1.2.6) = K3AS. &

1.2.5— BILAN DES EQUATIONS

L’ensemble des équations de base (1.2.1), (1.2.3), (1.2.4), (1.2.5) et (1.2.6) estrésumé
dans le systéme de base (B1) suivant, dans lequel on distingue la vitesse horizontale
v et la vitesse verticale w et ol 'on a explicité les opérateurs de dérivation et la force
de Coriolis (1.2.2),

PO +p(VV)V +pwdv —pAu —
(a) -7 = —
2wp (f(y) k x v +h(y)wer)+Vp=0,

o {p(atw + (v V)w + wow) — pAw—
2wuh(y) + pg +90.p = 0,
(©) up+ divelpU) =0,
(d) p=p(S,T,p),
drp

D
(e) pey DT+ (V)T +wd,T) —KAT +T <p> —P

=0
Dt ’

(f) p(BS+(VV)S+wd.8) —KAS =0.

Il faut noter que 1’équation (B1, f) differe de (1.2.6). Elle se déduit de (1.2.6) en
utilisant (1.2.4).

1. 3 — PRINCIPALES APPROXIMATIONS
1.3.1 — POSITION DU PROBLEME

On pourrait utiliser le modele (B1) pour décrire et simuler numériquement la circu-
lation océanique a grande échelle. Cependant, on n’est pas actuellement en mesure
d’analyser ce systéme tant du point vue mathématique que numérique. C’est pourquoi
on effectue un certain nombre d’approximations. On distingue celles dues a
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e un fait d’expérience,
e une loi d’échelle ou une analyse des ordres de grandeur.

Un fait d’expérience permet de simplifier 1’équation (B.1, ¢) de la conservation de la
masse (aproximation de Boussinesq). On en déduit une simplification de la conserva-
tion de I’énergie (B1, e) (équation de la chaleur), et 1a loi d’état (B1, d) (linéarisation
et indépendance de la pression).

Grace a des lois d’échelles ou d’ordres de grandeur, on néglige certains termes de la
force de Coriolis dans I’équation (B1, a) et on obtient 1’équation hydrostatique a partir
de I’équation (B1,b).

D’une maniére générale, on note O(W) l'ordre de grandeur caractéristique d’une
quantité W.

1.3.2 — L’ APPROXIMATION DE BOUSSINESQ ET SES
CONSEQUENCES

L’expérience établit que la densité p varie d’environ dp = 2 % autour de la valeur de
référence pg. Par conséquent,

0] (1 D”) ~ @7*1 ~ 2.107°771
p Dt Po

N
alors que O(div.U) = 771, ce qui entraine

1 Dp =
1.3.1 - — div.U .
(1.3.1) th<< .U

En reportant (1.3.1) dans 1’équation de conservation de la masse (1.2.4), on obtient
—
(1.3.2) div, U= 0.

L’ égalité (1.3.2) est "approximation de Boussinesq.

L’approximation de Boussinesq revient a considérer que certains termes de compres-
sibilité ont une influence négligeable sur le systeéme (B1). Sur cette base, on simplifie
I’équation de I’énergie (B1, e) (écrite sous la forme (1.2.5)) en

DT

1.3. —
(1.3.3) “rP Ty

—KLAT =0.

De méme, du fait des faibles variations de la densité, on peut négliger la dépendance
en pression dans 1’équation d’état (B1,d) puis la linéariser autour de la valeur de
référence py. En tenant compte du fait que la densité augmente lorsque la salinité
augmente et qu’elle diminue lorsque la température augmente, on écrit

(1.3.4) p=po+ps(S—5So) —pr(T —To),
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ps >0, pr > 0, T et Sy sont des constantes que 1’on peut calculer a I’aide des tables
dans GILL [1].

REMARQUE 1.3.1 — Nous revenons sur les approximations (1.3.3) et (1.3.4) dans
I’appendice A, qui sont a la base du probleme posé dans cet appendice. Il est cependant
indispensable sur le plan des mathématiques de comprendre dans un premier temps le
probleme posé par la circulation océanique avec les approximations (1.3.3) et (1.3.4)
avant d’aller plus loin. &

Nous achevons cette section en définissant les coefficients suivants, considérés comme
constants,

— v = (u/p) =107 m?2.s71 est la viscosité cinématique,

—Kr def (Kt/pcp) =~ 1,4.107"m?.s~1 est la diffusivité thermique,

— Ks € (K3 /p) ~ 1,5.107 m2.57 est la diffusivité saline,

les valeurs numériques étant celles de GILL [1].
1.3.3 — L'EQUATION HYDROSTATIQUE

Considérons un verre rempli d’eau de densité constante p, se trouvant au repos. La
pression P de I’eau dans ce verre a une profondeur z (ici z est une valeur algébrique)
vaut

P = Psfpogz,

P, étant la pression a la surface. Ceci s’écrit encore
(1.3.5) 0.P =—pog.

L’équation (1.3.5) est [’équation hydrostatique. Bien que valable en toute rigueur
pour un fluide au repos, cette équation est aussi utilisée en océanographie. Son usage
se justifie par une analyse des ordres de grandeur. On réécrit 1’équation pour la vitesse
verticale (B1,b) sous la forme

Dw

(1.3.6) r

1
—vAw—2wuh(y) + g + ;@p:O.

En utilisant les ordres de grandeur définis dans la section 1.1.3 aux échelles climatiques,

ona
Dw w L,
PUN_Y M g1ttt
O(Dt) T 4w?Ro? 0 m.s
tandis que
w g -8 —1
O(vA.w) =0(v) V2 = (V)QWRO I 107 m.s™,
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ceci en se servant de la valeur numérique de v donnée dans la section précédente.
Enfin, puisque |A(y)| < 1,0n a

O Qwuh(y)) <10 %m.s71.

1

Etant donné que O(g) ~ 10m.s~", on observe que

- D
A Y vA.w —2wuh(y) < g,
Dt
ce qui assure que A + g ~ g. Par conséquent, sur 1’axe vertical la force de gravité
ne peut étre compensée que par la projection des forces de pression. On peut alors
approcher 1’équation (1.3.6) par

(1.3.7) 9:p = —pg

qui est bien I’équation hydrostatique. Obtenue apparemment a partir d’ordres de
grandeurs, cette équation est bien la conséquence d’une loi d’échelle et est valable
lorsque le quotient d’aspect ¢ est petit. Cette affirmation est confirmée par le travail
d’adimensionnalisation du §1.6 (¢f. I’équation 1.6.1).

1.3.4 — ORDRES DE GRANDEUR DES VITESSES ET FORCE DE
CORIOLIS

Toujours en utilisant les mémes ordres de grandeur, on calcule ceux de la vitesse
horizontale et verticale :

L oy Lo
) " —01ms', Owk)= P C oy =105 m.s~L.
wRo

On note que W << V.
On déduit de cette analyse des ordres de grandeur que 1a ou h et f sont comparables,

—

O(h(y)w k) < O(f(y) V),

de sorte que la force de Coriolis définie par (1.2.5) se simplifie en

—

(1.3.8) Cn f(y)z x U= f(y)%> X U .

Par conséquent, 1’équation (B1,a) devient en utilisant la définition de la viscosité
cinématique v (cf. section 1.3.2),

—
(1.3.9) v +(VV)U +wd,v —vAL +f k x?+v7=o.
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e Toujours sur la base de I’approximation de Boussinesq, on prend p = py dans
(1.3.9).

Il faut noter que I’approximation faite sur la force de Coriolis n’est pas valable a
I’équateur puisque le coefficient f y est nul. Pourtant, & notre connaissance, tous les
modeles océanique utilisent quand méme cette approximation a 1’équateur. Dans la
suite, on prend f constant pour simplifier.

1.3.5 — BILAN DES EQUATIONS

Lorsque I’on résume I’ensemble des approximations faites dans les sections 1.3.2,
1.3.3 et 1.3.4, on réduit le systeme (B1) au systeme (1.3.2), (1.3.3), (1.3.4), (1.3.7),
(1.3.9) combiné aux approximations de la fin de la section 1.3.2, que 1’on écrit sous la
forme

— —
a) aﬁ+<m>7_ym+fkxm%:o,
0
b) O.p =—py,
—
¢) div.,U=0,

d) p=po+ps(S—5So)—pr(T—-"Tp),

(
(
(EP1) (
(
(€) T + (UV)T — KrAT =0,
(

f) 9,5+ (UV)S — KsA.S = 0.

On appelle ce systeme les “équations primitives pour [’océan". 1l aurait été utilisé
pour la premiere fois sous cette forme dans BRYAN [1] (1973) pour des simulations
numériques.

Ce systeme suggere quelques commentaires.

— Il n’y a pas de terme d’évolution pour la composante verticale de la vitesse w dans
(EP1).

— On pourrait rajouter un terme au second membre de (EP1,e) pour tenir compte
des rayons solaires dans I’équation de la chaleur. Ceux-ci pénétrent sur une dizaine
de metres de profondeur, ce qui est négligeable a grande échelle dans 1’équation elle-
méme. Nous tenons compte de la pénétration solaire dans les conditions aux limites
étudiées dans les paragraphes suivants.

— Ces équations ne tiennent pas compte de la turbulence. Sa modélisation est esquissée
dans le §1.4 pour I’étude des conditions aux limites et fait 1’objet du chapitre 3.

— Ce systéme n’est pas un systtme incompressible malgré I’équation (EP1,c¢).
La densité n’est pas constante et vérifie une équation d’advection-diffusion grace a
(EP1,d), (EPl,e)et (EP1, f). &

Les équations étant posées, il faut des conditions aux limites. Les variables pro-
nostiques dans le systtme (EP1) (i.e. avec un terme d’évolution) sont v, TetS
(et par suite p). Ce sont ces variables pour lesquelles des conditions aux limites
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sont nécessaires sur I' = 0 = I'y ULy UT'y. C’est I’objet des deux paragraphes
suivants. Le premier étudie le probléme dynamique (vitesse) et I’autre le probleme
thermodynamique (température et salinité).

1. 4 — CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA VITESSE
1.4.1 — POSITION DU PROBLEME

Ce paragraphe a pour but la détermination des conditions aux limites pour la vitesse.
Nous distinguons le probléme posé par I’interface air-mer I's du probléme posé par le
fond et les parois latérales I'y U I'.

En ce qui concerne I'y UT'y, le probleme est relativement simple dans la mesure ol
I’on ne tient pas compte des phénomenes a petite échelle (embouchure des fleuves,
infiltration de 1’eau dans le sol par exemple). En revanche, 1’interface air-mer pose un
probléme plus délicat.

On note en premier lieu que

e sur [, qui est fixe, I’hypothese du toit rigide (¢f. §1.1) implique

(1.4.1) w

r, =0,

o sur I'y UT';, ’hypothése classique de non adhérence entraine

R
(1.4.2) U.n |r,or, = 0.

Sur les cotés et au fond (i.e. sur I'y U I';) la vitesse est nulle. Aussi pose t-on

-
(143) U |FfUFl =0.

La condition (1.4.3) implique la condition (1.4.2) qui devient superflue. Cela regle le
probleme posé par I'y U I';.

On revient maintenant sur le probleme posé par I’interface air-mer I'y. Classiquement
en mécanique des fluides, on obtient des conditions aux limites a I’interface de deux
fluides en écrivant que le saut des contraintes est nul et que la surface libre est une
surface de courant (cf. LANDAU-LIFCHITZ [1]). Dans le cas présent, les équations
obtenues par ce procédé sont inadaptées a un calcul numérique et débouchent sur un
probléme de mathématiques entierement ouvert, car I’interface est turbulente et que
I’on fait I’hypothese du toit rigide. Les conditions obtenues dans ce qui suit sont des
conditions de flux pour des quantités moyennes (i.e. des conditions de Neumann). La
condition aux limites pour une moyenne de v (encore notée ?) est I’égalité (1.4.12)
dans le texte (section 1.3.4),

(1.4.12) v d,0=Cy Vv,



16 Conditions aux limites pour la vitesse

en notant v la tension du vent (¢f. (1.4.11)), Cy une constante et vy une viscosité
turbulente. Cette condition exprime le for¢age de 1’atmosphere sur I’océan. Elle est
valable apres avoir modélisé la turbulence de la couche de mélange air-mer qui devient
le toit de I’océan vu comme une interface fixe moyenne : c’est I’hypothese du toit
rigide. On met dans la condition (1.4.12) toute I’information concernant la couche de
mélange, incluant la surface libre.

La condition (1.4.12) est le résultat principal de ce paragraphe dont le plan est :

o rappel succinct de généralités sur la turbulence et le probleme de
Reynolds,

e raccordement abstrait des flux a I’interface fixe de deux fluides non
miscibles quelconques,

e application a ’inteface air-mer et obtention de la condition (1.4.12).

1.4.2 — RAPPELS SUR LE PROBLEME DE REYNOLDS ET LA
TURBULENCE

Soit le probléme abstrait d’un fluide de viscosité v emplissant un ouvert O quelconque
de IR™ et soumis a une force donnée dépendant de la vitesse de maniere affine. On
écrit I’équation de Navier-Stokes pour ce fluide sous la forme abstraite générale

— — — — VP - =

(1.4.4) W + WV )W —vAW + — =F (W).

p
Le probleme de Reynolds présenté ici se pose dans le cas compressible et dans le cas
incompressible. La difficulté a laquelle nous nous intéressons étant la méme dans les
deux cas, nous considérons le cas incompressible afin de simplifier la présentation. Les
deux cas sont étudiés de maniere détaillée dans MOHAMMADI-PIRONNEAU [1] (1994).
Le nombre de Reynolds de I’écoulement est défini par

ef WL

(1.4.5) RY 22

v
ol L est une longueur caractéristique et W une vitesse caractéristique. Ce nombre est
sans dimension et caractérise 1’écoulement. Lorsqu’il devient treés grand (supérieur
a 10%), le fluide développe une structure hératique et tourbillonnaire, les tourbillons
existant depuis les échelles macroscopiques aux petites échelles de longueur. Dans
I’océan, ces petites échelles sont de 1’ordre du mm et les grandes échelles peuvent
aller de la dizaine de metres a la dizaine de km. On dit que le fluide devient turbulent.
Il n’est alors pas aisé de rendre compte de tous les détails de la turbulence, tant sur
le plan physique que sur le plan numérique. On trouvera dans RUELLE-TAKENS [1]
(1971) un exposé de base sur la nature de la turbulence.

Puisque I’on s’intéresse aux propriétés macroscopiques de 1’écoulement, on intro-
duit des grandeurs moyennées. Dans la pratique, on utilise des moyennes spatiales,
temporelles ou statistiques. Pour une quantité ) quelconque, on pose

def

P = ¢m+?l/,
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ol 1, est la moyenne de 1, ¢’ sa fluctuation autour de 1,,,. On impose au filtre de
moyenne de satisfaire aux conditions (¢f. MOHAMMADI-PIRONNEAU [1]), en notant
(&1, ..,&p) les coordonnées d’un point dans IR",

(w/)m = O? (8t¢)m = 3t(¢m)a Vk = 1a ...,717 (a&cw)m = afk (wm)

—
On note (wy, ...., wy,) les coordonnées de . En moyennant (1.4.4) suivant ce filtre
de moyenne, on obtient

— — — — - =
(1.4.6) O, W + (Wi Vo) W +dive(W W ) — vAW, + —2 =F (W,,).
p

On note
R défﬁ/ﬁ//: (w’.w’-)1<< i<
ety VS 2W I (]
le tenseur de Reynolds. On a
NN

dive(R) = dive(W W) = ¢, (wjw}),
en utilisant la convention des indices répétés. Notons que le champ moyen ainsi que
la fluctuation restent a divergence nulle.
La détermination rigoureuse du tenseur de Reynolds est un probleme ouvert. L’ hypo-
these la plus largement admise est que ce tenseur est proportionnel au gradient du champ
moyen. Cette hypothese, dite de Reynolds, se justifie par le fait que les phénomenes a
grande échelle transmettent de 1’énergie a la cascade des échelles inférieures. La plus
petite en dissipe une partie et en restitue I’autre aux plus grandes échelles en cascade
inverse. C’est du point de vue de la grande échelle un processus de diffusion. On pose

R
(1.4.7) R=-1 VW, .

La grandeur v; est une viscosité turbulente. Sa détermination est en général déduite
d’hypotheses physiques adaptées au cadre de I’étude menée et d’analyses dimension-
nelles (¢f. section 1.4.5, égalité (1.4.14)). Les phénomenes de diffusion turbulente sont
prédominants devant les autres phénomenes de diffusion qui sont souvent négligés.

Il n’existe a ce jour et a notre connaissance aucun argument mathématique permet-
tant de confirmer ou d’infirmer ces hypotheses de maniere décisive. Mentionnons
toutefois les travaux de KOLMOGOROV [1] (1942) dans ce sens. Nous insistons sur le
fait que c’est actuellement le seul outil simple disponible pour simuler numériquement
la turbulence tridimensionnelle (¢f. LAUNDER-SPALDING [1]).

1.4.3 — CONDITION D’INTERFACE

On établit dans cette section les conditions d’égalité de flux a I’interface fixe de deux
fluides quelconques non miscibles, I’ensemble étant consideré comme un fluide unique
stratifié en deux couches. Les calculs menés dans cette section sont formels et seront
utiles plus tard a I’étude du probleme de I’interface air-mer.

On se place dans les conditions abstraites de la section précédente avec n = 3. Soit
un fluide turbulent stratifié coulant dans un domaine partagé en une couche C et une
couche Cs. La densité p du fluide est constante dans chaque région. On note
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— pi la densité du fluide dans la couche C;,
— 1y la viscosité turbulente du fluide, égale a u} dans la couche C;,
— wi la j*™ composante de la vitesse dans la couche C;.

On impose enfin wi = w? = 0 a I'interface (interface rigide).

LEMME 1.4.1 — On suppose que pour tout (i, j) € {1,2} x {1,2, 3}, w; est de classe
C' en temps et en espace. Alors, on a a linterface

(1.4.8) plvf Oequi = pPu7 Oewi,  p'vf Oequy = p*uf Ogaws. &

DEMONSTRATION — Soit un cylindre V' d’épaisseur £, appuyé sur deux surfaces ST
et S~ symétriques I’une de ’autre par rapport a I’interface entre les deux régions
(cf. figure 1.2). En utilisant I’équation de conservation de la masse, 1’équation de
Navier-Stokes peut s’écrire pour ce fluide (en omettant I’indice m pour les quantités
moyennées),

— — — — —
O(pW)=div(pvy VWV —p WW —PId)+ F,

ou Id désigne la matrice de I’identité. On integre 1’équation de Navier-Stokes sur le
volume V' en se servant de la formule d’intégration par parties, ce qui conduit a
—

d — — — — —
(1.4.9) — [ (p W):—/ (pyVW —p WW —PId).n +/ F.
dt Jy v v

Puisque sur le compact [0, 7] x V les variables sont bornées car de classe C'!, on a

- (0 1¥) =010, /V?“:Om,

— - — N — — =+
(pvt VW —p WW — Pd 5)).n = (py VWV —pWW).n —
oV S+
/ Pfd.ﬁ++/ (o VWV —p WW —PId). 7 +0(0).
S+ S—

Ny

On fait tendre ¢ vers 0 dans 1’égalité (1.4.9). On note respectivement W et P’ la
vitesse et la pression du fluide dans la couche C* et S la surface limite commune a S+
et S~. On obtient
-1 51 51
/(pll/thCW —pW W —P'Id).n=
s

2 4242
/(p%? VW —pW W —P*Id).n,
S
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ol 7 est la normale allant de la région 2 vers la région 1. Cette égalité ayant lieu
pour tout S inclus dans I’interface, elle a lieu aussi pour les intégrants. On en déduit
I’égalité matricielle satisfaite a ’interface et écrite composante par composante pour
tous indices (k, j) :

plylagkw]l — plwiwjl- — Pléi = p2u2a§kw§ — p2w,%w]2- — P25i.

Comme wi = 0 a l'interface, on obtient (1.4.8) & partir de cette derniére égalité en
prenant pour indices k = 3etj = 1puisj =2. &

1.4.4 — COUCHE DE MELANGE DE SURFACE

On applique al’océan et 1I’atmosphere les raisonnements des deux sections précédentes.
On note

—a g —
U=v +w'k
la vitesse de 1I’atmosphere et p® sa densité. On considere dans tout ce livre que 1’océan
est forcé par I’atmosphere et on ne cherche pas a considérer un modele couplé. On
suppose que la vitesse de 1’air est définie dans un voisinage supérieur de Iy, est de
classe C! et est fixée une bonne fois pour toutes.

On suppose ’air et I’eau non miscibles. Ainsi, on devrait poser a I’interface entre
I’eau et Iair,

(1.4.10)

Les calculateurs dont on dispose aujourd’hui n’ont pas assez de puissance pour faire
une simulation qui utiliserait (1.4.10) en raison de la zone turbulente importante au
voisinage de I’interface qu’il faut modéliser a I’aide de I’hypothese de Reynolds. La
figure 1.3 donne une idée de la structure de la couche de mélange et de ses ordres de
grandeur.

On remplace la couche limite turbulente par une ligne fictive I's qui est le toit de
I’océan. C’est ici que I’hypothese du toit rigide prend son sens. On calcule les
conditions aux limites pour des quantités moyennes dans lesquelles on tente d’intégrer
toute I’information sur la couche turbulente de surface.

1.4.5 — TENSION DU VENT ET CONDITION DE FLUX

On distingue plusieurs phénomenes a la proximité de la surface de la mer. Par exemple,
les vagues produisent de I’énergie cinétique en se brisant, générant de la turbulence
dans une couche d’épaisseur qui est de ’ordre de leur hauteur. Cette énergie est
restituée a la colonne d’eau par un processus de diffusion turbulente verticale. Ce
mécanisme est pris en compte par I’introduction de la viscosité turbulente.

Un autre phénomene est du a la tension du vent, notée 7 dans tout le livre, qui est une
des principales composante du for¢age atmosphérique. Elle est définie par la formule

—def | —a —a
v=1]v o

(1.4.11)
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On montre d’'une maniére formelle dans cette section comment obtenir la condition
aux limites (1.4.12) sur 'y, moyennant des hypotheses sur la longueur de mélange
¢ a Iinterface air-mer (hypotheéses (H.1.1) et (H.1.2) dans ce qui suit) et la viscosité
turbulente (hypothese (H.1.3)),

(1.4.12) V8, v=Crv

ot le coefficient de rugosité Cy est une constante sans dimension qui vaut expérimen-
talement Cy ~ 0,63.1075 (¢f DELEERSNUDER AD[1]).

Preuve de (1.4.12) — On écrit la condition de flux (1.4.8) (¢f. lemme 1.4.1) sous la
forme

ov v
1.4.13 R P B
( ) L A v

en notant ¢ la viscosité turbulente de I’air. Dans la couche turbulente, p et p* sont
supposés constants. On pose

—a

v

0z
La longueur de mélange verticale est notée ¢. Elle mesure la taille des tourbillons
verticaux (cf. aussi la section 3.1.1, chapitre 3).

—
T=p"vf

Placons-nous au dessus de la mer. Plus on se rapproche de sa surface, plus les
tourbillons visibles sont petits. Si ’on se trouve a une altitude z, leur taille est de
I’ordre de z qui est ’ordre de grandeur retenu pour la longueur de mélange. On
suppose que

(H.1.1) £ = O(=»),
(H.1.2) la viscosité turbulente est proportionnelle a ¢.

Une analyse dimensionnelle montre que les hypotheses (H.1.2) et (H.1.3) conduisent
a une seule formule possible pour déterminer ;" qui est

(1.4.14) vi =Cu*z,

ou C est une constante sans dimensions et * une quantité positive ayant la dimension
d’une vitesse. Soit I’hypothese :

N
(H.1.3) on suppose que u* ne dépend que du flux 7" et de p®.

Une analyse dimensionnelle combinée a (H.1.3) montre que u* est déterminée par

(1.4.15) ut =
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—a
On note C' la force extérieure appliquée au systeme atmosphérique et on fait le
a
changement de variable 2z’ = z/¢ dans 1’équation satisfaite par v . 1l vient

a a a awa
oulp" T+ (o V) ) +
_)ll

. a. ,a a 1 a a a a a
div(p®vy Vo) + ﬁaz,(p v 0,0 )+ Vp® = p*C

0z (Pu ?a) +

En faisant tendre ¢ vers zéro dans cette équation (hypothese des petites échelles), on
obtient
a

(1.4.16) 8 (" vf v ) =0,

N
On omet les primes dans ce qui suit. On déduit de (1.4.16) que 7" ne dépend pas de z
et par conséquent u* définie par (1.4.15) non plus. On écrit alors en utilisant (1.4.14),

formule intégrée entre z et 2y en notant z( une altitude de référence :

—
—a —a T z

UV = U |pmgy = WL09<;0)~

Cette égalité combinée a (1.4.15) conduit a
- C? a)—a  —a —a —a
(1.4.17) Te — 3 B (@ = B,
[Log(2))]

valable pour z > zy. On pose

a (M2
(1.4.18) Cp=Cy(z,20) 2 %
p|Log(2)]

On suppose que I’altitude de référence zy est fonction de 1’état de la mer. Dans la
pratique, on choisit de calculer C'y avec

(1.4.19) z—2p~10m

et on fait I’approximation

—a —a —a

(1.4.20) VU = U |3z RV,
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justifiée par le fait que la vitesse de I’air tres proche de la mer est négligeable devant
la vitesse de I’air a une altitude d’environ 10 m. On suppose enfin que 1’état de la mer
ne dépend que de v . Donc
—a
20 = 20(| v ),
de sorte que des hypotheses d’analycité combinées a (1.4.18) et (1.4.19) conduisent a
développer C'y sous la forme

Cr=Co+ Cr|0 ]+ Co| TP+

On peut prendre C'y constant en premiére approximation. La formule (1.4.12) se
déduit de (1.4.17) combiné a (1.4.13), (1.4.18) et (1.4.20). &

REMARQUE 1.4.1 — Il faut insister sur le fait que ce qui préceéde ne démontre pas rigou-
reusement (1.4.12). Cependant, toute tentative de justification de cette condition aux
limites, pourtant largement admise, fait appel a des hypotheses invérifiables a notre
connaissance. On peut aussi voir ACHDOU-PIRONNEAU [1] (1995), ol I’on obtient
(1.4.12) al’aide de lois de parois. O

En résumé, en notant toujours
N

—
—
U=v +wk,
les conditions aux limites pour la vitesse sont

—
FS=07 I/@ZU

(@) w

=
() U lrsur, =0.

Ce sont les conditions avec lesquelles on travaille, que les grandeurs soient des
grandeurs moyennes ou non.

1. 5— CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA TEMPERATURE ET
LA SALINITE

1.5.1 — POSITION DU PROBLEME

On considere le probleme thermodynamique de la détermination des conditions aux
limites portant sur S et 7'. La grande analogie formelle entre ces deux variables fait que
I’on concentre notre attention essentiellement sur 7', les raisonnements menés étant
presque les mémes pour S en plus simples. Comme dans le paragraphe précédent, on
considere surtout le bilan de surface qui constitue le principal probleme dans lequel
on distingue :

e le chauffage par le soleil et I’émission radiative,
e les échanges de chaleur avec 1’air (chaleur sensible),
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o |’évaporation et les précipitations (chaleur latente).
1.5.2 — FLUX SOLAIRE INCIDENT ET EMISSION RADIATIVE

L’océan recgoit de I’énergie et en émet. A grande échelle, la seule source de chaleur
de I’océan est le soleil. On note (s le flux d’énergie solaire incident par unité de
surface supposé constant. Seule une partie de 1’énergie incidente est captée, 1’autre
est réfléchie vers 1’atmosphere qui trouve 1a sa principale source naturelle de chaleur.
La quantité moyenne d’énergie solaire par unité de surface absorbée par I’océan est de
lordre de 175 W.m?2.

Notons par ailleurs que le flux incident est tempéré par la couverture nuageuse qui
capte environ 70 % de I’énergie. On déduit de ces considérations que la densité de
flux effectivement capté par I’océan au point (x, y) de T's est calculé par la formule

(151) QI = Ql(xvy) = Qs (1 - a(xa y)) (1 -0, 7n(x,y))7

en notant

—n = n(x,y) est la fraction de ciel nuageux,
— a = a(z,y) est ’albédo qui mesure la fraction d’énergie réfléchie et
qui admet 0, 3 pour valeur moyenne sur la Terre.

On notera que a et n sont sans dimension. Tout sous ensemble U/ de I'; recoit de la
part du soleil la quantité d’énergie par unité de temps,

Q1) = /u Q. (1 - a(z,y)) (1 - 0,7n(z, y)) drdy.

e Dans ce qui précéde, Qr(U) est mesuré en W = J.s=1. C’est une énergie par
unité de temps, c’est-a-dire un flux. Celui-ci est recu par le milieu étudié, mettant en
évidence une notion d’orientation entre ce qui est recu et ce qui est émis. Afin d’en
tenir compte, on définit le flux vectoriel par

(1.5.2) 0, g%, o
Si elle n’avait pas une couverture fluide, la Terre se comporterait comme un corps noir.
Lorsqu’elle regoit de 1’énergie sous forme de chaleur, sa surface se réchauffe jusqu’a
ce qu’elle atteigne son équilibre radiatif, moment a partir duquel elle restitue son trop
plein d’énergie sous forme de radiations. A sa température d’équilibre T', elle restitue
par unité de temps et de surface 1’énergie donné par la loi de Stefan,

E=0T%

avec 0 = 5,7.1078 W.m?2.K —*. On admet que la surface de ’océan est toujours 2 la
température qui garantit I’équilibre radiatif, ce qui constitue de son point de vue une
perte d’énergie. Le flux vectoriel correspondant vaut

= de — —
(1.5.3) EYEk=0T"k.
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REMARQUE 1.5.1 — L’atmosphere peut réfléchir de nouveau vers 1’océan une partie
de I’énergie qu’elle a recu de I’océan lui méme par émission radiative. C’est I’effet de
serre dont on ne tient pas compte ici. &

1.5.3 — ECHANGES DE CHALEUR AVEC L’ ATMOSPHERE : CHALEUR
SENSIBLE

On note 7Ty, la température de 1’air qui est proche de la surface de 1’eau.

e La chaleur sensible. Lorsque sa température 7' en surface est difffente de Ty,
I’océan cherche a 1’équilibrer par rapport a celle de 1’atmosphere (et réciproque-
ment). L’énergie dépensée par unité de masse au cours de cette transformation est
appelée la chaleur sensible et notée Q).

Le signe de Qs dépend du signe de 7' — T, et nous supposons que

QS:QS (T—Ta, Pacgy V |;>|)

en notant ¢;, la chaleur spécifique de I"air. Une analyse dimensionnelle conduit a

(1.5.4) QuT) = Copaci /|3 (T - T2)

ou (' est une constante sans dimension valant 0, 83 dans des conditions stables et 1, 1
dans des conditions instables. Avec la convention adoptée, ce processus est vu par
I’océan comme une perte d’énergie, c’est-a-dire que si 7' < Ty, il gagne de 1’énergie
etsi T > T, il en perd. On pose

= def

(15.5) Q. (1) QuT) ¥ .

1.5.4 — EVAPORATION ET PRECIPITATIONS : CHALEUR LATENTE
11 faut tenir compte de I’évaporation d’eau en surface et des précipitations.

o La chaleur latente est la quantité de chaleur nécessaire a 1’évaporation d’une unité
de masse d’eau donnée a la température 7.

Compte tenu des ordres de grandeurs des échelles de température usuelles, on prend
L,(T) constant.

o Le taux d’évaporation en surface est lamasse d’eau qui s’évapore par unité de temps
et de surface. La quantité d’énergie nécessaire a cette transformation est égale a
Qi(T) = e L,(T), mesurée en W.m?.

Il faut estimer e qui est algébrique. Lorsque e > 0, I’océan perd de 1’eau sous forme
de vapeur, lorsque e < 0 il y a précipitation, il pleut et I’océan gagne de I’eau. C’est
pourquoi on considere :
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® (5, la quantité de vapeur d’eau maximale que I’air peut contenir
lorsque sa température est celle de la surface de 1’océan,
® (., le taux d’humidité de I’air.

Le signe de e dépend de la différence g5 — q,. D’apres la loi de Clausius-Clapeyron,

s est de la forme

—\T
gs = € y

A étant une constante expérimentale. On suppose g, donnée. On suppose que e dépend
aussi de la tension du vent et de la densité de ’air p°,

_>
66(\/|V|7QSQa7Pa>-

Une analyse dimensionnelle montre que

e:Cepa \/ |7|(q5—%)

ou la constante C. = 1,5.107% est une constante sans dimension. Par conséquent,
Q(T) est de la forme

(1.5.6) QuUT) = L(T) Ce pa \ 1V (€72 = qa).

Notons qu’avec la convention choisie, cette transformation est une perte d’énergie en
surface pour I’océan et définit le flux vectoriel

(15.7) QMY Q) k.

Ceci acheve le détail du bilan thermodynamique de surface dont on fait la synthése
dans la section suivante.

1.5.5 — CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA TEMPERATURE EN
SURFACE

Les égalités (1.5.2), (1.5.3), (1.5.5) et (1.5.7) permettent de déterminer le flux de

.
chaleur vectoriel total @) recu par I’océan en surface :

- =

— - = —
Q=Q(M=Q+E+Q,+@.
D’apres ce qui précede,
— —
Q=—-Qr—E-Q:s—Q) k.

On pose
Q=(Qr—E—-Qs— Q).
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Notons que 5 est un flux thermique pour I’atmosphere avec une convention de signe
contraire.

Un raisonnement analogue a celui effectué dans la section 1.4.3 montrant la formule
(1.4.8) (¢f lemme 1.4.1, section 1.4.3) permet d’écrire directement en égalant les
valeurs algébriques des flux,

oT
z |a,
Les formules (1.5.1), (1.5.3), (1.5.4) et (1.5.6) conduisent au calcul de la valeur de
Q(T) dans laquelle ont contribué

— le chauffage par le soleil,
— le rayonnement radiatif,
— la chaleur sensible,

— la chaleur latente,

ce qui fournit pour Q(7") la formule

Q(T) = Qs (1 —a(z,y)) (1 =0, 7n(z,y)) —o T* ~

Cy pacy \[IV (T = Ta) = Lo(T) Ce pa IV [ (€ = qa).

En vue de la résolution du probleme de mathématique, nous pouvons simplifier cette
formule en la linéarisant sans changer la structure du probleme. On note que pour les
trés grandes valeurs de T', Q(T') = — O(T*) est négatif et que T', comptée en Kelvin,
est positive. Enfin on suppose p ¢, constant. On remplace (1.5.8) par

(1.5.9) pcp Kr or =a(T"-T),
0z |q.

avec o > 0 et T constantes.

1.5.6 — CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA TEMPERATURE SUR
LE FOND ET LES COTES

Afin d’avoir un systeme complet de conditions aux limites pour 7', il faut encore écrire
des conditions de flux au fond et sur les cotés.

Lorsque la température 11, de I's est supérieure a celle de I'océan au méme lieu,
celui-ci a tendance a se réchauffer. Lorsque Tt ; est inférieure a celle de 1’océan, ce
dernier va se refroidir. Par conséquent, on peut considérer en premiere approximation
que le flux de température est proportionnel a T, — T sur I';.  On fait le méme
raisonnement sur I'; et on en déduit les formules linéarisées

oT oT
(1.5.10) pepKr — =ar, (I, = T), pc,Kr — = ar, (Tr, = T).
n g, n Gf
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Pour simplifier la présentation, on suppose les températures de référence au fond et
sur les bords constantes.

o L’anologie entre (1.5.10) et (1.5.9) pour pc,, constant fait que I’on utilise a partir
de maintenant la méme condition de flux sur I, I'; et sur I'y. Cette simplification
n’affecte pas la nature qualitative du probleme de mathématique. &

1.5.7 — CONDITIONS AUX LIMITES POUR LA SALINITE ET BILAN
FINAL

Lorsqu’il y a évaporation en surface avec e > 0, la salinité augmente proportionnelle-
ment a la quantité eS. En revanche, dans le cas d’une précipitation avec e < 0, celle-ci
diminue proportionnellement a eS. Par analogie avec ce qui précede, on pose sur ',

S
511 —— =
(1.5.11) Ks 5 = CieS,

ou C est une constante d’ajustement.

Au fond et sur les parois latérales il n’y a aucun échange de sel. On ne considere pas
I’embouchure des fleuves et autres phénomenes dont le caractere est assez local pour
qu’ils puissent étre négligés. Le flux de salinité est donc nul sur I'; U T';.

A de grandes échelles de temps, on peut considérer pour simplifier que 1’évaporation
compense les précipitations, ce qui permet de remplacer (1.5.11) en une condition de
Neumann homogene. Il en résulte que la condition pour S sur I' = 9€2 est

oS
1.5.12 — =
(1.5.12) Ks 9z . 0,

condition retenue par la suite.

— P o s . .
Enfin, on note v, Ty et Sy les données initiales pour la vitesse horizontale, la
température et la salinité. Nous verrons en quoi il suffit de disposer d’une donnée
initiale pour ces variables dans le chapitre suivant.

e On a donné dans les paragraphes 2.4 et 2.5 le détail de I’obtention et des simplifi-
cations des conditions aux limites adaptées au systéme (EP1). Elles sont résumées
dans le systeme (CL1),

— —
r,=0, vo.,v|p, =Cyv,

(@) w

N
(b) U lrsur, =0,

(CL1) T a8
(¢) pep Kr—= =a(T*-T), Ks— =0,
on o0 on o0

(d) v lt=0 =7, T|t=o = To, Sli=0 = So,
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systeme retenu dans la suite. &

Le systeme (EP1)— (CL1) est le systeme physique simplifié de base qui sert a 1’étude
de la circulation océanique a grande échelle. Il reste encore quelques transformations
a lui faire subir pour pouvoir en déduire un probléme de mathématique. C’est 1’objet
du paragraphe suivant.

1. 6 — ADIMENSIONNALISATION ET REDUCTION DU SYSTEME
1.6.1 — POSITION DU PROBLEME

La synthese des systemes (EP1) et (C'L1) conduit au systéme physique d’équations
primitives pour I’océan
— —
) 00 + UV 0 —vAL +-— k x ¥ P =0,
Po Po
) O:p =—py,
— - —
) div.U=0, U=v +wk,
) p=po+tps(S—S0)—pr(T —To),
—
5 T+ (UV.)T — KrAT =0,
(Phl) —
) 0S4+ (UV.)S —KsA.S =0,
)
)
)

— -
r,=0, vo.v |, =Crv,

s

w

—
U|FfUFl:O7
T
ke LI —ar -1, ks B =,
on laa on lag

(10) ¥ |s=0 =v0, Tlimo =To, Sli=o = So,

dans lequel on a remplacé o par o/ pc,, supposé constant et ce, sans changer de notation.
L’ objectif de ce paragraphe est la transformation de (Phl) en un probleme de
mathématiques. Pour cela, on

e adimensionnalise le systeéme (Phl),
o réduit le systeme (Phl).

— L’adimensionnalisation du systéme consiste a faire des changements d’échelles en
temps et en espace qui permettent de considérer des variables sans dimension a la place
des variables physiques. Cela a I’avantage de faire apparaitre certaines lois d’échelles
dans les équations, en mettant en évidence les nombres Ro et ¢ (¢f. (EP2), (EP3) et
(1.6.1)).

— Laréduction du systeme consiste a éliminer les équations superflues, pour ne garder
que le systeéme minimal a 1’aide duquel on peut déduire le calcul de I’ensemble de
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toutes les variables. On simplifie également quelques coefficients. Ces transformations
n’affectent pas la structure mathématique du modele mais permettent une présentation
ultérieure plus claire des difficultés et des résultats.

Le systéme finalement obtenu (cf: le systeéme (M 1)) est le systeme analysé dans le
chapitre suivant.

1.6.2 — CHANGEMENTS D’ECHELLES ET OPERATIONS FORMELLES

On définit dans cette section les variables sans dimension puis on dresse la liste des
formules déduites des changements d’échelles.

o Changements d’échelles.E On rappelle que 7 désigne un temps caractéristique, L,
et Ly, des longueurs caractéristiques verticales et horizontales (¢f. section 1.1.2). Le
nombre de Rossby et le quotient d’aspect ¢ sont définis par les formules (1.1.3) et
(1.1.4) respectivement. On pose

Ces nouvelles variables sont sans dimension et de ’ordre de 1. On note M’ =
(2',y',2"). On dresse maintenant le formulaire des variables et coefficients sans
dimension associés au systéme (Phl) et des opérateurs correspondants.

e Variables sans dimension. On pose

defTﬁ(tM) (t M)defT

(t M) I I

w(t, M).

—/! / —
— . . . . 4
Le vecteur U = v +w’ k est le vecteur vitesse adimensionnalisé, dont 1’ordre de
grandeur vaut 1. On note ensuite

G M)def 1;07' (b M), F(E, M)def p(ﬁpM)7
0
(e M)defT(tTéW) s, M 5(25\4),

oll pg, T°, S9 sont les valeurs de référence pour la densité, 1a température et la salinité.

e Opérateurs. On fait la liste des opérateurs primés,

Dd L, DYV  Dw L, Dw
Dt t2 DU’ Dt 12 D’

- 1 —/!
div.U= = div.U .
T

On a aussi,
AT = AT 923 2 3
v I v, Jj,v= TL 03,
L,
Aw = Alw', 92w = ! 02w’

TL]QL ’ TL
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Finalement,
Dp Lipy Dy PT_T°DT" DS _ 5" DS
Di = B Ro Dt Dt rt Dt'’ Dt 1 Dt
0 0
. Ly po o , AT = T—A/T' AS = iA/S/
vp_TQROVP’ Ly 7 Lj, ’
_ Lnpo / 2 T° 5 2 S% o
82]) - (57’2 RO 8Z'p ’ GZZT = [TQ} 8Z/Z/T B (9ZZS S Li’% az’z’S

o Coefficients adimensionnalisés. On poursuit I’énumération des opérations de mise
aux dimensions des parametres introduits au fur et a mesure de la mise en place des

équations en posant

; def §T2Rog L, , def TQTOC
Ly, ’ Ly, p L,QL P

Les viscosités sont adimensionnalisées comme suit,

def T

def T def T
vy = —5 U, Vy = —5 U, K = — Kr,
h L%L v L% T,h L%L T
def T def T def T
]CT,U = 7K:T ]CS,h = TICSU ]CS.'U == 7’CS-
L3 Ly ’ L

Enfin la vitesse angulaire w est prise égale a 1/2 de sorte que Ro = 1/7.
1.6.3 — LES EQUATIONS PRIMITIVES ADIMENSIONNALISEES

On se sert des listes établies dans la section précédente. En n’écrivant plus les primes
dans les équations et choisissant g = 1, le systtme (EP1) des équations primitives

devient pour les variables sans dimension

D? — 2 — 1 - e
(0) = mAT —nd2T + o (5 x T +Vp) =0,
(b) azp = =0
(¢) divo + O,w = 0,
(EP?) DT
(d) D7t - ]CT,hAT - ’CT,vazzT = 07
DS
() 5 —KsnAS —Kgu025 =0,
(f) pzl—aT(T—l)JrOzs(Sfl).

Ce systeme met en évidence 1’anisotropie des phénomenes marins aux grandes échelles
par I’introduction de viscosités verticales et horizontales distinctes ainsi que des coef-
ficients de diffusion verticaux et horizontaux distincts.
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REMARQUE 1.6.1 — Si I’on ne fait pas directement I’approximation de I’équation hy-
drostatique, la troisieme composante de 1’équation (1.2.6) satisfaite par la composante
verticale de la vitesse w, s’écrit sous forme adimensionnalisée (sans écrire les primes)

Dw 2 1 1 azp o
(6.1 Ty —mAw = mle(w) = sp vt 5, ( p +g) -0

L’ équation hydrostatique se déduit formellement de (1.6.1) en faisant tendre § vers 0.
Il semble qu’il y ait ici la source d’un probleme ouvert intéressant, qui consisterait a
justifier 1’équation hydrostatique rigoureusement a partir de (1.6.1). &

1.6.4 — ADIMENSIONNALISATION DES CONDITIONS AUX LIMITES

On doit maintenant adimensionnaliser les conditions aux limites. L’adimensionna-
lisation des conditions de type Dirichlet est immédiate ainsi que celle des conditions
initiales. Les conditions de flux posent en revanche un probleme plus délicat.

Dans la suite, on note pour X = (z,y),

X
X' == ==
Ly L,
et £ I’ouvert déduit de {2 par la transformation (X, z) — (X, 2’). L'ouvert {2 est de
classe C! par morceau, donc il en est de méme pour I’ouvert Q. Partout ol elle est
définie, on décompose la normale a €2 en posant

—

A —/ N s . A N
De méme, on note 7 la normale a ', que I’on décompose de la méme maniére,

-/ -
n =nx +n, k.

Etant donnée une application f de classe C'*, on pose

f/(X/,Z/) = f(sz)

Il se pose le probleme de calculer

of

—=
n

0

dans les nouvelles variables.

LEMME 1.6.1 — On suppose que 0Q) = T est réguliére et de classe C'* par morceaux.
Alors, il existe une fonction a = a(N') positive et continue par morceaux telle que
I’on ait en presque tout point de T = 0V,

of
j:a

(1.6.2) =

1 1
<L%V’f’. ?{X’ + L—%az/f’. nz/> .
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De plus, la fonction a ne dépend que de la géométrie de S). &

DEMONSTRATION — L’hypothése “ 9 = T" est réguliere par morceaux” permet de
définir une normale. Il sagit surtout d’une hypothése de régularité sur Iy et donc sur
H supposée satisfaite jusqu’a la fin du livre.

Soit N = (X, 2z0) € I un point régulier. Alors, en ce point, I" est localement définie
par une équation implicite
F(X,z)=0,

avec F de classe C'. La normale en N est telle que

1
y

1
VF, n.=0.F, Y IVFR 1 0.FP2,

—

nx—

quantité calculée en N. De méme, au point N’ correspondant sur I,
F'(X',Z)=0,

et F(X,z) = F/(X',7'). Ona

1
N

—
’ILX/:

1 .
VE, n.=0uF, X ©INFR |0 F .

Comme N est un point régulier, A # 0 et X’ # 0. Soit f de classe C'! sur 2. On pose
(X', 2") = f(X, z). On ales relations

,i I gl 7i !
Vi= @V 0:f = ot

Les mémes relations ont lieu aussi pour F. Par conséquent, la relation (1.6.2) se
déduit des relations précédentes et du fait que

87;{ :v‘fﬁx +0.f.n,,
on

avec a = N/ O

On applique ce résultat a la température et la salinité en se servant des définitions de
la section 1.6.2 et du systéme de conditions aux limites (C'L1). On obtient

05’ 05’
</Cs,h EE + ’CS’Uanzl) Lo 0,
o1’ o1’ at (T*
. ().
<ICTJL8?ZX/ +ICT7 anz’) I a (TO >

Il reste la condition aux limites pour la vitesse horizontale. Pour cela, il faut aussi
adimensionnaliser la tension du vent. On choisit pour échelle de longueur horizontale
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de I’atmosphere L, et on note 7 son échelle de temps. On déduit de (1.4.12) et de ce
qui précede que la vitesse sans dimension vérifie

—
ov c 1 (T)2 —/
vy —=Cr= =) Vv .

0z Is \7
En résumé, le systeme de conditions aux limites pour les variables sans dimensions
sans écrire les primes, est

— 1 /7\2
(a) w‘l"s =0, 1,0, |FS = Cfg (;)

—
(b> U |FfUFz =0,

oT oT ar (T
(CL2) (¢) (icT,haﬁX + KT’”(M) = (TO _ T) 7
o8’ a5’
d Ksp——+K 1;) =0,
@ (sn i+ Ksge)|

(&) U limo=v0, Tli=o="To, Sli=o =50,

ce qui conclut la question des conditions aux limites.
1.6.5 — REDUCTION DU SYSTEME

Ce chapitre se termine par une derniére simplification du systéme des équations prim-
itives et de ses conditions aux limites. Les opérations faites dans cette section sont

(i) regroupement des variables jouant le méme role, S et T, puis
normalisation des constantes,

(ii) élimination des variables p, p et w dans le systeme a 1’aide de
I’équation hydrostatique et de I’équation d’état, introduction de la
pression superficielle p, et de la contrainte délocalisée.

(i) On remarque que les variables S et 7" sont de méme nature dans le systeme (EP2),
(CL2). On pourrait les regrouper en une unique variable vectorielle. On peut aussi
n’en considérer qu’une seule pour simplifier la présentation et sans changer le probleme
de mathématique qui s’en déduit. Le systeéme considéré est alors

(a) Q—VA?—UGQQ—FL fo?—l—V =0
bt~ " %" T Ro P)="
(b) azp =P
(EP3) (¢) divv + 8w =0,
DT
(d) 57 —KrnAT - K102, T =0,
() p=1l—ar(T-1).
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Toujours sans changer la structure du probleme mais pour simplifier I’écriture, on

suppose que
T 1 /7\2
=1, T-1, ¢ f(f) -1,
a Is\7
de sorte que le systeme (C'L2) s’écrit sous la forme plus simple
(@) wlr, =0, 1,8.0 |r, =V,

-
(b) U |FfUFl =0,

(CL3) oT or .
(c) (’CT,ha;ZX + ICTW(%) . =a(T"-1T),

(d) v lt=0 =40, T|i—o = To

La structure mathématique du systeme (£ P3)-(C L3) estlaméme que celle de (E P2)-
(CL2). On pourrait rajouter au systtme (FP3) autant d’équations d’advection-
diffusion que I’on veut avec des conditions de flux du méme ordre que (C'L3, ¢). Les
raisonnements d’analyse effectués dans les chapitres suivants n’en seraient pas affectés
mais leur présentation serait plus lourde. Il est bien entendu que de telles simplifications
ne sont pas raisonnables lors d’une simulation numérique de la circulation océanique,
qui pourrait malgré tout étre testée dans un premier temps avec (EP3)-(CL3) afin de
mettre au point et tester des codes numériques dans un contexte simplifié, avant de
faire des calculs a partir du systéme physique (Ph1).

(i) Elimination de p et p. ~ On suppose les variables de classe C2 en temps et en
espace. On intégre I’équation hydrostatique (£ P3,b) suivant la verticale en notant

— ps = ps(t,z,y) la pression superficielle sur I,

0
(1.63) p(ty.2) = pultiay) + [ oty 2)ds,

e la pression superficielle ps n’est pas la pression atmosphérique car on
fait I’hypothese du toit rigide.

Dans toute la suite de ce livre, on pose

0
(164)  VfeCOQR), M) =M (zy2) déf/ F@y, #) .

En reportant (1.6.3) combinée a 1’équation d’état (E P3, e) dans I’équation (EP3, a)
satisfaite par ?, on obtient

—

Dv 1 I
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e Elimination de w. On intégre 1’equation de Boussinesq (E P3, c) suivant la verticale
en utilisant la condition aux limites (C'L3, a) (hypothése du toit rigide),

—

(1.6.6) w = M(divo) < w(?)

et on reporte (1.6.6) dans (1.6.5) ainsi que dans I’équation pour la température
(EP3,d). On en déduit, en prenant ap = 1,
00 +(VV)U +W(V) 00 —vp AV — 1,02, 0 +
(a) 1 -
(1.6.7) T <f k x U +Vp, — M(VT)> =0,
) AT+ (V)T +W()0.T — KphAT — Kr1.,02.T = 0.

o Contrainte délocalisée. Le systéme (1.6.7) comprend deux équations alors que les
inconnues sont v,T et ps. 1l faut une équation supplémentaire. Dans la suite 7 > 0
est un temps fixé et on pose

~ def
(168)  VfeC (0,T)xQ), M(f)(tz,y) Y M(f)(t,2,y,~Hz,y)).
L’équation supplémentaire se déduit de 1’énoncé général :

LEMME 1.6.2 — Soit v = ugl +v 22 un champ de vecteurs horizontal tel que
(1.6.9) Y lr, =0, W(V)[r, =0.

Alors, on a l’égalité

0 — ~
(1.6.10) div (/ v (t,z,y, 2) dz’) =div(M(v)) =0. %

—H(:E7y)

Les conditions aux limites (C'L3, a,b) combinées a 1’approximation de Boussinesq
(EP3, c) montrent que le champ des vitesses horizontales du fluide satisfait la con-
dition (1.6.9). Par conséquent, I’équation (1.6.10) est I’équation complémentaire de
notre systeme. Elle est déduite des conditions aux limites et de 1’approximation de
Boussinesq.

DEMONSTRATION — Soit

“rdef — — —

VE M@) =U€ +Vea= Mu)e, +Mv)es.

divV(t,,y,—H(z,y)) = 0,U(t, z,y, —H(x,7)) +

(1.6.11) R
o,V (t,x,y,—H(x,y))+ v(t,z,y,—H(x,y)) . VH(z,y),
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.
car 9,V= — v. Par ailleurs, la formule (1.6.6) entraine que

8xU(t7 z,Y, —H(x, y)) + ayv(t7 r,y, _H(xv y)) =

1.6.12 0
( ) / divo(t,z,y,2') dz' = W(0)|r, — W(V)]r,-.
—H(ZEJ/)

Comme W ()|, est nul, I'égalité (1.6.10) résulte de (1.6.11) et (1.6.12) combiné
la condition (1.6.9), W (v)|r, = 0.

< e

REMARQUE 1.6.2 — On pose

def— g

—
UW)Zv +W(o)k .
La démonstration précédente montre que div M (5)) est proportionnel a

—

N
Par conséquent, en substituant a la condition (1.6.9) la condition

-
(1.6.13) U(W).n=0

qui est une condition physique, on voit v satisfait encore la contrainte délocalisée
(1.6.10). On peut aussi remarquer que si v satisfait (1.6.10) est nul au fond, alors

W () est automatiquement nul au fond également et donc (1.6.13) est satisfaite. ¢

e Conclusion.  Le premier travail de modélisation de ce livre est achevé. On a
décrit les principes de base en océanographie, ce qui a permis d’écrire les équations
gouvernant la circulation océanique avec des conditions aux limites appropriées. Le
systeme obtenu a été simplifié tout en conservant les caracteres qualitatifs qui sont
importants du point de vue des mathématiques. Le systeme d’équations aux dérivées
partielles finalement retenu est

8t5> +(?V)? +W(?) az5> - I/hAZ> - V’Ua,zzzZ> +
(a) 1 P
E kav—I—Vps—M(VT) :07

() T+ (0V)T+W(v)9.T — KppAT — Kr,,02.T = 0
(M1) (c) div(M(v)) =0,
d) 8.0, =V, Olr,ur, =0,
oT oT
(e) (ICT,h_> + K1 8) =a(T"-T),
onx "z / Ip,ur,ur,

(f) v =0 =y, T|i=o = To.
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. R — c
Les inconnues de ce systeme sont v, 1" et ps et on a posé

X 0
ViECUR), M(f)=M(f)x.y.2) < / f(y, ) de,

0
M(f)(ry) 2 M(f)(,y, —H(z,y)) = / Fay, =) d,

7H(w’y)
W(v) € M(divv).
Les coefficients Ro, f, o > 0, v, > 0, v, > 0, Kpp, > 0, K1, > 0 sont constants

et fixés. Le chapitre 2 est entierement consacré a I’analyse mathématique du systeme
(M1).



CHAPITRE 2

RESULTAT D’EXISTENCE D’UNE SOLUTION FAIBLE
AU SYSTEME DES EQUATIONS PRIMITIVES

ORIENTATION

1) Ce chapitre a pour objet I’étude mathématique du sytéme (M 1) obtenu a la fin
du chapitre précédent. Le résultat principal (¢f. théoréeme 2.2.1) est un résultat
d’existence d’une solution faible & (M1), un résultat montré a ’origine dans LIONS-
TEMAM-WANG [1] (1992). 1l faut noter que la question de 1’unicité et la question de
la régularité optimale de la solution restent des problemes ouverts.

2) Compte tenu de I’analogie qui existe entre le probleme posé par le systeme (M1)
et le systeme classique des équations de Navier-Stokes incompressibles, la méthode
utilisée est la méthode de compacité (¢f. LIONS [1]). Le plan de ce chapitre suit le
shéma standard :

e définition des espaces fonctionnels utilisés,
e formulation faible du probleme,

e étude d’un systeme approché,

e estimations a priori,

e passage a la limite dans les équations.

3) La vitesse horizontale est cherchée dans un espace de champs v satisfaisant la con-
trainte div M (?) = 0. Il faut donc, au moment ou I’on définit les espaces fonctionnels,
trouver les multiplicateurs de Lagrange associés a cette contrainte. On montre que ce
sont des gradients de distributions définies sur I'y (¢f. la section 2.1.3, lemme 2.1.2),
ce qui permet d’interpréter la pression superficielle p; comme un multiplicateur de
Lagrange dans le probleme. Pour cette raison, p, disparait de la formulation faible de
(M1) qui fait intervenir uniquement les variables v et 7.

4) La difficulté principale dans la formulation faible du systéme (A1) est due aux
termes de transports qui sont trés irréguliers. Pour approcher (M 1), on construit
le systeme (M2) en tronquant ces termes et en introduisant le transport tronqué.
L’existence d’une solution a (M 2) satisfaisant 1’égalité d’énergie (cf. section 2.1.1) est
assurée par les résultats standards. Il faut ensuite passer a la limite lorsque le parametre
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de la troncature tend vers I’infini. Pour cela on obtient d’abord des estimations a priori
puis on passe a la limite dans chaque terme de la formulation faible en utilisant une
généralisation du lemme d’ Aubin due a J. SIMON (¢f. SIMON [1]).

2. 1 — ESPACES FONCTIONNELS
2.1.1 — PRESENTATION DE L’EGALITE D’ENERGIE
Les axes principaux de ce paragraphe sont :

e définition des espaces fonctionnels,
e ¢tude des multiplicateurs de Lagrange associés a la contrainte

divM(v) =0,
e étude des espaces emboités pour préparer les applications du lemme
d’ Aubin.

En premier lieu, on commence par écrire I’égalité d’énergie formelle (2.1.1) qui motive
en partie la définition d’un espace ou chercher la vitesse v etd’un espace ol chercher
la variable thermodynamique 7" (appellée encore température dans la suite, bien que
I’on se soit éloigné du contexte physique).

L’égalité formelle d’énergie est satisfaite a priori par toute solution “réguliere" (pour
le moment au moins de classe C'1) (?, T, ps) du systeme (M1) ettoutt € [0, 7] :

1 1 ¢
f/|?|2—f/|$0\2+uh/ /|VU\2+
2 Jo 2 Ja 0 Ja
¢ — t - = 1 t -

Vv//\azv\2—// V.U——//M(VT)J):O,

o Ja 0o Jr, Ro Jo Jo
1 2 1 2 K 2
5 [ 1T =5 | [Tol” + Krn VT +
2 Ja 2 Ja o Ja

t t
Koo [ 0P —a [ [ 1.7 =0
0o Jo 0o Jr

Les arguments justifiant (2.1.1) seront éclaircis d’ici la fin de ce paragraphe et
redéveloppés en détails dans le paragraphe 2.4. La méthode est usuelle et consiste a
choisir la vitesse v comme fonction test dans I’équation (M1, a) et T comme fonction
test dans I"’équation (M 1, b), puis intégrer par parties. Il faut noter en tout premier lieu
que la pression superficielle p; ne joue aucun role dans (2.1.1).

(a)

(2.1.1)

(b)

REMARQUE 2.1.1 — On ne sait pas si la “vraie" solution du systeme (M 1) qui sera
construite d’ici la fin de ce chapitre satisfait 1’égalité d’énergie (2.1.1). Seule une
inégalité peut étre prouvée avec la méthode utilisée (voir I’énoncé du théoreme 2.2.1).
Ceci constitue un probleme ouvert qui se pose également dans le cas des équations
de Navier-Stokes tridimensionnelles (voir par exemple TEMAM [1]). Cette difficulté
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a des répercutions importantes sur les questions de régularité et sur les problemes
de couplages avec les équations de la turbulence. C’est ce qui motive en partie la
modélisation du systéme géostrophico-barotrope turbulent (M 6) faite dans le chapitre

3. &
2.1.2 — DEFINITION DES ESPACES

L’égalité (2.1.1) montre que le gradient de n’importe quelle solution “réguliere" est
de carré sommable. Cette remarque combinée aux choix des conditions aux limites
(M1,d) et ala contrainte (M1, ¢) motive la définition des espaces introduits.

DEFINITION 2.1.1 — Soient les espaces
def o
£ = {’U eC (Q), U|1",U1"f = O},
FY (0= ue, +0¢s, (uv) € & x E; div(M(V)) = 0}.
e On pose

de
()Y (v e HY(Q); vlrur, =0},

muni de la norme

def
lolliy o [ V0P

e On note QL2 I'adhérence de I’espace F dans I’espace [H' ()]

L'espace Qy;” est normé par la norme de [H ,()]*. Par analogie avec les équations

de Navier-Stokes, on cherche v dans I'espace L2([0,T], QL2) muni de la norme
hilbertienne définie par

T
Kl o= v
L2([0,T],Q5:") o Ja

On cherche T dans ’espace habituel L?([0,T], H*(Q)) muni de sa norme usuelle

définie par
7|2 w [ [ywaps [ 12
Tz 10,77, 81 () = IVT|” + . ¢
o Ja 0o Ja

Le faitque ||.|| & 1,(9) soit une norme résulte de I’inégalité de Poincaré, car les éléments

de H} () ont une trace nulle sur une portion de €.



42 Espaces fonctionnels et sens faible des équations

LEMME 2.1.1 — L’espace QL2 est un espace de Hilbert non réduit a {0}. O

DEMONSTRATION — Lespace QZ:2 est un espace de Hilbert car c’est un sous-espace
fermé dans un espace de Hilbert.

On montre qu’il est non réduit a zéro. Soit ¢ € D(I's) une fonction non nulle et non
constante de classe C'* sur I';, & support compact et a rotationnel non nul. On pose

U=08yp e — b s € DIy

— N N .
Le champ de vecteurs w est non nul, a support compact, de classe C'*° et a divergence
nulle, ¢’est-a-dire divu = 0. Soit ensuite a(z) une fonction non nulle de classe C*° a
support compact dans 'intervalle | — &, 0[, ot ’on a posé

(2.1.2) min  H(z,y) < 5 > 0.
(Iay)ers

L’hypothese (1.1.1) (i.e. 6 > 0) joue ici un réle important. On pose
(2.1.3) Ro(u) “ a(2)

Le champ Ra(ﬁ) est de classe C'™ sur (2 et est a support compact. En particulier,
Ry () € [£]2. Par ailleurs, puisque « ne dépend que de x et de v,

M(R,(u)) = (/0 a(z) dz> u,

=

de sorte que
div(M(R,())) =0,

ce qui montre que R, (u) € QL2 et ce champ est non identiquement nul. &
D’une maniere générale, on note

e Q7P I’adhérence de I’espace F dans [W7P(£)]%.

On montre de méme que pour tout ¢ > 1 et p > 1, Q%P est un espace de Banach non
réduit a {0}.

2.1.3 — MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE

L équation (M1, ¢) (i.e. div(M(v)) = 0) joue le role d’une contrainte dans le systéme
(M1) au méme titre que I’équation divu = 0 dans les équations de Navier-Stokes
incompressibles. Donc, par analogie avec avec les équations de Navier-Stokes, il
faut trouver les multiplicateurs de Lagrange associés a cette contrainte. Les lemmes
suivants montrent qu’il sont de la forme Vp;, ps étant une fonction définie sur I'g qui
ne dépend que de x et de y. C’est ce qui explique pourquoi ps n’apparait pas dans
I’égalité d’énergie (2.1.1). Ce résultat est une conséquence du théoréme de De Rham
(cf. LioNs AP[1], TEMAM AD[1]).
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LEMME 2.1.2 — Soit F € ([H},(Q)]?). Les deux propriétés suivantes sont équiva-

lentes.
(Z) dps € LQ(Fs)a tel que F = Vps,
(ii) ¥V oeQl? <Fu>=0.

De plus, dans 'implication (i) = (i), ps est unique a une constante pres. &

11 faut noter que lorsque F' et  sont “assez réguliers”,
<Fu>= / F.v.
Q

Avant de montrer le lemme 2.1.2, on a besoin au préalable d’un résultat intermédiaire.

LEMME 2.1.3 — Soit v € H},(Q). Alors,

0
(2.1.4) M(v) = / vdz' € Hy(T,)
7H(a:’y)

et il existe une constante C qui ne dépend que de ) et telle que

(2.1.5) 1M () r3r.) < Cllollas o) ¢

DEMONSTRATION du lemme 2.1.3 — On considére d’abord v € £. Comme v = 0 sur
Ty, pour tout (z,y) € s, M (v)(z,y) = 0. Par ailleurs, on a

aatM(U) = azM(’U)(I, Y, 7H(l‘, y)) - 8mH 'U(iL’, Y, 7H(:L'7 y)) =
0
M@)oy ~Hg) = [ ovdz,

—H(z,y)
carv = O surI'y, ce qui fait que le terme 0, H. v(z, y, —H (z, y)) est nul dans I’égalité

précédente. En utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’égalité précédente, il vient

H@:M(U)Hiz(rs) < sup H(w,y) |[0.v]|p2 )
(I¢y)€Fs

On estime de la méme maniére la norme de 8, M (v) dans L?(T). Le résultat se
déduit des calculs précédents combinés a un argument de densité. &

DEMONSTRATION du lemme 2.1.2 — On montre (i) = (i7). C’est une conséquence
de la formule d’intégration par parties (2.1.6),

(2.1.6) < Vps, U>= —/ ps. div(M(0)),
s
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valable pour tout couple (ps, v) € L2(T) x [H},(©)]?. On commence par mon-
trer (2.1.6). Soient p, € L2(T'y) et v e [H} (1%, (P2 )ne une suite constituée
d’élements de C°(T',) et fortement convergente vers ps dans L2(I'y), (0 )ne v une
suite d’éléments de [£]2 qui converge vers v dans [H},(Q)]? fort. Comme p ne
dépend pas de z, en utilisant le théoréme de Fubini et le résultat du lemme précédent,
on a la formule d’intégration par parties

0
<Vp?,?n>:/VpZ.?n:/ Vps. / VU, dz dxdy =
Q T —H(z,y)

s

/Fs Vph. M(v,) = —/Fsp?.div(ﬂ;[(?n)).

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 2.1.3, on note que div o M définit
un opérateur continu de [H} (€))% dans L?(T's). Par conséquent en faisant tendre n
vers Iinfini, on obtient la formule (2.1.6). L’implication () = (i7) résulte de (2.1.6)

puisque les éléments de QL2 vérifient la contrainte div(M(v)) = 0.

Réciproquement, on montre que (i7) = (i). Soit F' € ([H }’I(Q)]z)’ telle que pour
tout v € QL2

oc

< F, v>=0.
Il faut montrer que

e F' ne dépend que de (z,y),
e F est le gradient d’un élément de L?(T'y).

On montre le premier point. On note que la restriction de F' a [H}(€)]? est une

— —
distribution sur Q. Soit ¢ € [C°(€2)]. On remarque que 9, ¢ € F. En effet, puisque
—

¢ est a support compact
~ —
M(az ¢) =0,

5
en particulier div(M (0, ¢)) = 0. Par conséquent I’hypothese (ii) implique qu’au
sens des distributions,

— —
<F,0,0>=0=—<9,F, ¢>.

On déduit de cette égalité que F' ne dépend pas de z (¢f. SCHWARTZ [1], théoreme IV,
chapitre 2).

On est en mesure de montrer le deuxieme point et conclure. Pour cela, soit un test de
la forme R, (u) = a(z) u € QL2, od ue [HE(T,)]? est a divergence nulle (voir la
définition (2.1.3) dans la démonstration du lemme 2.1.1). On choisit la fonction a de

sorte que
0
/ a(z)dz = 1.
-5
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Puisque F' ne dépend pas de z,
< F, Ra(W) >y oy o (o) = < B 0> (1o ey = 0
Par conséquent, I’hypothese (i¢) implique
V ue (Hy(Ty))?,  tel que divu = 0, < F7?L)>((H—1(I‘S))ZV(H(%(I‘S))Z) = 0.

On en déduit d’apres le théoreme de De Rham que F est le gradient d’une distribution
ps sur I's (unique a une constante pres). Le faitque ps € L? (Ts) résulte des estimations
classiques sur “la pression" (c¢f. NECAS AD[1]). &

REMARQUE 2.1.2 — En généralisant les démonstrations des lemmes 2.1.2 et 2.1.3, on
obtient :

LEMME 2.1.4 — Soit F' € F'. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Jps € D'(T'y), telque F = Vps,
(i) VoeF, <Fu>=0
et le ps obtenu dans (i) est unique a une constante prés. Si de plus F € (Q%P)

ouq > 1, p> 1, alors le ps obtenu dans I'implication (ii) = (i) est dans I’espace
W“Hlvi"(l“s). &

REMARQUE 2.1.3 — En utilisant le lemme 2.1.4 et en adaptant a ce cadre la démon-
stration du théoreme 1.6 dans TEMAM [1], on voit que pour tout ¢ > 1, p > 1,

QuP = {ve W (Q)]%; vr,ur,= 0, div(M(v) = 0}.
C’est le méme probleme que dans le cas des espaces adaptés aux équations de Navier-
Stokes. ¢
2.1.4 — ESPACES EMBOITES

D’une maniere générale, la méthode dite de compacité consiste a construire une suite
de solutions approchées au probléme considéré puis de passer a la limite apres avoir
obtenu les estimations nécessaires. Pour cela, on a besoin de “compacité". Pour
I’ obtenir, on se sert du lemme d’ AUBIN, généralisé dans SIMON [1], dont on rappelle
I’énoncé.

LEMME 2.1.5 — Soient X, E et Y trois espaces de Banach tels que
(2.1.7) XCFECY,

ou X s’injecte continuement dans E de facon compacte et E s’injecte continue-
ment dans Y. Soit une suite (un)nen bornée dans LP([0,T], X) telle que la suite
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(Opup)new soit bornée dans L1([0,T],Y) ou (p,q) € ([1,00))% Alors la suite
(tn)nem est relativement compacte dans L' P9 ([0, T], E). O

On parle d’espaces satisfaisant (2.1.7) d’espaces emboités. Dans cet énoncé, 1’espace
E est I’espace pivot.

Il se pose donc le probleme de savoir si il y a dans les espaces introduits dans les
sections précédentes des espaces emboités, en vue d’utiliser la méthode de compacité.

LEMME 2.1.6 — On a les injections
1,2 0,2 1,2
Qoé C ro - (ro )/'

Chacune est continue et I’injection QL2 C Q%2 est compacte. &

DEMONSTRATION — On rappelle que Q%2 est I’adhérence de F dans [L?(2)]2.
Que Q.2 s’injecte continuement dans Q.2 résulte de leur construction et la compacité
de cette injection est une conséquence du théoreme d’injections de Sobolev (¢f: BREZIS
AD[1]). De plus, I’espace Q?:2 est dense dans Q%2
On montre 2 présent que QY2 i’ injecte continuement dans (QL2)’. Soient v e QU2
et la forme linéaire continue i( v ) sur QL2 définie par
— 1.2 .= —_ def — =
Vxe 9, <i(v),z>= V..
)
On a
= —
li(0)l @12y < Coll v lliz2(ay2s

ou C), est la constante de Poincaré. On définit ainsi une application linéaire continue

Qo — (o),
— L=
v—> (V).

Il faut a présent s’assurer que ¢ est une injection. Soit ve Ker (7). 1l existe une suite

(Un)ne d’éléments de F convergente vers v dans [L2(€2)]2 fort. Puisque F C QL2

oc
: e L=
pour chaque entier n, v,,€ QL2. De plus, comme i(v) = 0, on a

Vne N, <i<z>,zn>:o:/ 3T
Q

. . . e . — .
En faisant tendre n vers I’infini dans cette égalité, on obtient || v |[2(q) = 0, ce qui

montre que v = 0 et que ¢ est une injection. &

L’énoncé précédent est utile a I’existence d’une solution au systéme approché (M 2)
écrit dans le §2.3, ou I’on tronque les termes de transport. En revanche, il n’est pas
efficace au passage a la limite dans les équations de (M1) ot les termes de transport
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ne sont bornés que dans des espaces de type L' (cf. section 2.2.1 plus loin). C’est
pourquoi on a besoin de 1’énoncé plus faible :

LEMME 2.1.7 — On a les injections
1,2 0,1 2,21/
QOC C QOC C (QOC ) )
chacune étant continue, l'injection Qéf C ng étant compacte. &

DEMONSTRATION — On rappelle que Q%! est I’adhérence de F dans [L'(Q2)]2. De
plus, H est de classe C*, ce qui joue un rdle important dans cette démonstration.

Le fait que Q2 s’injecte continuement dans Q%! résulte de leur construction et la
compacité de cette injection est une conséquence du théoreme d’injections de Sobolev.
Comme précédemment, Q72 est dense dans Q1.

On montre & présent que Q2! s’injecte continuement dans (9%?2)’. On note en premier
lieu que puisque Q%2 est inclus dans [W22(€2)]2, d’apres le théoréme d’injections
de Sobolev, les éléments de Q%2 ont des coordonnées dans L>°(£) et il existe une
constante C' qui ne dépend que de (2 telle que

— — — —
Vo=uertves€ Q%2 sup(||ullp=(qy,||v|l=@)) < C|lv g2z

Par conséquent,

— —
YV ve Q%2 YV we Q%L

/?.ﬁ’gcn?|Q272||B||Qo,‘1.
. Q oc oc
Cela permet de définir une application linéaire continue
Qo — (@3
v — L=
w—s» i(w),
— L = — —
VoueQ? <i(w), v>:/ V.0 .
Q
11 faut montrer que i est une injection. Soit w € Ker(i). Ona
viear [
Q
En appliquant le lemme 2.1.4, on sait qu’il existe un unique P € W1 (T,) telle que
/ P=0, w=VP.
I

0,1

— . .
o » W satisfait la

En particulier, w ne dépend pas de z. De plus, puisque we Q
contrainte divM (w) = 0. On déduit du lemme 2.4.1 que

0
V¢ € C2(Ty), / v¢/ w=0,
s 7H(w,y)
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c’est-a-dire,

V¢ € C*(Ty), / H(z,y) VP.V¢ = 0.
Is

=0;.
ar,

V¢ € C*(Ty), / Pdiv(H(x,y)V¢) = 0.
Is

Soit

o2y {¢> ecry); 2
on

Ce qui précede s’écrit encore,

Soit g € C}(T's) de moyenne nulle. Comme H est de classe C', il existe un unique
¢ € C2(Ts) tel que

div(H(z,y) Vo) = g,

(cf. BREZIS [1]). Par conséquent, P vérifie

Y geCHT,), telleque/ g=0, /Pg:O.
s s

Soient enfin

g€ CLTy), §r=9—/F g.

Comme P est de moyenne nulle, on a

fro=lora-(Lo)(]r)=

On en déduit P = 0 et par suite w = 0, cest-a-dire K er(i) = 0, permettant d’affirmer
que ¢ est une injection et d’achever la démonstration. &

2. 2— FORMULATION VARIATIONNELLE DES EQUATIONS
PRIMITIVES

2.2.1 — SENS FAIBLE ET RESULTAT D’EXISTENCE

Les espaces fonctionnels et les multiplicateurs de Lagrange 1iés au probleme sont a
présent définis et on est en mesure de donner une formulation faible au systeme (M1)
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écrit sous la forme
0 +(VV)U +W(0) 00 —vh AV — 1,02, 0 +
1 —
T (f k x v 4 Vp, —M(VT)) =0,
b) T+ (vV)T +W(V)8.T — KppAT — K02, T = 0,
o) (v,T) € L*([0,7],Q42) x L*([0,T], H'(%)),

—

(
(
(d) vy aj Ir, =V,
(

oT oT
e) (/CT,h e + K )

=a(T*-1T),
S K (" - 1)

o0

(f) (V.T)ieo = (v0, Tp).
Les axes principaux de ce paragraphe sont :

e définition de la forme faible donnée a (M 1),
e lien entre la forme faible et la pression superficielle,
e justification de 1’égalité d’énergie pour des solutions régulieres.

Bien que ce probleme ressemble beaucoup au probleme des équations de Navier-
Stokes, il admet une difficulté supplémentaire que 1’on ne trouve pas dans celles-ci.
Cette difficulté est liée au terme de transport vertical. En effet, on rappelle que

—

0
W () = M(divv) = / divv dz'.

En cherchant v dans I'espace L2([0, 7], Q1:2), on voit que W () est L([0, T] x Q),
de sorte que les termes
W(v).0.v, W().0.T

dans les équations (M1, a) et (M1,b) sont dans I'espace [L ([0, T] x ©)]? et dans
I’espace L' ([0, 7] x 2) respectivement et a priori pas mieux. Pour cette raison, on est
conduit a choisir pour le systeéme (/1) un espace de fonctions tests plus réguliéres que
celles utilisées dans les problemes paraboliques usuels. Afin d’éviter des complications
techniques inutiles, on travaille avec comme formulation faible la formulation au sens
des distributions (cf. la remarque 2.2.1).

Dans la suite, 7 > 0 est un temps fixé. La définition 2.2.1 plus loin est une formulation
au sens des distributions et utilise les résultats des lemmes 2.1.2 et 2.1.4. Ceux-
ci montrent qu’en multipliant 1’équation (M1, a) (vérifiée par ?) par un vecteur z

qui satisfait div(M (E))) = 0 et en intégrant par parties, la pression superficielle ps
disparait du résultat obtenu. On rappelle que

— e — 0 —
U@) 28 +w@) k=7 + (/ divo dz’> k.
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Par ailleurs, les formules d’intégration par parties classiques montrent que pour tout
(V,T) € QL2 x H'(Q) satisfaisant les conditions aux limites (M1, d) et (M1, ¢) et
pour tout (z,7) € QL2 x H'(),ona

- = - =
<—VhAv,x>:Vh/Vv.Vx,
Q
- — - — — —
<7V1,83211,9:>:7/ vV.x +l/v/3zv.azo:,
Ty Q

(2.2.1)
Ko / (—AT) .7+ K1y / (—O%T) .7 =
Q Q

K:T,h/ VT.VT—FK:T’I,/ 0.T.0,7 — Oé/ (T* — T) .T.
Q Q o0
DEFINITION 2.2.1 — On appelle “probléme (Faibl)" le probléme variationnel,

o trowver (v,T) € L2([0,T], Q%2) x L2([0, T], H(R)), tel que
vt el0,T], Y(z,7)eC=(0,T],F) x C=([0,T] x Q).AP

/ (t, M) .2 (t, M) dM — /vaOM)dM—

) — — — t — —
Vh//Vv.Vx—I—z/U//azv.@zm—// vV.x +
0 Ja 0 Ja 0 Jr,
1 ¢ N ¢ —
R()(//kav.x—//M(VT).x)—
/T(thM /TOTOM)CZM—
//T 8tT+]CTh/ VT.VT1+
Q Q
ICT/ (‘3T87'+//TU ).V.T —
Q Q

/ | @ -mr=o

THEOREME 2.2.1 — On suppose que
(i) (V0. To) € Q02 x L*(Q),
(ii) v € [L*([0,T], )%

Le probléme (Faibl) admet une solution

(v,T) € L*([0, T], Q&%) x L*([0, T, H())

(Faib1)
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telle que
(2.2:2) (0,0, € L'([0, 7], (Q%2)') x L'([0, T], (W22(Q))),

et telle que soit satisfaite I'inégalité pour presque tout t €10, T],
1 1 g
7/|?|2—7/|?o\2+uh//|V?\2+
2 Ja 2 Ja 0 Jo
¢ — t — — 1 t —
yv//\azuﬁ—// V.v——/ /M(VT).vgo,
0 Ja 0 Jr, Ro Jo Ja

(a)

(2.2.3) . . ,
5 L1705 [T kern [ [ joPs
2 Ja 2 Ja 0 JQ
0 t t
/CT,U/ \azTP—a/ /(T*—T).T <0,
0 Jo 0 Jr
appelée inégalité d’énergie. ¢

Ce résultat est le résultat principal de ce chapitre et sa démonstration sera compléte a
la fin du dit chapitre. On suppose tout au long que les hypotheses (i) et (ii) de 1’énoncé
du théoreme 2.2.1 sont satisfaites.

REMARQUE 2.2.1 — La formulation (Faibl) est équivalente a :

e trouver (v,T) € L2([0,T], QL2) x L2([0, T], H (Q)) tel que
V(Z,7) € (QL2 N [L=(Q)]?) x (H'(Q) NL¥(Q)),

%/Q 0.7 +/Q[ﬁ (D)V(T) .7 +

(@) Vh/vz.vmy,, azz.azz_/ v
Q Q Iy

1 S —
(Faib'1) o </ka‘><v.x /QM(VT)J;) 0
d -
d—/T.T—!—/ U(U)VCTT+KT7h/VT.VT+
0 tJa Q Q

/CT,U/ 0,T.0,7 — a/ (T*-T)T =0,
Q o

(€) (V,T)i=0 = (V0,Tp),
au sens de D'([0, T]) &
2.2.2 — LIEN ENTRE LA FORMULATION FAIBLE ET LA PRESSION
SUPERFICIELLE

La formulation variationnelle (Faibl) est obtenue aprés avoir multiplié les deux
premieres équations du systeéme (A1) par des tests, ceux pour la vitesse vérifiant
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la contrainte div(M (33))) = 0 et en intégrant par parties. Il se pose la question de
savoir si en résolvant le probleme (Faib1) on a résolu le systéme (M 1) au moins dans
un certain sens. En particulier qu’advient-il de la pression de surface p, ?

PROPOSITION 2.2.1 — Soit (v, T) € L2([0,T], Q%2) x L2([0,T], HY(Q)) une so-
lution du probléme variationnel (Faibl). Alors, il existe

ps € D([0, 7], W_LQ(FS))a

telle que le triplet (v, T, ps) soit une solution du systéme (M1) au sens des distribu-
tions. &

On rappelle que (v, T, p,) est une solution de (M1) au sens des distributions si
et seulement si pour tout (z,7) € C([0,7],F) x C*([0,T],D(Q)) avec (&
(T> ')7 T(Ta )) = (07 0)’ ona

.
—/ ?O.?(O,M)dM—/ /U.at?c’ +
0 Q
// x-i-
T T

(a) yh/ /vmzm/ /azz.azz_/ /v.m

0 Q 0 Q 0 T
RO(/ pize [T [z -

Q

R— < ps,div(M (7)) >=0,

T
7/T07'(0,M)dM7/ /Taf7'+
Q 0 Q
T T
(b) ’CT,h/ /VT.VT Jr/CTﬂ)/ /ZLT. 0,7+
0 Q 0 Q
T - T
/ /TU(U).VCT—Q/ / (T*-T)7 =0,
0 Q 0 o0

en utilisant la formule d’intégration par parties (2.1.6) de la démonstration du lemme
2.1.2 pour définir le terme de pression.

DEMONSTRATION de la proposition 2.2.1 — Soit (?, T') une solution du probléme
(Faibl). On pose pour tout ¢ €0, 7],

?(t):/ot B, M) dt, T(t,M):/OtT(t’,M)dt’.
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On choisit un test 7 € F qui ne dépend pas du temps dans 1’égalité (Faibl, a). Il vient
a I’aide du théoreme de Fubini,

—

/Q(ﬁ(t,M)— vo (M)). 7 (M)dM +

/Q </0t(6') (?)(t/’M)VC)(U(t/’M)) dt,)) z(M) dM +

— N = —
" / YV (t, M). V& (M)dM + v, / OVt M). 0.7 (M) —
Q Q

;( (1R %V 00). 3 r)yant -
[ MT.00) 2 (0 art ) o
On pose

Gréce aI’affirmation (2.2.2) (régularité des dérivées par rapport au temps) de I’énoncé
du théoreme 2.2.1, on sait que

Ve o(0, 7], (9%2)).

Par ailleurs, on a

(U (D)D) = 8,3 +0v8,0 +W(T)8.7,

avec

Le terme qui pose probléme est le terme W () @, v. Comme v e L2([0, 7], QL2),

0
W(v) = M(divv) = / divo € L*([0,T] x ),

de sorte que
W(v)d,v € L'([0,T] x Q).
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Or (¢f. la démonstration du lemme 2.1.5), L*([0, 7] x Q) est inclus dans (Q22)’, ce
qui implique que

/0 (U (), M)V)(7 (¢, M)) de’ € C((0,T), (Q22)).

Les autres termes définissant F' sont dans C([0, 7], (QL2)") < C([0,T], (Q%2)).
Par conséquent

FeC(0,T],(222))
Enfin, les conditions aux limites sont

= ov k
V|Flml"f:0, I/UE :/ 7
0

L’ égalité (2.2.4), combinée a un argument de densité devient
vV ZeQ2? Vitel0,T], <F(t.),1>=0.
En appliquant le lemme 2.1.4, on déduit de ce qui précede qu’il existe
Py € C([0,T], W=12(Ty)),
unique a une constante pres et telle que F' = V P;. Posons
ps = 0Ps € D([0,T], W 12(Ty)).
Le triplet (?, T, ps) satisfait bien ’équation (M1, a) au sens des distributions, ce qui

conclut cette démonstration. &

On dispose maintenant du cadre dans lequel entreprendre la démonstration d’un résultat
d’existence d’une solution a (M1). Mais avant, on fait quelques commentaires sur
I’égalité de I’énergie dans la section suivante.

2.2.3 — JUSTIFICATION HEURISTIQUE DE L’EGALITE D’ENERGIE

On donne ici les arguments justifiant I’égalité formelle d’énergie (2.1.1). Cette égalité
est obtenue en supposant la solution (v, 7') du probléme variationnel (Faibl) de
classe C*° sur [0, 7] x © (pour le moment), ce que 1’on ne sait pas prouver bien sir
et ce qui est peu probable. Il faut penser dans ce cas a une “solution numérique" ou
encore solution approchée. On choisit alors (U, T) comme test dans la formulation
variationnelle (Faibl).

On note que les termes de transport et le terme de Coriolis ne travaillent pas. En ce
qui concerne le terme de Coriolis, cela provient du fait que

- —
V.U =

—
k x 0,
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une égalité valable pour n’importe quel vecteur tridimensionnel. En ce qui concerne le
terme de transport, on montre le lemme 2.2.1 qui termine entierement la justification
de I’égalité formelle d’énergie.

LEMME 2.2.1 — Soit (,7) € F x C*(Q). Alors,
(2.2.5) /[U(x)V (). 2 =0, / U(Z)Ver.7 =0,
Q

ou l’on rappelle que

-

0
U@) =2 +W@) k=2 + (/ diva dz')Z. o

DEMONSTRATION — Soit (35, T) € F x C°°(Q)). Une intégration par parties montre
que

/[ﬁ(?)vc](z) 2=
Q

[ ErE.E - [BEE.F - [ 17D )

D’apres la remarque 1.6.2, on sait que

(2.2.6)

—

- —
U(x)n ‘(’)Q:O.
Par ailleurs, par construction,
LT
divU (z) = 0.
L’ égalité (2.2.6) montre la premiére partie de I’ affirmation (2.2.5). La deuxiéme partie
de cette affirmation résulte du méme argument. &

L’égalité formelle d’énergie est justifiée heuristiquement. Bien que non démontrée
dans le cas des équations primitives, elle a guidé en partie le choix des espaces
fonctionnels introduits. L’autre motivation est le résultat des lemmes 2.1.2 et 2.1.4
sur les multiplicateurs de Lagrange qui ont permis de faire le lien entre la formulation
faible (Faibl) et le systéme (M 1). Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la
démonstration du théoreme d’existence 2.2.1.

2. 3— SYSTEME APPROCHE POUR LES EQUATIONS PRIMITIVES
2.3.1 — POSITION DU PROBLEME

Lorsque I’on veut montrer un résultat d’existence d’une solution faible a un systeme
dont la structure est non standard par une méthode de compacité, on essaye de trou-
ver un systeme approché dont la structure est classique pour pouvoir appliquer des
théorémes connus. Ensuite, on passe a la limite dans les équations apres avoir obtenu
les estimations nécessaires. Ce paragraphe a pour objet la construction d’un systeme
approché aux équations primitives (M 1), le systeéme (M 2) construit de sorte que
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e une solution de (M2) est “presque” une solution de (M1),
o toute solution de (M 2) satisfait I’égalité d’énergie.

On a noté dans le paragraphe précédent que la difficulté principale dans le probleme
(Faibl) (et donc dans (M1)) provenait des termes de transport, que 1’on veut régula-
riser tout en préservant une identité analogue a (2.2.5) (¢f. lemme 2.2.1, “le transport
ne travaille pas") pour obtenir des estimations. On le fait en utilisant des troncatures.
Dans ce paragraphe 2.3,

e on définit la fonction de troncature en rappelant ses principales
propriétés,

e on régularise les termes de transport dans les équations de (M1) en
introduisant ce que I’on a appelé le transport tronqué,

e on établit les principales propriétés du transport tronqué (cf- les
lemmes 2.3.1,2.3.2,2.3.3 et 2.3.4),

e on écrit le systeme approché (M 2) et on lui donne une formulation
faible, le résultat d’existence etant un résultat standard.

2.3.2 — DEFINITION DE LA FONCTION DE TRONCATURE

Soit 7 > 0 un réel donné. La fonction de troncature a hauteur j est notée dans tout cet
ouvrage f3; (au lieu de la notation plus souvent utilisée 7;, pour éviter les confusions
avec la température 7).

DEFINITION 2.3.1 — Soit la fonction de troncature 3;

figure 2.3.1

Elle est définie par la formule

x silx] <j

(2.3.1) B(x)

ji— silx|>7.
||
La primitive de 3; s’annulant en 0 est notée A,

(2.3.2) () /O " B,(2') o o
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On rappelle les trois propriétés de la troncature dont on se sert le plus. On peut trouver
la démonstration de ces résultats dans MURAT [1].

DY e LYQ), B(v) € L) et||8;(v)]| () < j.
2)Vov e HY(Q), B;(v) € HY(Q) et

l/w&wﬁ=/ V.ol
Q {lv|<s}

De plus, la suite (3;(v));en converge fortement vers v dans H'(Q).

3) Vv € LP(Q), (p > 1), la suite (B;(v)), e converge vers v dans
L?r(Q) fort.

Cette liste n’est pas exhaustive. On rappelle les autres propriétés de la troncature au
fur et a mesure des besoins.

Enfin, on pose

def

(2.3.3) v |+ € ﬁj@)) = Bi(u) ey +5j(v)22’

ce qui définit la troncature d’un champ de vecteurs.
2.3.3 — DEFINITION DU TRANSPORT TRONQUE

Les termes de transport sont régularisés par des troncatures, de telle sorte que le
transport régularisé “ne travaille pas" (c¢f. le lemme 2.2.1 puis le lemme 2.3.1 plus
loin).

DEFINITION 2.3.2 — Soient (v,T) € QL2 x HY(Q), j € [1,400[. On pose
V(7,7) € QL2 x H'(Q),

(2.3.4) < B;(v), i>= —/Q(ﬁ@) Vo) (7). 8;(V),
Q

—

<GB, T)r>= — | B;(T)U (D) .Ver,

définissant des opérateurs sur QL2 et H(Q). O

I faut noter que les termes intervenant dans (2.3.4) ont un sens. En effet, soit
(v, 2,T,7) € [QL2])2 x [H(2)]2 ; alors en écrivant

— — — — — —
v=ue; +veq, T=x€1+YE2

on a

— —

—
(U(v).Ve) (7) =
(upx + vOyx + W(v)d.2) e + (wOpy + v Oy + W(?) d.y)€s .
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Chaque coordonnée de ce vecteur est le produit de fonctions de L?(f2) et est donc

une fonction de L' (€2), en particulier les termes W (V) 8.z et W(?) 0,y qui ne sont
. . . 1 z —

a priori pas mieux que dans L' (€2). Comme les coordonnées du vecteur 3;(v) sont

dans L*°(2), le produit scalaire

(U(T).V.) (7). 8;(F)

est dans L'(€2). Une analyse analogue montre que
— - 1
Bi(T)U(v).V.r € L*(Q).

Ensuite, on remarque qu’une intégration par parties utilisant

—

loo = 0, div.(U(v)) =0,

conduit a (cf. ladémonstration du lemme 2.3.2 plus bas, d’abord lorsque v est réguliere

s e T . . )
pour pouvoir définir U (v ) sur 9€2, puis en raisonnant par densité),

V(Z,7) e QL2 x HY(Q),

< B;(¥),7>= 9(5(?)-%)(@(7))3,
< Cy(T,T) 7 > = /QTﬁ(?) V.8,(T),

— = = — — = =
Bj(v) = (U(v).Ve) (Bi(v)),  Cj(v,T) =U(v).Vepi(T).
Dans la suite, on remplace les termes de transport dans (M 1) par les termes de
transport tronqué (systéme (1 2)). Mais au préalable, on dresse la liste des principales
propriétés du transport tronqué nécessaires a un résultat d’existence a (M2).

2.3.4 — PROPRIETES DU TRANSPORT TRONQUE
La définition du transport tronqué suggere quelques questions.

e (i) La définition 2.3.2 permet-elle de définir des opérateurs continus sur
QL2 et H(2) et dans quel sens ?

e (ii) Est-il vrai que le transport tronqué ne travaille pas ?

e (iii) Peut-on passer a la limite dans le transport tronqué ?

e (iv) Est-ce que lorsque I’on fait tendre j vers I’infini on retrouve les
termes de transport intervenant dans les équations primitives et si oui
dans quel sens ?AD

Chacune de ces questions admet une réponse positive.
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La réponse a la question (i) dit en substance qu’en changeant les termes de transport
par les termes de transport tronqués dans les équations, on obtient un probleme bien
posé dans QL2 x H'(Q) et que la structure du systeme obtenu est la méme que celle
des équations Navier-Stokes “régulieres".

La réponse a la question (ii) est essentielle a I’obtention d’estimations a priori.

La réponse a la question (iii) permet 1’application d’une méthode de compacité.
Enfin, la réponse a question (iv) justifie la consistance de cette définition car on se
demande si en faisant tendre j vers ’'infini on retrouve bien les termes de départ,
c’est-a-dire si I’on a vraiment approché le systeéme (M1) grice a cet artefact. Les
réponses rigoureuses sont données par la succession des lemmes 2.3.1, 2.3.2,2.3.3 et
2.3.4.

LEMME 2.3.1 — Soient (v,T) € QL2 x H(Q), j € [1,40c|. Les opérateurs
B, (V) et C; (v, T) définis par (2.3.4) sont des opérateurs linéaires continus sur QL2
et HY(Q) respectivement. ¢

DEMONSTRATION — On note en premier lieu qu’il existe une constante C' qui ne
dépend que de (2 et telle que

= —
(2.3.5) 10 (0)l[1z2(@ys < Cl16 [l gz

On démontre la continuité de B;(v). Soit 7€ QL2. Alors, en utilisant (2.3.5) et
I’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

| < Bj(v), 2> | <6C)[|V]lgrall 7 ]lgrz.
On en déduit que B;(v) € (QL2)’ et que
— e
1B;(0)l 012y <6CH 17 |12

Un argument analogue montre que C; (v, T) € (H(Q)) et

- L
IC; (0, D)l @)y <3C Gl a1 () %

LEMME 2.3.2 — Pour tout (v, T) € QL2 x H(Q) et pour tout j € [1, 400,
(2.3.6) <B;j(v),v>=0, <C;),T),T>=0. o

DEMONSTRATION — Ce résultat se démontre en utilisant une intégration par parties
et la propriété 2) de la troncature rappelée plus haut. Le probleme réside dans le fait
que

e 1,2 e 2

ve Q. U(v) € L*(9Q)
et donc on ne peut pas définir la trace de ce vecteur sur 0f) et justifier directement une
intégration par parties. C’est pourquoi la démonstration se fait en deux étapes :
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1) démonstration de (2.3.6) pour (v, T) € F x C>(1).
2) démonstration de (2.3.6) pour (v,T) € QL2 x H'(Q) par un
argument de densité.

On rappelle que
def 00
£ = {7) eC (Q), ’U|F,UFf = 0},
FY (0= e +v¢s, (uv) € x E; div(M(V)) =0},

HE(Q) Y {ve HY(Q); vlrur, = 0},

et que Q.;” est 'adhérence de JF dans [H;,(€2)]%.

1) Soit (v, T) € F x C>(£). Onpose v = u €1 +v €. Comme les coordonnées
—

de U (v) sont de classe C'*, en utilisant

—

— —
U(W). 7 oo =0, div.(U(V)) =0,

on obtient en intégrant par parties,

—\\ =
v

< By, 7>= [ (0().V0) (5(7)).
On a d’apres (2.3.3) (définition de 3;‘(7)),

/Q(ﬁ@) Vo) (8;(0)) .0 = /

Q

U (%) .V.bi(u)u +/ U(3).V.5(0) .

Q

On considere le premier terme du deuxieéme membre de cette égalité. En généralisant la
propriété 2) de la fonction de troncature rappelée plus haut et le fait que sur I’ensemble

{Ju] < j}, Bj(u) =u,ona
/ U (7) VB (u) u =
Q
/ U@ Tesluu= / U (V) .Vefy(u) 8 (u).
{Iu|<5}

{lul<j}

En raisonnant de la méme maniére, on obtient
- =
/ U(v).VeBi(u) Bj(u) :/ U(v).VeBi(u) Bj(u).
{Iu|<5} Q
On a en intégrant de nouveau par parties,

= 1 — 2 _ = ()
[T V8w s0w =5 [ T 55,02 =0= [ V@)

Q
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De méme

/ U (7). VoBy(0)v =0,
Q

ce qui montre que < Bj(?), v>= 0. Un argument analogue entraine aussi que
< C;(v,T), T >=0.

2) Soit (v, T) € QL2 x H'(£). On considére une suite (v ,,, Ty )ne v d’léments de
F x C*(£2) qui converge fortement dans Q-2 x H'(2) vers (v, T). D’apres ce qui
précede, on sait que

VnelN, <Bj(v,),v,>=0, <Cj(Vn,Ty), T, >=0.

On montre dans ce qui suit que de la suite (< Bj(?n), V> )ne v ON peut extraire
. . N
une sous-suite qui converge vers < B;(v), v >. On note

— — — — — —
Vp=Up €1 +tUp€1, V=ue€]tve].

On a alors

On utilise le théoreme d’injections de Sobolev et le théoreme “Lebesgue inverse"
(¢f. BREZIS [1]), sachant que les suites (t,, Uy )new €t (Vety, Vv, ) ey convergent
fortement vers (u, v) et (V.u, V.v) respectivement dans L2 (2) x L2(Q) et [L?(2)]3 x
[L2(2)]3. Des suites (tn,Vn)nen €t (Veln, Vevn)en on peut extraire des sous-
suites (notées de la méme maniere) telles que

— la suite (uy,, vn )nemn converge vers (u,v) presque partout dans €2,
— la suite (V. tty, Vevy )nen converge vers (V. u, V.v) p.p dans €,
A - =
— lasuite (U (v y,))nemn converge vers U (v ) p.p dans €.
Le terme W(?n) ne pose pas de difficulté car I’'intégrale suivant la verticale régularise
les fonctions sur I’axe des z et ne change pas la régularité de type L?. Donc on peut
utiliser le théoreme de Lebesgue inverse. De plus,

— il existe trois fonctions dans L2(£2) notées g, h et k et telles que

=
Vne N, |Vou,| <g, |Ven|<h, |U(v,)|<k.

La continuité de la fonction 3; permet d’affirmer que les suites (5;(un))nemn et
(Bj(vn))nemw convergent presque partout dans €2 respectivement vers 3;(u) et 3;(v).
Par conséquent,

5

lim (8;(un) U (D) Vettn, 8;(vn) U (Tn) .Vevn) =

n—00

(B;(w) U (V) Ve, B;(0) U (V) .Vew),
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presque partout dans ). Par ailleurs, on dispose des inégalités

185 (un) U (V) Veun| < jgk € LX),
18;(va) U (7

de sorte que le théoreme de Lebesgue permet de conclure

n) Ve < jhk € LY(Q),

0= lim < Bj(V,), vp>=

n— oo

/Q B;(u) U () Veu+ /Q B;(v) U (W) Vev =< B;(7),7>= 0.
On montre exactement de la méme maniere que
< C;(v,T), T >=0,
achevant cette preuve. &

= s .

LEMl\iE 2.3.3—80it (V n, Ty ) new une suite d’éléments de QL2 x H' (Q) qui converge

vers (v, T) dans QL2 x H () faible. De cette suite, on peut en extraire une sous-suite
. Ve A LY —

(toujours notée de la méme maniére) telle que pour tout (z,7) € QL2 x H*(Q),

lim < Bj(v,),z>=< B;(v), 7>,
n—oo
lim < Cj(?n,Tn),r >=< C}(?,T),?z
n—oo
égalités ayant lieu pour chaque j fixé. &

DEMONSTRATION — On démontre la premiére égalité, 1’autre procédant de méme.
— — 1.2 .
Comme (v, )nev converge vers v dans Q.2 faible,
—

lim U (%) =U (%)

n—oo

dans L?(2) faible. Quitte a extraire une sous-suite (notée de la méme maniére),
—

(U )nem converge vers v dans L2(£2) fort. On peut donc en extraire une sous-suite
. . . —

qui converge aussi presque partout. Donc la suite (B](Un) .V &)nemn converge vers
— —

Bj(v) .V p.p. dans 2 et comme

Vne N, |8(v.).Va|<jV|e L3 (9),

cette convergence est aussi forte dans L?()) grace au théoréme de Lebesgue. Le
résultat est alors une conséquence de la convergence faible de (ﬁ (?n))ne IN Vers
U () dans L2(Q). o
LEMME 2.3.4 — Soient

—

(v,7) € QL2 x H'(Q), (Z,7) € (QL2N[Lo(Q)]?) x (H'(Q) N L™(R)).
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Alors,
.
lim < B;(v), 2>= /(U(?) Vo) (v). 7,
—00
(2.3.7) ’ e
. — = =
lim < Cj(v,T),7>= | 1U(v).V.T
j*}OO Q

; - - .
En d’autres termes, les opérateurs B;(v) et Cj(v,T') convergent faiblement vers les
opérateurs de transport intervenant dans (M 1). &

DEMONSTRATION — On montre la premiere égalité dans (2.3.7). Soient

(v,T) € Q2 x H'(Q), (a,7) € (Qu N[L=(Q)) x (H'(2) N L>(%)).

En raisonnant par densité comme dans la démonstration du lemme 2.3.2, on obtient la
formule d’intégration par parties

< Bi(#).7>= [ T @VIEE)-F

/xﬁ@) .vcﬁj(u)+/yﬁ(?) VoBi(0),
Q Q

V= u?l +v 22, T=x ?1 +y ?2. Le résultat est une conséquence de la propriété
2), rappelée dans la section 2.2.2, qui dit que les suites (3;(u))jemn et (8;(v))jen
convergent vers u et v fortement dans H' () respectivement. La deuxieéme partie de
(2.3.7) se démontre de la méme maniére. O

On dispose maintenant des principales propriétés du transport tronqué.

2.3.5 — SYSTEME APPROCHE

Le systeme approché (M2) est
Ov 4+ B;j(v) — vhAU — 1,020 +

(a) 1 -
— | fkxv+Vp,—MVT)| =0,
Ro

b) 8T +C;(v,T) — KpnAT — Kr,,02.T =0,

(M2) o) (v,T) € L*([0,7],Q%%) x L*([0, T], H()),
r=V,

(
(
(d) v,0.0
(

oT oT
e) <ICT7h — + K1y )

on on =™ =1),
X z

o0

(f) (U, T)imo = (vo,Tp).

Le systéme (M2) a la méme structure que (M1) du point de vue des multiplicateurs
de Lagrange. En revanche, le résultat du lemme 2.3.1 autorise pour (A 2) une autre
formulation faible.

DEFINITION 2.3.3 — On appelle “probléeme (Faib2)" le probleme variationnel :
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o trouver (v,T) € L([0, T], QL2) x L2([0, T], H*(Q)) vérifiant
(0, 0pm) € L2([0,T], (Qo%)") x L*([0, T], (H'(R))') et tel que

V(z,7) e L*([0,T], Q%2 x L*([0, T], H'(Q)), Vte[0,T],

/t<atv :c>+/ x>f//v.¥+
(a) Vh//w Vx+yv//3vax+
(//kavx//MVT ) 0,

/<8tT,T>+/<C( T),7>+

t
(b) ]CT}L/ /VTVT + /CTU/ 0, 1.0, —
0 Ja

o fyfr =

T)i=o = (v, To)-

(Faib2)

—

(¢) (v,

Les crochets intervenant dans (Faib2, a) sont ceux de la dualité entre Q1.2 et (QL2),

les crochets dans (Faib2, b) sont ceux de la dualité entre H*(Q2) et (H'(Q))'. O

Gréce au lemme 2.3.2, le probleme (Faib2) a la méme structure que les équations
de Navier-Stokes traditionnelles, pour lesquelles I’existence d’une solution faible est
un fait connu. Dans ce cas, le terme non linéaire (i.e. le terme de transport tronqué)
est plus régulier que dans les équations de Navier-Stokes (cf. le lemme 2.3.1), ce qui
justifie la régularité requise pour d,v et 9,T

Par ailleurs, compte tenu de 1’espace des fonctions tests avec lequel on peut travailler
dans (Faib2), il est possible de choisir le couple (?, T) comme fonction test. En
raisonnant comme dans la section 2.1.4, on voit que les solutions de (Faib2) vérifient
I’égalité d’énergie (2.1.1). On résume ceci dans 1’énoncé suivant.

THEOREME 2.3.1 — On suppose que

(i) (Vo,Tp) € Q%2 x L*(Q),

(i) v € [L*([0,T],T,)]>
Il existe (v,T) € L2([0,T], Q%2) x L2([0, T], H'()) solution de (Faib2). De
plus, toute solution (v, T) de (Faib2) satisfait I'égalité d’énergie (2.1.1). O
Ce résultat se démontre par la méthode de compacité développée dans LIONS [1] en

utilisant des approximations de Galerkin. On se limite ici a rappeler un plan possible
de la démonstration.
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(1) En utilisant des projections sur des espaces de dimension finie, on construit une
. . . — < . . .

suite de solutions approchées (v ,,, T, )nev au probléme (Faib2) (approximations de

Galerkin en utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz).

(i1) En choisissant (771, T,,) comme fonction test dans la formulation variationnelle,
on montre que (U, T, )ne v est bornée dans L2([0, T], QL:2) x L2([0, 7], H(2)).

(iii) On déduit de (i¢) et du lemme 2.3.1 que la suite (J; ?n, O Tyh)nev est bornée
dans I’espace L%([0, 71, (QL2) x (H(Q2))"), ce qui combiné a (ii), au lemme 2.1.6
(espaces emboités) et au lemme d’ Aubin permet d’affirmer que la suite (?n, To)nen
est relativement compacte dans [L2([0, T] x Q)]3.

(iv) On extrait des sous-suites puis on passe a la limite dans les équations en se servant
du lemme 2.3.3 pour montrer que les limites des sous-suites sont des solutions de
(Faib2). &
Le détail des points (ii), (iii) et (iv) est explicité dans les deux paragraphes suivants

dans le cadre du probleme (Faibl) qui differe de (Faib2) par les termes de transport.

REMARQUE 2.3.1 — Les formulations (Faibl) et (Faib2) sont différentes. C’est
parce que les termes de transport dans (1/2) sont plus réguliers et que I’on a cherché
a satisfaire ’égalité d’énergie. On peut cependant a partir de la formulation (Faib2)
retrouver une formulation plus voisine de celle de (Faib’1). Pour cela, on choisit des
tests (#,7) de la forme

{ z (t, M) = ¢(t) y (M), 7(t, M) = (1) (M),
(&,9) € [L2([0, T), (979) € Q2 x H'(9).

On apourt € [0, 7] (c¢f. LIONS [1])

t t t
/<aﬁ,§>=/ ¢<aﬁ,§>=/ ¢i/m,
0 0 o dt Jg
¢ ¢ ¢y
/<atT,T>:/ w<atT,0>:/ w—/T.(%.
0 0 o At Jg

De méme,

/O<B :U>—/¢<B

/t<0(ﬁ )r>_/¢<0( T),6 >,

//VUV:}:—/¢/V1}V?J, //Bvax_/qs/avazy,
/O/QVT.Vrz/Ow/QVT.VQ, /O Q&T@T_/w/aTag
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et enfin,
/Ot/ﬂfzx?.i’—/ot/QM(v:r).?:
t/otaﬁ(/ﬂfztx?.Z—/Ot/ﬂilf(v:r)j), |

/o /r 73:/0 d)/rs i /0 /BQ(T*‘T)T:/O o (I =1)0

Par conséquent, la solution (v, T") du probléme (Faib2) est telle que

V(y,0) € Q)7 x H'(Q),

on ait au sens de L2([0, 7)),

d
/ V.Y +<B;(v),y>+
Q

dt
(@) Vh/w.vzﬂq,/aﬁ.azzf/ v
Q Q T,
1 A S -
— k .y — | M(VT). =0
(Faib3) RO( szf vy Q VT) y) 7
d

= T.9+<0j(7,T),9>+/cT,h/VT.v9+
dt Jo " Ja

(0)

icT,v/ 0.T.0.0 — a/ (T*=T)0 =0,
Q o0

(€) (V,T)em0 = (V0,Tp).

Ce qui précéde montre que (Faib2) implique (Faib3). On montre de méme que (Faib3)
implique (Faib2) qui sont donc équivalents. &

REMARQUE 2.3.2 — Soit (7, T) une solution du probleme (Faib2). En raisonnant
comme dans la section 2.1.5 tout en tenant compte de la régularité des termes dans
le probleme (Faib2), on note qu’il existe p, € D([0, T], L2(T'y)) telle que (v, T, ps)
soit une solution du systéme (M2) au sens des distributions. &

REMARQUE 2.3.3 — 1l se pose la question de I’unicité de la solution du probleme
(Faib2) pour j fixé. On peut montrer qu’il existe C; qui dépend de j et qui tend vers
U'infini quand j tend vers infini telle que lorsque Inf(vh, vy, Ko p, Kro) > Cj, la
solution du probléme (Faib2) est unique. &

On dispose maintenant d’un systéme approché pour les équations primitives. On note
(Uj, T;) une solution de (Faib2) pour j donné. II se pose le probleme de savoir si
cette suite converge (a une suite extraite prés) vers une solution de (Faibl).
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Dans les deux paragraphes suivants, on étudie la suite (? 5 T;)jem lorque j tend vers
I’infini. On commence par les estimations a priori puis on passe a la limite dans les
équations. D’ici la fin du paragraphe 2.5, on aura montré que de cette suite, on peut
extraire une sous-suite faiblement convergente dans L2([0, 7], QL2 x H1()) vers
une limite (v, 7T) solution du probléme (Faib1).

2. 4 — ESTIMATIONS A PRIORI
2.4.1 — ORIENTATION

On détaille dans ce paragraphe 1’obtention des estimations a priori nécessaires a
I’étude de la suite (?j, T;)jemn. On cherche des espaces dans lesquels cette suite est
relativement fortement compacte en appliquant le lemme d’Aubin. Pour cela, il est
nécessaire de pouvoir estimer les dérivées par rapport au temps. Donc,

e on cherche une borne pour la suite (?j, T;)jemn dans I’espace
L2([0,T], QL2 x H*(Q)) et dans I’espace L>°([0, T], [L*(Q)]?),
e on cherche une borne pour la suite (aﬁj, 8tTj) jemv dans I’espace
LY([0, 71, (Q%2) x (W*(Q))").
2.4.2 — ESTIMATIONS D’ENERGIE

On suppose dans tout ce qui suit que les hypotheses (i) et (ii) du théoreme 2.2.1 ont
lieu, c’est-a-dire,

(2.4.1) Ve [L2([0,T] x T2, (Yo, To) € Q%2 x L*(Q).
Par ailleurs, on pose
(2.4.2) v=Inf(vp, vy, Krn,Krp) > 0.

D’apreés le théoréme 2.2.1, le couple ( v 4, 1) satisfait I’égalité d’énergie

1 1 ¢
5 [15iP =5 [15oPrm [ [ 1952+
Q Q 0 JQ
t — 2 ¢ - —
(a) ¢ vy 10,0 ]° — V.U —
0o Ja o Jr,
(24.3) 1/t/ M(VT;).v;=0
Ro 0 o) JI T
1 2 1 2 ‘ 2
S | G =5 | [Tol” + K IVT;["+
2 Q 2 Q 0 JQ
t t
iCT,,,,/ / \6ZTJ-|2—a/ /(T*—Tj).Tj:o.
0 JQ 0o JI
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LEMME 2.4.1 — Il existe une constante
C = C( |¥]lie2(o,m1xr.012» | Vo lliz2 @ypes | Tol 20y, T, . T, Ro, v)

et telle que pour tout j > 1 on ait

(2.4.4) { 19 Iz (o, iz2(@p2) < C T Lo 0,77,22(02)) < C,

1951l 20,m1,012) < 07 1Tl 220,718 () < C-
En d’autres termes, la suite (?j)jelN est bornée dans L>([0,T],[L?(2)]?) et

dans L*([0,T], QL2), la suite (T});cv est bornée dans L*>([0,T], L*(Q2)) et dans
L2([0, T], H'(2)). o

DEMONSTRATION — On note d’abord que v j n’intervient pas dans I’égalité d’énergie
pour Tj (2.4.3,b) et ce, car le transport tronqué ne travaille pas (c¢f. lemme 2.3.2).
C’est pourquoi, on traite d’abord T, puis ensuite v e

e Estimation de la température. Soitt € [0,7]. Comme o > 0, I’égalité (2.4.3,b)
entraine 1’inégalité

1 t 1 t
(2.4.5) 5/ |Tj|2—|—u/ /|chj\2g§/ \T0|2—|—aT*// T
Q 0 Q Q 0 o0

L’inégalité de Sobolev, I'inégalité de traces (cf. LIONS-MAGENES AD[1]) et I’inégalité
de Cauchy-Schwarz entrainent 1’existence d’une constante C' > 0 qui ne dépend que
de Q2 et telle que

¢ ¢ t 3
(2.4.6) // ITj| <CT? (/ /|V0Tj|2+/ /Tf)
0 JoQ 0 JQ 0 JQ

On pose

)

e=Inf(v, o7

En utilisant I’inégalité de Young,

t t 3
aT*CT? </ /|chj|2+/ /Tf) <
(2.4.7)
T*
P([ e [[ [m) + “5EE
En combinant les inégalités (2.4.5), (2.4.6) et (2.4.7), on a pour tout ¢ € [0, T],
1 e, [
3 [ mEe=5 [ [ v <
aT*C 2T 5
3 [mp e CDDT [ e

(2.4.8)
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Etant donné 7 € |0, 7], on intégre I’inégalité (2.4.8) par rapport au temps sur I’interval-

le [0, 7]. TI vient
1 T T t
—/ /\Tj|2+<u—f>/ / VI <
Q
T/|T0|2 (aT CT)? / //|T|2

Une intégration par parties par rapport au temps montre que

[ [ [me=[ -0 [mes [0 [me

ce que ’on reporte dans I’inégalité (2.4.9). II vient

;/OT/Que(’rt»me;>/OT/OtAchj|zg

T s (aT*CT)? aef C1
e L L
/‘ of” + 2e 4

(2.4.9)

(2.4.10)

Puisque ¢ = Inf(v,1/27),ona

(1—e(T—-1) >

[\')\»—l
—
N

|

|
—
Y

On déduit alors de (2.4.10) que pour tout t € [0, 7],

t
(2.4.11) / /Tf <.
0 JQ

On reporte I’estimation (2.4.11) dans ’estimation (2.4.8),

1/ 2 V/t/ i
= 71"+ = V. T;|" <
2 Q|J| 2 0 Q| .]‘

1 (aT*C)’T ¢ def
- Th|? RS T T te)
2/QI ol” + S T 501 = O

ce qui montre que la suite (7});ev est bornée dans L([0,T], L*()) et dans
12([0, 7], H'(®).

e Estimation de la vitesse. En utilisant 1’égalité d’énergie satisfaite par v, (2.4.3,a),

on a
1 - 2 ‘ - 2
3 |vj|"+v Vev;|® <
Q 0 Q
1/|* |2+/t/ V11751 + = /t/|M<VT>| 175 |
— v U5 —_— ; U5
2 Ja 0 o Jr. / Ro Jo Jo ! ’

(2.4.12)

(2.4.13)
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On traite les deux derniers termes du second membre de cette inégalité 1'un apres
I’autre. En raisonnant comme plus haut, on déduit de 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

I’inégalité de Sobolev et ’inégalité de traces, 1’existence d’une constante C' > 0 qui
ne dépend que de (2 et telle que

t t B B
(2.4.14) // mﬁj\gc/ (/ |7|2> (/wjm)
0 I 0 T Q

L’inégalité de Young implique

t 1 1 rt t
L) () L[ freess [ e
0 VJo Jr, 4 Jo Ja
que I’on reporte dans (2.4.14) pour obtenir

t — — C2 t — 2 v t — |9
(2415) |V|.|Uj|§7 |V‘ +Z |Vcl)j|.
o Jr, vV Jo Jr, 0 Ja

On majore le dernier terme du deuxieéme membre de 1’inégalité (2.4.13) a I’aide de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré (en notant toujours C), la
constante de Poincaré),

I o
— M(VT;)|.|vi| <
& [ [T <
Cp ' 2 : 2 :
2 [ (L) ([19.01
En utilisant de nouveau I’inégalité de Young, on écrit
B, () (fimae) <

(2.4.17)

M T 2 2
o [ [mmyps s [ [ o, e

11 faut maintenant estimer .
| [ v
0o Ja

Pour cela, nous avons besoin du lemme intermédiaire 2.4.2 qui sert également dans le
chapitre 6 et dans 1’appendice A.

(2.4.16)

LEMME 2.4.2 — Soit f € L?(). Alors, M(f) € L*(Q2) et

(2.4.18) M (N2 < CullfllLz @),
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ou Cy est définie par

(2.4.19) Cy = sup H(z,y). O

(z,y)€Ts

On termine d’abord la preuve du lemme 2.4.1 avant de montrer le lemme 2.4.2. D’apres
Iestimation (2.4.18) combinée a la borne sur le module des gradients de T (2.4.12),

2
//|MVT CC2

qui reportée dans (2.4.17) combinée a (2.4.16) conduit a

gt G- WoNte: B .
4. — M(NVT:)|. L < p - Vc . 2.
(2420) RO/O /Q| ( ])| |v_7 |7 2RO2V2 4/0 /§2| UJ |

En combinant (2.4.13), (2.4.15) et (2.4.20) on obtient

1 v [t
f/w%f/ [ v <
s €1 ] e B
vo 2R02u2 ’
une inégalité valable pour tout ¢ € [0,7]. Ceci montre que la suite (?j) jem est

bornée dans L>([0, 7], [L?(©2)]?) et dans L*([0, T], QL:2), achevant la démonstra-
tion du lemme 2.4.1. &

on a

(2.4.21)

DEMONSTRATION du lemme 2.4.2 — Soit f € L?(2). En utilisant le théoréme de
Fubini, on a

/Q|M(f)|2 =/FS (/_OH@,@,) (/jfdz’)z dz) dzdy.

D’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

0 0 0 0
/ </ fdz’) dz < / |2] (/ f2dz'> dz.
—H(z,y) z —H(z,y) z

On en déduit
0 0
G| ( / dez/) 0z didy <
Q T's J—H(z,y) z

0
ci,/ / f2dzdxdy:0i,/ 12,
FS 7H(a:’y) Q

2
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ce qui acheve la preuve de ce lemme. &

REMARQUE 2.4.1 — On obtient en fait & ’aide de I’inégalité (2.4.21) un résultat plus
fort que celui annoncé dans le lemme 2.4.1. On a montré

vt e)o, 7], /|5>j(t7M)\2dM§C. &
Q

REMARQUE 2.4.2 — On retrouve des estimations analogues a celles du lemme 2.4.1
lorsque 1’on remplace la condition aux limites

oT oT
o

=a(T"-T
=S o ( )

o0

par la condition plus “physique"

oT oT
(’CT,h e + Kt n)

) = X{T>0} P(T),
nx z

o0

ol P est un polyndme en 7T tel que

lim P(T) = —o0,

T—o00

et oll x 4 est la fonction indicatrice de 1’ensemble A. &
2.4.3 — ESTIMATION DES DERIVEES PAR RAPPORT AU TEMPS

Le but de cette section est d’estimer la suite (0; 73', 0:T}) e, étape nécessaire a la
compacité de (? j»Tj)jemn dans un espace pivot. Les estimations obtenues dépendent
bien siir des termes de transport tronqués. Leurs normes sont dans des espaces de type
“H~'" mais la borne dépend de j, ce qui est la source d’une difficulté (cf. la preuve du
lemme 2.3.1). C’est pourquoi on travaille dans les espaces (Q%2)’ (pour la vitesse) et
(W?22(£2))" (pour la température) olt I’on obtient des estimations indépendantes de j
pour les termes de transport et donc, en utilisant les résultats de la section précédente,
pour les dérivées par rapport au temps.

LEMME 2.4.3 — Il existe une constante
— — "
C = C[|VIliz2qo,71x1125 1 Yo lliz2 )2 [ Toll 2 (), T, o, T, Ro, v)
et telle que pour tout j > 1 on ait
—
(2422) ||atUj HLI([O,T],(Q?,L?)’) < Ov ||8t1}||L1([0,7']7(W2’2(Q))/) < C.

En d’autres termes, la suite (aﬁj)jew estbornée dans L([0,T), (Q2%2)") et la suite
(04T})jen est bornée dans L*([0,T], (W?2(Q))). O
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DEMONSTRATION — En utilisant un cas particulier de la formulation (Faib3) (équi-
valente a (Faib2)) dans la remarque 2.3.1, on peut écrire pour tout (?, T) € Q%% x
W22(Q)ent € [0, 7],

<Ouj,a>=— < Bj(vy), 7> —
yh/vzj.vz% azzj.azm/ V.7
(a) Q Q T,

1 O — -
— fhkxwvj.x— MVT'.JJ),
RO(Q ! Q VI)

(2.4.23) ?
< atTj,T >=— < Cj('l)j,Tj),’T > —

(b) ICT,h/ VT]'.VT - ]CT,U/ 32Tj.az7'+
Q Q

Oé/ (T* —Tj)T.
o0

On estime les termes dans les membres de droite des égalités de (2.4.23) les uns apres
les autres. Dans toute cette démonstration, C' désigne une constante en général qui ne
dépend que des données du probléme et non de j.

Termes de transports. On rappelle que

< By(¥;), 7> = /907@) Vo) (5(T) 7,
< OB, Ty r>= [ TU(T;) .Ve8,(T))

On en déduit

-, = == — —

| < Bj(vy), 2> | < JU (W )llir2zlB5 (0 )i @2l @ | jpe )2
— =

| < Cj("‘)jvTj)aT >| < HU(’Uj)||[L2(Q)]3|\5J(Tj)|\H1(Q)||T||L°o(Q)~

Par ailleurs on sait grace au théoreme d’injections de Sobolev (on est en dimension 3)
que
— —
2 i@z < Cll7llgz2,  |ITllee@) < CliTllw22q)-

0 —
6(?7) :E)j + (/ d?;’l}?j) k .

Par conséquent, en appliquant le lemme 2.4.2 et la propriété 2) de la fonction de
troncature (cf. la section 2.3.2) on a

On rappelle que

= —
U (v )llir2@ye < Cll vl gz,
v

N
1B (v )l y2 < Cllvjllgrz, 18Tl @) < IT5l[H1(0)-
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On en déduit que

— — —
| < By(3,), 3> | < Ol 1Pysl 7 ll gz,

N
(2424) !
o | <C‘j(5>

—
i), > | < Cllojllgua Tl m @ lITllwe2@)-
Cela montre en particulier que pour chaque ¢ € [0, 7],

N
185 (v )ll oz < Cllvj 52,

.
v
— —
1C (v 5, Tl w2y < Cllvjllgre T ar @)

En utilisant les estimations (2.4.4) du lemme 2.4.1 concernant la suite (v j,Tj)jem,
ona

— —
(2.4.25) [IB;(v )11 (o,77, 022y < C G505 Ti)ll L o, 71, w22 () < €
Termes de diffusion. On note en premier lieu que pour chaque ¢ € [0, 7],

— —
< sup(vn, vo) || vjllgrzll @ [lgp2-

— — — —
vy | Vvj. Vo +v, | 0,v;.0.x
Q Q

Or
— —
17 s < ClI 7 g2

Par conséquent,

<

uh/vﬁj.vz +Vv/aﬁj.a£
Q Q

— —
sup(vp, vo) || v HQ})fH z ||Qif-

(2.4.26)

Un raisonnement analogue montre que

(2427) ‘ICTJL/ VT;. V1 + ICT,U/ 327}.627' SCH’TJHHl(Q)HTHsz(Q)
Q Q

Il reste a traiter les termes de bord. D’apres le théoréme de traces,

- —
vV.Zx
Is

Toujours a I’aide du méme théoreme de traces,

a/aQ(T* -T5)T

— —
(2.4.28) < OV 2ozl 2 g2z

(2.4.29)

<C (L+ Tl e @) rllw22@)-
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Force de Coriolis et termes des forces de pression. On a
—
/ FExT,.37
Q

Enfin, en utilisant le lemme 2.4.2, I’'inégalité de Cauchy-Schwartz et ’inégalité de
Soboley, il vient

— — — —
(2.4.30) <|flllvjllze@ll @ e < Cllvjllgrell @]l gz

(2.4.31)

/QM(VTJ») z

—
< CT;|[rv ol 2 | g2,z

Conclusion. Lorsque 1’on combine (2.4.23,24, 26,27, 28,29, 30,31), on note que

pour chaque ¢ € 7T et chaque j, ;v ;€ (Q22) et §,T; € (W22())'. De plus,
19075 Il gz < ClIV5llgua (1411511 gre) +

(24:32) C IV Il z2qo,miz2 o + C 1Tl e,

®) aT;llw=2@)y < CIT @)1+ 1175 llgy2) +C.

On déduit des inégalités dans (2.4.32) et des estimations (2.4.4) du lemme 2.4.1

portant sur la suite (? i Tj)jem, qu’il existe une constante C' qui ne dépend pas de j
et telle que I’on ait

—

||atvj ||L1([0,T],(Q§f)/) <C, ||atTj|‘Ll([O,T},(W2,2(Q))/) <C,
ce qui montre que la suite (0 ?]—, 0yT;)jen est bornée dans L'([0, 7], (Q%2)") x
LY([0,T], (W?%2(Q))"), achevant cette démonstration. %

On dispose maintenant des estimations nécessaires au passage a la limite dans les
équations.

2. 5— PASSAGE A LA LIMITE DANS LES EQUATIONS
2.5.1 — ORIENTATION

Ce paragraphe a pour but de montrer qu’une suite extraite de ( v j»Tj)jemn converge
vers une solution du probleme (Faibl) et d’achever entiérement la preuve du théoréme
2.2.1. Les hypotheses sont toujours celles du théoreme 2.2.1, i.e. ve [L2([0,T] x
T2 (vo,Tp) € Q%2 x L2(€2). On décrit d’abord le processus d’extraction de
sous-suites avant de passer a la limite dans les équations.

2.5.2 — EXTRACTIONS DE SOUS-SUITES

PROPOSITION 2.5.1 — Il existe
(V,T) € L*([0, T], Q%2) x L*(0,T], H () & E

o ; L
tel que de la suite (v ;,T;)je on peut extraire une sous-suite vérifiant
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° i) (?j, Tj)jemn converge vers (TJ),T) dans
L2([0,T1,Q52) x L*([0,T], H'(2))

faible,
o ii) (?ﬁ Tj)jev converge vers (v, T) dans L*([0, T), [L*(2)]3) fort,
e iii) (v;,T;);en converge vers (v, T) presque partout dans [0, T] x €,
e v) pour presque tout t € [0,T], la suite (?] (t,.),Tj(t,.))jen converge vers
(v (t,.),T(t,.)) dans [L*(Q))? faible et [L" (2)]3 fort pour tout r € [1,2],
— =
o) (U(?j))jew converge vers U (V) dans [L2([0, T] x Q)]? faible. O

DEMONSTRATION — D’aprés le lemme 2.4.1, on sait que la suite (?j, T;)jemn est
bornée dans I’espace E qui est réflexif. Cette suite est donc faiblement relativement
compacte dans E et il existe (v,7T) € E, tel que de la suite (?j,Tj)je,N on peut
extraire une sous-suite, notée de laméme maniére, faiblement convergente vers (v, 7)),
ce qui assure le point ). Le point v) en est une conséquence immédiate.

On montre les points #i) et iii) simultanément et en deux étapes.

1) On montre que la suite (Zj, T;)jem est fortement compacte dans
LY([0, 7], [LY()]?).
2) On déduit ii) d’un argument d’interpolation.
1)Ona
HY(Q) € L'(Q) ¢ (W**(Q)),

ces espaces sont denses les uns dans les autres et les injections continues. Par ailleurs, le
théoreme d’injections de Sobolev montre que la premiere est compacte. En appliquant
le lemme 2.1.7 (espaces emboités), on a alors les injections continues

FE QR x H'(®) € O x 1M@) < (Q32) x (w**@)y H 6,

la premiére est compacte. Comme (?j, T})jen est bornée dans L2([0, 7], F) et que
(8t5)j, 0yT;) jen estbornée dans L' ([0, 7], G) (cf. lemme 2.4.3), on déduit du lemme
d’Aubin (¢f. lemme 2.1.5) que (? i Tj)jem est fortement relativement compacte dans
LY([0, 7], Q%! x L1(£2)) et en particulier dans [L!([0, 7] x ©)]3. On peut donc en
extraire une sous-suite fortement convergente dans cet espace. L'unicité de la limite
assure que la seule limite possible est dans ce cas (?, 7).

Enfin, le théoreme de Lebesgue inverse permet d’affirmer que de (TJ)J-, Tj)jemn, on
peut extraire une sous-suite convergente vers (v, T') presque partout dans [0, 7] x €,
ce qui conclut le point iii).

2) D’apres le théoréme d’injections de Sobolev, on déduit du fait que (EZ', Tj)jen
soit bornée dans E qu’elle est bornée dans L2([0, 7], [L5(2)]3). Par ailleurs, on sait
d’apres le lemme 2.4.1 que (v, T}) e est bornée dans L>°([0, 7], [L2(Q2)]3). En
utilisant ’inégalité de Holder, on peut affirmer que cette suite est bornée dans

Lo ([0, 7], [L )
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pour tout 6 €0, 1[ (voir aussi les détails d’un résultat similaire dans le lemme 4.2.3
plus loin). En prenant § = 1/2, on observe que (v;,T})jen est bornée dans
LA([0,T], [L3(2)]3) et en particulier dans [L3([0, 7] x 2)]3. La convergence presque
partout de la suite (?j, T;)jen et le théoréme d’Egorov (¢f OXTOBY [1]) com-
binés a I'inégalité de Holder, montrent que (? i+ 1) jem est fortement compacte dans
[L"(]0, 7] x €2)]3 pour tout r € [1,3]. Le point ii) est montré avec r = 2.

On termine cette démonstration par le point iv). La convergence presque partout de la
suite (Xj, T;)jen ditquiil existe A C [0, 7] et B C Q tous les deux de mesure nulle
et tels que

v (t, M) € ([0, T]\ 4) x (2\ B),
JILH;O(E)J (taM)’Tj(tvM)) = (7 (tvM)’T(tvM))'

Soit t € [0, 7]\ A. On sait que la suite (?J (t,.),T;(t,.))jen est bornée dans
L?(Q) (c¢f la remarque 2.4.1 et le lemme 2.4.1). Ce qui préceéde montre qu’elle
converge presque partout dans Q vers (v (t,.),T(t,.)). Donc toujours a I’aide
du théoréme d’Egorov combiné a 'inégalité de Holder, on en déduit que la suite
(?j (t,.),T;(t,.))jew converge vers (v (t,.),T(t,.)) dans L7() fort pour tout
r € [1,2[ car la convergence faible dans L2(2) de cette suite est d’ors et déja acquise,
ce qui montre le point iv). &

2.5.3 — PASSAGE A LA LIMITE ET CONCLUSION

On termine la démonstration du théoréme d’existence 2.2.1 en prouvant simultanément
que

— (¥, T) est une solution du probléme (Faib1),
— (8:0,9,T) € L'([0, T], (Q22) x (W22(Q))").

Soient (z,7) € C([0,T],F) x C>([0,T] x Q) et t € [0,7]\ 4 ou A est un
ensemble de mesure nulle en dehors duquel le point iv) de la proposition 2.5.1 est
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satisfait. Pour chaque j on a
t - = t - =
/<8tvj,x> +/<Bj(vj),x>+
0 0
t t . .
Vh/ ij \a +Vv/ 0.v;.0,x —
0 Jo

t - S

// x—i—(/ fkxvjx —
0 Jo

(Faib2, ) [ i) <o

/<8t T>+/<C( T;), 7>+

(b) ICTh//VTVT—l—ICTv//aT o7 —
( //m V=0,

() (v5,T))i= 0= (vo,To).

Par ailleurs, pour j fixé, (v;,T;) € L2([0,7], QL2 x H()) tandis que I'on a
(O ﬁj,atTj) € L2([0,7],(QL2) x (H'(Q))"). Donc quitte & changer (QJ,TJ)
sur un sous-ensemble de [0, 7] de mesure nulle, (v ;,7}) € C([0, 7], [L2()]?) (cf.
LIONS-MAGENES [1]). Par conséquent, on peut écrire

t
/<aﬁj,§>:/ v (6, M). 2 (t, M) dM —
0 Q

(2.5.1.q) ,
/30.;(0,M>dM_/ / 7,07,
Q 0 JQ
t
/<6tTj,T >:/T](t,M)T(t,M)dM
(2.5.1.b) 0 @

¢
—/TO.T(O,M)dM —/ /Tj.aﬂ.
Q 0 JQ

On passe a la limite dans les termes de (Faib2, j) les uns apres les autres.

Termes d’évolution. Le point ii) de la proposition 2.5.1 permet d’affirmer que

t t t t
1= Jo Ja 0 JQ 1= Jo Ja 0 Ja
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Par ailleurs, compte tenu du choix de ¢ et du point iv) de la proposition 2.5.1,
lim / vyt M) .2 (t, M)dM = / v (t,M). 2 (t, M)dM

lim /QTJ-(LM).T(t,M) dM:/QT(t,M).T(t,M) dM.

J—00

Par conséquent grice a (2.5.1) on a

t
lim <aﬁj,¥>:/ v (t,M). 2 (t, M)dM —
Q

J—0o0 0

t
/?0.§(O,M)dM—/ / 70T,
Q 0 Q
t

lim [ < &T;,7 >:/T(t,M).T(t,M)dM—

J—=0 Jo Q

t
/TO.T(O,M)dM —/ /T.&n‘.
Q 0o Ja

(2.5.2)

Termes de transports. On rappelle que d’apres la définition 2.3.4, on a

< Bj(v;), 1>= —/Q(ﬁ(gj)Vc) (). B5(V;),
< Ci(v;,Ty),m>= — | Bi(T}) (7(5’]»).%7.

Le point ii) de la proposition 2.5.1 implique que (Bj(UjL B;(Tj))jemv converge vers
(v, T) dans [L2([0, T] x €)]3 fort ce qui, combiné au point v) de la proposition 2.5.1
et une intégration par parties, montre

(2.5.3)
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Termes de diffusion. D’apres le point i) de la proposition 2.5.1,

t t
lim (Vh/ /vﬁj.v? +uv/ /ajj.az?) =
J—00 0 JQ 0 JQ

t — — t — —
Vh/ Vv.Vz —i—uv/ 0,v.0,7

0 JQ 0 Jao
t t
_lim <ICT’h/ /VTj.VT + ICT,’U/ /8ZT]827> =
J—00 0 JQ 0 JQ
t ¢
K:T,h/ /VTVT + ’CT,’U/ /@Tﬁzr.
0 Ja 0 Jao

Par ailleurs, comme 1’application linéaire “trace” est continue de L2([0, 7], H'(f2))
dans L2([0, T], H2 (T's)) (cf: LIONS-MAGENES [1]), la suite (T}) jemv converge faible-
ment vers T’ dans L2([0, 7], H'/?(T")). Donc en particulier

(255 lm (aAt/ém(T*—Tj)T) :a/ot/m(T _

Forces de Coriolis et de pression.E 1l est acquis que

t N t N
(2.5.6) lim (/ /fk x?j.z) :/ /fk X U.T .
J=o \Jo Ja 0 JQ

Par ailleurs, on vérifie grace au lemme 2.4.2 que I’opérateur M est un opérateur linéaire
continu de L?([0, 7], H'(2)) dans lui méme. Il résulte du point i) de la proposition
2.5.1 que

(2.5.7) jlij}o(//MVT ) //MVT

Conclusion. En combinant (Faib2, j) a (2.5.2,3,4,5,6,7), on a pour tout t € [0, T]
(quitte a remplacer v et T sur un ensemble de mesure nulle dans [0, 7] par des
fonctions dans [L*(£2)]? et L!(£2) respectivement, cf. remarque 2.5.1 plus bas),

(a)

(2.5.4)

(0)

/ (t, M) .2 (t,M)dM — / 2 (0, M) dM—

//mtﬁ// 9.7+
0 JQ
t — — — t - =
Vh/ VU.V:EJer//azv.@zxf// v.x +
0 Ja 0 JQ 0o Jr,
1 /t/ G t —
— kav.x—//MVT.gc =
RO(O Q o Ja (VT)

(Faibl.a)
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/T(t M) .r(t,M)dM — /TOTOM)dM—

//T Oy —|—ICTh/ /VTVT—I—
0 0
ICT’U/ /aZT.aZT +/ / U (3)VTr—
0 Q
// )7 =0,
o

ce qui montre que (?, T') est bien une solution faible des équations primitives. Pour
que la démonstration du théoréeme 2.2.1 soit complete, il reste a prouver que

ea) (9,0,0,T) € L'([0,T],(Q%2) x (W2%(Q))"),
e b) (?7 T) satisfait I’inégalité d’énergie (2.2.3).

(Faibl.b)

On montre le point a). Ce qui précede montre qu’au sens des distributions avec des
tests dans I’espace D([0, 7], Q%2 x W22(Q)) on a les égalités

0= —(TV)V —W (V)00 + AV + 1,020 —

@ ];O (fk XV — (VT)>0,

(b) T =—(vV)T —W(V)8.T + Ky p AT + Kr,02,T = 0,
c)

(258) ¢ (o) (v,T) € L*([0,7],Q%2) x L*([0, T], H'()),
(d) v,0.0 |r, =V,
oT oT .
(6) <’CT,h 8E>X + ’CTUanz) . = OC(T T)7

(f) (¥, T)emo = (Vo, To).

En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 2.4.3, on voit que le se-
cond membre dans 1’égalité (2.5.8,a) (respectivement (2.5.8, b)) est dans 1’espace
LY([0,T], (Q%2)") (respectivement L' ([0, T], (W%2(Q))")).

Il reste & montrer 'inégalité d’énergie (2.2.3). On rapelle que pour chaque j,

1 1 ¢
3 [ 18P =5 [15ePwm [ [ 95,2+
2 Q 2 Q 0 Q

(a) t t 1 t
Vv/ /|827j‘2—/ / ;)Uj —7/ /M(VTJ) ?J:

0 JQ 0 JI, Ro Jy Ja

1 2 1 2 ! 2
> [ 1TIF =5 | |Tol” + Koo IVT;|* +
2 Q 2 Q 0 Q

(b) . .
ko [ [01P-a [ [@-m).1 -0

0 Q 0 r
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On étudie chaque terme de ces égalités I'un apres I'autre en faisant tendre j vers
I’infini.

En combinant les points i) (convergence faible dans F) et ii) (convergence forte dans
[L2(][0, 7] x ©)]®) de la proposition 2.5.1 au lemme 2.4.2 (continuité de 1’opérateur
linéaire M), il vient

(2.5.9) jli)n;o/ot/QM(VTj).?j/Ut/QM(VT).?.

Par ailleurs, I’application linéaire trace est continue de L?([0, 7], QL2 x H'(Q2))
dans L2([0, 7], [HY/2(T'y)]?). Par conséquent, la trace de la suite (v, T})jcmn
(toujours notée de la méme maniere) converge vers celle de (?,T) dans I’espace
L2([0, 7], [H/?(T,)]?) faible. 1l en résulte

t t
_nm// mj:// V.7,
J—=oe Jo Jr, 0 Jr,

t t
(2.5.10) lim / / T*.Tj:/ / T T,
J= Jo Jr, 0 JI,
t t
//T2ghminf/ / T?.
0 Jr, J=oe Jo Jr,

Enfin, grice 2 la convergence faible de (v ;, T}) dans QL2 x H' () et le point iv) de
la proposition 2.5.1, on a pour presque tout t € [0, 7],

1 t t
f/|?|2+yh//\v7|2+yv//\aﬁﬁg

2 Ja o Jo 0 Ja

. . 1 — 12 ¢ — 2 ¢ — 2
lim inf f/ | vl +1/h/ /|ij| +1/U/ /|8Z1}j|
i—0o0 \2 Jg 0o Ja 0o Ja

et de méme,

1 t t
f/ |Tj|2+/cT,h/ /|VT|2+/CT,,,/ 0.7 <
2 Ja 0 Ja o Ja

1 ! '
lim inf (/ T, -‘rlCT,h/ / \VT; 2 —|—/CT,U/ / 3sz|2> .
Jj—>00 2 Q 0 Q 0 Q

Cette inégalité combinée a (2.5.9), (2.5.10) et I’égalité d’énergie satisfaite par chaque
(v j»T;) montre que (v, T) satisfait I'inégalité d’énergie

1 1 ¢

5 [15R=5 [1Gal v [ [ 195 P+

2 Jo 2 Ja 0 Jo
¢ —)2 ¢ - — 1 ¢ —

VU//@ZM +// V.U——//M(VT).USO,
0 Ja 0 Jr, Ro Jy Ja

1 2 1 2 ! 2

s | 1T =5 [ [Tol” + Krpn |VT|"+

2 Jo 2 Jo 0o Ja

t t
/cT,U/ |azT\2—a/ /(T*—T).T <0,
0 Q 0 T

(a)
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ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.2.1. &

REMARQUE 2.5.1 — En appliquant les résultats de LIONS-MAGENES [1], on note que
la solution (v, T)) du probléme (Faib1) est dans C/([0, 7], [L*(€2))]3). En revanche,
on ne sait pas si les trajectoires sont analytiques par rapport au temps et si oui, dans
quel espace optimal cette analycité a lieu. Ce probleme est ouvert. &

REMARQUE 2.5.2 — L’unicité de la solution & (M 1) constitue un probléme ouvert.
Cependant, on peut écrire un systeme d’équations primitives stationnaire et linéarisé
(cf. appendice A) pour lequel on montre I’unicité de la solution sans difficulté. &

La premiere partie de ce livre est terminée. Nous y avons modélisé un systeme
d’équations aux dérivées partielles non turbulent gouvernant la circulation océanique
aux échelles climatiques (chapitre 1). Nous avons ensuite démontré pour ce systeme
I’existence d’une solution au sens des distributions a1’aide d’une méthode de compacité
(chapitre 2, théoreme 2.2.1 et proposition 2.2.1). La question de 1’unicité reste ouverte.
Dans la partie suivante, on modélise la turbulence verticale dans 1’océan, puis on
analyse I’équation de I’énergie cinétique turbulente indépendamment des équations
primitives.



CHAPITRE 3

MODELES DE TURBULENCE VERTICALE

ORIENTATION

1) Le mouvement océanique se structure échelle par échelle, chaque structure échan-
geant de I’énergie avec les autres. C’est ce que 1’on appelle la turbulence. 11 est
actuellement impossible tant sur le plan théorique que sur le plan numérique de rendre
compte de tous les détails de cette turbulence qu’il faut modéliser a I’aide de quantités
moyennes, ou encore macroscopiques, en s’efforcant d’inclure dans les équations les
effets dus aux échanges d’énergie entre 1’échelle d’observation et les petites échelles,
supposées dissipatives.

2) La taille des tourbillons horizontaux varie dans 1’océan entre le metre et plusieurs
centaines de kilometres. Cette grande différence d’échelle rend impossible a ce
jour une paramétrisation efficace des échanges horizontaux d’énergie entre les gyres
océaniques. En revanche, en raison du caractere hydrostatique, de la structure stratifiée
de I’océan et de la variation raisonnable des échelles verticales, il est possible de rendre
compte des échanges turbulents verticaux. On se limite donc dans ce chapitre a une
esquisse de 1’étude de la turbulence verticale.

3) L’océan est stratifié, c’est-a-dire organisé en couches successives empilées les unes
sur les autres, chaque couche étant de densité constante. Par ailleurs, ce dernier est
hydrostatique. On commence dans ce chapitre par définir les quantités locales qui
décrivent le mélange vertical et qui tiennent compte de ces observations. Celles-ci
sont (cf. §3.1) :

e la longueur de mélange vertical ¢,
e la fréquence de rappel (ou de Briint-Viisild), N2 = —(g/po)0.p,
e le nombre de Richardson Ri = (N2/|8.v |?).

La longueur de mélange mesure la taille des tourbillons, la fréquence de Briint-Viisili
permet de définir des conditions d’équilibre hydrostatique a ’interface entre deux
couches successives et le nombre de Richardson mesure le rapport entre le cisaillement
et la stratification.
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4) Le probleme de Reynolds consiste a écrire des équations pour des quantités
moyennes. A cause des tenseurs de Reynolds, on introduit des viscosités turbu-
lentes (cf. section 1.4.2) qui sont les quantités que I’on veut modéliser. Les viscosités
turbulentes sont locales et dépendent en principe de ¢, N2 et Ri. Les modeles utilisant
cette idée sont utiles a la modélisation turbulente d’observations a de “petites échelles".
On peut a ce sujet consulter DELEERSNIIDER [1]. En revanche, cette idée est inadaptée
a I’étude de la turbulence aux échelles climatiques. Pour cela, il est préférable de cal-
culer les viscosités turbulentes a partir de quantités macroscopiques, dont 1’évolution
tient compte des aspects locaux mentionnés plus haut. La variable de base utilisée
pour cela est [’énergie cinétique turbulente, nommée ECT dans toute la suite de ce
livre et notée k. L’ECT est la moyenne de 1’énergie cinétique de la fluctuation. Dans
le paragraphe 2

e on définit I’ECT,

e on écrit I’équation primitive satisfaite par I’ECT, déduite des équations de Navier-
Stokes pour un fluide tournant gravitationnel,

e on modélise les tenseurs de Reynolds qui apparaissent dans 1’équation primitive
pour I’ECT, équation que 1’on adimensionnalise pour obtenir 1’équation (3.2.11),

e on écrit des conditions aux limites pour I’'ECT.

Les viscosités turbulentes sont des fonctions de I’ECT. Les formules obtenues sont
déduites d’analyse dimensionnelle (c¢f. section 3.2.1, formule (3.2.4)). Cela permet
de modéliser le systtme TKE, systeme des équations primitives avec des viscosités
turbulentes couplé a I’équation pour 'ECT (c¢f. systeme (M4), section 3.4.3 avec
(p, k, E),ps) pour inconnue). Il faut noter que dans ce systeme, on a remplacé la
température 1" par la densité p. Cela est dii au fait que p intervient directement dans
I’équation pour I’ECT et qu’elle est une variable thermodynamique jouant le méme
role que 7. 1l est donc plus commode de raisonner a 1’aide de p plutdt que 7', ce que
I’on fait dans ce chapitre et les chapitres suivants.

5) On modélise ensuite le systéme géostrophico-barotrope (§2.3) motivé par

e la présence du terme de production |8Z5> | dans le second membre de
I’équation pour I’ECT,

e la notion d’équilibre géostrophique.
Le terme |8z5> |? rend difficile I’analyse du systeme couplé TKE (systeme (M4)).
Cette difficulté vient du fait que 1’on ne sait pas si les solutions des équations primitives
satisfont 1’égalité d’énergie (cf. chapitre 2, §2.2, théoreme 2.2.1), une difficulté issue
des termes de transport dans les équations. On ne sait pas passer a la limite dans le
terme |0, v |2 (cf. §6.1).
Par ailleurs, il est souvent admis en océanographie que loin de 1’équateur et aux
échelles climatiques, les forces de pressions tendent a s’équilibrer par rapport a la
force de Coriolis. C’est 1’équilibre géostrophique. Le champ géostrophique est la
composante du champ des vitesses qui réalise cet équilibre (¢f. section 3.3, formule
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(3.3.3)). Ce champ ne dépend que de p; et de p. On est alors tenté de filtrer le champ
total des vitesses en le remplagant par le champ géostrophique dans les termes de
transport des équations satisfaites par p et k et le terme de production d’énergie.

Une fois filtré, le terme de production |823 | est remplacé par |V p|? qui dépend d’une
quantité scalaire. Il est a priori “plus facile" de passer a la limite dans ce terme filtré
(cf. chapitres 5 et 6). En revanche, on introduit dans ce modele des termes dans les
équations qui dépendent de p; et ne peuvent pas €étre traités comme des multiplicateurs
de Lagrange.

Aprés cette modélisation, on a obtenu un systéme (p, k) & deux équations dans lequel
figure ps comme inconnue supplémentaire. Ce systeéme n’est pas fermé et on a besoin
d’équations supplémentaires. Elles sont obtenues en faisant la moyenne verticale de
1’équation satisfaite par ¥ eten écrivant une équation de conservation, ce qui conduit au
systeme barotrope qui a la structure des équations de Navier-Stokes incompressibles
bidimensionnelles. On le couple avec le systéme (p, k) pour obtenir le systéme appelé
géostrophico-barotrope turbulent (M 6), avec (p, k, ps,T) pour inconnue ou T est la
composante barotrope de la vitesse.

6) On termine ce chapitre en faisant la syntheése des systemes modélisés dans ce
chapitre. IIs sont analysés dans la partie III de ce livre (chapitres 5 et 6) et sont :

o le systeme scalaire (p, k) ((M3)),
o le systtme TKE (p, k, v, ps) (MA4), (M5)),
o le systeme géostrophico-barotrope turbulent (p, k, ps,T) (M6).

Cet ordre suit ’ordre de difficulté mathématique. L’analyse de 1’équation pour I’'ECT
(chapitre 4) est essentielle a I’analyse du systéme scalaire (p, k) (chapitre 5), laquelle
est essentielle a 1I’étude des systeémes TKE et géostrophico-barotrope (chapitre 6).

3. 1 — QUANTITES LOCALES PROPRES A LA TURBULENCE
VERTICALE

3.1.1 — LONGUEUR DE MELANGE ET POSITION DU PROBLEME

Le mouvement d’un fluide est organisé en une cascade d’échelles, chaque échelle
transmettant de 1’énergie a la suivante jusqu’a I’échelle finale, la plus petite et appelée
échelle turbulente. C’est au niveau de 1’échelle turbulente que la plus grande partie de
I’énergie recue des grandes échelles est dissipée par un effet de diffusion, 1’autre partie
étant restituée a la grande échelle par un effet de cascade inverse. C’est un phénomene
local.

L’écoulement d’un fluide est entierement déterminé par son nombre de Reynolds R
(¢f. section 1.4.2 et (1.4.5)). Il est possible de définir un nombre de Reynolds vertical
propre a chaque échelle et en particulier a 1’échelle turbulente :

fu
3.1.1 Riury = —
(3.1.1) .

v
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Dans ce qui précéde £ est 1’échelle caractéristique de la turbulence, appelée la longueur
de mélange verticale. Elle mesure la taille caractéristique des tourbillons verticaux
(voir aussi la section 1.4.5). Par ailleurs, u est la vitesse caractéristique de la turbulence.
Il se pose deux problemes :

o la modélisation de u,

o la modélisation de /.
Ces problemes seront “résolus" d’ici la fin de la section 3.2. 1l faut d’abord comprendre
la dynamique du mélange vertical sur un plan local.

REMARQUE 3.1.1 — Le concept de longueur de mélange se comprend mieux dans
le cadre de la théorie cinétique ou 1’on parle dans ce cas de “libre parcours moyen",
c’est-a-dire la longueur du parcours libre effectué par une particule entre deux chocs
successifs (cf. CERCIGNANI [1]). La longueur de mélange vertical pourrait étre définie
comme étant la longueur parcourue suivant la verticale par un élément infinitésimal de
fluide avant d’€tre entierement mélangé dans la structure. &

3.1.2 — FREQUENCE DE RAPPEL

On définit dans cette section la notion abstraite de fréquence de rappel

N? = —(g/p0)0d-p,

ou encore fréquence de Briint-Viisila.

Soit un fluide au repos supposé hydrostatique et stratifié en deux couches distinctes de
densité respective p; (1 = 1, 2).

Dans ce fluide, on considére un “bouchon"” d’eau de densité py qui “flotte” a I’interface
entre les deux fluides a la cote zg (ici zg < 0). On note s sa section, L sa hauteur
totale. Les réels [ et [’ sont positifs satisfaisant L = [ + {’. On suppose dans ce qui
suit que
p1 < po < p2.

Le centre de gravité G du bouchon est a la cote z(G) et on cherche 1’équation
d’évolution vérifiée par z(G).
Ce bouchon est soumis aux forces de pression et a la force de gravité. L’équation
hydrostatique implique donc que la force totale exercée sur ce bouchon est égale a

— , N
F=gs ((p2l'+ p11) = L po) 1,
ol 72 est de norme 1 orienté de bas vers le haut. On note I et I les valeurs de let I a

N
I’équilibre (i.e. pour F'= 0). Comme p; < pg < p2,0na

losz = PP

p2—p1’ 0 P2 — pP1
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On déplace le bouchon 1égerement par rapport a sa position d’équilibre, autour de
laquelle ce dernier va osciller. La loi de Newton permet d’écrire, en exprimant toutes
les quantités en fonction de 2 et z(G),

P2(G) g (p2—m g (p2—p1 p1+ p2
3.1.2 9 =9 )
( ) dt? + 00 L (@) Po L + 2 po

On suppose pour simplifier que

P11+ P2

9 = po-

Dans ce qui précede, L joue le role de la longueur de mélange vertical. Par ailleurs,
on peut en premiere approximation considérer que chaque p; est une fonction de la
profondeur et poser arbitrairement

L L
pL=0p Zo+§ v P2=p( R0 )

p2 —p1~ —L0.p(2).

de sorte que

On définit la “fréquence de Briint-Viisald" N par

(3.1.3) N2 9 g,
Po

Ce nombre NN est 'inverse d’un temps. II mesure la fréquence des oscillations du
bouchon autour de sa position d’équilibre par rapport a ’interface lorsque L tend vers
0. La position de son centre de gravité z(G) est déterminée par I’équation (3.1.2) mise
sous la forme 2o

% + N?2(G) = 2 N2
De toute évidence, cette considération n’est valable qu’aux endroits dits stables ol
0.p < 0. Dans ce cas N2>0etN = VN2 > (0 aun sens. Ce nombre N est une
fréquence de rappel. Aux lieux instables ot 0 < d,p, N 2 <0, on ne peut plus en
parler.

REMARQUE 3.1.1 — La fréquence de rappel en océanographie est le plus souvent
introduite a I’aide des équations de la thermodynamique (voir GILL [1]). L’approche
précédente peut paraitre inhabituelle a un physicien mais a I’avantage de mettre en
évidence le caractere mécanique de cette notion. &

3.1.3 — LE NOMBRE DE RICHARDSON

Dans la section précédente, on a supposé le fluide au repos. Supposons maintenant
. . . . . — .
que la couche 1 soit animée d’une vitesse horizontale v, la couche 2 d’une vitesse
. —
horizontale v 5.
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. P A — P .
On met maintenant en évidence le role de |0, v |? dans le processus de mélange vertical
en ignorant provisoirement 1’effet d’oscillation de la section précédente.

Au temps ¢ = 0, le bouchon se trouve dans sa position d’équilibre décrit par la figure

3.1.1. A un temps ¢ quelconque mais trés petit, on peut considérer que le bouchon se

sépare en deux parties distinctes. On note z;(G) ’abcisse du centre de gravité de la
. s N . =9

partie 7 et I’on cherche a relier z(G) et |0, v |*. On a

- — —
i

(22(G) —21(Q)) i = (v2 — v1)t.

En divisant cette égalité par L puis en le faisant tendre vers 0 on obtient
—
10.2(G) | =[0.v[t,

. . — . .
montrant en quoi la quantité | 9, v | mesure le cisaillement dynamique entre les deux
couches.

En réalité, le bouchon est soumis a 1’ effet de cisaillement combiné a I’effet d’ oscillation
décrit dans la section précédente. Cette vision naive permet de dégager quelques-uns
des ingrédients principaux du mélange océanique sur un plan local. Ce mélange est la
source de tourbillons verticaux et par suite de turbulence, mesurée par le rapport entre
les deux effets. Comme N2 et | d.v |2 ont la méme dimension, on introduit le nombre
de Richardson local

.def N2
3.14 Ri = .
(3.1.4) TR

Ce nombre sans dimension mesure le rapport entre le cisaillement et la stratification.
Cela étant, on veut décrire la turbulence avec des quantités moyennes satisfaisant des
équations d’évolution.

3. 2 — TENSEUR DE REYNOLDS ET ENERGIE CINETIQUE
TURBULENTE

3.2.1 — LE PROBLEME DE REYNOLDS ET ORIENTATION

Pour décrire 1’évolution de I’océan a grande échelle, se pose le probleme de moyenner
les équations primitives en faisant une moyenne statistique, spatiale, temporelle....
On reprend dans cette section les notations de la section 1.4.2 et le cadre général du
chapitre 1. Le mouvement océanique est décrit par les variables adimensionnalisées
U, w, T, S, p et p qui vérifient (EP2) (¢f. section 1.6.3).

Etant donnée une fonction %, on note v,,, sa moyenne suivant un filtre donné et on
pose

¢=¢m+¢/-
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On suppose que le filtre de moyenne satisfait

(¢/)m =0, (8t¢)m = at('(/)m)v (v¢)m = V(ibm% (azw)m = az(wm)-

A part le filtre de “moyenne statistique", les filtres utilisés dans la pratique (moyenne
en espace, moyenne en temps...) ne satisfont pas ces conditions mais tous les raison-
nements et les codes qui sont écrits font comme si car sinon on ne peut mener aucun
calcul pratique. D’une maniere générale, la recherche d’un “bon filtre" numérique
constitue un probleme ouvert (¢f, MOHAMMADI-PIRONNEAU [1]).

Lorsque I’on moyenne le systéme d’équations primitives (£ P2), on obtient le systéme
(EP2),, :

N
OV m + (U Ve) U +div(T 0 Y + 0w T ) —
(a) 1 /=
VhA?m —uvaiﬁm +— (k; X 7,,1 —I—me> =0,
Ro
(b) 8zpm = —Pm,
(c) div?m + 0w, =0,

(BP2)m @ 0T + (Um Vo) T + div(T T Yo + 02 (W' T ) —
Krn ATy, — Kpw02, T = 0,
( 0Sm + (UmVo)S + div(T ) + 0:(w'S ) —
* KsnASm — Ksw02,8m =0,
(f) pm=1+as(Sn—1)—ar(Tm—1),
avec

— —
Upy =0y +wp k.

Dans les équations du systeéme (EP2),,, les termes

VN ( ;=

W Yy (B Ty (W Ty (0 s ('S ),

sont les composantes du tenseur de Reynolds. Sa détermination rigoureuse est un
probléme ouvert. En effet, on peut étre tenté d’écrire une équation pour chacun de ces
termes. Ce faisant, on voit qu’il apparait des termes d’ordre 3 de la méme forme et
ainsi de suite et on n’arrive pas a fermer le systeme de cette maniere. C’est pourquoi
on cherche a modéliser le tenseur de Reynolds en utilisant des arguments physiques.

Sa présence dans les équations constitue pour la grande échelle une perte d’énergie par
dissipation. Pour cette raison, I’hypotheése de Reynolds consiste a écrire que le tenseur
de Reynolds est proportionnel au gradient total. Le coefficient de proportionnalité est
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calculé a partir des viscosités turbulentes et le signe est imposé par le fait que 1’on
cherche a modéliser une perte. On pose alors

—/

(00 Ym = — v Vi, (W' 0 ) = — 18 8,0,
(3‘2'1) (;ﬂT/) = _:uTthmv ( ) = _/'LTv8 va
/
(U Sl) = _MShVva ( ) ILI/Sﬂ) 8sz7

ouv), vk, pbp phe o pl et pls | sontles viscosités turbulentes. Le systeme (EP2),,
s’écrit alors sous la forme

00+ (Um V) T — div((vn + v1)) Vi) —

(a) 1

8((1/U+1/)3v ) Ro (kXUer‘FVPm):Oa

(b) 0:Dm = —Pm,
(¢)  divy p + d.w, =0,

EP2),, .
( ) atTm + (Umv T — dZ'U((]CT n+ p*T h) a Tm) -

)
8((ICTU+MTU) Z ) a
(©) 0t Sm + (UmV )Sm — div((Ks,n + pls,1,) 025m) —

0:((Ks,o + 1)
(f) pm=1+as(Sn—1)—ar(Tn—1).

zm) a

Tout le probleme consiste a calculer les viscosités turbulentes, outre la détermination
de uet £ (cf. lasection 3.1.1 et (3.1.1)). Compte tenu de la difficulté due a la grande
différence d’échelles horizontales, on prend les viscosité horizontales v/, 115 ;, et fi ,
constantes. Les valeurs numériques varient en fonction du lieu et sont déduites en
général de faits d’expériences.

On peut dans un premier temps supposer que u, £ et les viscosités turbulentes verticales
sont entierement dépendantes de Ri et N 2 (cf. les formules dans DELEERSNIDER [1]
et BLANKE [1]). Cependant cette description est trop locale pour un traitement de la
circulation océanique turbulente aux échelles climatiques. C’est pourquoi on introduit
I’énergie cinétique turbulente qui est une quantité macroscopique (ECT dans la suite).

Enfin, en raisonnant comme dans les paragraphes 1.4 et 1.5 du chapitre 1, on obtient
naturellement comme conditions aux limites moyennées (aprés simplification des
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coefficients) :
(@) wplr, =0, (vu+ Vf))az?m Ir, :7,
—
(b) Um |FfUFl = 0;
oT,, 0T,
(et ) S+ e + i) G )| =
(CL2),, {© onx =/1r
a(T* —Ty),
0Sm 0Sm
N (R R - |
onx Nz /) r
(6) gm |t=0 :?O,m Tm|t=0 = TO,m; Sm|t=0 = SO,mv

ou I’on a noté avec un indice m les quantités moyennes. Il n’y a pas a moyenner la
tension du vent. On rappelle en effet que la condition de flux en surface est obtenue
pour des quantités déja moyennées (cf. la section 1.4 du chapitre 1).

REMARQUE 3.2.1 — Les conditions aux limites physiques pour la température obte-
nues dans la section 1.5.5 sont non linéaires (¢f formule (1.5.8)). Dans ce cas,
il faut modéliser des conditions aux limites pour la température moyenne a 1’aide
d’hypotheses de Reynolds. &

3.2.2 — L’ENERGIE CINETIQUE TURBULENTE : DEFINITION

L’ objectif principal est la détermination des viscosités turbulentes verticales v/}, uk. et
pk , a partir de 1’énergie cinétique turbulente. Pour cela, il faut raisonner en “amont"
a partir des “vraies" variables physiques notées comme les variables sans dimension.

L’énergie cinétique pour le mouvement turbulent est notée e et sa moyenne notée k.
Elles sont définies par

€ 1 e 1
22) (TP HP), kY S (TR IWE) =em.

On appelle £ I’énergie cinétique turbulente (ECT dans la suite). C’est a partir de k que
I’on cherche a paramétrer la turbulence.

On note que

e \/k ala dimension d’une vitesse,
e /\/k ala dimension d’une viscosité.

On suppose que les viscosités turbulentes et la vitesse caractéristisque de la turbulence
dépendent de £ et de /. En notant en général v; une viscosité turbulente, on est conduit
a poser apres une analyse dimensionnelle

(3.2.3) u= vk,
v = CUVE,
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ou C' est une constante sans dimension, déterminée en général en comparant les
simulations numériques aux résultats expérimentaux.

En toute rigueur, on doit déterminer une équation d’évolution satisfaite par k et une
équation satisfaite par £. On dérive d’abord une équation satisfaite par k (sections
3.2.3 et 3.2.4) puis on discute de la détermination de ¢ (section 3.4.5).

3.2.3 — EQUATION PRIMITIVE POUR L’ECT

Cette section et la section suivante reprennent brievement les arguments de BLANKE
[1] pour la détermination d’une équation pour 'ECT. Dans cette section on dérive
I’équation primitive (3.2.8) pour k. Nous ne détaillons pas tous les calculs qui sont
écrits dans BLANKE [1].

Comme dans la section 1.4.2, on se place provisoirement dans le cadre abstrait d’un
—

fluide coulant dans un domaine de IR™ avec U pour vecteur vitesse. Pour simplifier la

présentation on utilise la convention de la sommation des indices répétés. On pose

—

U=U€0+Um¢,, U*=US + u”,
1 a=n 1 a=n
e:§Z|u°‘|2, k:§(2|uo‘|2)m
a=1 a=1

Dans ce qui suit,

e on écrit I’équation satisfaite par U, puis celle satisfaite par u,
e on en déduit une premiere équation pour k que 1’on simplifie a
I’échelle climatique a I’aide de I’hypothese “petit quotient d’aspect”.

Onrepart des équations de Navier-Stokes de base satisfaites par un fluide gravitationnel.
La force de Coriolis ne travaillant pas, elle n’apparait pas dans ce bilan d’énergie. C’est
pourquoi onn’en tient pas compte par la suite. Donc en prenant p = pg dans les facteurs
des termes d’évolution, I’équation de départ est

—

— — — 1
U =vAU — (UV)U ——Vp—gL <, .
Po Po

On en déduit I’équation satisfaite par US,

1
(3.2.5) QU = —UP 95U — - Dapm + VAU, - (W Du® ) — 6% g 2,

Po
avec 0 = 1sin = «, zéro sinon. Par ailleurs, I’équation satisfaite par les fluctuations
est

ou® = —Uﬁaﬂua — uﬁagUf;L — uﬁaﬁua —
3.2.6 1 /
( ) —0ap + VAU + (WP O5u), — (529'0—.
Po Po
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On définit le tenseur des déformations par
Oa,pB d;f pPoV (agUO‘ + 8aUﬂ) .

Un calcul long mais facile consistant a multiplier (3.2.6) par u® et de moyenner le
résultat obtenu, conduit a

Ok = = Da(hU™) = Baleu™)m + piaw(“ﬁ O g)m —
0

1
(3.2.7) (U U 0 UP — = 00 (p' u®)ny — 02 g (0 u™)p —
Po Po
1
o A Datt?) .
On replace 1’équation abstraite (3.2.7) dans le cadre géophysique qui nous intéresse,
pour lequel le quotient d’aspect est petit et n = 3.

Comme le quotient d’aspect est petit, on peut négliger au premier ordre les dérivées
horizontales devant les dérivées verticales, une approximation qui semble raisonnable
pour les quantités moyennes lorsque 1’ on ne veut traiter que la turbulence verticale. Ce
point serait a justifier rigoureusement au moyen de développements asymptotiques et
constitue du point de vue des mathématiques un probléme ouvert. On pose en quelque
sorte 0, = 0, = 0 et on revient au systéme de notations habituelles

—
v

— — —
U= —|—wk:u?1 —|—v€>2 +wk .

Le tenseur des déformations dans ce cas est la matrice 3 x 3 symétrique

Ozax Ozy Oz 20,u ayu + 0v  Oyu+ dyw
oc=poV | Oy Oyy Oy | =pov | Oyu+ 0zv 20yv 0.v + Oyw
Oz,z Oyz Ozz 82’& + am’w 82’0 + 0yw 2 (’Lw

L’équation de Boussinesq
div?m + 0,w,, =0

combinée a I’hypothese du toit rigide w,, = 0 sur I'y impose w,, = 0. L’équation
(3.2.7) se simplifie alors et on a

Ok =—0,(w e)m + pi 02 (u' 07,y )m + 0=(V' 0, ) )m +
0

(32.8) { 0.(w' 0" )] — (t W) Dty — (0 0 ) g Dty — piaz (5w ) —
0

g = _>/t2
p—(p w)m —v|VU + (VU )z,
0

L’équation (3.2.8) est appelée 1’équation primitive pour I'ECT.
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3.2.4 — FERMETURES DANS L’EQUATION POUR L’ENERGIE
CINETIQUE TURBULENTE

L’équation primitive (3.2.8) est inutilisable telle quelle. I faut pouvoir tout exprimer
a I’aide de quantités macroscopiques. Pour cela, on se sert de I’hypotheése de Reynolds
(3.2.1). On étudie chaque terme du second membre de 1’équation (3.2.8) 1’un aprés
I’autre.

1) La dissipation turbulente est définie par

s/ s/
(3.2.9) e UNVU + (VU ).

Le terme —¢ dans 1’équation (3.2.8) est le terme de destruction. C’est lui qui caractérise
lacascade inverse. Ilestliéa k et £ (cf. formule (3.2.14)) et fait I’objet de la discussion
de la section 3.2.6. Pour le moment on le garde tel quel.

ii) Le terme
(1/po) [8Z(u/ U;,a:)m + 62(1)/ 0-,/27y)m + 8Z(w/ U,/z,z)m]

est un terme de transport d’origine moléculaire, c’est-a-dire qu’il est généré par un
mouvement brownien. On le néglige devant les termes de transport ce qui revient a le
considérer comme étant nul.

iii) On considere les termes aux tensions de Reynolds

= =

_9 (P )my, =W W) Ol — (VW) Oy = — (W' V). Uy,

Po
On les modélise a ’aide de 1’hypothése de Reynolds (3.2.1). Pour simplifier, on
suppose dans ce qui suit que

, def
M%",v = Mg,v = M-

En combinant (3.2.1) a I’équation d’état (E'P1, d) liant p, S et T', on obtient

9 g
- (plwl)m =t = 0z pm.

Po Po
On reconnait le terme de rappel mis en évidence dans le paragraphe précédent. On a
de méme, ,

— — —
7(’[0, v )7n,~ aZUHL: V1t} | azvm |2-

Ce terme d’énergie correspond a I’énergie de cisaillement vertical, rencontré également
dans le paragraphe précédent (cf. section 3.1.3).

iv) Enfin, il reste a paramétrer le terme
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On utilise I’hypothese de fermeture de Reynolds en posant

—(ew)m — % (p' W) = v4 Osem = 110k,

ol 14 est une viscosité turbulente. On suppose d’habitude yi; et vy proportionnels.

En définitive, I’équation pour k est la suivante. Toutes les quantités considérées étant
maintenant des quantités moyennes, on n’écrit plus les indices m,

(3.2.10) Bk — 8, (1 0.k) = VL | .02 + piut B.p—c.
0

On termine cette section en adimensionnalisant les termes dans 1’équation (3.2.10).
Pour cela, on utilise les formules de la section 1.6.2 dont on reprend les notations (ici
les primes ne jouent plus le méme rdle). On pose

3

2
K (', M) = %k(t,M), £(t, M) = Tzt M),

et de méme,
’

T T
(ti)/ = 52?1/57 (,U't)/ = mﬂm (Vt)/ = ﬁl/t-

v

L’ équation (3.2.10) devient, en ommettant les primes
Ok — 0.(v 0.k) = V2 | 0.0 |2 + g Dp — €.

Pour des raisons de régularité, autant numériques que théoriques, on remplace dans la
pratique cette équation par I’équation

(3.2.11) Ok — ANk — 0.(vp 0.k) = V% | 0,0 |2+ e 8.p — &,

ol A > 0 est une constante (¢f. DELECLUSE [2]). Il reste a établir des conditions aux
limites pour k.

3.2.5 — CONDITIONS AUX LIMITES POUR LECT

Au fond et sur les parois latérales, on néglige la turbulence. Aussi y impose t-on a
k une valeur prescrite qui est positive. Toujours pour simplifier le formalisme sans
changer la structure mathématique du probléme, on la prendra nulle. En surface, on
fait ’hypothese que I’ECT dépend uniquement de la tension du vent. Une analyse
dimensionelle conduit a poser

.
(3.2.12) klrur, =0, klr, =my| V],
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my, est une constante sans dimension calculée a partir de données expérimentales. Ces
conditions aux limites sont conservées pour les variables sans dimension en conservant
la méme notation.

On note kg la donnée initiale, c’est-a-dire la valeur de &k au temps ¢ = 0 déduite en
principe d’observations expérimentales.

3.2.6 — CALCUL DES VISCOSITES TURBULENTES

Tant qu’il n’y a pas de risque de confusion, v; est une viscosité turbulente quelconque.
Dans la section 3.2.1, on a écrit la formule

vy = ClVk,

déduite d’une analyse dimensionnelle. Le but est le calcul des viscosités turbulentes.
Il reste les deux problemes :

e le calcul de ¢,
e e calcul de € qui est dans le deuxieéme membre de 1’équation pour
I’ECT (3.2.11).

On fait I’hypothese traditionnelle :
on suppose que € ne dépend que de k et de (.

Une analyse dimensionnelle montre que cette hypotheése implique que

i~
(3.2.13) 5:0—%;

C est une constante sans dimension calculée a 1’aide de résultats numériques comparés
aux résultats expérimentaux.

Donc la détermination de ¢ et celle de ¢ constituent le méme probleme. On peut
envisager deux raisonnements :

e (i) prendre ¢ constant,
o (ii) écrire une équation pour /.

e (i) C’est la solution le plus souvent retenue, en particulier dans 1’étude de la couche
turbulente de surface épaisse d’une dizaine de metres en moyenne. On choisit £ de
I’ordre du métre. On peut aussi dans les codes exprimer £ en fonction de Ri et N2 (cf.
les formules dans BLANKE [1]). On choisit dans cet essai £ constant égal a 1, ce qui
conduit déja a des systémes assez complexes, systemes qu’il faut analyser en premier.
Dans ce cas, ¢ est déterminé par

(3.2.14) e =kvVk,

avec C' = 1 pour simplifier le probleme de mathématiques que 1’on est en train de
construire. De méme, les viscosités turbulentes sont calculées par les formules :

(3.215) v =wy(k) = eV, vL=vi(k)=coVEk, = pe(k) = esVk,
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ot les ¢; sont des constantes sans dimension. L’équation satisfaite par & est
(3.2.16) 9k — AAk — 8. (v(k) 0.k) = v (k) | 920 |2 + pe (k) D.p — kV/E.
Il y a deux difficultés dans cette équation liées aux viscosités turbulentes :

a) la viscosités turbulente v; peut s’annuler,
b) les viscosités turbulentes v/, et yi; ne sont pas des fonctions bornées
de k.

a) dans la pratique on remplace la viscosités calculées par les formules (3.2.15) par la
formule

(3.2.17) v = (k) = maz(v, e1Vk),

v > 0.

b) Cette difficulté est d’ordre technique dans I’analyse mathématique. La plupart des
résultats obtenus sur les systémes couplés supposent que les viscosités /! et y; sont des
fonctions bornées de k. Seul le cas du systéme scalaire stationnaire (M 3) est résolu
lorsque les viscosités ne sont pas des fonctions bornées de k, systeme pour lequel on
montre 1’existence de solutions renormalisées (cf. théoréme 5.3.1 section 5.3.1). Donc
d’une maniere générale, on suppose que

{ Vqtj = Vi(k) = ﬂM(C2\/%)7
pe = (k) = ﬁM(CB\/E)'

La fonction de troncature 3y, est explicitée dans la définition 2.2.1 (section 2.2.2) et
M est choisi de maniere arbitraire.

(3.2.18)

o (ii)) Dans MELLOR-YAMADA [1], les auteurs écrivent une deuxieme équation d’évolu-
tion, laquelle combinée a 1’équation pour k permet de calculer ¢. Le systeme de
MELLOR-YAMADA est sujet a controverse (¢f. DELEERSNIUDER-LUYTEN E[1]).

On peut également chercher une équation satisfaite par ¢ en s’inspirant du modele (k, €)
classique (¢f. MOHAMMADI-PIRONNEAU [1]). En effet, en combinant les formules
(3.2.4) (détermination de vy en fonction de k et £) et (3.2.13) (détermination de € en
fonction de k et £) on trouve (en notant v une viscosité turbulente quelconque),

k’2
(3.2.19) vy =1k, e) = C?.
Cette formule est tronquée par valeurs inférieures et supérieures comme on I’a fait
en (3.2.18) plus haut. Par analogie avec 1’étude de 1’équation pour k faite dans les
sections 3.2.3 et 3.2.4 et le modele (k, ) abstrait standard, on est conduit & écrire le
systéme (k, €) pour la turbulence verticale dans I’océan :

Ok — MAk — 0, (vp(k, &) 8.k) = VL (K, 2) | 00 |2 + (K, ) Dp — e,
(3.2.20) L. 2
Ore — \Ae — 0, (vy(k,e) D.e) = k|0, v |* + z pi(k,e)0.p — =
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Dans la littérature habituelle parlant de modélisation de la turbulence, 1’équation pour
e dans le modele (k, <) n’est pas vraiment justifiée. Dans I’équation précédente pour
€, on a écrit le terme

%ut(kﬁ) d-p

en tenant compte du terme hydrostatique présent dans 1’équation pour k. On a donc
incorporé dans 1’équation pour ¢ un terme de rappel de la forme

f(k,e)ue(k,e) 0.p.

La forme donnée a f(k,e) est déduite d’une analyse dimensionnelle. Le modele
(3.2.20) est intuitif et seule 1’équation pour & dans ce modele a un fondement physique.
L’équation pour € ne peut que trouver une justification numérique.

Il reste a fixer des conditions aux limites pour €. En toute rigueur, il faudrait pour cela
utiliser des lois de paroi (¢f MOHAMMADI-PIRONNEAU [1]). Cela étant, ce travail n’a
pas pour but I’étude du modele (k,e). Donc pour simplifier, on impose sur I'y N T
des conditions de Dirichlet homogenes (dissipation nulle). On impose a ¢ d’étre égal
sur I'y a la dissipation horizontale €, de la tension du vent définie par

Eq = Va|vz>a + (V?a)t|2a

. . . , . — . . . .
ou v, est la viscosité de 1’air et v, la composante horizontale de la vitesse de 1’air.
Donc on pose

(3.2.21) elr,ur, =0, €lr, = ¢a.

Ceci acheve la modélisation des viscosités turbulentes et de ’ECT. La synthese du
couplage des modeles de turbulence (3.2.16) et (3.2.18) ou (3.2.19) et (3.2.20) avec
les équations primitives est renvoyée au paragraphe 3.4. Au préalable, il reste encore
du travail de modélisation. En effet, le terme de production |8Z5) |2 pose une difficulté
mathématique car on ne sait pas si les solutions des équations primitives satisfont
I’égalité d’énergie (cf. théoreme 2.2.1). C’est en partie ce qui motive la recherche
d’un modele alternatif.

3. 3— MODELE GEOSTROPHICO BAROTROPE
3.3.1 — ORIENTATION
Dans ce paragraphe on

e définit le champ géostrophique et on calcule le terme de cisaillement
P : RS p .
|0, v |* en filtrant le champ des vitesses par 1’équilibre géostrophique,
e on écrit une équation et des conditions aux limites pour la densité,
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. . — . . .
e on moyenne I’équation pour v suivant la verticale pour pouvoir
calculer pg a I’aide d’une équation de Navier-Stokes bidimensionnelle.

On rappelle que I’équation (FE P2, a) du systéme des équations primitives adimension-
nalisées s’écrit :

Dv

1 —
T Uh AU — 1,020 + — (f k x ?+vp> =0.

Ro

Plus le nombre de Rossby Ro est petit et plus I’échelle d’observation en temps est
grande par rapport au temps de révolution terrestre. On est donc tenté aux échelles
climatiques de faire tendre Ro vers zéro dans cette équation. Si on le fait brutalement,
on trouve a la limite 1’équation

5
fkxv+Vp=0.

C’est ce que 1’on appelle I’équilibre géostrophique, souvent utilisé en climatologie aux
échelles climatiques (¢f. PEDLOSKI [1]). En utilisant I’équilibre géostrophique, on dit
d’un point de vue physique que la force de Coriolis est entierement compensée par les
forces de pression.

Cependant, ce passage a la limite est plus délicat qu’il n’y parait. Dans GRENIER
E[1], I’auteur met en évidence 1’apparition d’oscillations dans les équations lorsque
Rotend vers zéro. On peut voir aussi 1’appendice B, ot en suivant LIONS [2] on met ce
phénomene d’oscillations en évidence a partir d’'un modele bidimensionnel simplifié.
On est alors tenté pour Ro “‘petit" de scinder le champ des vitesses en une partie
géostrophique et une partie oscillante, et écrire
N —
v=Ugy + Upse,
ce que fait J.-Y. CHEMIN (¢f. CHEMIN [1]) dans I’étude des équations quasi-géostro-
phiques (c¢f. aussi PEDLOSKI [1], LIONS [2]).

3.3.2 — CHAMP GEOSTROPHIQUE : DEFINITION ET ECT

On commence par définir le champ géostrophique en raisonnant avec des variables
adimensionnalisées.

—
DEFINITION 3.3.1 — On appelle le champ géostrophique, noté U 4, la composante du
champ horizontal de la vitesse dont la force de Coriolis associée équilibre les forces
de pressions, c’est-a-dire la solution de I’équation

— —
(3.3.1) fkxUy+Vp=0. o
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On pose dans la suite,

N
Ug: ngl —&-VQE)Q .
De I’équation (3.3.1) on déduit que

1 1

Cette notion n’a de sens qu’aux lieux ou f # 0, c’est-a-dire lorsque I’on n’est pas a
I’équateur. Tant que 1’on étudie un modele ou intervient la géostrophie, on suppose
que f # 0, de sorte que pour simplifier le formalisme on pose a partir de maintenant

f=1
Lorsque 1’on combine les formules (3.3.2) a1’équation hydrostatique (EP2,b) 0.p =
—p on obtient

de
Uy =—M(dyp) — Oyps e/ Uy(ps, p),

(3.3.3) def
Vg = M(axp) + Oyps = Vg(pmp)-

N
On note en premier lieu que pour tout p, et tout p, le champ U, vérifie la contrainte
d’incompressibilité

—
(3.3.4) divU g4 (ps, p) = 0.

- —
En remplagant v par U, dans certains termes des équations primitives et des équations
de la turbulence, on filtre les oscillations dans le systéme. C’est ce que 1’on fait dans
I’équation satisfaite par la variable thermodynamique p et ’'ECT. On remplace en
particulier le terme de cisaillement |9, v |2 dans I’équation pour I'ECT (3.2.16) par le

N
terme de cisaillement géostrophique |9.U , |?, terme calculé en fonction de p dans ce
qui suit. On a
N
0:Ug= —(9yp + agyPS) E)1 +(0zp + agzPS) _6>2 .
Puisque ps ne dépend pas de z,
N
0. Uy= — ypgl + 8xp?2 .
On en déduit
—
(3.3.5) 10.Uy|? = |Vp|*.
Par conséquent, I’équation filtrée pour I’ECT s’écrit
(3.3.6) Ok — AAE — 0. (ve(k) D.k) = VL (k) |V p|? + e (k) D.p — kVE.
Cette remarque est la base de la construction du modele géostrophico-Barotrope. En
effet, on sait d’apres des résultats dans LEWANDOWSKI [4] que le terme de production
issu d’une quantité scalaire pose moins de problemes sur le plan des mathématiques
que lorsqu’il est issu d’une quantité vectorielle, pour des raisons “d’égalité d’énergie"

(voir aussi les chapitres 5 et 6). Pour construire maintenant un modele de tubulence
basé sur I’équation (3.3.6), il faut :
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e écrire une équation pour p,
o fermer le systeme en déterminant ps qui n’est plus un multiplicateur de
Lagrange dans cette approche.

On écrit I’équation pour p dans la section suivante, la détermination de p; fait I’objet
de la section 3.3.4.

REMARQUE 3.3.1 — Ce que I’on vient de faire avec 1’équation pour & (3.2.16), on
peut le faire de la méme maniere avec le systeme (k, ) (3.2.22). O

3.3.3 — EQUATION POUR LA DENSITE ET CONDITIONS AUX
LIMITES

L’équation pour p est une équation de transport-diffusion qui s’inspire de 1’équation
(EP2,d). 1 est cohérent que cette équation soit telle que :

— le champ géostrophique détermine le terme de transport,

— le coefficient de la diffusion horizontale est une constante,

— la diffusion verticale est déterminée par la viscosité turbulente p; qui
intervient dans (3.3.6).

En s’inspirant de I’équation sur p écrite dans COLIN DE VERDIERE [1], on incorpore au
second membre un terme source rétroactif qui tient compte des échanges thermody-
namiques, en particulier en surface. Sur ces bases, on écrit I’équation

(83.7)  Oup+ Uy (pesp) Vo — Knlp— 0. ((us(k) + 1) 0.p) = F(p),

qui differe de celle écrite dans COLIN DE VERDIERE [1] par les termes de transport et les
viscosités turbulentes. On trouve dans la référence précédente comme exemple pour

F(p):
(3.3.8) F(p) ==Y (2)p,

ol Y(z) € [0,1] est une fonction cutt-off qui modélise la pénétration des rayons
solaires dans 1’océan.

Il reste a déterminer les conditions aux limites pour p. En supposant que I'y et I';
sont recouverts par la méme “couche" océanique, on impose a p d’€tre constant au
fond et sur les parois latérales, une constante prise égale a zéro. Cela revient en fait
a considérer la variation de la densité autour de la valeur moyenne py. Sur le toit
de ’océan on impose une condition d’échange analogue a celle vérifiée par 1. Par
conséquent, on pose

(339) p|FfUFl =0, (V + H’t(k)) azp

r.=—ap, (a>0).

Enfin, on note p° la donnée initiale, c’est-a-dire la valeur de p au temps ¢ = 0 déduite
en principe d’observations expérimentales.
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3.3.4 — EQUATION DE FERMETURE POUR LA PRESSION
SUPERFICIELLE

Le systéme constitué par les équations (3.3.6) (équation pour 'ECT), (3.3.7) (équa-
tion pour la densité) n’est pas un systeme fermé en raison de la présence de ps qui est
une troisieme inconnue. La premiére idée consisterait a coupler ces équations avec les
équations (EP2,a,b, c) (équation pour v, équation hydrostatique et approximation
de Boussinesq) munies de viscosités turbulentes verticales. Cependant, la présence
de ps dans d’autres équations que (EP2,a,b) interdit de la considérer comme un
multipicateur de Lagrange comme dans le chapitre 2. Les résultats de régularité tres
faibles obtenus dans le chapitre 2 pour p, (et donc les estimations a priori, c¢f. section
2.1.5, ps € D([0, 7], W~12(Ty))) rend ce couplage trés délicat qui débouche sur un
probléme ouvert.

On cherche une équation oul p, est présent et qui permet de garantir plus de régularité.
Le fait que ps ne dépende que de (z, y) fait penser a une équation bidimensionnelle.
C’est pourquoi on moyenne 1’équation pour v suivant la verticale en faisant ce que les
spécialistes avertis ne manqueront sirement pas d’appeler “1’approximation shalow
water". Dans cette section on :

e (i) définit le filtre de moyenne verticale et on moyenne chaque terme de
I’équation pour v,

(i1) modélise certains termes non linéaires interprétés comme des
tensions de Reynolds,

saen 2 n . . . —
(iii) écrit une équation de conservation pour la moyenne de v,

(iv) écrit des conditions aux limites pour la moyenne.E

A partir de maintenant on prend pour simplifier Ro = 1, ce dernier n’étant pas destiné
a tendre vers zéro dans cet essai méme si on le considere petit mais fixé. On rappelle
que le coefficient de Coriolis f est pris égal a 1 et on raisonne avec des quantités sans
dimension.

e (i) Filtre de moyenne et moyenne des termes. Etant donnée h, on définit sa moyenne
suivant la verticale en posant

0
def 1 def
(3.3.10) h = 7/ hdz = M(h).
H(‘Tvy) —H(z,y)

Bien que ce filtre de moyenne ne satisfasse pas les hypotheses de la section 3.2.1,
on s’en sert pour moyenner 1’équation (M1, a) satisfaite par v qui est I’équation de
départ, dans laquelle on est revenu a la variable p a la place de T :

v +(VV) 0 +W (V) 8.0 —vpAv — 1,020 +

- =
k x v +Vps+M(Vp)=0.
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Ona . .
Vps =Vps, k X v =k xz.
Par ailleurs, on écrit
—UM(AV) = = AU + Ry (V),
—u, aza:_iaza _8z—> __ — R—>
v M( zzv) H(x,y)[ v |F5 v |Ff] H( , ) v + 2(1})’
M((VV) U +W(0)0.0) = (BV) ¥ + Rs(v),
M(M(Vp)) = VM(M(p)) + Ra(p);
ol I’on s’est servi de la condition aux limites (M1, d). On pose
R(V,p) = Ri(v) + Ra(v) + R3(V) + Rulp).
On obtient alors comme équation pour z :
- = - 7
Ov + (vV)v — vpAv + k xv+
(3.3.11) = 1 —
V(ps + M(M(p)) + R(v,p) = v dans [0,7] x I'.
( (M(p)) +R(v,p) Ty [0, 7]
o (ii) Termes aux tensions de Reynolds. Le terme R(?) est traité comme un terme de

tensions de Reynolds (bien qu’il ne le soit pas au sens strict du terme). On le modélise
a I’aide d’une viscosité turbulente supposée constante dans ce travail, en posant

—l/hAz + R(?, ,0) = —KbAz.
L’ équation (3.3.11) devient

N
L

8@ + (Ev)

(3.3.12)
V(ps + M(M(p)) =

dans [0, 7] x T's.

On appelle z la composante barotrope de la vitesse. Ce champ est a priori défini sur
[0, 7] x T's ol est posée I’équation (3.3.12).

e (iii) Equation de conservation satisfaite par v. Comme v satisfait la contrainte
L= - . ). . .
div(M(v)) = 0, v vérifie I'équation de conservation

(3.3.13) div(Hv) = 0.
Par la suite, on fait I’hypothese simplificatrice

(3.3.14) div
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bien que 1’on conjecture que les résultats obtenus dans le chapitre 6 restent vrais si
I’on utilise (3.3.13) au lieu de (3.3.14) qui suppose le fond plat.

e (iv) Conditions aux limites. 11 est généralement admis que les cotes sont des lignes
de champ pour z, ce qui implique

(3.3.15) =0 sur JT%.

Puisque cette condition est insuffisante a la résolution de (3.3.12), on y rajoute la
condition d’imperméabilité

(3.3.16) rotv =0 sur dl,

utilisée dans les codes numériques calculant z (cf. DELECLUSE [2]). &
On termine ce paragraphe par quelques remarques.
REMARQUE 3.3.2 — On pose pour n’importe quelle quantité scalaire f,

—

Rot(f) < (0,) €1~ (0:1) €.

n — — —
De méme pour un champ v = u €1 + v e, on pose

rotv def 0V — Oyu.
La relation
Rot(rot) = —A + V(div)

combinée a 1’équation de conservation (3.3.14) permet de remplacer le terme de
diffusion —KbAz dans 1’équation pour z, (3.3.12) par KbRot(rotZ). Finalement,
cette équation s’écrit

N
v + (V) U + KyRot(rotv)+ k xu +
(3347 (ps+ M(M(p) = ——— 0,7]
V (ps + M(M(p)) = v dans [0,7] x [y,
H(z,y)
qui est I’équation retenue a partir de maintenant. &

REMARQUE 3.3.3 — La vorticité barotrope w est définie par

(3.3.18) w def rotz = 0,v,, — Oy

Y

— — — . .
avec v =v, €1 +u, €2 . On note les deux point suivants.

— N . , . . . g . . .
1) Comme v est a divergence nulle définie sur un domaine bidimensionnel, il existe
une fonction de courant ¢ telle que

|

(3.3.19) = Rot(p).
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2) La vorticité barotrope w vérifie dans [0, 7] x T,

1
(3.3.20) O + E.Vg — KpAw = rot(Hi v

(z,y) ) ¢

Le travail de modélisation de ce chapitre est terminé. On a défini les variables propres
a I’étude de la turbulence et écrit les équations qu’elles satisfont. Apres avoir mis en
évidence la difficulté pouvant intervenir dans 1’analyse du couplage de ces équations
avec les équations primitives, on a poursuivi la modélisation pour obtenir les équations
géostrophiques pour p et k et I’équation barotrope pour . 1l reste a faire la synthese
des systemes déduits de ce travail de modélisation.

3. 4 — SYNTHESE DES MODELES COUPLES
3.4.1 — ORIENTATION

D’une maniere générale, les deux paragraphes précédents montrent que 1’analyse de
la turbulence verticale conduit a coupler une ou deux équations de fermeture (équation
pour k, (3.2.16) et (3.3.6), ou systeme (k, €), (3.2.20)) avec les autres équations du
systeéme pour des quantités moyennes au travers des viscosités turbulentes calculées
dans la section 3.2.6. On distingue deux orientations principales :

e I’étude du couplage de 1’équation de fermeture pour k avec les
équations primitives,

e |’étude du couplage de I’équation de fermeture pour k avec le systeme
géostrophico-barotrope.

Cependant, il faut étudier sur le plan mathématique les problémes suivant une difficulté
croissante. C’est pourquoi I’énumération suivante ne suit pas 1’ ordre des raisonnements
faits au cours du travail de modélisation des paragraphes précédents, mais I’ordre dans
lequel on les étudie dans la suite de ce livre. On commence par analyser

e I’équation pour I'ECT (3.2.16) lorsque v e QL2 et p € H} () sont
fixés,

e le couplage d’équations scalaires (3.3.6) et (3.3.7) sans termes de
transport et avec (k, p) pour inconnues.

L équation pour k lorsque ve QL2 et p € H 7.1(92) sont fixés fait I’objet du chapitre 4
et le couplage d’équations scalaires (k, p) du chapitre 5. Le chapitre 6 est consacré aux
“gros" systemes turbulents. Dans les sections suivantes, on fait la liste des systemes
classés suivant leur ordre de difficulté.

On rappelle que les opérateurs intervenants dans les équations sont définis pour tout
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M(R)(x,y, = /hxy, ,

0
M) ) = MOy ~Hu) = [ G, ) de!

1 - 1 0 , /
— e o) M(h)(z,y) = m /H(x,y) h(x,y,2")dz.

Par ailleurs, le champ géostrophique est défini pour tout (p,, p) € C*(I'y) x C1(Q)
par

— — —
Ug (ps;p) = Ug(ps,p) €1 + Vy(ps, p) €2,
avec
Ug(psap) = _M(ayp) - 8ypsa
Vy(ps, p) = M(9zp) + Oups.
Les viscosité verticales turbulentes vy(k), (k) et v% (k) dans tous les systémes sont
des fonctions continues de k. La viscosité v; est minorée par v > 0 et u; et v} sont
minorées par 0, nulles en 0. D’une maniere générale, on aura a les supposer bornées.
Enfin la tension du vent V est une fonction fixée définie sur T's et supposée stationnaire
pour simplifier. Sa régularité est fixé systéme par systeme et résultat par résultat (cf.
chapitres 5 et 6).

Dans tous les systemes,
— K5, >0, >0, A > 0etv > 0sont des constantes,
0 — — , .
— p”, ko, vo et v, sont les données initiales.
3.4.2 — MODELE COUPLE D’EQUATIONS SCALAIRES : SYSTEME
(M3)

Les raisonnements effectués dans la section 3.3.2 montrent qu’en filtrant le champ des
vitesses par le champ géostrophique, I’ECT £ n’est couplée qu’a la densité p et a la
pression superficielle p, qui n’intervient que dans le terme de transport. On a écrit
dans la section 3.3.3 une équation pour la densité (équation (3.3.7)). En ne prenant
pas en compte le terme de transport dans cette derniere équation, on obtient le systeme
couplé (k, p) noté (M 3) avec (p, k) pour inconnue

(a) Owp—KnAp—0.((e(k) +v)d.p) = F(p),
Ok — AAk — 0. (vy(k) D k) =
{ k) [Vpl? = k/Tk| + (k) Ozp,
(©) plrfurl =0, (e(k)+v) Zp|rs — —ap,
(d)  k|r,ur, =0, k|rszmb\7|,
(e) (p,k)|i=o = (0°, ko).

(M3)
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Les conditions aux limites pour k sont étudiées dans la section 3.2.5 (¢f. les formules
(3.2.11)), celles pour p dans la section 3.3.3. Le probléme est posé dans le domaine

[0,7] x Q.

En supposant (p°, ky) € L?(Q) x L'(2), on montre dans le chapitre 5 :

e un résultat d’existence d’une solution faible (p, k) a ce systtme avec k > 0 p.p.
dans [0, 7] x € lorsque p est une fonction bornée de k, F est sous linéaire, vy est
bornée, dérivable de dérivée bornée et v e H3 (T's) ou bien v = 0 et vy satisfait une
hypothese de croissance,

e un résultat d’existence d’une solution renormalisée (p, k) & ce systéme dans le cas
stationnaire avec k& > 0 p.p. dans [0, 7] x  lorsque V=0, vy = v+ g, F ne
dépend pas de p et ce, en supposant juste vy continue minorée par v > 0.

3.4.3 — COUPLAGES AVEC LES EQUATIONS PRIMITIVES :
SYSTEMES (M4) et (M5)

Les systemes considérés sont consituées par
— les équations (E P2, a, b, ¢),, de la section (3.2.1) ou I’on a remplacé
T par p,
— I’équation (3.3.7) pour la densité p dans laquelle on remplace le terme

de transport géostrophique par le terme de transport usuel sans filtrage,
— I’équation (3.2.16) pour k.E

Les conditions aux limites sont données par (CL2,a,b),,, (3.2.12) et (3.3.9). En
intégrant I’équation hydrostatique (E P2, d),, suivant la verticale puis en utilisant le
lemme 1.6.2 (contrainte délocalisée), on obtient le systeme (M4) avec (?, Ds, P, k)
pour inconnue et posé dans le domaine [0, 7] x €2 (avec Ro = 1),

v +(v V)0 +W (V) 0.0 —vpAv —
N —
0=((VE (k) + ) 9:0)+ k x U + Vps + M(Vp) =0,

0
(b)  div( / v dz) =0,

—H(E,y)

{atp+ (UV)p +W(V)0.p —KnAp—

0:((ue(k) +v) 9.p) = F(p),
{ Ok — NAKk — 0, (v4(k) 0,k) =

vi(k) 100 [P = k\/Tk] + pe(k) O2p,
e) (v,(k)+w) 0.0
) (k) +v)0.plr, = —ap, plr,or, =0,
k|, =my| V], k| r,ur, =0,
(?7@ k)‘t:() = (?Ovpovko)'

- =
r, =V, v |F1UFf:03
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Les conditions aux limites pour p et k sont les mémes que dans le systeme (M 3).
Celles pour v sont les conditions usuelles (cf. laremarque 3.1.1 dans la section 3.2.1).

On n’est pas en mesure de montrer un résultat d’existence au systeme (M4), ce qui
constitue un probléme ouvert. On montre dans le chapitre 6 qu’une suite de solutions
a ce systeme converge vers une limite satisfaisant un systeme dont toutes les équations
sont celles du systeme (M 4) sauf 1’équation pour ’ECT (M4, d) ol apparait a la
limite une mesure positive dans le second membre qui n’a aucune raison d’étre nulle.
La difficulté vient du manque d’égalité d’énergie a cause des termes de transport dans
(M4, a). On ne sait pas passer a la limite dans le terme de production |623 |2 présent
dans I’équation pour I’ECT. Pour cette raison, on introduit le syst¢me approché (M5)
avec un terme de transport tronqué, posé dans le domaine [0, 7] x

v +B;(v) — v AU — 0, (W (k) + 1) 0.0) +
7=
k x v +Vps+M(Vp)=0,

0
(b)  div( / v dz) =0,

—H(z,y)

(€) dp+ Ci(V,p) = Knlp — 0= ((pu(k) +v) d=p) = F(p),
(M5) ) { Ok — AAk — 8. (v (k) 9.k) =

| £ (k) 0.0 |2 k\/IT |+ (ke

(e) (Wh(k)+vy)0.v v |FluFf =0,

(f) (ue(k) +v)0.plr, = —ap, plr,ur, =0,

(9) klr.=my|V], klrur, =0,

(h)

h (?7/)7 k)'t:() = (5}07p07k0)'

Les termes de transport tronqués B; (?) etC} (v, p) sont définis dans la section 2.3.3 du
chapitre 2, définition 2.3.2, formules (2.3.4). On montre dans le chapitre 6 I’existence
d’une solution faible (?, p,k,ps) a ce systeme, avec k > 0 p.p. dans [0,7] x £,
lorsque

— j > Oest fixé,
—

— (v0,p% ko) € Q%2 x L*(Q) x L'(€),
— les fonctions v/} et u1; sont des fonctions positives continues bornées,
— Ve Hi (T's) et vy est bornée, dérivable de dérivée bornée ou

bien v= 0 et vy satisfait la condition de croissance

l/l‘(k) SC(]-"" |k|0)7 ZES [072/3[7
— F est continue et sous linéaire.

3.4.4 — SYSTEME GEOSTROPHICO BAROTROPE TURBULENT (M6)

On réunit ’ensemble des équations obtenues dans le paragraphe 3.3. Les équations
sont :
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e 1’équation (3.3.6) pour k,
e 1’équation (3.3.7) pour p avec le terme de transport géostrophique,
P N
e 1’équation de fermeture (3.3.17) pour p; et la composante barotrope v
avec la contrainte (3.3.14).

Les conditions aux limites pour v sont les conditions (3.3.15) et (3.3.16), celles pour
pet k les conditions (3.2.12) et (3.3.9). Le systeme obtenu est (M6) avec (v, p, k, ps)
comme inconnue,

—

O + (UV)w + KyRot (rotv)+ k xv +
(a) 1 —

Vips + M(M(p)) = Hx.y) v dans [0,7] x T,
(b) divy =0, dans [0,7] x T,

R
ip+ Ug(ps, p) Vo — KnAp = 0-((1e(k) +v) 02p) =
F(p), dans [0,7] x Q,

{ Ok — AAk — 0. (vy(k) D.k) =

vE(k) [Vpl* + pe(k)0.p — k+/| k| dans [0,7] x Q,

e) Totz‘ ar, = ﬁﬁ |8Fs =0,

(M6)

) (w(k) +v)dpr, = —aplr,, plrur, =0,

_
k|FS:mb‘V|7 k|FfUFl:07

(zv P k)|t:0 = (EO’ pO’ kO)

Ce systeme est analysé en détail dans le chapitre 6 dans lequel on montre I’existence
d’une solution faible

(z, Papwk) € Loo([oﬁﬂvHQ(FS)) X LOO([OvT] X Q) X
L0, T]x ) x () L0, T], Wy ?(Q)),

PE[1,3/2]
lorsque

— H estde classe C! et F est continue sous linéaire,
— Wy, % ko) € H2(T,) x L=(Q) x L*(Q),
— g et % sont des fonctions positives continues bornées,
— Ve H: (T's) et vy est bornée, dérivable de dérivée bornée ou
bien v= 0 et vy satisfait la condition de croissance
(k) < C(1+ |k), 6€]0,2/3],
—11e° | Lo () est “petite” ou les viscosités Ky, et v sont “grandes".
Dans ce probleme, p, n’est pas un multiplicateur de Lagrange mais solution d’un
probleéme de point fixe.
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3.4.5 — SYSTEMES A DEUX EQUATIONS DE FERMETURE

Les systemes précédents sont des systemes avec une équation de fermeture. On est
dans le cas ou la longueur de mélange ¢ est constante (cf. section 3.2.6). On peut
également écrire des systemes avec deux équations de fermeture, une pour k et une
pour ¢ (systeme (3.2.19)) d’ott I’on déduit le calcul de ¢ a ’aide de la formule (3.2.12)
qui relie k, £ et €. 1l est possible de réécrire chaque modele avec deux équations au lieu
de une. On se limite ici a écrire celui correspondant au systéme scalaire. Le systeme
(M7) admet (p, k, €) pour inconnue et est posé dans [0, 7] x €,

(a) Owp— KnAp—0.((me(k,e) +v)0:p) = F(p),
{ Ok — AAk — 0. (vy(k, ) D.k) =

vy(k,e) [Vpl* + pe(k,€) 8.p — e,

2
€ €
(M?) (C) 8t€7)\A€762(Vl(k7€) 825) :k|vp‘2+gﬂf(ka€)azp7?7
(d) p|FfUFl =0, (:U’t(kag) + V) 6Zp|rs = —ap,
—

(e) k|Fs:mb|V|a k‘FLUFf:O7

(f) elr. =¢€a, ¢€lrr, =0,

(6) (p»k7€)|t:0 = (pokaaEO)'

Les viscosités turbulentes sont calculées a 1’aide de la formule (3.2.19). Les conditions

aux limites pour € ont été établies dans la section 3.2.6. Ce systeme n’est pas résolu

car on n’a pas d’estimations portant sur k et £, ce qui constitue un probléme ouvert.

C’est pourquoi on le remplace par le systeme tronqué (M 8)

(a) Owp— KnAp—0.((me(k,e) +v)0:p) = F(p),
{ Ok — ANAk — 0, (vy(k, ) 0.k) =

(M38) vi(k,e) |Vpl|* + pe(k,e) 0.p — €,
Oie — Me — 0, (vy(k,€) 0,e) =
“ B;(k)[Vp|* + ﬁut(/ﬁ,e) d.p — %5(2)
(d) plryur, =0, (ue(k,e) +v)0.plr, = —ap,
(M8) () Klr. =mo| V], Klror, =0,
(f) elr.=¢a, ¢lrr, =0,

(6) (p7k7€)|t:0 = (p07k0350)7
ou f3; estla fonction de troncature définie dans la section 2.2.2, définition 2.2.1, formule
(2.2.1). La fonction v; est la fonction définie par

1

— <

Va; fol <=, z#0, (@)=

<
<.
8
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La structure de (M8) est voisine de celle de (M 3). Aussi on se limitera & indiquer
dans des remarques ce qu’il faut faire en plus par rapport a 1’analyse de (M 3) pour
obtenir un résultat d’existence a (M8).

On peut de méme considérer des systemes d’équations primitives ou des systemes
géostrophico-barotropes couplés avec deux équations de fermeture.

Dans la troisieme partie on étudie (M3), (M4), (M5) et (M6). Pour cela, il faut
d’abord analyser 1’équation pour 'ECT (3.2.16) (ou (3.3.6)) lorsque la densité et la
vitesse horizontale sont des fonctions fixées. C’est I’objet du chapitre suivant.



CHAPITRE 4

ANALYSE MATHEMATIQUE DE
L’EQUATION POUR L’ENERGIE CINETIQUE TURBULENTE

ORIENTATION

1) Tous les modeles obtenus a I’issue du chapitre 3 contiennent 1’équation satisfaite
par ’ECT k dans [0, 7] x §2
Ok — AAk — 0. (v4(k) 0,k) =
a
(4.0.1) vi(k)|0:0 [ + (k) 0-p — kv,

.
r.=my| V|, klrur, =0, kli=o = ko,

) k

ou avec |Vp|? a la place de | 9. v |2. Le but principal de ce chapitre est la mise en
place des outils techniques nécessaires a la compréhension de la structure de I’équation
(4.0.1) pour I’étude ultérieure des systemes couplés. On I’analyse en détail lorsque
(v, p) € L2([0, T, [H'()]?) est fixé et kg € L'().

2) Dans I’équation pour I'ECT (4.0.1), A est une constante, vz, V% et p; sont des
fonctions continues de k. Dans toute la suite de cet ouvrage, on fait I’hypothese

(402) {(a) Vke R, 0<uv<inf(y(k),\),
o (b) vi(0) = p(0) =0, Vke R, 0<inf(v)(k),u(k)).

Indépendamment du probleme de la donnée initiale, cette équation présente trois
difficultés.

e Le terme —k+/k n’a a priori aucune raison d’étre défini.
o 11 faut donner un sens au terme de diffusion 9, (v4(k) 0, k).
e Le terme | 0. v |2 est a priori dans LY([0,T] x Q).

3) A cause du terme —k+v/k, on remplace I’équation pour 'ECT par la nouvelle
équation

{ Ok — AAk — 0. (vy(k) 0.k) =
a
vi(k)|0:0 [ + pe(k) 0=p — /K],

() klr, =my| V], Elror, =0, klimo = ko.

(4.0.3)
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On montre a la fin de ce chapitre en utilisant le principe du maximum que des que
ko > 0p.p. dans 2, I’équation (4.0.3) admet une solution positive p.p. dans [0, 7] x 2.
Cette solution est donc aussi une solution de (4.0.1), ce qui contourne la difficulté due
au terme —kv/k.

4) On commence par étudier le cas homogene, i.e. v= 0. Le résultat principal montré
dans ce chapitre est le théoreme 4.0.1.

THEOREME 4.0.1 — On suppose que

i) le couple (U, p) est fixé dans L2([0, T], [H*()]?),

ii) ko € LY(Q), ko > 0 p.p. dans Q,

iii) les viscosités vy, VL et i, sont des fonctions continues de k et vérifient
(4.0.2)

iv) les viscosités V¢ et ji; sont bornées et la viscosité vy vérifie
vi(k) < C(1+ [K["), 0 €[0,2/3]

Alors, le probleme (4.0.3) avec V=0 possede une solution k au sens des distributions
telle que pourtout p € [1,3/2[, k € LP([0, T], LP([0, T], Wy P(Q))) et k > 0 presque
partout dans [0, T] x Q. &

Il faut noter que la condition de croissance iv) portant sur v; est satisfaite par la
viscosité modélisée dans le chapitre 3 (¢f. (3.2.15)). Le probleme ou v/
sont pas bornées est un probleme ouvert. On montre cependant dans le chapitre 5
un résultat d’existence d’une solution renormalisées & (M 3) dans le cas stationnaire

lorsque v} = p; = vy — v et sans hypothese de croissance.

et uy ne

On montre le théoréme 4.0.1 par la méthode de compacité habituelle. On construit des
approximations puis on passe a la limite apres avoir obtenu les estimations nécessaires.

Les approximations de I’équation (4.0.3) sont construites en deux étapes.

e On régularise le second membre pour se ramener au cas ou le terme dans I’espace
LY([0,T] x Q) est remplacé par un terme régulier, on tronque la donnée initiale et
la viscosité dans le terme de diffusion (cf. section 4.1.1).

e On construit des approximations par une méthode de temps de retard pour palier en
partie a la difficulté due au terme de diffusion non linéaire (cf. section 4.1.2).

On passe ensuite a la limite lorsque le pas de temps de retard tend vers 0 puis lorsque
le second membre régularisé tend vers une fonction dans L' ([0, 7] x Q). Pour ce
dernier passage  la limite, on obtient des estimations dans L? ([0, 7], W1P(Q)) (pour
tout p < 3/2) pour les suites de solutions approchées en utilisant un résultat de
BOCCARDO-GALLOUET [1] redéveloppé dans la section 4.2.1, ce qui regle la difficulté
due au second membre dans L'. En résumé, les deux articulations principales de la
démonstration du théoréme 4.0.1 sont :
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e régularisation et approximations par une méthode de temps de retard (§4.1),

e obtention d’estimations dans LP ([0, 7], W1P(Q)) (p < 3/2) puis passage a la limite
dans I’équation (§4.2).

On généralise en fin de chapitre ce résultat au cas du systtme (k,e) (section 4.5,

théoréme 4.5.1).

5) Enfin, on étudie le cas 73& 0 en effectuant un relevement de la condition aux limites
et en se ramenant a un cas homogene. L’ obtention d’estimations avec les techniques
utilisées exige que vy soit dérivable de dérivée bornée et que V soit dans H? (Ts). On
n’arrive pas a “faire mieux" dans ce travail. Le résultat obtenu est le théoreme 4.0.2.

THEOREME 4.0.2 — On suppose que
(i) le couple (v, p) est fixé dans L2([0, T], [H(Q2)]?),
(ii) ko € L*(Q), ko > 0 p.p. dans 9,
(iii) Ve H3/*(T,),
(iv) vy est bornée dérivable de dérivée bornée, 1/5 et i sont continues
bornées et (4.0.2) est satisfait.

Alors, le probleme (4.0.3) posséde une solution k au sens des distributions telle que
pour toutp € [1,3/2, k € LP([0,T], W P(Q)) et k > 0 p.p. dans [0, T] x Q. &

4. 1 — CONDITIONS HOMOGENES : APPROXIMATIONS

4.1.1 — REGULARISATION DU SECOND MEMBRE ET DE LA
DONNEE INITIALE

Le couple (v, p) € L2([0, 7], [H'(€2)]3) est fixé. On construit dans ce paragraphe
des approximations a ’équation (4.0.3).

On commence par régulariser le second membre de (4.0.3) par convolution, la donnée
initiale et la viscosité par troncature.

Les hypotheses sont :

(i) v} et u; sont des fonctions continues bornées minorées par 0,

(ii) APv; est une fonction continue minorée par v > 0,

(i) v=0,

(iv) ko € LY(9), ko > 0 dans Q p.p.
Soit (7j)jemn une suite de noyaux régularisants, c¢’est-a-dire une suite de fonctions
positives a support compact, de classe C> définies sur IR x IR? et telle que

11 1
v] € Wa Supp(nj) C |:]7j:| x B <Oa ]> )

Vje N, / /ndedtzl.
— 00 IRS
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On note * le produit de convolution usuel et on pose

de de
Pour j fixé, soit
de
(4.1.2) Hy(t, M. K) < vl (k) £+ mo(k) g; — 8;(k/TKD),

ou 3; est la fonction de troncature a hauteur j (cf. section 2.2.2, chapitre 2). On note
que la fonction H; est une fonction

— continue par rapport a (¢, M, k),
— bornée.

Enfin, les résultats classiques sur le produit de convolution montrent que (c¢f. BREZIS

(1D

Vke L2([0,T] x ),

4.1,
(4.13) lim H;(t, M, k) = v, (k) 0.0 2 + pe (k) 0.p — k/[K]
J— 00

dans L1([0, 7] x ) fort. La régularité requise sur k dans ce qui précede est due au
terme k+/|k| qui est dans L ([0, 7] x ) lorsque k € L2 ([0, 7] x 2). Les estimations
de la section 4.2 donnent bien cette régularité, voire beaucoup mieux.

L’équation (4.1.4) plus bas est la premiére approximation de 1’équation (4.0.1) dans
laquelle on régularise le second membre, on tronque la donnée initiale et la viscosité
dans le terme de diffusion

{ (a) Ok = AAk = 9:(8;(vy(K)) D:k) = Hj(t, M, k),

(4.1.4)
(b) kloa =0, kli=o = Bj(ko).

Pour conserver I’inégalité
Ve R, v<Bi(un(k)),

on impose j > v. Il faut donner un sens faible a (4.1.4).

Définition ~ 4.1.1 — On dit que k € L*([0,T], Hi()) est une solution faible de
Iéquation (4.1.4) si Ok € L2([0,T), H 1(Q)) et si pour tout q dans I’espace
L2([0,T], HY(Q)) et pour tout t € [0,T),

t t t
< Oik,q > Jr)\/ /Vk.Vq+/ /ﬁj(yt(k)) 8zk;.8zq:/ /Hj(t,M,k) q,
0 Jo 0 Jo 0 Ja

et k|y—o = Bj(ko). Les crochets de dualité sont ceux entre L*([0,t], H1(Q)) et
L2([0,t], Hy (€2))-AD ¢
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THEOREME 4.1.1 — Lorsque j est fixé, I’équation (4.1.4) admet une solution faible

k€ L*([0, 7], Hy (). &

D’ici la fin de ce paragraphe on aura montré entierement le théoreme 4.1.1. Dans le
paragraphe 4.2, on étudie le probleme de faire tendre j vers I’infini dans I’équation
(4.14).

4.1.2 — METHODE DU TEMPS DE RETARD

Dans cette section, j > v est fixé. Le principe de la méthode du temps de retard
consiste a linéariser I’équation (4.1.4) en calculant une partie des termes non linéaires
avec un léger décalage en temps. On a besoin au préalable d’une définition abstraite.

Définition 4.1.2 — Soient X un espace de Banach quelconque, p € [1,00[ et T' > 0.
Pour w € LP([0,T"], X) pour un réel T €10, T"], on pose

VielnT), mery)t) E ui-7)

de

(4.1.5) .
Vte[0,7], 7y (u)(t) = u(0).

On appelle 7(, 1+ la fonction de retard de pas T sur [0, T"]. O
LEMME 4.1.1 — Soit u € LP([0,T'], X). Alors,

lli% e,y (U) = u

dans LP([0,T'], X) fort. ¢

Ce lemme est prouvé dans LEWANDOWSKI AD[4] ainsi que le lemme 4.1.2 ci-dessous
qui donne les trois propriétés triviales de la fonction de retard utiles par la suite.

LEMME 4.1.2 — i) Si u est juste définie sur [0, T" — 7|, la fonction 7, 1) (u) a un
sens,

ii) pour tout w € LP([0,T'], X), (77 77y (u) = u(0),

i) si0 < 7 < T < T" Vu e LP([0,T"],X), 77 (u) = 7z 7m(u) sur
Uintervalle de temps [0, T"]. &

Le but de la section présente est d’approcher 1’équation (4.1.4) par

{ Ok — A&k — 0.(B;(vi(7 (7, 7)(K))) 0:k) =

(4'1'6) Hj(tv M, ﬂ-(TnyT)(k))?
(0) Eloa =0, k=0 = B;(ko),
avec
def T
4.1. = —,
( 7) Tn n
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THEOREME 4.1.2 — Soit n > 0 un entier donné. L’équation (4.1.6) posséde une
unique solution faible k™ € L?([0,T], H}(Q)). &

DEMONSTRATION — La solution de (4.1.6) est construite pas a pas, d’abord sur
I’intervalle de temps [0, 7,,] puis sur [0, 27,,] et ainsi de suite. Pour simplifier, on pose

Va=1,..,n, 7(u) def T s0n)

et on fait une récurrence sur 1’entier o.
1) cas o = 1. Soit k' € L%([0, T], H3 (2)) I'unique solution faible (cf. la définition
4.1.1) de I’équation
Opkt — NAKY — 0.(B;(ve(8;(K°))) 0:k") = H;(t, M, 3; (k"))
dans [0, 7,] x Q,
ktli=o = B (K°).
L’existence et I’unicité de k' sont assurées par les résultat dans LIONS [1], I’existence

car
Bj(ko) € L=(Q),  H,;(t, M, B;(k")) € L=([0, 7] x Q),

l'unicité car 1’équation satisfaite par k' est linéaire et la donnée au bord homogene.
Notons que k' satisfait

Bkt — AAKY — 8, (8; (wp(m1 (KY))) OukY) = H,(t, M, 11 (kV))

dans [0, 7,,] x 2.
2) passage de o a o+ 1. Soit o un entier fixé entre 1 et n — 1. Supposons qu’il existe
un unique k¢ € L%([0, 7], H} (2)) tel que

Opk® = AAKT = 0:(B;(vi(ma (k7)) 0:K%) = Hjj(t, M, ma (k%))

dans [0, a7,] x £,

kle=o = B; (k).

Soit ! I’'unique solution du probleme

Ok — NAKT — 0, (8 (vi(mas1 (k) 0,k2T) =
H;(t, M, moq1(kY)), dans [0, (o + 1)7,] x £,
ka+1|t:0 — B](ko)

L’existence et I’unicité de £t sont assurées grice au méme argument qu’en 1).

D’apres le lemme 4.2.1, mo41 (k) est définie sur Iintervalle de temps [0, (o + 1)7,,]
etona
Ta+1(kY) = ma (k%)
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sur Iintervalle [0, a,,]. Par conséquent, k“*1 est solution de la méme équation que
k< sur I'intervalle de temps [0, aT,,]. L unicité de k% et k**! permet de conclure que
E* = kT dans [0, a7,] x Q.
En particulier, toujours d’apres le lemme 4.2.1
Tat1(kY) = Taqr (K1)
dans [0, (@ + 1)7,] x €. Par conséquent, k%! est solution du probleme

kT — NAKOT — 0, (B (vp(map1 (K*TH)) 0.k =
H;(t, M, 7r,1+1(k0‘+1)), dans [0, (o 4 1)7,] x £,
k=0 = B (K°).

La récurrence s’arréte lorsque o = n, achevant la preuve du théoreme 4.1.2. &
4.1.3 — PASSAGE A LA LIMITE LORSQUE LE PAS DE TEMPS TEND
VERS 0

Pour pouvoir montrer le théoréme 4.1.1 on passe a la limite dans le probléeme (4.1.6)
lorsque n tend vers oo, c’est-a-dire lorsque le pas de la discrétisation en temps de la
section précédente tend vers 0.

Soit k™ la solution unique du probléme dans [0, 7] x Q
(a) k™ — AAK™ — 0. (B; (o (K))) D) = H; (£, M, o (K)),
(0) E"loa =0, kli=o0 = B (ko).

On étudie la suite (k™),,c v lorsque j > v est fixé. Les deux étapes de cette étude sont

e 1) estimations d’énergie,
e 2) passage a la limite dans 1’équation.

e 1) Estimations. On choisit k™ comme fonction test dans (4.1.6), ce qui est possible
dans ce cas (cf. définition 4.1.1). 1l vient en intégrant sur [0, ¢] x

1 1 t
*/|kn|2**/|5j(ko)|2+/\/ /|W|2+
2 Ja 2 Ja o Ja

/Ot/Qﬁj(Vt(ﬂn(k"))) |0, k™2 = /Ot/QHj(tM, () k™.

Comme on a supposé j > v, ’hypothése (4.0.2) combinée aux inégalités de Sobolev
et de Young implique

5 [werey [ [ wap < [iswr+o; [ [ o<
Q 0 JQ Q 0 JQ

4.1.8
( ) 1/|5Ak)|2+7-52032_~_y/t/Vk,nz
5 Q j(O 21/ 5 0 Q € |7
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S est la constante de Sobolev et

Cj = vyl fill L= qo.11x) + el Lo () 1951 Lo (0. 71% ) + 7

les applications f; et g; sont définies par (4.1.1). L’inégalité (4.1.8) montre que la
suite (k™). e est bornée dans ’espace

L2([0, 7], Hg () N L*=([0, T], L*(2)).

Cette estimation dépend de j et “explose” lorsque j tend vers I’infini, mais pour le
moment j est toujours fixé. Par ailleurs,

Ok™ = AAK™ + 0. (B (ve(mn (k™)) 0.k™) + H; (t, M, m, (E™)).

Comme (3; (1) est bornée ainsi que H;, I’estimation précédente montre aussi que la
suite (0;k™) v est bornée dans L2 ([0, 7], H1(Q2)).

® 2) Passage a la limite. On peut extraire de la suite (™), c v une sous-suite, notée
de la méme maniere, telle que (™), c v converge vers k € L2([0, 7], HL(Q))

(i) faiblement dans L2([0, 7], H}(Q2)),

(ii) fortement dans L2([0, 7] x ),

(iii) presque partout dans [0, 7] x €,

(iv) la suite (m,,(k™))nemv converge vers k p.p dans [0, 7] x €.
Le point (ii) résulte du lemme d’Aubin et du fait que la suite (9;k™ ), cv est bornée
dans L2([0,T], H~1(f2)), le point (iii) du théoréme de Lebesgue inverse. Le point
(iv) est une conséquence du point (ii) et d’'une variante immédiate du lemme 4.1.1
combinée au théoréme de Lebesgue inverse.

On passe a la limite dans chaque terme de 1’équation I’un apres I'autre dans leur
formulation au sens des distributions. Soient ¢ un test fixé dans L?([0, 7], H}(9)) et

tel0, 7]

a) Le terme hy, = H;(t, M, 7,(k™))q. Comme H; est continue par rapport a la
troisieme variable, d’apres (iv) la suite (hy,)nev converge vers h = H;(t, M, k)q
dans [0, 7] x Q p.p. Puisque

VnelN, |h,|<Cjqe L*([0,T]xQ),

on a en appliquant le théoréme de Lebesgue

¢ ¢
lim / /Hj(t,M,wn(k”))q:/ /Hj(t,M,k)q.
noo o JQ o Ja

b) Le terme de diffusion verticale. On note g, = B;(v¢(mn(k™))) 0.¢. La continuité
de B; o v et le point (iii) qui précéde permettent d’affirmer que

lim (35 (ve(mn (k")) = Bj(ve(k)), p.p. dans [0,7T] x Q.

n— oo
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Puisque 53, (v¢) est bornée

lim g, = B;(v1(k))9.q dans L*([0,T] x Q) fort.

n—oo

Comme la suite (9,k™),e v converge vers O,k dans L?([0, 7] x ) faible

lim /OtAﬂj(yt(WTL(k”)))ﬁzk”.azq_/Ot/ﬂﬁj(yt(k:))ﬁzk.azq.

n—oo

¢) Le terme O,k™ et conclusion. Comme la suite (9;k™ ), c v est bornée dans 1’espace
L2([0,T], H1(2)), on peut en extraire une sous-suite (notée de la méme maniére)
qui converge vers un certain g dans L?([0, 7], H=1(Q)) faible étoile. Soit ¢ €
D([0,T] x Q). Par définition

-
<Ok, d>=— < k", 00 >= —/ /k”&t¢7
0 Q

les crochets de dualité sont ceux de D’([0, 7] x €2). Or,

T T
neeeJo o Ja 0o Ja

Par conséquent, g = O¢k au sens des distributions. Puisque D([0, 7] x £2) est partout
dense dans L%([0, 7], H} (2))

Otk € L*([0,T), H (), g=0:/k dans L*([0,7], H *(Q)).

Enfin, comme par définition

T T
lim/ /Vk”.Vq:/ /Vk.Vq,
n—=oc Jo Ja 0o JQ

il résulte des points a), b) et ¢) plus haut que k € L%([0, T], HZ (£2)) est une solution
faible de I’équation dans [0, 7] x 2

Otk — AAk — 0, (B;(ve(k))) 0:k) = H;(t, M, k),

ce qui acheve la démonstration du théoréeme 4.1.1. &
Il se pose maintenant le probleme de faire tendre j vers I’infini.

REMARQUE 4.1.1 — La maniere dont on a régularisé le second membre dans ce qui
précede n’a pas une grande importance. On a procédé ainsi pour fixer les idées et pour
que le second membre de 1’équation soit une fonction continue par rapport a (t, M, k)
et bornée afin de rester dans le cadre de la théorie classique. On se sert surtout de
la continuité par rapport a k et de la bornitude pour passer a la limite. Cela étant, la
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méthode de temps de retard permet de la méme maniere de construire une solution
faible au probleme

{ Otk — AAEk — 0,(8;(v4(k)) 0,k) =

20 85100 %) = B30k /TR T) + pu (k) D,

kloo =0, k|10 = B;j(ko)-

En effet, pulsque Vi et iy sont bornées et (v, p) € L2([0, T], [H*(2)]2) on a toujours

vtk )BJ(|8ZU| ) € L>([0,T] x Q) et us(k) d.p € L26[0,7'] x ). Dans ce cas, on
peut

(4.1.9)

— régulariser [3;(| 9. |2) et 8. p par convolution,

— montrer un résultat d’existence avec le second membre régularisé par convolution,

— passer a la limite dans la convolution comme on vient de le faire compte tenu de la
régularité mentionnée plus haut.

Dans les chapitres 5 et 6, on utilise I’approximation (4.1.9). O

4. 2 — CONDITIONS HOMOGENES : PASSAGE A LA LIMITE
4.2.1 — ORIENTATION

D’ici la fin de ce paragraphe on aura montré entierement 1’existence d’une solution au
sens des distributions a 1’équation 4.0.3. La positivité d’une des solutions est étudiée
dans la section 4.4. A partir de maintenant, on note k; une solution de I’équation
(4.1.4)

(4.1.4) {(“) Orkj — AAkj — 0:(B;(ve(k;)) 9zk5) = H;(t, M, kj),

() kjloa =0, kjli=o = B;(ko)-

Pour pouvoir passer a la limite lorsque j tend vers I'infini dans cette équation, il faut
d’abord

e obtenir une estimation pour la suite (k;)jem (section 4.2.3),
e obtenir une estimation pour la suite (0:k;) e (section 4.2.4).

Le fait que H tende vers une limite qui contient des fonction de L' ([0, 7] x §2) lorsque
Jj tend vers I’infini, ne permet pas I’obtention d’estimations de la suite (k;) jc ;v basées
sur un bilan d’énergie : on ne peut pas estimer fot Jo IVckj|?. En revanche, il est
possible d’estimer fot Jo IVek;|® pour ¢ < 3/2. C’est I'objet des deux sections
suivantes, dont les résultats permettent le passage a la limite au sens des distributions
dans la derniere section de ce paragraphe.

4.2.2 — ESTIMATIONS L?([0, T], W'P)

On reprend dans cette section BOCCARDO-GALLOUET [1] ol sont obtenues des esti-
mations dans LP([0, 7], W1P(Q)) pour des équations paraboliques avec des second
membres dans L.
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La proposition 4.2.1 est le résultat principal et est formulé dans un cadre général.
Soit (u;)jen une suite dans L2([0, 7], H} (€2)). Pour tout entier n on pose

(4.2.1) B {4, M) €0, T x Q3 n < u;(t, M)| <n+1}.

On introduit les assertions suivantes.

(4.2.2) 3C; >0; VYne N, sup// | Veu;)? < Cy,

(123) 3PeR[X]; V(jn)e N?, ALLWﬂWWFSHm

(4.2.4) 3Cs >0; sup / |u;(t, M)|dM < Cs,
(t,7)E0, T]IxIN JQ

ou 3, est la fonction de troncature a hauteur n (cf. section 2.3.2).

Lorsque la suite (u;) ;e ;v satisfait les trois assertions précédentes, on montre qu’elle est
bornée dans LP([0, 7], LP([0, T], Wy (€2))) pour tout p € [1,3/2]. L’idée consiste 2
estimer f f B, |Vcu;|? en utilisant les inégalités de Holder et de Sobolev pour chaque
entier n, puis de faire la somme des estimations obtenues.

PROPOSITION 4.2.1 — On suppose que la suite (u;) jc v satisfait a (4.2.2), (4.2.3) et
(4.2.4). Alors, pour tout p < 3/2 il existe une constante Cy, vérifiant

lim C,
p—3/2
et telle que
(4.2.5) jSUPHUJHLP(oT]LP([OT] wiw ) < Cp- ¢

REMARQUE 4.2.1 — L’exposant “critique" 3/2 est propre a la dimension trois. Ce
résultat se généralise a toute dimension. Dans le cas de la dimension N il vaut

= N/(N —1). ¢

DEMONSTRATION — Soit g € [1, 2[ que1’on précisera plus tard. En utilisant ’inégalité
de Holder, on a

9 _
(4.2.6) // | Veujl? < (mes(By,j) (// Vuj|2> , ,u:Tq.

La définition (4.2.1) permet d’écrire

1 ks
mes(Buy) < o [ [ 1wl
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le réel r étant a fixer ultérieurement. Cette derniére inégalité combinée a (4.2.6) et

I’hypothese (4.2.2) conduit a
o
(] )
Bn,j

o
4.2. cuy]? < =L
(1.27) [ [, 1venl <

Soit ng un entier fixé. Puisque pour tout n < ng, Sn,(u;) = u; sur By, ;, on écrit

.

| 19 -
0 Q

n=ng—1 [es}
Z//\wmww+2//|ww
n=0 By, j n=ng Bn,j

En reportant (4.2.3) et (4.2.7) dans (4.2.8) on a

T oo .
q 1
4.2.9 / / Veui|? < ng P(ng) + C? — // wi|" ] .
429 [ [ Vel <no Pl +0f 3 n( [l

=ng

(4.2.8)

Par ailleurs, I’inégalité de Holder implique

i ni (//B |uj|r># <

n=ngo

<i <1>> (/f/gium)“.

n=ngo n

(4.2.10)

On impose a r et y de vérifier

wr
4.2.11 >1,
( ) -

de sorte que

0o 1-p
(4.2.12) A(no,q,r) (Z %)

i—n
n=ngo n

soit un réel bien défini. En combinant (4.2.9) a (4.2.10), on a avec la notation introduite
par (4.1.12)

T 4 T H
(4.2.13) / / | Veu;|? < ng P(ng) + CF A(no,q,) / / lui|™ ] .
0 Q 0 Q

Soit
. def 3¢
(3—14q)
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I’exposant critique 1ié a q. En utilisant ’inégalité de Holder combinée a 1’hypothese

(12.4) ona
([ fmr) <

(42.14) <ATA“%>GIUlAT<AMMMY;EWMS

<TCﬁUIUlAT<l;%W)L;aWu

En reportant (4.2.14) dans (4.2.13) puis en utilisant I’inégalité de Sobolev, on obtient
en notant S la constante de Sobolev

"
/L/W&NS%H%H
0 Q
q*<r—1)) H

a (q*i—r) T (G(Q*—l)
SCF A(no,q,1) (T Co) V™ =1 / | Veu;|?
0 Q

(4.2.15)

Le probléme consiste maintenant a savoir s’il est possible de choisir r et g avec
1 <r <gq* q€]l1,2], ce qui implique que p défini dans (4.2.6) est strictement plus
petit que 1 et tels que

g (r—1)
q(q*—1)

tout en s’assurant que (4.2.11) soit satisfait. Nous affirmons qu’un tel choix est
possible tant que ¢ < 3/2. En effet, I’équation (4.2.16) implique r = (4/3)q. Soit

(4.2.16) =1

def pr_2q(2—q)

Cette application est définie et continue sur ’intervalle |1, 2], y est décroissante stricte-

ment et vérifie
lim f(q) = +00, f(2) =0.

qg—1

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure 1’existence d’un unique ¢ €]1, 2[ avec
f(@) = 1 et tel que pour tout ¢ €]1,4][, f(g) > 1, ce qui correspond a la condition
(4.2.11) tout en assurant que (4.2.16) soit vérifiée. Il est facile de voir que § = 2/3 et
que pour g €11, 4[, r € [1,¢*]. La conclusion résulte de (4.2.15) combiné au fait que
<l %

4.2.3 — ESTIMATIONS DANS L’EQUATION POUR L’ECT

Pour obtenir un résultat d’existence pour 1’équation (4.0.3), il nous reste a
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e 1) appliquer la proposition 4.2.1 a la suite (k;),c v pour obtenir une
estimation dans L?([0, 71, L?([0, T], Wy ())),

e 2) en déduire une estimation pour la suite (0;k;) e,

e 3) passer a la limite dans (4.1.4) au sens des distributions lorsque j
tend vers I’infini.

Dans cette section, on regle les points 1) et 2), le point 3) étant étudié dans la section
suivante.

o 1) On rappelle que k; est une solution faible de I’équation (4.1.4) i.e.

{ (a) Ok — AAk; — 0.(B;(ve(ky)) 0:k;) = H;(t, M, kj),

(4.1.4)
(b) kjloao =0, kjli=0 = B;(ko),

ol H; est une régularisation du second membre de I’équation pour ’'ECT (4.0.3). On
rappelle les hypotheses :

— (W, p) € L2(0, T], HY(Q)) est fixé, kg € L*(Q), ko > 0 p.p. dans £,
— la viscosité vy est une fonction continue de k¥ minorée par v > 0,
— les viscosités Vf) et 1, sont continues, bornées et minorées par 0.

LEMME 4.2.1 — La suite (k;)je v vérifie (4.1.10), (4.1.11) et (4.1.12). &

On en déduit que
(4.2.17)

Vp S [1,3/2[, EIC’I)7 \V/j S ﬂV, ||kj||LP([0,7—],LP([O,'T],WOLP(Q))) S Cp

DEMONSTRATION — On note en premier lieu que puisque les viscosités turbulentes
vt et u; sont des fonctions bornées, il existe une constante C' qui ne dépend pas de j
et telle que

(4.218)  VEeLY([0,T]1xQ), |[wi(k) f; + pe(k) g5l L1 o.11x0) < C,
ol f; et g; sont définis dans la section 4.1.1 (c¢f. (4.1.1)). Dans la suite, on note

def
K; = Ul (k) £+ e(ky) g5

ce qui permet de scinder le second membre de 1’équation (4.1.2) sous la forme

H; = K; — Bj(kj\/ k).

D’apres (4.2.18), la suite (K;)jen est bornée dans Pespace L'([0,7] x ). On
vérifie chaque assertion de la proposition 4.2.1 ’'une apres 1’ autre.

Etape 1, assertion (4.2.2). Soit g,, la fonction réelle impaire définie par

Vuel0,n], gn(u)=0; Vuenn+1], gnlu)=u—n;

(4.2.19) {
Vu€ [n+1,00] gnlu)=1.
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fig4.1.1

On note G, la primitive de g,, qui s’annule en 0, c’est-a dire

1 2

Vu e [0,n], Gp(u) =0; Yué€ [n,n+1], Gn(u):§u2fnu+n—;
1
Yu € n+1,00], Gn(u):u—n—i,

la fonction G, étant paire. On note que G, (u) < 1/2 sur [0,n + 1] tandis que
G (u) <wsur [n+ 1, 00[. Donc,

(4.2.20) Vue R, 0<Gp(u)<|u|l+1/2.

On choisit g, (k;) € L*([0, 7], H} (€2)) comme fonction test dans I’équation (4.1.4).
Il vient

%/QG"(’“J)+/Qﬁj(ut(/€j))gil(kj)|8ij\2+

(4.2.21)
A / L (k)| 2 = / gn (k) K5 — / gn (85) B (k15 ).

Par ailleurs,
— | gn(kj)| < letgl, = 1sur B, ; et zéro ailleurs,
— les fonctions g,, et ; sont impaires, donc gy, (k;) 5;(k;+/|k;|) > 0.

En particulier, le signe du terme —3; (k;+/|k;|) dans le second membre de 1’équation
(4.1.4) fait que ce terme n’a pas d’influence sur les estimations qui suivent, un argument
utilisé dans toutes les étapes de cette démonstration.

On intégre I’équation (4.2.21) par rapport au temps sur [0, 7] en se servant des deux
remarques précédentes puis on utilise (4.0.2) et (4.2.18). I vient

(4.2.22) /QG,L(kj(T,M))dM—kV/ Ve, P gc+/QGn(5j(ko)).

n,J

Or (4.2.20) implique

0< / G55 (o)) <
(4.2.23) 2

1 1
185 ()l 130 + 5 mes(@) < [loll ey + 5 mes ().
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En combinant (4.2.23) a (4.2.22) et en notant que G,, est une fonction positive, on
obtient

C 1 1
/Bw |VCI<;j|2 < = 4 ;HkOHLl(Q) + o mes(Q),

ce qui montre que la suite (k) >, vérifie (4.2.2).

Etape 2, assertion (4.2.3). On choisit cette fois-ci 3,,(k;) comme fonction test dans
(4.1.4) et on note A,, la primitive de (3,, qui s’annule en 0, une fonction paire définie
sur IR par

Ve el0,n], A,(z)= %; Vo€ noof, An(z)=nz——.
On a en particulier
/ An(ﬁj(ko)) < ’I’L2 mes(Q) +TL|| koHLl(Q).
Q

On raisonne exactement comme dans 1’étape précédente en notant que

Bu(ks) <m, By =0, Bulky)Bj(ksy/lksl) >0

On a alors,
M))dM ) [ Veks)? <
(4.2.24) / Ak (T +’// /B ) Veks " <
n? mes(Q) +n (|| kol L1 (o) + C).
Comme

//B )| Veky |2 = //mﬁn 2

on est sir que la suite (k;);~, satisfait (4.2.3) avec

P(n) = n? mes(2) +n (|| kol (@) + C).

Etape 3, assertion (4.2.4). Pour a > 0, on pose

def 1

0a(t) = Ba(u), ta(u) /Ou%(s)ds.

a

L’application ¢, est une approximation de la fonction “signe". Notons que 1), est une
fonction paire et positive.

Cette fois-ci, la fonction test choisie est ¢q(k;). Pour tout ¢ €]0, 77, on intégre en
temps sur I'intervalle [0, ] aprés avoir intégré par parties en espace. Puisque

0, >0, |ea <1,
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on a
(4.2.25) / alkj(t, M))dM < C + / balko(M)) dM.
Q Q

Etant donné que la suite (14 )q>0 converge uniformément vers I’application 2 — | z |,
lorsque a — 0, on déduit du lemme de Fatou

(4.2.26) / e (t, M) | dM < liminf | b (k;(t, M)) dM.
Q a—0 Q

Par ailleurs, la suite (14 (k;))a>0 converge vers | k;| p.p lorsque a — O et pour tout
a>0,
0 < (ko) < [ kol + (a/2) € L}().

Par conséquent, en appliquant le théoréme de Lebesgue

(4.2.27) lim /Q W (ko(M)) dM = /Q ko (M) dM.

a—0

En combinant (4.2.25), (4.2.26) et (4.2.27), on obtient
/ &y (6, M) | dM < C + / ko (M) dM,
Q Q

une inégalité valable pour tout t € [0,7]. La suite (k;);~, satisfait (4.2.4), ce qui
acheve la preuve de ce lemme. &

En conclusion, le lemme 4.2.1 et I’étape 3 de sa démonstration combinés a la propo-
sition 4.2.1 montrent le lemme 4.2.2.

LEMME 4.2.2 — Soit k; € L*([0,T], H}(Q)) une solution faible de I’équation
(4.2.28),

(4.2.28) { (a) Ok — AAk — 0.(B;(v(k)) 0:k) = H;(t, M, k),

(0) kloa =0, Ek|=0=8;ko),
avec
Hj(t, M, k) = vi(k) f; + pe(k) g5 — B (k/[K]),

. o . —
fj et g; sont des régularisations par convolution de | 0, v |2 et de O p et on suppose
que

e P
(i) (¥,p) € L([0, T], H'(%)) est fixé,
(ii) vy est une fonction continue minorée par v > 0,
(iii) v et uy sont continues, bornées et minorées par 0.

Alors, pour tout p € [1,3/2[ la suite (k;) j>., est bornée dans l’espace

L([0, T], L' () N LP([0, 71, L*([0, T, Wy ¥ ()))- &
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La suite du programme consiste a trouver une borne dans un espace “correct” pour la
suite (04k;),>v, ce qui fait ’objet de la section suivante en supposant que la viscosité
vy vérifie une hypotheése de croissance. Mais avant, on a besoin de la conséquence
suivante du lemme 4.2.2 obtenue a partir d’une interpolation.

LEMME 4.2.3 — Soit k; € L?([0,T], H}(Q)) une solution faible de I’équation
(4.2.28). On supppose que les hypothéses (i), (ii) et (iii) du lemme 4.2.2 ont lieu.
Pour ~ €10, 1] on pose

def 3 def 3

(4.2.29) a(y) = A=) a(7) =

Alors,
Vyelo, 1], VYge[l,a(), Yrell,ri(v)]

la suite (k;);j~, est bornée dans 'espace L([0,T],L"(2)). O
COROLLAIRE 4.2.1 — Pour tout r € [1,2[ la suite (k;) >, est bornée dans I’espace
L7([0, 7], L"(€2)). o
DEMONSTRATION — On démontre le lemme 4.2.4 en deux étapes :

1) démonstration d’un résultat général d’interpolation,
2) application du résultat montré en 1) au cas présent.

1) On a

vy 6]071[7 V(q,p) S ([LOOD2>
(4.2.30) L>=([0,T], L*(Q)) N L1([0, T], L (Q)) C
LT5 ([0, T], L7017 ().

En effet soient v €]0, 1], (¢,p) € ([1,00[)? et u > 0 tels que
we 1%((0,7], L(9)) 1 L9([0, 7], L7()).

On considere r € [1, 00 tel que yr < 1. L’inégalité de Holder implique

i d=yr 1=
- ()
Q Q Q Q

On en déduit
T < 1 = o
LS el go g paan () v '

Par conséquent, pour § > 1

/’T H ||5 H ||6’Y /7' (/ (1_,Y)7,)6(1T'Y"')
u T S (% oo 1 u - .
0 L™ (Q) Leo([0,T],L* (€2)) o Q
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Comme u € L1([0, 7], LP(§2)) on cherche r et ¢ tels que

a=yr_, 5(1—77“):2

1—r r

c’est-a-dire
p q

r=————, d=-—"
1+v(p—1) 1—vy
ce qui démontre (4.2.30). En outre, la condition v < 1 est bien vérifiée. Il faut noter
que I’on a surtout démontré 1’inégalité formelle

1—
< |lully Q

(4.231)  full | = (0,71, @ 1l Lo, 77,20 (50

% ((0,71,L T (@)

valable pour tout (g, p,7) € ([1,00[)?x]0, 1.

2) Soit ¥ €]0, 1[. D’apres le lemme 4.2.2, pour tout € > 0 la suite (k;);~, est bornée
dans
3_ 1,8 —¢
L> E([OvﬂaWO’Q (Q))

Un développement limité combiné au théoreme d’injections de Sobolev montre que

1,3 —¢

Wy (@) C LP(Q)
avec

1
(4.2.32) pe=3— 535 + O(e?).

De plus, p. est continue par rapport a €.

On déduit donc du lemme 4.2.2 que pour tout € > 0 (assez petit) la suite (k;);~, est
bornée dans ‘
L([0, 7], LY () N LE=2([0, T], LP< ().

On applique (4.2.31) avec les exposants p. et g. oul

3
q‘g:i_g.

Soient ” »
def e def e
s = —— 1 = —
qui sont continues par rapport a €. En effectuant un développement limité au premier
ordre en utilisant (4.2.32), on a

1 13 ,
te(y) = T 2 (3— 2(1+7)€+O(5 ))
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On en déduit que s.(y) et t(vy) vérifient :
Jeg > 0; Ve €]0,e],

3 3
_— = t =

(4.2.33) se(7) < 30— a(y), te(y) < T2, 22(7),

lim s.(v) = q1(7), limt.(y) = g2(7)-

e—0 e—0
De plus,

Ve >0 lasuite (k;);>, estbornée dans
(4.2.34) . (s>

L*=™([0,T], L™ ()

et on a I’inégalité

(4.2.35) I1k5]

Lo ([0,7], Lt (@) < S C7 D77,
g = (3/2) — &, S est la constante de Sobolev et
C = sup|[kjllL=(o,71,21@)> D= =Sup [1k5] L (o, 77,w 2% (-
j>v ji>v
Le lemme 4.2.3 se déduit de (4.2.33), (4.2.35) et du lemme 4.2.2.

Le corollaire s’obtient en prenant v = 1/4. Il faut noter que 1’on n’atteint pas 1’espace

2 2
L2([0,T], L*(€2)). O
REMARQUE 4.2.2 — On insiste sur le fait qu’aucune condition de croissance sur vy
est nécessaire a 1’obtention des estimations précédentes. &

4.2.4 — ESTIMATION DES DERIVEES PAR RAPPORT AU TEMPS

I reste a obtenir une estimation pour la suite (9;k;) ;.. Pour cela, une hypothese de
croissance sur ¢ est nécessaire. On montre dans cette section le lemme 4.2.4.

LEMME 4.2.4 — Soit k; € L*([0,T], H} () une solution de (4.2.28). On supppose
que les hypotheses (i), (ii) et (iii) du lemme 4.2.2 ont lieu et en outre que vy satisfait
I’hypothese de croissance

(4.2.36) JC e RY, 30€(0,2/3, Vke R, (k) <C(1+]kl|").
Alors, il existe un réel qo > 1 tel que la suite (0¢k;) ;> soit bornée dans I'espace
LY([0, 7], W= (). o

DEMONSTRATION — La démonstration est basée sur les estimations obtenues dans la
section précédente. On écrit

(4237) 8tk:j = )\Aka + 6z(6j(Vt(kj)) 6z/€j) + Hj (t7 M, k'j)

On étudie chaque terme du deuxieéme membre de cette égalité I'un apres 1’autre en
commengant par ceux qui ne posent pas de problemes. Le terme difficile a étudier est
0:(B;(ve(k;)) 0=k;5).

a) Le terme Ak;. Soit p € [1,3/2[. Comme (k;);>, est bornée dans I’espace
LP(0, 7], LP([0, T], Wy P () (cf. lemme 4.2.2),
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— la suite (Ak;);>, est bornée dans LP([0, 7], W1 (Q)),
p' = p/(p — 1) est 'exposant conjugué de p.

b) Le terme H;(t, M, k;). On note en premier lieu que

Hj(t, M, k;) = K; — B;(k\/]k]),

la fonction K; étant définie au début de la preuve du lemme 4.2.1,
Kj = vy (k) fi + (k) g5,

fj et g; sont des régularisations par convolution de | 823 |2 et de 9, p. Cette suite est
bornée dans L' ([0, 7] x ). On déduit du corrolaire 4.2.1 que

— la suite (B;(k;+/]k;]));>w est bornée dans L"([0, 7] x §2) pour tout
re(l,4/3[.
Par conséquent, la suite (H;(t, M,k;));>, est bornée dans L*([0,7] x ). Or,
il résulte du théoréme d’injections de Sobolev qu’en dimension 3 1’espace L'((2)
s’injecte continuement dans W ~14(Q). Par conséquent,

— la suite (H;(t, M, k;));>, est bornée dans L' ([0, 7], W ~14(Q)).

¢) Le terme 0, (5, (v¢(k;)) 0,k;). On démontre par la suite :

6 6
530 FETL
(0:(B;(v¢(kj)) 0:k;))j>, est bornée dans LI([0, T], W ~1:2(Q2)).AD
On rappelle que I’exposant 6 est défini dans 1’hypothese de croissance (4.2.36).

Vae] o], Vge [l

On commence par borner la suite (5;(v¢(k;) 0:k;)) >u. Soit v €]0,1[. Puisque 4
satisfait I’hypothese de croissance (4.2.36), on déduit de (4.2.35) que

se(v) te(y)

i) (B (v1(k;))) > estbornée dans L™ ([0, 7], L™ 7 (2))
(le résultat est vérifié en fait par la suite (v¢(k;)),>, donc également par la suite
(B (v¢(k;)))j>v). Par ailleurs

i) la suite (0,k;);>. est bornée dans L2(]0, 7], L27(Q)).
Soient alors 7. (y)et j () définis par

L6 1 L _ 6,1
re(y)  te(y)  S-e" j(v) s(v) 2

En faisant un développement limité au premier ordre, on a

3 ( _ 130 +8

re(y) = o( mzf + 0(62)) ,

1+2y)+2

3

(4.2.38) 5
Je(v) = m (1—3€+O(€ ))
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On en déduit en particulier :

deg > 0; Ve €]0,e0],

3 def
re(7) < 001+27) 12 = r(7),
(4.2.39) . 5 .
Je(v) < = j(7),

2(0(1—9) +1)
lim r.(y) =r(y), limj.(v) = j(7).

e—0 e—0

Lorsque
(4.2.40) re(y) >1 et jo(y)>1

I’inégalité de Holder combinée aux points i) et ii) plus hauts montre que

iii) (v4(k;)0.(k;)) >, est bornée dans L7V ([0, T], L= (Q)),
et qu’en utilisant I'inégalité (4.2.35)

(4.2.41) 1185 (v (k;)) 0= (ki )| Lie o (0, 77,17 0 () < S CY D277,

Ceci n’a de sens que lorsque la condition de compatibilité (4.2.40) est satisfaite. On
déduit de (4.2.39) qu’elle est vérifiée pour € assez petit si et seulement si

3 . 3

>1, j(’}/):—>1,

r() = o 200(1—~) + 1)

14+2y)+2

ce qui est équivalent a la condition

1 1
4.2.42 in(—— ——).
( ) 9<mm(2(17)’1+27>

De plus, on veut optimiser le nombre 6 vérifiant (4.2.42), ce qui revient a déterminer

(v (= 7577
0o = max | min | —, —— .
21 —5) 142y

On observe que §y = 2/3 etestatteint poury = 1/4. Or, onasupposé qued € [0,2/3].
On note enfin que

PU4) = J0/9) = s

On est maintenant en mesure de borner la suite (0,(8;(v¢(k;)) 0.(k;)))j>v. On

remarque d’abord que
6
1/4)) = ———.
(r(1/4) = 5=
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Soient
6

e]m,oo[, [, QPELQI([077-]>WOLG(Q))'

6

1, —
1€ 39
On pose

0.5 k) o > = [ [ tth)) ok 0
Puisque @’ < r(1/4) et ¢ < j(1/4), on déduit de (4.2.39) qu’il existe g9 > 0 tel que

a/§T50(1/4)7 q§j60(1/4)'

Par conséquent, il existe une constante C, qui dépend de ¢¢ et de 2 et telle que

||8290‘|L(j50(1/4))’([077-],11(7‘50(1/4))’(9)) = Yeo ||<)OHLq [0,7],W2 0 ()"
On en déduit que
| < 0:(8(ve(ky)) 0:(kj)), 0 > | <
goHﬁJ (1/[( )) a k; HLJEO(O 71, L750(1/4)(Q))||§0||Lf1 ([0, 77, W1 Q)

qui, combinée a (4.2.41), entraine

1 7
110 (B (v (k;)) 0= (k)| La (o, 7w 10 (0)) < Cey S CF DS,
Par conséquent, pour tout

6 6
5350 1€ L5l

(0 (BJ(VI( ))8 k; )]>,, est bornée dans L2([0, T], W~ 1, ().

a €]

d) Conclusion. En combinant (4.2.37) aux conclusions des points a), b) et ¢) qui
précedent, on voit que la suite (0% ) j>v est bornée dans
Ep,a,q = LP([O’ 7_]3 Wﬁlyp (Q)) + L ([07 7—]’ W71,4(Q)) + Lq([07 ﬂ7 Wﬁl’a(Q))
pour tout

6 6
a5  an’ ’ S 17 1, anlt
ly—ggel e gl
On fixe les exposants p > 1, a > 1 et ¢ > 1 satisfaisant cette contrainte. Il résulte
du théoréme d’injections de Sobolev qu’il existe ¢o > 1 tel que E,, , s’injecte
continuement dans L ([0, 7], W19 (Q)), ce qui acheve cette démonstration. &

p€[1,3/2], ac€

REMARQUE 4.2.3 — 1l est important de noter que 1’obtention des estimations des
lemmes 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4 ne dépendent pas vraiment de la forme du second membre
H;(t,M, k). On a posé

Hj(t, M, k) = K;(t, M, k) — B;(k/Tk]) = vE (k) f3 + ne(k) g5 — B; (k/]KD),

ol f; et g; sont des régularisations par convolution de | 9. v |2 et de 9, p. Les points
importants pour 1’obtention de ces estimations sont :
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e le signe du terme —/3;(k+/|k|),
e le fait que v/} et pu; soient bornées et donc que pour tout k& mesurable,

(4.2.43) || (t, M, k)| 21 o, 1<) < €

ou C' ne dépend pas de j.
Par conséquent, les résultats des lemmes 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4 restent encore valables
pour n’importe quel K;(t, M, k) satisfaisant (4.2.43).
4.2.5— PASSAGE A LA LIMITE POUR UN SECOND MEMBRE DANS
LY([0,7] x )
On dispose maintenant de toutes les estimations nécessaires au passage a la limite dans
I’équation (4.2.28),

(12.28) {<a> Ouk; — ARy — 0.8, (va(ky)) D) = H, (1, M, ky).

(b) k|89 = 07 k|t:0 = ﬂj(ko)a
lorsque j tend vers I’infini. On note p un réel “pres" de 3/2, fixé dans ce qui suit. On

note en général les suites extraites de la méme maniére que les suites elles mémes. On
rappelle également que

— () (v, p) € L2([0,T], H () est fixé,
— (ii) la viscosité vy est une fonction continue de £ minorée par v > 0 et
vérifie

3C e RY, 30€(0,2/3], Vke R, (k) <C(1+|kl|"),

— (iii) les viscosités v/} et i, sont continues, bornées et minorées par 0.
On déduit du lemme 4.2.3 qu’il existe k € L?([0, T], LP([0, T], W, P(Q))) tel que

e 1) de la suite (k;),>, on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente vers k dans L ([0, T, LP([0, T], W, P(Q))).

Par ailleurs, étant donné € > 0 on a les injections
LP([0, T], Wy P () € L'(Q) € Wb,
ol g est défini dans le lemme 4.2.4, la premiére injection étant compacte. Le lemme

4.2.4 et le lemme d’ Aubin généralisé dans SIMON [1] impliquent que

¢ 2) de la suite (k;);>., on peut extraire une sous-suite fortement
convergente vers k dans L ([0, 7] x €2).

On déduit du point 2) précédent et du théoréeme de Lebesgue inverse que
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o 3) de la suite (k;);,, on peut extraire une sous-suite convergente vers
k p.p dans [0, 7] x 2.

Enfin, le corollaire 4.2.1 combiné au point 3) précédent, au théoréme d’Egorov et 2
I’inégalité de Holder montrent :

o 4) soit ¢ > 0 fixé de sorte que 2 — ¢ > 3/2 ; de la suite (k;);>., on
peut extraire une sous-suite fortement convergente vers k dans

L2-5(]0, 7] x ).

A partir de maintenant, (k;);-, est la suite extraite vérifiant les points 1), 2) et 3) et
4) précédents. Il faut noter que

pour tout ¢ € [1,3/2[, k € LI([0, T], Wy *(R2)).

Soit ¢ €]p,3/2[. La suite (k;);-, est bornée dans L4([0, 7], Wy ?(€2)). On peut
de la suite (k;);>, extraire une sous-suite faiblement convergente vers un certain
k€ L9([0,T], Wy *(£2)). L unicité de la limite assure que k = k.

LEMME 4.2.5 — La fonction k € LP([0,T], LP([0, T], Wy (2))) est une solution au
sens des distributions de I’équation

(4.244) 9k — AAk — 9. (vy(k) 0.k) = vi(k) | 0,0 |2 + (k) Ozp — k/|K]

et vérifie k|i—o = ko. &

On commence par rappeler que k est une solution de (4.2.44) au sens des distributions
si et seulement si pour tout ¢ € D([0, 7] x ), ona

T T T
—/ /k@up—kA/ /Vchp—i—/ /ul(k)é)zk.azgo:
0 Q 0 Q 0 Q
T N T T
/ /Vﬁ(k)\azv\%Jr/ /ut(k)ﬁzw—/ /k k| ¢.
0 Q 0 Q 0 Q

DEMONSTRATION — Soit ¢ € D([0, 7| x ) un test fixé. On passe  la limite au sens
des distributions dans tous les termes de 1’équation (4.2.28) les uns apres les autres.

a) Le terme d’évolution. Par définition

-
<E)tkj,go>:—<kj,8tcp>:—/ /kjatgo.
0 Q

Or, d’apres le point 3) plus haut,

T T
hm / / kj 8,5(,0 = / / k@ﬂp = —< 8tk, © >.
1= Jo Ja 0 Ja
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b) Le terme de diffusion horizontale. Par définition

B
< —Akj, ©>= / / Vk'] V.
0 Q

Or, d’apres le point 1) plus haut

T T
.lim/ /ij .Vgoz/ /Vk.chz<—Ak,<p >.
=2 Jo Ja 0 JQ

c¢) Le terme de diffusion verticale. Toujours par définition,

< —0.(8;(n(ky)) D:ky), //5 vi(ky)) O:k; . O-ip.

D’apres le corollaire 4.2.1 et le fait que v satisfasse la condition de croissance (4.2.36),
on sait que pour tout ¢ < 2/6 la suite (5, (v¢(k;))j>. est bornée dans L9([0, 7] x Q).
Comme 6 < 2/3, 3 < 2/6. Par conséquent, il existe 9 > 0 tel que

la suite (3;(v¢(k;))) > est bornée dans L3+e0 ([0, T] x ).

Par ailleurs, le point 3) précédent et la continuité de v; assurent que
lim B;(vs(k;)) = v¢(k) p.pdans [0,7] x Q.
Jj—oo

On en déduit que

lim 8 (vy(k;)) = v4()

dans L3+¢(]0, 7] x Q) fort pour tout & €]0,£0[. Comme 9, € C*([0, 7] x Q) et
(3+¢) < 3/2, d’apres le lemme 4.2.2

la suite (9.k; . 3.¢);>, est bornée dans L3+2) ([0, T] x Q) pour tout
€ €]0,¢e0[.

Donc quitte a extraire une sous-suite, en conséquence du point 1) et de I’unicité de la

limite faible
_lim/ /5] (ve(k;)) 0zkj. 0. =
j—ro0
/ / v(k) Dk D0 = < —0. (uy(k) Dk) 0 >
0 Q

d) Les termes de production et de flottabilité. On a

i) fip>= / / i) fi e

Puisque la suite (f;);-, converge vers |9, v |2 dans L'([0, T] x ) fort, il résulte du
théoreme de Lebesgue inverse que quitte a extraire une sous-suite,
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— (f;)j>v converge vers 197 |2 p.p. dans [0, T] x €,
—ilexiste g € L*([0, 7] x Q) telle que | f;| < g. AD

Comme v/}, est bornée continue, (k;);-, converge vers k p.p et ¢ € D([0, 7] x Q)

vy (k5) fi 0l < Cgp e L0, T] x Q),
lim v} (k) fj ¢ = vi(k)|0:0*¢ ppdans [0,7] x .
j—o00

Il résulte du théoreme de Lebesgue que

li>m/ / f7<p / / ‘87)‘2%0 <V()|8ZU|2790>'
j—oo

Un argument ananlogue utilisant la bornitude et la continuité de 1, montre que

J]—0

hm < p(kj) gj o >= hm/ /Mt )95 ¢ =

/,/M )0:pp =< (k) Dp, p >.

e) Le terme de cascade inverse. On a

< Bj(k; |k / /5]

Il résulte directement du point 4) que

hm//ﬂj //k\/\?sa < ky/[il, o >

J—00

En combinant les conclusions de a), b), ¢), d) et e) précédents a ’équation (4.2.28)
vérifiée par k;, on a montré que k satisfait au sens des distributions

Ok — ADK — 0, (vp(k) 9.k) = v (k) | 0,0 |2 + pe(k) .p — kn/|K].

Il reste encore la question de la donnée initiale. Notons que les conclusions des points
b), c), d) et ) sont encore vraies lorsque 1’on choisit ¢ € C*°([0, 7], D(£2)) comme
fonction test. Soit alors ¢ € C°°([0, T],D(f2)) telle que

VM eQ, oT,M)=0.

Puisque pour tout j > v, kj|;—o = B;(ko), on a par définition

_
<obyo>= [ BN 0D - [ [ hagddr
Q 0 Q
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Comme
{ lim Bj(ko(M)) =ko p.pdans Q,
Jj—o0

|8;(ko)| < ko € L'(9),
il résulte du théoreme de Lebesgue et de la convergence forte de (k;);~, vers k dans

LY([0,T] x Q) que

hm < Okj, 0 >=
/k‘o OM dM — / /k@tgodth <8t , 0>,

ce qui montre que k|;—o = ko, terminant la preuve du lemme 4.2.5. &
On résume les résultats démontrés dans ce paragraphe dans le théoreme 4.2.1.
THEOREME 4.2.1 — On suppose que

i) le couple (v, p) est fixé dans L2([0,T], [H*(Q)]),

ii) ko € L1 (),

iii) vy, VL et py sont continues, v et j; sont minorées par 0, vy est
minorée par v > 0,

iv) V! et ju; sont bornées et vy vérifie la condition de croissance

3C e RY, 30€(0,2/3], Vke R, uv(k)<C(1+kl[%).
Alors, le probleme

Bk — Ak — 0. (vy(k) 0.k) =

vh(k) |00 [ + (k) 0-p — /K],
r. =0, klrur, =0, kli=o=ko

(a)

(b) K

(A > v > 0) possede une solution

ke () L0, T], L (0, T], Wy " (€2)))

p<3/2

au sens des distributions. &
On étudie dans les paragraphes suivants

—
elecas v 0,
e I’existence d’une solution positive a I’équation pour I’ECT

et ce, toujours lorsque le couple (v, p) est fixé dans L2([0, T], [H (€2)]).
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4. 3 — L’EQUATION POUR L’ENERGIE CINETIQUE TURBULENTE
AVEC LA TENSION DU VENT

4.3.1 — ORIENTATION

On con51dere dans ce paragraphe le cas ou v 75 0. Pour simplifier la presentatlon on
—

suppose que V est un vecteur stationnaire, ¢’est-a-dire J; v = 0. Le cas ou v dépend

de t conduit a des résultats analogues.

Le principe de cette étude consiste a faire un relevement de la condition au bord pour
se ramener a des conditions aux limites homogenes. Ce relevement induit de nouveaux
termes dans le second membre de 1’équation qui dépendent de v et de la viscosité vy.

THEOREME 4.3.1 — On suppose que
(i) le couple (U, p) est fixé dans L*(0,T], [H'()]?),
(ii) ve H32(T,),
(iii) vy est bornée dérivable de dérivée bornée, vl et i sont continues
bornées, V., et ju; sont minorées par 0 et v est minorée par v > 0,
(iv) ko € Ll(Q)

Alors, le probleme
{ Ok — AAk — 0. (vs(k) 0.k) =
a

Vi(k) 0.0 2 + pe(k) Bap — k/[K],
(b) k|Fs :mb|7|a k‘F;,UFf :07 k|t:():k’0,

(4.3.1)

posséde une solution k € (1,3, L*([0,T], WLP(Q)) au sens des distributions. <)

La démonstration de ce résultat sera complete d’ici la fin de ce paragraphe. On rappelle
que my > 0 et A > v sont des constantes. Il faut noter que ce résultat exige que la
viscosité v soit bornée dérivable de dérivée bornée, ce qui est une hypothese assez forte
ainsi que la régularité requise pour V. On ne connait pas les hypotheses optimales.

Il y a donc une difficulté a passer d’une condition homogene a une condition un peu
plus réaliste sur le plan de la physique, liée a la régularité de la tension du vent qui est
proportionnelle au carré de la trace de la vitesse de I’air a I’interface, la vitesse de 1’ air
étant une fonction dans un espace de type H' en espace (i.e. de carré sommable ainsi
que son gradient) lorsqu’elle est solution des équations primitives pour I’atmosphere
(cf. LIONS-TEMAM-WANG [2]). La tension du vent n’est que dans un espace de type
LP sur la frontiere océan-atmosphere et a priori n’y a méme pas de demi-dérivée. Il
est donc assez peu probable que la régularité requise pour la condition d’interface,
nécessaire pour établir des résultats concernant 1’équation vérifiée par I’ECT, soit celle
déduite des équations primitives pour 1’atmosphere lors d’'un modele couplé. Ceci
débouche sur un probleme ouvert difficile qui est celui de 1’analyse mathématique des
modeles de turbulence couplés océan-atmosphere.

Les principales étapes de ce paragraphe sont :
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e relevement de la condition au bord,

e obtention d’estimations dans L ([0, 7], L?([0, T], W, *(2))).
Une fois que I’on s’est ramené a un probléme homogene, les procédés d’approxima-
tion sont ceux du paragraphe 4.1. L’équation obtenue est presque la méme que celle
étudiée dans les §4.1 et 4.2 aux termes supplémentaires pres dans le second membre,
issus du relevement de la condition aux limites.

4.3.2 — RELEVEMENT DE LA CONDITION AUX LIMITES
On note A la fonction définie sur I par
(4.3.2) hM)=my|V| sur Ty, h(M)=0 sur T;UT,.

On considere dans ce paragraphe le cas d’un vent établi (ou encore stationnaire) et on
suppose dans toute la suite que

(4.3.3) h e H¥*(I).

1l existe alors V € W22(Q) telle que la trace de V sur I soit égale & h (cf. BREZIS
[1]). Posons

(4.3.4) WY -V
De méme pour W € IR et M € (2, on note
o(W, M) = v(W + V(M)), (W, M) = v, (W +V(M)),
{Mw, M) = (W + V(M)).

Comme vy, v} et p; sont continues, les fonctions 7y, !, et fi; sont continues par rapport
a W qui est la propriété utilisée par la suite. Aussi pour simplifier les notations, on
note plutdt (W), v (W) et fi,(W). De méme, puisque v; est bornée, il en est de
méme pour 97t/ OW noté vy.

La variable W satisfait I’équation
OW — ANAW — 0, (5p(W) 9. W) = (W) | 9.7 |* +
(@) S (W) op—WI|W+V|2—V|W+V]2+
AAV + 0, (04(W) 0,V),

(4.3.5)

d
(B) Wilr=0, Wleo=hko—V = W,
PROPOSITION 4.3.1 — La fonction k = W + V est une solution au sens des distribu-
tions de I’équation (4.3.1) si et seulement si W une solution au sens des distributions
de I’équation (4.3.5). O

Ce résultat est une conséquence directe de ce qui précede. On met maintenant en place
le programme nécessaire a 1’application de la proposition 4.2.1 afin d’obtenir une esti-
mation dans L?([0, 71, L*([0, T], Wy P())) pour les suites de solutions approchées
de I’équation (4.3.5) lorsque p < 3/2. Pour une raison technique, on le fait dans un
ordre différent a celui du paragraphe précédent et en deux étapes :
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e estimations L>°([0, 7], L' (2)),
e estimation des troncatures.

4.3.3 — ESTIMATION L>=([0, 7], L(2))

Les hypothéses sont les hypothéses (i) ((v,p) fixé), (ii) (ve H3/2(Ty)), (iii)
(hypothéses sur les viscosités) et (iv) (ko € L'(2)), de I’énoncé du théoreme 4.3.1.
L’hypothese de bornitude des viscosités se traduit en particulier par

(4.3.6) ) 7y (W), (W), A) <

{VWGB, 0<v<Inf(in(W
Sup(Dr(W), 7 (W), fir(W)) < B

ol (3 est une constante.

LEMME 4.3.1 — Soit (W;)jen une suite telle ¥ j, W; € L*([0,T], H} () et W;
soit une solution du probleme (4.3.5). Alors, la suite (W;)jen est bornée dans

L=([0, 7], L'())- ¢

DEMONSTRATION — L’énoncé de ce lemme dit d’une autre maniére que toute suite
réguliere de solution (W;) e v de I’équation (4.3.5) vérifie I’assertion (4.2.4).

On note W au lieu de W; puisque ce qui suit est formel. L’application ¢, = (1/a)8,,
une approximation de la fonction “signe", a été définie dans I’étape 3 de la preuve du
lemme 4.2.1. On choisit ¢, (W) comme fonction test dans (4.3.5.a) et on intégre par
parties en espace. Il vient en utilisant directement (4.3.6),

i v / 2
KGR AT A
[ w103 aw) +

(4.3.7)
/ (W) 0. (W) + / 2a(W) AV + 0.(5(W) 0.V)) —
Q Q

[ wiw e viEe,n) - [ ViwviEe,on.
Q Q

On majore chaque terme du second membre de (4.3.7) I'un aprés I’ autre.

Les termes de production et de flottabilité. Comme |p,| < 1,0na

/ﬂz<W>az?2soa<W>\ < 81107 111+,
(4.3.8) @

[ itm) azpmvv)\ < 81l pllmc-

Les terme de cascade inverse. Puisque ¢, est une fonction impaire

pa(W)W >0,
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donc
(4.3.9) //W|W+V\%%(W) > 0.

oJo

Par ailleurs, en appliquant I’inégalité de Young

\/V|W+v%%<vv>‘<
Q

Q +y Q Q "+ /Q 1 /Q
- — < = — N )
2/ 27 /| | 2/ 27 V] 27 Wi

De plus
(4.3.10) VeeR, Vael0,1, |z]|<¢q(x)+a

ou v, est la primitive de ¢, s’annulant en 0. On en déduit

/V|W+V|%¢G<W>g

2/Qv2+f/| I+ 5 /% “mes(ﬂ).

Le terme de relévement. On écrit

(4.3.11)

0.5 (W) 0,V) = (W) 0.V + Dj(W) 9. V. 0. W.

Comme |, (W) | <1,V € W22(Q) et la dérivée de 7 est bornée, on a

/ (AAV + 8, (i4(W) 9, V) soa(W))‘ <

Q

C B Vllw22(q) + sup (v4(x)) / |0.V.0.W|,
zelR Q

C est une constante qui ne dépend que de 2. En réutilisant une fois de plus I’inégalité
de Young, on obtient

/Q AV + 8. (57(W) 8.V)) %(W)’ <

(4.3.12) (v1(2))?
SUp,er(Vs(x v
CBIIVlwezio) + —5 5= | VIfi2z() + f/ hALE
v 2 Jq
Conclusion. On pose
def sup,e (V7)) | 1
Fa(t) =Cp || V||W2v2(ﬂ) + T || V”w’zz(g) + ﬁ, o | V|

T V2 ames(Q)

9,0 |2|| 1 L.
5 ), o T + BI0-v |z + Bl ol 1)
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En combinant (4.3.7,8,9), (4.3.11,12) et en tenant compte du fait que ¢/, > 0, on
déduit que pour un temps ¢ fixé

(4.3.13) a /Q V(W) < Folt) + 5 /Q ba(WV).

La suite (F,(t))a>0 est bornée dans L' ([0, 7]) par une constante notée C’ et qui ne
dépend pas de a lorsque a €]0, 1] (par exemple) i.e.

Vae€l0,1], |[Fa(t)||Lr o) <C.

En intégrant (4.3.13) par rapport au temps sur Iintervalle [0,t¢] puis encore sur
Iintervalle [0, 7] lorsque 7 € [0, 7], il vient

/O ' /Q Va(W) dMdr <
T(C’Jr/gzz;a(wo)deT) +217,/UT /Ot/Qd}a(W)det'dt.

Or, en intégrant par parties par rapport au temps, on a car 1, > 0

/OT/Ot/Qwa(W)det'dt:/()T/Q(T—t)zpa(W)detg

/OT/Q(T—t) o (W) dMdt.

On en déduit en reportant cette derniere inégalité dans (4.3.14)

" Tt :
(4.3.15) /O /Q (1_2T> (W) < T (C" + || Wollz1 (o) +a) -

Comme -
—t 1
. o T=ty 1
inf ( 2T ) 2’
en intégrant une seule fois (4.3.13) en temps sur I'intervalle [0,¢] pour ¢ fixé et en
reportant (4.3.15) dans le résultat obtenu, on a pour tout ¢ € [0, 7]

(4.3.14)

/ Ya(W(t,M))dM < 2C" + || Wo|L1 () + a,
Q
d’ou lorsque a — 0 par le lemme de Fatou et la positivité de 1,

(4.3.16) W (t, M) dM < 2C" + || Woll 1+,
Q

ce qui acheve la démonstration du lemme 4.3.1. &
4.3.4 — ESTIMATION DES TRONCATURES

Les hypotheses sont toujours les hypothéses (i) ((?7 p) fixé), (ii) (76 H3/2(Ty)),
(iii) (hypotheses sur les viscosités) et (iv) (ko € L'(£2)) de I’énoncé du théoréme
4.3.1. 11 faut maintenant vérifier que les suites de solutions de I’équation (4.3.5)
vérifient les assertions (4.2.2) et (4.2.3) en vue de I’obtention d’une estimation dans

LP ([0, T], LP(10, T), Wy P (2))).

LEMME 4.3.2 — Soit (W}) je une suite telle que
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(i) V5, W; € L*([0, T], Hy (),
(ii) W; est une solution du probléme (4.3.5).

Alors, pour tout entier n la suite (3, (W;))jen est bornée dans L*([0,T), H}(Q2)) et
il existe une constante C' telle que pour tout j € IN et tout n € IN

// VW2 < C. o
{n<|W;|<n+1}

DEMONSTRATION — On montre que la suite (5, (W;)) e est bornée dans I’espace
L2([0, 77, H}(€2)). On écrit W au lieu de W; et on choisit 3, (W) comme fonction
test dans I’équation (4.3.5.a), on intégre par parties et on majore le membre de gauche
de I’égalité obtenue en tenant compte du fait que |3,,| < n.

La grande similitude de ce qui est fait ici avec 1’analyse de la section précédente et
de la section 4.2.3 autorise a ne pas écrire tous les détails. On ne s’intéresse qu’aux
termes qui different par rapport au probleme étudié dans la section 4.2.3 et qui sont :

n/HMV+Wﬁ,n/WWHV+Wﬁ
Q Q
n / INAV + 0, (i7(W) 2.V)|.

Q

Les deux derniers termes de cette énumération se traitent comme ceux étudiés dans la
section précédente en remplacant 1 par n. En ce qui concerne le premier on écrit

1 1
/uwv+wﬁsf/uW+f/aw+mw.
Q 2 Jq 2 Jq

En appliquant le lemme 4.3.1 (estimation L>°(L1')), il vient

1 1
/|V|\V+W|%§7/W|2+f/\VH(J.

En raisonnant comme dans la section précédente, on établit I’existence de deux fonc-
tions (Y (¢), Z(t)) € [L*(]0,7])]? qui ne dépendent que des données du probleme (et
non de n) et telles que

%/QA”(W) + g /Q IVeBa(W)? <nY(t) + Z(2),

A,, est la primitive de 3,, qui s’annule en 0 (¢f. (2.2.3)). En intégrant cette inégalité
par rapport au temps sur [0, 7] et en utilisant I'inégalité

[AA@@%DSn”mdm+wHqump
)]
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(cf. I’étape 2 de la démonstration du lemme 4.2.1) on obtient

/A W (T, M))dM + = //Ivcﬁn W)|? <

n || Yo, + 11 Z o,y + n® mes() + n || Wol |1 (o),

ce qui montre la premiere partie de 1’énoncé. L autre partie se démontre de la méme
maniere en utilisant g,,(W) comme fonction test (cf. ’étape 1 de la démontration du
lemme 4.2.1). &

4.3.5 — CONCLUSION

On montre maintenant que 1’équation (4.3.5) posséde une solution au sens des distri-
butions, ce qui montre le théoréme 4.3.1 grice a la proposition 4.3.1. La méthode est
la méthode de compacité.

On rapelle les principales hypotheses réécrites apres avoir effectué le relevement de la
condition au bord :

o Ve W2’2(Q),
e [y est continue bornée, dérivable de dérivée bornée, minorée par v > 0,
e ! et ji; sont continues bornées et positives.

Soit V; € C>(9Q) telle que la suite (V) ey converge vers V dans W22(Q) fort. En
raisonnant comme dans la section 4.1, on sait qu’il existe W; € L?([0,T], H}())
solution faible (adapter la définition 4.1.1) de 1’équation

OW; — NAW; — 0. (0p(W;) 0.W;) =

(a) Q PH(W;) B;(|0:0 °) + fia(W;) Dop — Wy | W+ V|2 =
Vi | W, + VilZ + AAV; + 0.(5(W;) 9.V;),

(b) Wilr =0, Wili=o = 8;(Wo) = B;(ko — V).

On notera que dans ce cas il est inutile de tronquer la viscosité 7. En appliquant la
proposition 4.2.1 et les lemmes 4.3.1 et 4.3.2 on voit que

— la suite (W) e est bornée dans LP([0, 7], LP([0, T], Wy * (€2)))
pour tout p € [1,3/2[ et dans L>°([0, T], L*(£2)).

On fixe p € [1,3/2], voisin de 3/2. On peut donc de la suite (W;) e extraire une
sous-suite (toujours notée de la méme maniere) telle que

— la suite (W;) jev converge vers W € LP([0, 7], LP([0, T], Wy " (€2)))
dans LP([0, 7], LP([0, T], Wy *(2))) faible.

On remarque que pour tout g € [1,3/2[, W € L4([0, T], W4(Q)). 1 faut a présent
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e 1) estimer 9;W; pour pouvoir appliquer le lemme d’ Aubin,
e 2) passer a la limite au sens des distributions dans 1’équation (4.3.17)
lorsque 7 tend vers I’infini.

e 1) On écrit

0 W = AW, + 0. (0r(W) 9-W) + 04, (W;) B;(| 9.0 [*) +
(W) 0:p = Wy | W + Vi[% = Vi [ W+ Vi[5 + AAV; 4 0.(54(W) 9.V5).
Soit p €]1,3/2[. Comme (W;) ;e est bornée dans LP([0, T, LP([0, T], W, *(R)))
et que 7y est bornée
a) la suite (AAW; + 0, (9¢(W;) 0.W;)) e est bornée dans I’espace
LY ([0, T), W=17'(Q)).
Comme (V) e est bornée dans W22(Q) et que 7; est bornée
b) la suite (AAV} + 0. (74(W;) 0.V})) e est bornée dans I’espace
L2([0,T], H1(2)).
Le théoreme d’injections de Sobolev montre que (V;); e est bornée dans L™ (€2).
De plus, le corollaire 4.2.1 montre que (WW;),cnv est bornée dans L"([0, 7] x Q)
(Vr < 2). Par conséquent,
¢) les suites (W; | W; +Vj|%)j€ﬂ\f et (V; | W; +Vj|%)jel\l sont bornées
dans L([0, T] x ).
Enfin, puisque v/}, et ; sont bornées
d) les suites (7 (W) B;(19. v |2)) e et (fi(W;)D.p)jen sont
bornées dans L' ([0, 7] x Q).

11 résulte des points a), b), ¢) et d) plus haut que la suite (0;W;) jc v est bornée dans

{LP’([O,ﬂ,W—LP’m» + L2([0, T), H™H(9)) + L'([0,T] x Q) €
LY([0, 7], W~14()).

En raisonnant comme dans la section 4.2.5, on déduit du lemme d’ Aubin que la suite
(W;)jemv est compacte dans L'([0, 7] x ©). A I’aide d’un argument usuel, on voit
que I’on peut en extraire une sous-suite telle que

e) la suite (W;);ew converge vers W dans L"([0, 7] x Q) fort (pour
tout r < 2) et presque partout dans [0, 7] x €.

¢ 2) Le passage a la limite dans 1’équation (4.2.15) lorsque j tend vers infini se fait en
reprenant point par point la démonstration du lemme 4.2.5. Seuls different les termes
de relevement. Soit ¢ € D([0, 7] x ). On note que puisque (V;) ;e v converge vers
V dans W22(Q) fort

T T
4lim/ /VVj.V(,OZ/ /VV.V(p.
1= Jo Ja 0 JQ
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Par ailleurs, grace au point e) plus haut

T T
lim/ /leij;ﬁso:/ /W|W+V\%s07
J=0 Jo Q 0 Q

T T
i [ [viw vt = [ [ viwavi.
IJ=2 Jo Ja 0 JQ

Enfin, comme (W;), e converge vers W p.p et que Iy est continue et bornée, le
théoréme de Lebesgue montre que

T T
lim/ /ﬂt(Wj)anj.ﬁz(p:/ /ﬁt(W)anﬁzgo,
0o Ja 0o Ja

j—o0
ce qui termine la démonstration du théoreme 4.3.1. &

Maintenant on dispose de deux résultats d’existence pour 1’équation satisfaite par
I’énergie cinétique turbulente lorsque (7)), p) est fixé, les théorémes 4.2.1 (cas ho-
mogene) et 4.3.1 (cas avec la tension du vent). Il faut noter que 1’on n’a montré aucun
résultat d’unicité pour cette équation, ce qui est un probleéme ouvert. On montre dans
la section suivante qu’au moins une des solutions obtenue dans chaque cas est positive
pour achever la démonstration des théoremes 4.0.1 et 4.0.2.

4. 4 — POSITIVITE DE L’ECT
4.4.1 — ORIENTATION

L’énergie cinétique turbulente k est définie dans la section 3.1.2 par la formule (3.2.1)
et est a priori une variable positive. C’est pourquoi il faut montrer la positivité d’une
des solutions obtenue dans les théoremes 4.2.1 et 4.3.1. Pour cela on utilise le principe
du maximum. Dans ce paragraphe

e on démontre un résultat général de principe du maximum pour des
équations paraboliques régulieres,

e on applique ce résultat a I’équation approchée pour I’ECT que la
donnée au bord soit homogene ou non puis on passe a la limite.

4.4.2 — PRINCIPE DU MAXIMUM

On se pose la question de savoir si la solution d’un probléme parabolique est majorée
ou/et minorée par une/des constante(s) qui ne dépend(ent) que des données et des
variations possibles du second membre, c’est-a-dire des quantités supposées connues.

D’une maniere générale, on considere une équation parabolique dont le second membre
et les données sont contrdlées (cf. 4.4.2). Le principe consiste a remplacer le second
membre par un autre second membre qui est constant en dehors de ce que I’on espere
étre la zone des variations des solutions et égal au second membre d’origine dans cette
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zone. On montre le principe du maximum pour le nouveau probleme puis on en déduit
que ses solutions sont aussi solutions du probleme auquel on s’intéresse. C’est la
stratégie employée tout au long de ce paragraphe.

On commence par une notation et un rappel. Etant donnée une application a valeurs
réelles f, on pose

def _ def
= sup(f,0), f~ = sup(—f,0).
En particulier, on a
f=r=r =+,
On dit que f¥ est la partie positive de f et f~ sa partie négative. On rappelle que

— le support de f7 et celui de f~ sont disjoints,
—lorsque f € HY(Q), (fT,f7) € [HY(Q))? et

/ VoSt = / VofP2. / VP = / Vo[
Q {f>0} Q {f<0}

On énonce et on démontre maintenant le résultat le plus général possible en positionnant
d’abord le probleme posé.

Soit I’équation parabolique avec x pour inconnue

(4.41) Ox+ ¢ Ve — Mz — 0,(a(x) 0,3) = J(t, M, ),
o $|F=£UF7 $|t:0:$0~
On fait les hypotheses :

(H.4.1) I’application J est mesurable et bornée, continue par rapport a
la variable z,

(H.4.2) I’application a est dérivable par rapport a x, bornée de dérivée
bornée et a est minorée par v > 0,

(H.4.3) le champ ¢ est dans L>([0, T] x ) et div.q = 0,
(H.4.4) les données zr et ¥ vérifient (zp, %) € H2 (T') x L>®(1),
(H.4.5) il existe (¢, ) € IR? avec £ < & et tel que 1’application J et les
données vérifient
Y(t,N,M)c[0,T]xT xQ, (xr(t,N),2°(M)) € [¢,x],
(4.4.2) V(t,M,y) €0, T] x Qx] —o00,f, 0<J(t M,y),
V(t, M,y) €0, T] x Qx [k,00[, J(t, M,y) <O0.

En raisonnant comme dans les paragraphes 4.1,2,3, on voit que les hypotheses (H.4.1,2)
et (H.3,4) permettent d’affirmer que le probleme (4.4.1) admet une solution faible
x € L2([0,T], HY(Q)) telle que dyz € L([0, T], (H*(Q))").
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11 faut noter que lorsque xr = 0, il suffit de supposer que la viscosité a est continue et
vérifie une hypothese de croissance ; donc (H.4.2) est trop forte dans ce cas.

11 se pose le probleme de savoir si 1’équation (4.4.1) posséde une solution comprise
entre les bornes /£ et k.

THEOREME 4.4.1 — On suppose satisfaites les hypothéses (H.4.1), (H.4.2), (H.4.3),
(H.4.4), (H.4.5). Alors, le probléeme (4.4.1) admet une solution faible
x=a(t,M) e L*([0,T], H(Q))

telle que pour presque tout (t, M) € [0,T] x Q

(4.4.3) (<z(t,M)<k. &

REMARQUE 4.4.1 — On ne démontre pas que “toute" solution de (4.4.1) satisfait
(4.4.3). L’énoncé du théoreme 4.4.1 est suffisant a notre propos. &

DEMONSTRATION — On suppose satisfaites les hypothéses (H.4.1), (H.4.2), (H.4.3),
(H.4.4) et (H4.5). Soit Jy ,, I’application définie par

V(t,M,y) € [0, T] x Qx] —o00,l], Jox(t,M,y)=J(t, M,?),
V(t,M,y) €0, T] x QX [r,00[, Jen(t,M,y)=J
V(t,M,y) €0, T] x Qx [(,x], Jow(t, M,y) =J

et soit le probleme

(4.4.4) .

O+ ¢ .Ver — Mz — 8. (a(z) 0, (2)) = Jp..(t, M, z),
x|lr =2ar, x|i=0=1x".

Notons que

1) Jy , satisfait I’hypothese (H.4.1),
2) Jos = Jsur [0, 7] x QX [£,k].

De plus, les hypotheses (H.4.2,3,4) restent vérifiées. Par conséquent, le probleme
(4.4.4) admet une solution = z(¢, M). On montre par la suite que cette solution
vérifie

(4.4.5) (<z(t,M)<K ppdans [0,7]x Q.

Ainsi grice au point 2) plus haut, x(t, M) est aussi une solution de (4.4.1) ce qui
montre le théoreme.

Le but de la démonstration consiste donc a prouver que toute solution de (4.4.4) vérifie
(4.4.5). On commence par montrer que x (¢, M) < x p.p en utilisant (x — )~ comme
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fonction test dans (4.4.4). Puisque x = zr sur I', d’aprés (H.4.5) cette fonction est
nulle sur I'. Par conséquent, en intégrant par parties en espace, on trouve

< Oz, (k—x)” > +/ a(x)Ver Ve(k —x) +
(4.4.6) @

/Q(/{—x)_ E.ch:/ﬂJe,n(t,M,x) (k—x)".

Par ailleurs, on vérifie en utilisant (H.4.5), le fait que 3 est a divergence nulle et la
positivité de la fonction a, que

<Oz, (k—xz)” > :/{Kgx}ﬁtx.(ﬁ—x):—Qddt/ﬂ|(n_x)—2,
a(x)Vexr Vel —x)” = — a(x chi—x2§0,

JRCAZR A A%ﬂ (&) Vel — )]

/ng,{(t,M,x)(n—x)’:—/ (x — K)J(t, M,k) >0,

Q {r<az}

/Q(n—zr 3.vcz:—%/ﬂ 4.V |(k—x)7)?=0.

Cette série d’égalités et d’inégalités combinées a (4.4.6) conduit a

d —12
— - <0.
s | =2 <0

Comme (H.4.5) dit entre autre que x|t—o < K on a

(4.4.7)

(k— )7 |t=0 = 0.
Il résulte alors de (4.4.7) et du lemme de Gronwall (¢f. DAUTRAY-LIONS [1]) que
(k—2)” =0 ppdans [0,7]xQ
ce qui s’écrit encore
x(t,M) <k p.pdans [0,7]x Q.
On démontre de la méme maniere que
(<z(t,M) p.pdans [0,7]xQ
en remplagant x par —z et k par —¢ ce qui acheve la démonstration. &

4.4.3 — APPLICATION A L’ECT

On est en mesure de finir les démonstrations des théoremes 4.0.1 et 4.0.2 annoncés au
début de ce chapitre. Il reste 2 montrer que 1’une au moins des solutions obtenue dans
le théoreme 4.2.1 (respectivement le théoreme 4.3.1) est positive.

e 1) cas homogene. Rappelons les hypotheses.



Chapitre 4 157

(H.4.6) Le couple (v, p) est fixé dans L2([0, T], [HX(Q)]3),
(H4.7) ko € L*(2), ko > 0 dans Q p.p,

(H.4.8) les viscosités vy, V! et u; sont des fonctions continues et

{ (@) VkeR, 0<uv<inf(y(k),)),
(0) v,(0) = (0) =0, VkeR, 0<inf(yy(k),pm(k)),

(H.4.9) les viscosités u,ﬁ et u¢ sont bornées, la viscosité vy vérifie

3C e RY, 30€(0,2/3, Yke R, (k) <C(1+]kl[%).

Nous devons prouver que I’équation
Ok — ANAKk — 0, (v4(k) 0,k) =
(a)

(k)00 [* + (k) D2p — /K],

(4.4.8) )
(b) klr, =0, klrur, =0, Fkli=o = ko,

posseéde une solution positive au sens des distributions. En raisonnant comme dans la
section 4.1.1, on considere le probleme approché

(4.1.4) { (a) Ok — NAk — 8.(Bj(ve(K)) D.k) = H;(t, M, k),

(b) Eloa =0, k|0 = B;(ko),

ou pour se mettre en position d’appliquer le théoreme 4.4.1 au probléme approché, on
change 1égérement la définition (4.1.2) en posant

Hy(t, M, k) " vt (k) £ + (k) g5 — Buiyy (BV/1E]),

f; et g; étant les régularisées de | 9, v |? et 9, p respectivement. On doit préciser la
valeur de n(j).
Comme les viscosités v/}, et i, sont bornées ainsi que les fonctions f; et g;, on peut

considérer

E; = HVf;HLw(lR) ||fj||L°°([O,T]><Q) + ||UtHL°°(R) ng||L°°([0,T]><Q)-

On choisit n(j) tel que

Comme pour tout k > (n(4))?/3, B,y (k\/]k[) = n(j), on est sfir que

(4.4.9) Y (t, M, k) €[0,T] x Qx [(n(§)%3,00[, H;(t, M,k) <0.
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De plus
n(j) = j,  lim n(j) = 4o0.
J—00
Par conséquent, tous les raisonnements de passage a la limite effectués dans la section
4.2 restent valables dans ce cas. Par ailleurs on remarque que ’hypothese (H.4.8, b)
implique que

(4.4.10) V(M) €[0,T] x Q, H;(t,M,0) = 0.

Montrons que (4.1.4) posséde une solution positive. Pour cela on utilise la stratégie
qui consiste a modifier le second membre en posant

Jj(t, M, k) = H;(t, M, k) x (x>0}

X{k>0} = 0 si k<O, X{k>0} = 1 si 0<k.

On considere le probleme

(4.4.11) { (a) Ok — AAEk — 0.(B;(vi(k)) 0:k) = J;(t, M, k),

(b) kloa =0, kli=o = Bj(ko).

On peut appliquer a ce probleéme le théoreme 4.4.1. En effet, d’apres (4.4.9)
I’application .J; est telle que

{V(t,M, k) € 0,T] x Qx [(n(4))%3,00[, H;(t,M,k) <0,
YV (t, M, k) €[0,T] x Qx] — 00,0, H;(t,M,k) > 0.

Comme 0 < (ko) < j et la donnée au bord est homogene, I’hypothese (H.4.5) du
théoreme 4.4.1 est satisfaite dans ce cas avec

=0, r;=sup(j,(n(j)**).

Rappelons que dans le cas homogene 1’hypothese (H.4.2) est superflue. Le fait que
B (v¢) soit bornée est ici suffisant. Finalement les hypotheses (H.4.1), (H.4.3) et
(H.4.4) sont vérifiées. Par conséquent, le probleme (4.4.10) possede une solution k;
telle que

(4.4.12) 0<k; <k; ppdans [0,7] x Q.
Mais comme
V(t,M,k)e0,T] x Q2 x[0,00], H;(t, Mk)=J;(t,Mk),

k;, qui est positive, est aussi une solution du probleme (4.1.4). II faut noter que la
borne supérieure dans cette derniere inégalité tend vers I'infini lorsque j tend vers
I’infini.
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On applique enfin & la suite (k) ;- les raisonnements du paragraphe 4.2. De cette suite
on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP([0,T], L?(]0, T, VVO1 Q)
faible (pour p €]1,3/2] fixé) vers k € L4([0,T], Wy %(Q)) pour tout ¢ € [1,3/2],
presque partout dans [0, 7] x Q et telle que la fonction & soit une solution au sens des
distributions du probleme (4.4.8). En passant a la limite presque partout dans (4.4.12)
0<k ppdans [0,7]x Q.
Par conséquent, k est une solution au sens des distributions du probléme
{ Otk — AAk — 0. (v¢(k) 0,k) =
a

vi(k) 020 [ + pu(k) 0-p — kv,
(b) klr,=0, klrur, =0, klt=o=4ko>0, k>0,
ce qui conclut entierement la démonstration du théoreme 4.0.1. &
e 2) cas non homogéne. On rappelle que les hypothéses sont (H.4.6) ((7}, p) fixé),
(H.4.7) (hypothese sur k), (H.4.8) (continuité et signe des viscosités), auxquelles
s’ajoute
(H.4.10) ve H3/ 2(T'y), vy est bornée dérivable de dérivée bornée.
Il faut montrer que le probleme
{ Ok — MNAk — 0, (v¢(k) 0,k) =

t 2
VoK) [0:v 7 + pa(F) 9p — K/ k],
—
(b) k|FS :mb|V|, k‘F[UFf 207 k|t=0:k07
possede une solution positive au sens des distributions. Le raisonnement est exactement
le méme que dans le point précédent. La seule différence réside dans la donnée au
bord. Mais
— —
mp| V] >0, mp|v]|eLPTy).
La deuxiéme affirmation résulte du fait que H>/?(T) s’injecte continuement dans
L>(T'5). 1 suffit donc de reprendre les raisonnements précédents avec des j plus
— . < P .
grands que my || v ||[z (1, )}2» ce qui achéve cette démonstration. O

L’essentiel des outils nécessaires a 1’étude des problemes couplés est maintenant mis
en place. Ceci acheve la partie I et il est possible de passer a la partie III directement.
Néanmoins, on termine ce chapitre par quelques remarques supplémentaires sur le
systeme (k, €) (cf- le systeme (3.2.20) dans la section 3.2.6).

4. 5— REMARQUES SUR LE SYSTEME (k,e)
4.5.1 — ORIENTATION

Ce paragraphe peut étre ommis dans une premiére lecture. Les résultats qu’il contient
sont utiles a I’analyse du systéme (1 8) que I’on ne développe pas dans la suite (cf. la
remarque 5.1.1, section 5.1.3, §5.1, chapitre 5).
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On a introduit dans le chapitre 3 le systeéme (k,e). Pour simplifier, on ne prend
pas les termes de flottabilité en considération et on prend des conditions de Dirichlet
homogenes. Ce systeme s’écrit alors sous la forme

(a) Ok — AAk — 0, (v(k,e) 0.k) = vl (k,e) | 0.0 | — e,
2

(b)) Bie — \Ae — 8. (vy(k,e) D.e) = k| 9.0 |2 — %

(C) k|BQ = 0) 5|69 = 07 (k7€)|t:0 = (k0760)'

Il n’existe a notre connaissance aucun moyen de déduire de ce systeme des estimations

— L . .
pour k et € lorsque v est fixé dans L2([0, 7], [H*(£2)]?). C’est pourquoi on modifie
certains termes dans les équations par troncature de maniére a pouvoir

— obtenir des estimations pour & et € dans 1’espace

LP([0, T, LP([0, T], Wy P (2))),
— assurer la positivité des variables.
Pour cela on introduit le systéme
(a) Bk — AAk — 0, (vp(k,€) 0.k) = vl (k,€) | 0.0 |* — esg(k),

ele]

(4.5.1) (b) D — AAe — 8. (vy(k,€) D.e) = |By(k)]| 0.0 2 — T

(¢) Eklon =0, ¢€loo =0, (k,€)lt=0 = (ko,e0),

ou f; estlafonction de troncature définie dans la section 2.2.2, définition 2.2.1, formule
(2.2.1). La fonction v; est la fonction définie par

1
Vo, |z|>-=, 7)) =2,
J

Vo o) < % z#0, 7(x) = ﬁ 7;(0) = %

et la fonction sg est la fonction signe.

A priori, lorsque p tend vers I’infini, les solutions positives de (4.5.1) devraient tendre
vers une solution du systtme (k,e) lorsque p tend vers I’infini. Ce point est un

probléme ouvert.
4.52 —POSITIVITEDE k ET ¢
Dans cette section et jusqu’a la fin de ce paragraphe on suppose que

(i) ko et gq positives p.p dans , et (ko,e0) € [L1(Q)]?,

(i) Les viscosités turbulentes vy et 1/5 sont des fonctions continues de k

et €, vy est minorée par v > 0, /!, est positive.
On raisonne de maniere formelle, i.e. sans introduire un systéme approché pour lequel
ce que I’on fait se justifie puis en passant a la limite. On se contente des estimations a
priori.
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LEMME 4.5.1 — Soit (k, ) une solution faible du systéme (4.5.1). Pour presque tout
(t,M)€[0,T] xQ onak(t, M)>0ete(t,M)>0. &

DEMONSTRATION — On prouve d’abord la positivité de . On choisit — e~ qui est
nulle sur I comme fonction test dans 1’équation pour ¢, (4.5.1, b). Puisquee = eT—&~
et que les supports des fonctions intervenant dans cette décomposition sont disjoints,

ona
d

Tdt/g(ﬁ_)Q—|—/QV;(/€,5)|VC(E—)|2:

~(fwwnoi e i) <o

puisque €~ > 0. En particulier,

d 2
— <0
aar J,° )=
d’ou on déduit que e~ = 0 p.p puisque c’est le cas au temps ¢ = 0 par hypothese.
Cela signifie que ¢ > 0 p.p dans [0, 7] x Q. Sachant ¢ positif, on raisonne de la
méme maniere en prenant — k~ comme fonction test dans 1’équation satisfaite par &,
(4.5.1, a). Etant donné que k~sg(k) < 0 sur le support de k~ et que £ > 0, on a alors

—/ - y,(k)|aﬁ|2+/5k—sg(k) <0
Q Q

d’ou p

— [ (k)?<0.

st J,0 <
On en déduit que K~ = 0 p.p car c’est le cas au temps ¢t = 0. Par conséquent, k£ > 0
p-p dans [0, 7] x et le lemme est démontré. &

Les solutions de (4.5.1) sont les solutions positives de

(a) B0k — AAk — 0, (v(k,€) 0.k) = vl (k,e) | 0.0 | — e,

62
'Vp(ky
(¢) Kkloa =0, eloa =0, (k,&)|t=0 = (ko,e0), ko >0, 9 > 0.

(4.5.2) (b) O — AAe — 8. (vy(k,€) B,e) = B, (k)| 9. |2 —

Dans la section suivante on cherche une estimation pour les solutions positives a ce
systeme.

4.5.3 — ESTIMATION L ([0, T], L*(2))

En considérant une solution positive du systéme (4.5.2), on montre dans que les termes
sources de ce systéme sont a priori dans L*([0, 7] x €2). La borne obtenue ne dépend
que des données du probleme.
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En raisonnant comme dans le paragraphe 4.2 (cf. la remarque 4.2.3) on peut déduire
a partir des équations du systéme (4.5.2) des estimations a priori sur k et ¢ dans
LP([0,T], WHP(Q)) pour tout p < 3/2. 1l est alors possible avec ce systeme de
reproduire le programme des paragraphes 4.2 et 4.3.

LEMME 4.5.2 — Soit (k, €) une solution positive du systéme (4.5.2). Alors,

2

Yo (k)

<

sup (I ellLe(o.71.L1 @) 0T Q)>
JT]x

Pl ‘8z?‘2||L1([077’]><Q) +1leollzr (@),
—
K| Lo (0,773,220 < B0V Pl o, 7% + | kollLr (o)

et ce, en supposant les données initiales kg et ¢ toutes deux dans L' (Q). &

DEMONSTRATION — On traite d’abord 1’équation satisfaite par ¢, en utilisant ¢, (¢)
comme fonction test dans ladite équation (p, est une approximation de la fonction
signe). Sachant que 3, < p et que ¢, < 1 on en déduit

2

d ’ 2 € 12
G Lo+ [ conta el + [ eue) s <p [ o

On rappelle que ¢/, > 0. En ne considérant pas la partie diffusive (qui est positive)
dans le membre de gauche de cette inégalité, on integre cette derniere par rapport au
temps sur l’intervalle [0, ¢]. On fait tendre ensuite a vers zéro en notant que @, (¢)
converge vers 1 presque partout lorsque a tend vers 0 (ce qui se déduit de la positivité
de €). On a alors

t 2
3 —
e+ [ [ e < pl0.7 Plltagomem + 11l co)
/sz ’ 0o Ja (k) (O.77x» @
La premiere inégalité du lemme est ainsi démontrée. La deuxieme se déduit directe-
ment de la positivité de € en appliquant le méme procédé et en utilisant cette fois-ci
©va(k) comme fonction test dans I’équation satisfaite par k. &



CHAPITRE 5
COUPLAGES D’EQUATIONS SCALAIRES

ORIENTATION

1) On étudie dans ce chapitre le probleme posé par le systeme (M 3) obtenu a la fin du
chapitre 3

() up— Knlp — 8. (k) + 1) 2p) = Flp),
{ Otk — AMAEk — 0, (v4(k) 0.k) =
k) IVp P = kNI E] + (k) 0.p,
(c) P|Ffurl =0, (u(k)+v) zp|rs = —ap,
() Kror, =0, ke, =my|V],
(e) (p,k)lt=0 = (n°, ko),
Krn > 0,v >0, A > v et sont des constantes. Les hypothéses générales sont :

(H.5.1) (p°, ko) € L?(Q) x LY(Q), ko > 0 p.p dans ©,

(H.5.2) F est une fonction continue de p et il existe une constante C'
telle que

Vpe R, |F(p)<C(+lpl),

(H.5.3) I/U, ut et vy sont des fonctions continues, v,

v; est minorée par v > 0 et il existe une constante C' telle que

» Uy ! et L4t sont positives,

Vke R, vi(k)<C(1+ k),
11¢(0) = v/},(0) = 0.
On distingue les cas ou

Lt est une fonction bornée,
Ly n’est pas une fonction bornée.

2) Lorsque s est une fonction bornée on montre dans le §5.1 un résultat d’existence
d’une solution au sens des distributions & (M 3) lorsque
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ev=0et vy satisfait I’hypothese de croissance
JC e R, 30€10,2/3[, Vk€ R, (k) <C(+|k|%),

— . PIREY 2
e vc H3'?(T,) et vy est bornée, dérivable de dérivée bornée.

Dans les deux cas la stratégie est laméme. En partant de solutions approchées (p;, k; ),
on obtient des estimations puis on passe a la limite lorsque j tend vers I’infini.

Les estimations sont déduites des méthodes standard et des techniques du chapitre 4.
Le point délicat est le passage 2 la limite dans le terme de production v (k;) |Vp; |2
présent dans 1’équation pour k, (M3,b). Pour passer a la limite dans ce terme,
il faut montrer que la suite (p;);>, converge fortement vers sa limite faible dans
’espace L?([0,T], H} ,(£2)). Cette convergence s’obtient en montrant que 1’égalité
d’énergie est préservée a la limite dans 1’équation pour la densité (M3,a). C’est 1a
que I’hypothese “uy bornée" joue un role crucial.

3) Lorsque p; n’est pas bornée on ne peut plus raisonner directement avec une égalité
d’énergie. Pour mieux situer cette difficulté on étudie non plus le systeme (1 3) mais
le systeme simplifié stationnaire

(a) = dive(vy(k) Vep) = f,
(5.0.1) (b)  — dive(vi(k) Vek) = ve(k) |Vepl?,
(c) klaa = ploa = 0.

On suppose juste dans ce systeéme que v¢ est une fonction continue minorée par v > 0
et f € L*(Q) est donnée.

Les termes —div.(v¢(k) V.p) et —div.(v¢(k) V k) ne sont a priori pas définis lorsque
I’on ne fait aucune hypothese de croissance sur ;. Pour donner un sens au systeme
(5.0.1) on utilise et on adapte la notion de “solution renormalisée" due a R. J. DI
PERNA et P. L. LIONS [1], mise au point initialement pour d’autres types de problémes
(équation de Boltzmann par exemple) et reprise dans LIONS-MURAT [1] et MURAT [1]
pour les problemes elliptiques.

Aprés avoir défini ce que I’on entend par “solution renormalisée" du systéme (5.0.1)
(cf. §5.2), on

— montre la consistance de la définition,
— montre I’existence d’une solution renormalisée au systeme (5.0.1).

La définition donnée est consistante a condition qu’une solution renormalisée soit aussi
une solution au sens des distributions dans le cas 4 bornée.

On montre I’existence d’une solution renormalisée a partir de solutions approchées
(pj, k) (cf. §5.3). Le point principal de la démonstration consiste a établir que les
troncatures de la limite des approximations (p;);~, vérifient I’égalité d’énergie pour
déduire la convergence forte de (p;);>, dans Hg ().
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5. 1— CAS DES VISCOSITES BORNEES
5.1.1 — RESULTAT D’EXISTENCE
Le résultat principal de ce paragraphe est le théoreme d’existence 5.1.1.

THEOREME 5.1.1 — On suppose que les hypothéses (H.5.1) (sur les données initiales),
(H.5.2) (F sous linéaire) et (H.5.3) (sur les viscosités) sont réalisées et que p est
bornée. Alors, le systeme (M 3) posséde une solution (p, k) au sens des distributions
dans les deux cas suivants :

i) V=0et vy satisfait I’hypothese de croissance
3CeR", 30€(0,2/3, Vke R, (k) <C(1+ k%),

it) ve H3/2(T,) et vy est bornée dérivable de dérivée bornée.

De plus dans les deux cas

(p7 k) € LQ([07ﬂ7H},l(Q)> x m Lp([O”TLWl’p(Q))

1<p<3/2

et il existe qy > 1 tel que
(Oep, 0ik) € L*([0, T], (H, (2))) x L1([0, T], W=h ().

Enfin k > 0 p.p dans [0, T] x L &

On rappelle que
H},Z(Q) = {u S HI(Q), ulpfupl = 0} .

La démonstration sera compléte d’ici la fin de ce paragraphe. Elle suit le shéma de la
méthode de compacité en tenant compte de la difficulté due au terme de production
vl (k) |Vp|? dans I’équation pour k, (M3, b).

o On part de solutions approchées (p;, k;) pour lesquelles on obtient des
estimations a priori ainsi que pour (0;p;, 0¢k;)j>uv,

e on extrait des sous-suites convergentes faiblement vers un couple (p, k)
et fortement suivant les espaces via le lemme d’ Aubin,

e on passe a la limite dans les équations en prouvant grice a
I’égalité d’energie que (p;);>, converge fortement vers p dans
L2([0,T], H} () fort.

Avant de mettre ce programme en ceuvre quelques commentaires s’ imposent.

1) La positivité de la solution k résulte de la positivité de kg et des résultats du
paragraphe 4.4 du chapitre 4 et ce, indifféremment dans le cas homogene et dans le
cas non homogene. C’est la raison pour laquelle on impose 1;(0) = v/ (0) = 0.
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2) L’analyse du cas homogene est suffisante a 1’obtention du résultat. En effet,
on sait grace au paragraphe 4.3 du chapitre 4 que la différence entre les cas ho-
mogene et non homogene réside dans 1’obtention d’estimations a priori pour & dans
LP([0, T], WHP(Q)). Partant du cas non homogene on se raméne a 1’homogene apres
un relevement de la condition aux limites. La difficulté supplémentaire provient des
termes additionnels dans 1’équation issus du relevement de la condition aux limites. A
cause d’eux on est contraint de remplacer I’ hypothese de croissance par “ve H3/? (Ts)
et vy est bornée, dérivable de dérivée bornée".

3) Des résultats analogues sont montrés dans BARANGER-MIKELIC [1], BLANCHARD-
GUIBE [1], CLAIN [1], GALLOUET-HERBIN [1], LEWANDOWSKI [1]. IIs concernent des
systémes couplés ayant une structure voisine de (M 3) avec des viscosités bornées et
proviennent de probléemes physiques différents de ceux de I’océanographie.

5.1.2 — SOLUTIONS APPROCHEES ET ESTIMATIONS A PRIORI
. —
On considere le cas homogene v = 0 et on suppose que

— Juz est bornée (et donc aussi v/, cf. (H.5.3)).AD

v

Les hypotheses (H.5.1) ((p°, ko) € L2(2) x LY(Q)), (H.5.2) (F sous linéaire) et
(H.5.3) (l/f} et uy continues positives nulles en zéro et vy > v) sont satisfaites. Enfin,
vy satisfait I’hypothése de croissance v4(k) < C(1 + |k|?) avec § < 2/3.

Dans cette section, on introduit une suite de solutions approchées au systeme (M 3)
et on établit dans le lemme 5.1.1 plus loin les estimations nécessaires au passage a la
limite dans les équations.

En raisonnant comme dans la section 4.1 du paragraphe 4 on construit par la méthode
de temps de retard une solution faible (p;, k;) au systeme (cf. remarque 4.1.1 section
4.1.3, §4.1, chapitre 4)

(a) Owpj — KnlApj — 0-((u(kj) +v) d2p5) = F(pj),
Otk — NAkj — 0.(B;(ve(ky)) 0:k5) =

(5.1.1) vy (k;) Bi(1Vp; %) = By (ks /1 s 1) + pa(kj) D=y

(C) pj‘FfUFl =0, (ﬂl‘(kj) + V) azpj
(d) kj|FzUFf:O7 kj|Fs:07

(e) (pj,k)|e=0 = (p°, Bj(ko)).

r, = —Qpj,

ol pour tout j
(5.1.2) { (pjs k) € L2((0,T], Hp () x Ho () N L>([0, T), [L*(Q)]%),
h (Opj, Ockj) € L*([0,T], (H}’l(Q))/ x H=L(Q)).

On rappelle que 3; est la fonction de troncature a hauteur j (cf. definition 2.3.1, section
2.3.2, §2.3, chapitre 2). Par ailleurs, comme F’ est sous linéaire (c¢f. (H.5.2))

(5.1.3) F(pj) € L=([0, 7], L*(2)).
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Enfin
(5.14) vy (k) Bi(IVp; ) = Bikj \[I k5 1) + puelks) D=p; € L2([0,T] x ).

Les remarques (5.1.2), (5.1.3) et (5.1.4) montrent que 1’on peut prendre dans le
systeme (5.1.1) des tests dans L*([0, 7], H ,(Q2) x Hg(€2)) qui admet comme for-
mulation faible :

¥ (p,k) € L*(10, T], H},(Q) x Hg (), Vte[0,T],

[ <omin i [ [oniral [ e
[ [t +vono= [ [ £

o [ <omis or [ [ vr i

(® //Bm 3k3k—//ur 0.0 b+

[ [ 5090200 = [ [ ks Jis i

Dans ce qui précede tous les termes ont un sens car on fait I’hypotheése que pir est
bornée, ce qui est aussi le cas pour 5, () qui est la tronquée de vy.

LEMME 5.1.1 — i) Pour tout p < 3/2 la suite (p;j, k;) j>, est bornée dans

L2([077-]7 H},Z(Q)) X Lp([ov 7-]7 WOLP(Q))a

ii) la suite (0;pj, 0¢kj) j>u est bornée dans

L2([0, 7], (H},())") x L ([0, T], W1 (Q)). o

DEMONSTRATION — i) Estimation pour (p;, k;)j>.. On consideére en premier lieu la
suite (p;)j>,. Dans (5.1.5, a) on prend p; = p comme fonction test avec

d
<Oy p;>= 54 PJ

(¢f. DAUTRAY-LIONS AD[1]). Comme p° € L%((2), il en résulte I’égalité d’énergie

b [ [
[ fisom= [ frin

(5.1.6)
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La sous linéarité de F' (cf. (H.5.2)) et I’inégalité de Cauchy-Schwarz entrainent

/Ot/QF(Pj)Pj SC/Ot/QP?

qui combinée a la positivité des viscosités et (5.1.6) montre I’existence d’une constante
C =C(Q,F) telle que

1 2 1 0\2 /t/Q
- < >
z/gzpj_Q/g)(p)JrCOQpJ

Par conséquent, d’aprés le lemme de Gronnwall (¢f. DAUTRAY-LIONS AD[1]) on
déduit que pour tout ¢ € [0,7

1 2

= - < C

2 /§sz -

C = C(f, F, p°) est une constante. On reporte cette inégalité dans (5.1.6) combinée
a (5.1.7), 1a positivité de yuy et le fait que A > v

(5.1.7)

1 t
(518) */ p§+1// / |chj|2 < C:C(Q,F,po)
2 Q 0 JQ

ce qui montre que (p;);>, est bornée dans L2([0, 7], H}l(Q)) N L>=([0,T], L3(Q)).
Comme i et v/, sont bornées

vl (k;) |V p;|? est bornée dans L([0, 7] x €),

ut(kj) 0.p; est bornée dans L2([0, 7] x ).
Ces derniers points combinés au signe de la non linéarité 5;(k;/|k;|) et aux résultats
du paragraphe 4.2 (¢f. la remarque 4.2.3) entrainent que la suite (k;);~, est bornée
dans LP([0, 7], Wy (€2)) N L= ([0, 7], L' (€)) pour tout p < 3/2.
Dans le cas non homogene, un résultat analogue a lieu lorsque Ve H3/? (T's) et vs est
bornée dérivable de dérivée bornée (cf. §4.3).

ii) Estimations pour (0yp;, 0¢k;)j>,. D apres les résultats précédents, le lemme 4.2.4
(c¢f. section 4.2.4) et ’hypothése de croissance (4.2.36) sur v (c’est plus simple dans
le cas non homogene ou v; est bornée)

(O4k;) > est bornée dans L ([0, T], W14 (Q))

pour un certain go > 1 qu’il est inutile de préciser. Il reste a estimer (0 pj)i>v- On
choisit dans (5.1.5, a) des tests particuliers de la forme ¢(¢)y(M) ot ¢ € D([0,T])
ety € Hy,(Q). Ainsi pour chaque ¢ € [0, 7]

<Oy >= K [ V0=
Q

(5.1.9)

“/rs pi ¥ f/9<m<kj>+v> 9.9, azw/QF(mm
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On étudie chaque terme du membre de droite de (5.1.9) I’un aprés I’autre. Dans toute
la démonstration, C' est une constante en général qui ne dépend que des données et de
Q etnon de j.

Termes de diffusion. On a

(5.1.10) K [ 90596 < Klloslny o 19,

De méme, puisque pis est bornée

(5.1.11) 00085+ 2:050.6] < Cllillig o ¥l o

Enfin, en utilisant le théoréeme de traces

(5.1.12)

o [ o3| < Cllosl o1l o
Termes source. Puisque F' est sous linéaire

(5.1.13) \ L Fepv|<c [as il <+ ol o)l o
Conclusion. En combinant les inégalités (5.9,10,11,12,13) on a
Vo e Hp (), | <0 >|<C(1+ ||pj||H}1L(Q))|‘¢||H})Z(Q)-
Donc pour chaque ¢ € [0, 7]
Oipj € (H},z(ﬂ))’, ||3tﬂj\|(H}7l(Q))/ <C(1+ HijH}J(Q))-

Comme (p;);>, est bornée dans L*([0,7], H},(€2)) il résulte de cette derniére
inégalité que (9;p;) ;. est bornée dans L*([0, T, (H},(€2))"). &
Il se pose maintenant le probleme de faire tendre j vers I’infini dans les équations.
5.1.3 — PASSAGE A LA LIMITE ET CONCLUSION

On doit maintenant

1) extraire une sous-suite convergente de la suite (p;, k;j)j>u,
2) passer a la limite dans les équations.

1) Extraction d’une sous-suite. Soit p € [1,3/2[ proche de 3/2.

LEMME 5.1.2 — Il existe

(p k) € L2([0, T], Hj () x LP([0, T], Wy " (2))

de sorte que I'on puisse extraire de la suite (p;j, k;);>, une sous-suite (notée de la
méme maniere) telle que
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e i) (pj, k;)j>v converge vers (p, k) faiblement dans

LQ([O’ﬂ’ H},l(Q)) X LP([Oa 7—]3 WOLP(Q))v

o ii) (k;) >, converge vers k p.p dans [0, T] x §Q et fortement dans L" ([0, T] x )
pour tout r < 2,
e iii) (pj)j>v converge vers p p.p et dans L*([0,T] x Q) fort. &

DEMONSTRATION — Le point i) résulte du lemme 5.1.1 ainsi que le point ii) en
raisonnant comme dans les sections 4.2.1, 4.2.4 et 4.2.5 du chapitre 4. Enfin,
comme (9;p;);>, est bornée dans L*([0, 7], (H;,(€2))") elle est a fortiori bornée
dans L2([0, 7], H=1(£2)). De plus, on les injections continues

Hj,(Q) Cc L*(Q) c H (),

la premiere injection étant compacte grace au théoréme d’injections de Sobolev. Le
point #ii) est une conséquence du fait que la suite (p;);>, est bornée dans I’espace
L2([0,T], H} ,(2)) et du lemme d’Aubin. On note que k € LP([0, 7], WP ()
pour tout p < 3/2 (cf. section 4.2.5).

2) Passage a la limite dans les équations. On raisonne en trois temps :

— passage a la limite dans 1’équation pour la densité,
— convergence forte (p;)j>, vers p dans L%([0, T, H}J(Q)),
— passage a la limite dans 1’équation pour k.

Les deux premiers temps font 1’objet des lemmes intermédiaires 5.1.3 et 5.1.4, le
dernier de la conclusion de la démonstration du théoreme 5.1.1.

LEMME 5.1.3 — Soit (p, k) la limite de (p;, k;) j>.. Alors,

{(a) Op — KnlAp = 0:((1e(k) +v) 9.p) = F(p),
() plryur, =0,  (u(k) +v)0 —ap.

Cette équation est satisfaite au sens faible avec L*([0,T], H } () comme espace de
fonctions tests. &

DEMONSTRATION — Soient p € L*([0, T, H ,()) et t € [0, T]. Pour chaque j

t
/<3tpj,p> —i—lCh//ijVp—&-a//pjp—&-
//Ml‘ +v) zpj 0:p = / ij
Q Q

On étudie les termes de (5.1.14) les uns apres les autres.

(5.1.14)
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Termes de diffusion. D’apres le lemme 5.1.2

¢ ¢
(5.1.15) lim / /ij.V[):/ /Vp.Vﬁ.
I Jo Ja 0 JQ

De méme, I’application linéaire “trace" étant continue de L*([0, 7], H } ,(2)) dans
L2([0, 7], H'2(T,))

t t
(5.1.16) .lim/ / pjﬁ:/ / pp-
J7eeJo Jr, 0 JT,

Enfin, comme

— iz est bornée et continue
— (kj);j>v converge vers k p.p dans [0, 7] x £,

lasuite ((ps(kj) +v) 0,p);>. converge vers (s (k) +v) 9,p dans L2([0, 7] x Q) fort.
Comme (9.p;);jen converge vers 8. p dans L*([0, 7] x ) faible, il en résulte que

Gran) i | t [ )+ v)0.00.= [ t | i) ) 2.0.5

J]—0

Termes source. Comme (p;);~, converge vers p dans L?([0, T x ) fort, I'hypothese
de sous linéarité de F' et sa continuité assurent que (F'(p;)),>, converge vers F'(p)
dans L2([0, 7] x §2) fort. Il en résulte que

(5.1.18) Jm [ t [ rwyi= [ t IR

Terme d’évolution. Comme (0;p;) ;> est bornée dans L ([0, T, (H}J (€2))), on peut
en extraire une sous-suite qui converge faible étoile vers un certain

g€ LZ([077-]7 (H},l(Q))/)

Soit alors ¢ € D([0,T],E) (¢f. définition 2.1.1, section 2.1.2, chapitre 2). Par

définition
T T T
/ <3tpj,¢5>=—/ <Pj78t¢>:_/ /Pjat?b'
0 0 0o Ja
On a
T T
lim < Opj,d >= / <g,¢ >
J—00 0 0

Par ailleurs, la convergence forte de (p;) ;> vers p dans L?([0, 7] x §2) implique

jgg<—AT/§2pjat¢>:—/OT/Qpatas:/OT<atp7¢>.



176 Cas des viscosités bornées
Puisque D([0, 7], &) est partout dense dans L*([0,T], H},(£2)), il en résulte que

g = 0Op.

Conclusion. Lorsque I’on combine ce qui précede a (5.1.14, 15,16, 17, 18), on obtient
pour tout p € L*([0, 7], H} ,(€2))

t t t
/ < O¢p, p > —HCh/ /Vp.V,é—i— a/ / pp+
0 0 Q 0 Ts
t t
[ [wvopoi=[ [ res
0 Q 0 Q

1l faut noter que pour que (5.1.19) ait lieu pour tout p € L2([0, 7], H}Z(Q)), il est
crucial que pit soit bornée sinon cela n’aurait pas de sens. &

(5.1.19)

LEMME 5.1.4 — La suite (p;)j, converge vers p dans L*([0, T, H}TI(Q))fort. O

DEMONSTRATION — En prenant p = p comme fonction test dans (5.1.19) on obtient
pour tout ¢ € [0, 7] I’égalité d’énergie

1/02—%/( )+/Ch/ QIVpIQJroz//,oJr
//Mz ) +v)[0:p° //

tandis-que chaque p; satisfait I’egalité d’énergie (5.1.6). On commence par montrer
a I’aide de ces deux informations que

o (s [ o[ [ s
(5.1.21) /OT/Ot/Q(W(kj) +v) 8ij|2> =
Kh/oT/ot/QWp'Q +O‘ATK/FS;)2+
/OT/Ot/Q(uz(k)Jru)wzpz

Pour cela, on intégre simultanément les égalités d’énergie (5.1.6) et (5.1.20) par
rapport au temps sur [0, 7]. Il vient

T rt T rt
[ [ weEa [ e

0 0 0 0 Ts
(5.1.22) ///uz v)|0:pi* =

Q
1 0\2 1 T 2

[ [ [ropossr [wr-5 [ [
0 0 Q Q 0 Q

(5.1.20)
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T rt T rt
'Ch///'WM///f+

0 0 T
(5.1.23) / / / (k) + ) 0l =
1 0\2 1 T 2

/ //F(p)p+*’f/(p) —f/ /p-
0 0 Q 2 Q 2 0 Q

— F est continue et sous linéaire (hypothese (H.5.2)),
— (pj)j>v converge vers p dans L%([0, 7] x ) fort et p.p dans

[0,7] x Q.

I1 en résulte que
j“gglo(/T/t/F(pj)pH;T/ﬂ(pO)?—;/;/ﬂ,g) -
IR I,

ce qui combiné a (5.1.22) et (5.1.23) démontre (5.1.21).

La convergence de énergies (5.1.21) est cruciale car elle implique

7—/
(5.1.24) VT < hm/ /\ch]\z / /|ch|2
J—ro0 0 Q

qui combinée a la convergence faible de (p;);~, vers p dans L2([0, 7], H}l(Q))
assure la convergence forte dans L*([0, 7"], H} ,(2)) pour tout 7/ < T. Cela étant
toutes les constructions précédentes sur I'intervalle [0, 7] peuvent étre faites de la
méme maniére sur I'intervalle de temps [0, 27]. Donc on peut déclarer sur la base de
(5.1.24) la convergence forte de (p;);, vers p dans L?([0, T], H}l(Q)) On donne
maintenant les détails de la démonstration.

Or

Griace a

— la convergence de (p;) >, dans L*([0, 7], H},(€2)) faible vers p,
— la continuité de uy et le fait qu’elle soit bornée,

— la convergence p.p de (k;),>, vers k,

— la continuité de I’application trace,

on a les inégalités

T rt T rt
W k[ [ [ 1o < imnt (m [ /Wp,,p),
o Jo JQ J—o0 o Jo JQ
T rt T rt
a/ / / p? < liminf (a/ / / p?),
o Jo Jr, J—=0 o Jo Jr,

(5.1.25)
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T rt
[ [t + 0o <
o Jo Ja
T rt
lim inf ( [ [t ) |azpj|2> ,
J—0 o Jo Ja
Toutes quantités étant positives, il résulte de (5.1.21) combiné a (5.1.25)
T ot T ot
R N CYA 0
o Jo JQ J—roeo 0o Jo JQ
T ot Tt
o of [ Lo (el [
o Jo Jr, J—0 o Jo Jr,
T fpt
[ [t + 0o =
o Jo Ja
T pt
lim (/ Iy <ut<kj>+v>|azpj|2>,
=0 o Jo JQ

ce qui est presque (5.1.24) mais il faut encore travailler & partir de (5.1.26) pour obtenir
la convergence forte des gradients. On le fait en deux temps en montrant d’abord la
convergence forte dans [L?([0, T] x Q)] de (Vp;);>, puis celle de (0.p;) -

(5.1.25.c)

(5.1.26)

La convergence faible de (p;);>, vers p dans L*([0,T], H} ,(€?)) entraine la con-
vergence faible de (Vp;) >, vers Vp dans [L?([0, 7] x Q)]%. L égalité (5.1.26, a)
implique alors que cette convergence est forte (en fait pour tout 7/ < 7...).
Soit

def

g5 = 1/ (ue(kj) +v) 02p;.

La suite (g;) ;> est bornée dans L?([0, 7] x ) d’apres (5.1.26, ¢). On peut donc en
extraire une sous-suite (toujours notée de la méme maniere) telle que (g;) ;. converge
vers un certain g € L2([0, 7] x Q) dans L2([0, T] x ) faible.

Soit h € L?([0, 7] x ) un test fixé. On a

(5.1.27) Tm (/OT/Q /(Mt(kj)'i‘u)azpj h) :/OT/Qgh.

Par ailleurs, puisque

— iz est bornée et continue,
— (kj)j>v converge vers k p.p dans [0, 7] x £,

on a grace au théoreme de Lebesgue

(5.1.28) Jlirgo ( (pe(kj) +v) h) = /(us(k) +v)h dans L?(]0,7] x Q) fort.
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Comme (p;) >, converge vers p dans L*([0, T, H; ,()) faible, (0.p;);>, converge
vers 0, p dans L2([0, 7] x Q) faible. On obtient grace a (5.1.28)

Tim (/OT/Q\/(M(’%)‘*‘V)@PJ'h) =/OT/QW@M

vérifiée pour tout b € L2([0, 7] x €2) et qui combinée a (5.1.27) implique

9=V (u(k) +v)0:p.

La convergence des normes (5.1.26, ¢) conduit a

i (i) ) 0203 ) = VGl 10

(5.1.29) j—roo
dans L*([0, 7] x Q) fort,

(en fait dans L*([0, 7"] x ) pour tout 7/ < 7...). L'unicité de la limite implique
que toute la suite converge. Le théoreme de Lebesgue inverse implique que I’on peut
extraire de la suite (g;);~, une sous-suite telle que

a) (g;);>v converge vers /(s (k) + v) 0,p dans [0, 7] x Q p.p,
b) il existe G € L2([0, 7] x Q) telle que

Vi>v, gl <G.

Posons a présent
-1
def
n (Vi)
c) D’apres le point b) plus haut et la positivité de 1y on a pour tout j

lgj hy] < \% € L*([0, 7] x Q).

d) Comme i est continue et (k;);~, converge vers k p.p, il résulte du point a) plus
haut
lim (g; h;) = 0.p p.pdans [0,7] x Q.

j—o0

Les points ¢) et d) précédants combinés au fait que g; h; = 0.p; et au théoréme
de Lebesgue impliquent que (9, p;) >, converge vers 0,p dans L?([0, 7] x Q) fort.
L’unicité de la limite implique que toute la suite converge. Cette convergence et la
convergence forte de (Vp;);j>, vers Vp dans L2([0, 7] x ), celle de (p;);>, vers
p dans L?([0, 7] x §) fort impliquent la convergence forte de (p;);>, vers p dans
L2([077—]7H},Z(Q))' <>
On est en mesure maintenant de terminer la démonstration du théoreme 5.1.1. Pour
cela, il ne nous reste plus qu’a passer a la limite dans 1’équation pour k. Ce point suit le
programme de la section 4.2.5 4 I’exception des termes fi¢(k;) 0.p; et V! (k;) |V p;|?
qui constituent la seule différence par rapport a ce qui est fait dans la section 4.2.5 du
chapitre 4.

Soit ¢ € D([0, T] x ). On sait que
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— u est bornée et continue,
— (kj)j>v converge vers k p.p.

Donc, la suite (p(k;) ) j>. converge vers s (k) o dans L?([0, T] x §) fort. Comme
(0:p;j)j>v converge vers 9, p dans L2([0, 7] x Q) fort

t t
lim / /uz(kj)azpj<p:/ /uz(k) d2p -
1= Jo Ja 0 Ja

Enfin, puisque (Vp,);>, converge vers Vp dans [L?([0,7] x )] fort on peut de
cette suite extraire une sous-suite telle que

— (Vp;)j>u converge vers Vp p.p,
— il existe G € L2([0,T] x Q) telle que pour tout 7,

Vp;| < G.

Comme v/, est bornée continue et que ¢ est bornée
— (V4 (k) IV 3] )5 converge vers v, (k) [V p[2 ¢ p.p dans [0, T] x €,
— pour tout j

W (k) V0512 ¢l < @l o= (o, %) [[V5] L= (ry G* € L'([0,T] x Q).

11 résulte du théoréme de Lebesgue que pour tout ¢ € [0, 7]

t t
hm//mmwmwz//%www%
J=> Jo JQ 0o JOQ

ce qui acheve cette démonstration. En ce qui concerne la question des données initiales,
on raisonne comme dans la preuve du lemme 4.2.5 dans la §4.2 du chapitre 4. Le cas
non homogene se traite exactement de la méme maniere. &

En résumé, on a fait les hypotheses suivantes dans ce paragraphe :

(H.5.1) (p°, ko) € L?(Q) x LY(Q), ko > 0 p.p dans €,
(H.5.2) F est une fonction continue de p et il existe une constante C'

telle que
Vpe R, [F(p)|<C(1+|pl),

1t et vy sont continues, 1/, et yi; sont positives, vy est minorée

> Tv

(H.5.3) !

v

par v > 0 et il existe une constante C' telle que
Vke R, vi(k)<CQ+ k),

1(0) = v,(0) = 0,
H5.4) V=0et vy satisfait I’hypothese de croissance

JCeR", 30€(0,2/3, Vke R, wv(k)<C(1+ k%),
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oubien ve H3/2 (T's) et vy est bornée dérivable de dérivée bornée,
(H.5.5) it est bornée.

On a montré que le systeme

(@) Owp — KnAp — 0.((ue(k) +v) 0:p) = F(p),
Ok — ANAk — 0. (vy(k) 0.k) =
{ k)Y |* =k /k[ + pe(k) 0zp,
(c) P|Ffurl:0a (pe(k) +v) 0
(d) klror, =0, klr,=m| V],
(&) (p:F)li=o = (n°, ko),

posséde une solution (p, k) au sens des distributions avec k£ > 0 p.p dans [0, 7] x
telle que

(M3)

r, = —Qap,

(p7 k) € L2([Ovﬂ7H},l(Q)) X ﬂ Lp([OvITLWLp(Q))v

1<p<3/2

(6tp7 atk) € LQ([Ovﬂv (H},I(Q))/) X Ll([07ﬂ7w—1,cm (Q>)

En fait, I’équation pour p est plus réguliere. On a

Vpe L*([0,T], Hf,(Q), Vtelo,T],

t t t
/ < Ogp, p > +/Ch/ /Vp.Vﬁ—i— a/ / pp+
0 0 Q 0 JI'g
t t
/ /(ut(k)+l/)8zp8zﬁ:/ /F(p)[)
0 Q 0 Q

Ve D([0,T] x Q),

/ /k@tcp—&-)\/ /VkV<p+/ /l/t )0,k 0,0 =
[ [rwrees [[ [ uwope- [ [ 1o

Dans ce résultat I’hypotheése p; bornée joue un rdle dans toutes les étapes de la
démonstration qui est basée sur une égalité d’énergie. Cette méthode ne peut plus
s’appliquer lorsque 1’on ne suppose pas p; bornée car on ne peut plus prendre p
comme fonction test dans I’équation limite. Mieux encore, sans aucune hypothese de
croissance sur ji; on ne peut pas espérer construire de solution au sens des distributions
au systeme (M 3) car les termes de diffusion dans 1’équation pour p n’ont alors plus
de sens et il faudrait utiliser des espaces de Sobolev a poid pour les définir. C’est

tandis que
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pourquoi, on utilise la notion de solution renormalisée pour 1’étude du cas i non
bornée et sans hypothese de croissance.

REMARQUE 5.1.1 — On obtient un résultat analogue dans le cas stationnaire pour
lequel les raisonnements sont les mémes et plus simples. &

REMARQUE 5.1.2 — En se servant des résultats du §4.5 il est possible de généraliser
le théoréme 5.1.1 au cas du systeme (M8). &

5. 2 — NOTION DE SOLUTION RENORMALISEE
5.2.1 — ORIENTATION
Afin d’isoler le probleme dii aux termes de diffusion et a la perte de 1’égalité d’énergie
on considere le systéme stationnaire tres simplifié
(a)  —dive(vy(k)Vep) = f,
(5.0.1) (0) = dive(y(k) Vo) = (k) [Vopl?,
(¢) k| oo = plaa = 0.
Les hypotheses sont :
(H.5.6) vy est continue et minorée par v > 0, i.e. Vk € IR, v4(k) > v,
(H5.7) f € L2(Q).
Sans hypothese de croissance sur vy les difficultés dans ce systéme sont les suivantes.

o Les termes —div.(v4(k) V.p) et —div.(v¢(k) V k) n’ont aucune raison d’étre dans
des espaces de distributions lorsque p et k sont dans des espaces de Sobolev,

e partant de solutions approchées, on ne peut pas utiliser une égalité d’énergie a la
limite pour montrer la convergence des énergies et passer a la limite dans 1’équation
pour k.

On commence par une remarque formelle.

REMARQUE 5.2.1 — En prenant p comme fonction test dans (5.0.1, a) et en intégrant
par parties on obtient

3 i oo
Vi ([ 19?) < ([ w0 19) " < SNl

On en déduit en prenant 3; (k) comme fonction test dans (5.0.1, a) et en intégrant par
parties

02
v [ DB®E < [ w0 VB 0F <5 1110 0

Q
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Donc, uniquement avec les hypotheses (H.5.6) et (H.5.7) on a des estimations sur ce
systéme i.e.
p€HYQ), VjieR"Y, B(k)e Hy(Q).

L’équation pour k est une équation avec un second membre dans L*(£2). En reprenant
la version stationnaire de BOCCARDO-GALLOUET [1] (¢f. §4.2, chapitre 4) on a

Vpe[1,3/2], ke W,?(Q).

Ceci montre qu’en partant d’une suite de solutions approchée et en régularisant vy par
troncature on peut extraire des sous-suites convergentes. Tout le probleéme consiste
a savoir quelle équation est vérifiée par la limite. En d’autres termes, on se pose les
questions suivantes.

e 1) Y a-t il un sens a donner au systeme (5.0.1) et si oui lequel ? Réponse : oui, la
notion de solution renormalisée (section 5.2.2).

e 2) Ce sens coincide-t-il avec le sens des distributions lorsque v; est bornée ? Réponse
: oui (section 5.2.2).

e 3) A t-on un résultat d’existence a ce systeme dans ce sens avec juste les hypotheses
(H.5.6) et (H.5.7) ? Réponse : oui (§5.3).

Dans ce paragraphe on définit la notion de solution renormalisée pour ce systeme et

on montre la consistance de la définition. La démonstration du résultat d’existence fait

I’objet du paragraphe suivant.

5.2.2 — DEFINITION D’UNE SOLUTION RENORMALISEE

Le principe de la définition consiste a “couper” les grandes valeurs de k dans les
équations. On remarque que lorsque & est mesurable et égale a co uniquement sur un
ensemble de mesure nulle dans {2 on a formellement

{ Vhe CP(R),
—dive(h(k) ve(k) Vck) + B (k) ve(k) [V ek[* = — h(k) dive(vy(k)V ck).

Dans toute la suite on suppose vérifiées les hypotheses (H.5.6) (continuité de vy >
v > 0)et (H5.7) (f € L2()).

DEFINITION 5.2.1 — On dit qu’un couple (p, k) de fonctions mesurables sur §) est
une solution renormalisée du systéeme (5.0.1) si et seulement si

52.1) pe Hy(Q),
52.2) Vje R, Bj(k)e Hi(Q),
5.2.3) (k) Vp € [L2(Q))2,

)

524) ke [ WyP(Q),
1<p<3/2

(
(
(
(
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1
(5.2.5)  lim - / v(k) |V.E]? | =0,
7004 \J{q<|k|<2q}

VheCP(R),

[ T )0 Tk S = 10
(5.2.6) dans D' (Q),
o —dive(h(k) ve(k) Vek) + 1’ (k) v (k) [V ck|* =

vi(k) | Vep|? hk) dans D'(Q).

Les points (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3) et (5.2.4) sont motivés par la remarque 5.2.1 plus
haut. Le point (5.2.5) provient du probleme de la consistance de cette définition qui
fait I’objet de la section suivante. Enfin, (5.2.6) est le résultat de la multiplication du
systeme par h(k). O

On montre dans le lemme 5.2.1 en quoi tous les termes dans les équations (5.2.6) ont
un sens dans D’(Q).

LEMME 5.2.1 — Soit k une fonction mesurable telle que

Vi€ R, Bi(k)€ Hy(Q), ke [\ WyP(9Q)
1<p<3/2

(cf (5.2.2) et (5.2.4)). On suppose que vy vérifie (H.5.6). Alors,
Vhe OX(R), hk)v(k)Vek € L2(Q) et B (k)v(k)|Vek|? € LNQ).
De plus

Vpe Hy(Q), h(k)v(k)Vep € L*(Q), N (k)v(k)Vek . Vep € LYQ). <

DEMONSTRATION — Soient k& mesurable sur ) vérifiant (5.2.2) et (5.2.4), h €
C2°(IR) de support inclus dans un intervalle [m, M]. On pose j = sup(|m/|, |M]).
Alors, V¢ ¢ [—3, j], h(€) = 0 ce qui entraine

h(k)vp(k) € L=(Q), I (k) vy(k) € L=(Q).

On a directement pour p € Hg (), h(k) vs(k) V.p € L?(Q). Par ailleurs, puisque
k€ WyP(Q) pour un p > 1,

h(k) ve(k) Vck = h(k) ve(k) Ve 5;(k)
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(¢f. MURAT [1]). Comme V.3;(k) € L?(Q), h(k) v4(k) V .k € L*(Q). Les autres
termes se traitent a I’aide du méme argument. &

REMARQUE 5.2.1 — On peut donner une définition du méme ordre pour le probleme
parabolique correspondant a (5.0.1). Dans le cas d’une seule équation, I’existence
d’une solution renormalisée est connue (¢f. BLANCHARD [1]). Le probleme d’existence
est ouvert pour le systeéme d’évolution avec deux équations. &

5.2.3 — CONSISTANCE DE LA DEFINITION

Lorsque vy est bornée on montre en raisonnant comme dans le §5.1 que le systéme
(5.0.1) possede une solution au sens des distributions. Il se pose le probleéme de savoir
si dans ce cas la notion de solution renormalisée coincide avec la notion de solution
au sens des distributions.

PROPOSITION 5.2.1 — On suppose réalisées les hypothéses (H.5.6) (v; > v et vy est
continue) et (H.5.7) (f € L*(2)). On suppose de plus que vy est bornée. Soit

(k) € HYQ) x [ Wir(Q).
p<3/2

Alors, (p, k) est une solution renormalisée de (5.0.1) si et seulement si (p, k) est une
solution au sens des distributions de (5.0.1). &

DEMONSTRATION — Soit (p, k) une solution renormalisée de 1’équation (5.0.1). Etant
donné n € IN on considere la fonction h,, telle que

— paire et égale a 1 sur [0, n],
—égale a 0 sur [2n, 00|,
— affine sur [n, 2n).

En particulier, h], = — (1/n) sur I'intervalle |n, 2n[. Pour £ > 0, on considére une
fonction paire h, € C°(IR) telle que

hi, =h, sur [0,n—c]U[n+¢e,2n—clU[2n+¢,00[.

La suite hZ, est une approximation uniforme de classe C> de la fonction h,. Soit
enfin ¢ € D(Q). Comme (p, k) est une solution renormalisée du systeme (5.0.1)

| HD 08 Vep Voot [ (B (1) 4(0) Vo oo =
(a) Q Q
fhe, (k) e,
Q

[ B0 ) Voot [ (1) 0 alh) [V =
Q Q

vi(k) [Vepl® 15, (k) .

(0)
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En faisant tendre € vers 0 on a

/ hn (k) vg (k) Vep.Vep —
Q
@ 1

f/ vamvw@=/fm%w7
" J{n<|k|<2n} Q

/Q o () vy () V.V o —
® {°

1 / vi(k) [Vok? o = / vi(k) [V epl? B (K) .
T J{n<|k|<2n} Q

(5.2.7)

On fait maintenant tendre n vers I'infini dans (5.2.7) en rappelant que v; est bornée.
Puisque h,, tend vers 1 uniformément sur les compacts de IR, on a grace a (5.2.1) et
(5.2.4) et le fait que vy soit bornée

i [ o (k) vy (B) Vop Vo = / V() Vep.Ve,
n—oc Jq Q
i [ o (k) vy (k) Vb Vo = / v (k) Vo Voip,
n—=oo Jqo Q

(5.2.8)
i [ fha)e= [ 1o
i | 210 [Vopl hn(K) 0 = [ 2(0) Vol 0

Par ailleurs, comme

/ vi(k) [Vek? o
{n<|k|<2n}

on déduit de (5.2.5) (limy, o0 X (f{n§| ) \VckP) —0: cest Ia que cela
sert) que

< ||<P||Loc(sz)/ va(k) [V ok,
{n<|k|<2n}

1
n n

1
(5.2.9) lim 7/ v(k) |Vek|? o = 0.
{n<|k|<2n}

n—o00 N

Finalement, en utilisant I’'inégalité de Young on a
o]l Lo
()Vek-Vp | < S0 1y () [V ok + 0y (k) [Vepl?).

I résulte alors de (5.2.3) (1/v¢(k) Vp € L?(2)) et (5.2.5)

1
(5.2.10) lim 7/ vi(k) Vck.NVep = 0.
{n<lk|<2n}

n—oo N
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En combinant (5.2.7,8,9, 10) on obtient

/Qut(k) ch.Vcso=/Qfso,
/Qut(k) Vck.Vcsoz/QVt(k)\chlzw

vérifiées pour tout p € D(Q), ce qui établit que (p, k) est une solution du systeme
(5.0.1) au sens des distributions.

La réciproque se déduit de la multiplication de (5.0.1) par h(k) et de la remarque
5.2.1. L’assertion (5.2.5) s’obtient en multipliant I’équation pour k par f, (k) ot f; et
représentée sur la figure 5.3.1 plus loin. Les détails de cette procédure sont écrits dans
la section 5.3.5 & propos de la démonstration du résultat d’existence. &

Il ne reste plus qu’a montrer 1’existence d’une solution renormalisée au systéme (5.0.1)
et ce, sans supposer vy bornée et sans aucune hypothese de croissance.

5. 3 — EXISTENCE D’UNE SOLUTION RENORMALISEE DANS LE
CAS STATIONNAIRE ; VISCOSITES NON BORNEES

5.3.1 — RESULTAT ET PLAN DE LA DEMONSTRATION

Ce paragraphe a pour but la démonstration d’un résultat d’existence d’une solution
renormalisée au systeéme (5.0.1). L’unicité est un probléme ouvert.

THEOREME 5.3.1 — On suppose que
(H.5.6) vf est continue et minorée par v > 0, i.e. Vk € R, v¢(k) > v,
(H.5.7) f € L?().
Alors le systeme
(@)  — dive(vy(k) Vep) = f,
(5.0.1) (b) = dive(vr(k) Vek) = v(k) [V epl?,
() kloa = ploa =0,

posséde une solution renormalisée (p, k) € HE () x Np<s/2 WP (). $

La clef de ce résultat est la convergence des énergies pour p a partir d’approximations.
On ne peut plus raisonner ici directement a 1’aide de 1’égalité d’énergie. On montre
en fait que ce sont les troncatures de la limite qui vérifient une égalité d’énergie (cf.
(5.3.16)), ce qui implique finalement 1’égalité d’énergie pour la limite elle méme.

La démonstration suit le shéma habituel ou la solution est obtenue comme limite d’une
suite de solutions approchées introduites maintenant.



188 Viscosités non bornées : cas stationnaire

Pour n € IN, n > v, on considere 1/}1 définie par

def

(5.3.1) vi'(k) = Bu(ve(k)).

On note que la suite (4'),,>, converge uniformément sur les compacts de IR vers vy
lorsque n — 400 et satisfait pour tout entier n > v

(5.3.2) O<v <yt <n.

Etant donné un entier n > v soit (p,, ky, ) tel que
Pn € H(} (),

(a

—div.(vf'(kn) Vepn) = f dans D'(Q),

(5.3.3) k, € ﬂ W()LP(Q)a
(b) p<3/2

—dive (v (kn) Vekn) = vf (kn) [Vepn|®  dans D'(Q),

L’existence de (py, kr,) est d’ores et déja acquise par le méme raisonnement que dans
le paragraphe précédent adapt€ au cas stationnaire car v;" est bornée.

La démonstration du théoréme 5.3.1 consiste & montrer que (py,, kr )n>, cOnverge vers
une solution renormalisée de (5.0.1) et sera compléte d’ici la fin de ce paragraphe. Elle
est découpée en cinq étapes constituées par des lemmes et des sections intermédiaires.

Etape 1) Estimations a priori et extraction d’une sous-suite convergente vers une limite
(p, k).
Etape 2) Convergence des énergies

(5.3.4) lim [ 17 (k) [Vopnl® = / v (k) [V opl?.
Q Q

n—oo

Etape 3) Convergence forte dans L'([0, 7] x Q) de (v]'(ky)|Vepn|*)nsy vers
vi(k)|Vepl®.

Etape 4) Convergence forte dans L>([0, 7], H3(£2)) pour j fixé de (B;(kn))n>y vers
Bj(k),

Etape 5) Vérification point par point que (p, k) est une solution renormalisée de

(5.0.1). ¢

Les étapes 3 et 4 sont une conséquence de 1’étape 2. Ces résultats additionnels de
convergence sont nécessaires au passage a la limite dans les équations, en particulier
dans les termes

B (k)07 (k) )V cin V oy 1 (ki )03 (ki) |V ke |2
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5.3.2 — ESTIMATIONS A PRIORI ET EXTRACTION DE SOUS-SUITES
Cette section constitue I’étape 1) du programme précédent.
LEMME 5.3.1 — La suite (py,, ky)n>. est bornée dans
Hy(@) x (1] Wg(©)
p<3/2
et pour tout j € IR}, (Bj(kn))n>. est bornée dans HE (Q). O

DEMONSTRATION — On commence par estimer (p, )n s, puis (kn)nsy-

Estimation de (pn)n>,- On choisit p, comme fonction test dans (5.3.3,a). En
intégrant par parties et en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwartz puis I’inégalité de
Poincaré, on déduit d’apres (5.3.2) et (H.5.7)

1
2 C
(5.35) ([t 9en) " < Z e
0 t NG ()
ou C' désigne la constante de Poincaré. On en déduit en particulier

— (pn)n>v est bornée dans Hi (),
— (V) (kn) [V epn|*)n>v est bornée dans L* (Q).

Estimation de (k;)n>,. Soit un entier j > 1. On choisit en premier lieu 3; (k)
comme fonction test dans (5.3.3,b) et on intégre par parties en utilisant (5.3.2) et
(5.3.5). 1l vient

02
636 v [ V8P < [ o) 98,0007 < 5 S 1l

Q

Par ailleurs, comme (1} (k) |Vepn|?)n>. est bornée dans L' (Q), les résultats dans
BOCCARDO-GALLOUET [1] (¢f. aussi le §4.2) montrent que pour tout p € [1,3/2[ (on
raisonne ici en dimension 3) il existe une constante A, qui ne dépend que de p et de €2
et telle que

(5.3.7) |knllwir@) < Ap
ce qui montre le lemme. &

On note que pour tout ¢ € IR

[ ) IVeka < [ 07 ) 9y
{a<lknl<2q} Q
de sorte que (5.3.6) implique que

02 f 22
(5.3.8) / P (k) [Vekn|? < 24 Mz
{q<|kn|<2q} v

COROLLAIRE 5.3.1 — Soit p €]1,3/2[. De (pn, kn)n>, on peut extraire une sous-
suite (toujours notée de la méme maniere) qui converge vers un couple (p, k) dans
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HL(Q) x W, P(Q) faible,

L™(Q) x L*(Q) fort pour tout (1, s) € [1,6][x[1,p*],

Q) presque partout.
En fait k € Wy (Q) pour tout p < 3/2. O
5.3.3 — CONVERGENCE DES ENERGIES

Cette section constitue 1’étape 2) du programme et est la partie cruciale de la démons-
tration du théoréme 5.3.1. On note (p, k) le couple introduit dans le corollaire 5.3.1
plus haut (i.e. la limite de (pn, kn)n>w)-

LEMME 5.3.2 — On a la convergence des énergies

n— oo

(5.3 ti [ () [Vopal? = [ 0) (92 o
Q Q

DEMONSTRATION — On démontre ce résultat en quatre temps par un double passage
a la limite.

i) APEstimation pour ¢ fixé du terme (pour hg, cf. fig. 5.2.1)
hy (k) vg (kn) VEn .V,

ii) On fait tendre n vers I’infini pour ¢ fixé.

iii) On fait tendre g vers I’infini pour montrer I’ égalité d’énergie satisfaite
par les troncatures (¢f. (5.3.16)).

iv) On en déduit (5.3.4).

i) Terme h(ky) v (kn) Vkn.Vpn. Soient g et n fixés dans IN. Multiplions (5.3.3, a)
par hq(ky) (cf. fig. 5.2.1). Il vient

(5.39) { —div(hq(kn) 17 (k) Vepn) + W, (k) V7 (i) Vi Ve =
fhq(kn) dans D'(Q).

Soit my, ¢ € (L*>°(£2))" définie par

Mg def h;(kn) vi' (kn) Vekn Vepn.

Chaque m,, 4 € L'(Q) et

— I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
— (5.3.5) et (5.3.8),
— hy, admet [g, 2q] comme support sur IR, et || < (1/q),

entrainent

Mgl (o=@ < IMngllo) <

(5:310) 41 / C[|f1220
- SV (k) |V ekn| /07 (k) [ Vepn| < ———2
4 J{q<k,<2q} ! ( ) | | ! ( ) | | v \/a
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Lorsque g est fixé, on peut extraire de la suite (11, 4)ne v Une sous-suite qui converge
vers un certain m, dans (L°°(£2))’ faible étoile vérifiant d’apres (5.3.10)

1
(5.3.11) ||mq||(Loo(Q))/ =0 (\/a) .

En particulier, (5.3.11) implique que la suite (m,)qenv tend vers 0 dans (L™°(9))’
fort.
ii) Passage a la limite dans (5.3.9) lorsque n tend vers linfini a q fixé. Soit o € D(Q).
Ona

(5.3.12) lim < my q,0>=<mg, >

n— oo
et comme

— (kn)n>y converge vers k p.p,
— les fonctions A, et 14 sont continues par rapport a k (¢f. (H.5.6) et fig.
5.2.1)),
— (¥}")n>v converge vers vy uniformément sur les compacts de IR (cf.
(5.3.1),
la suite (hy(kn)vy'(kn) Vo)n>, converge vers hy(k)ve(k) Vo p.p dans Q lorsque n
tend vers I’infini. Finalement, puisque h, est nulle lorsque |k| > 2¢ et plus petite
que 1 et que (vf')n>, est uniformément bornée sur les compacts de IR, il existe une
constante Cy, telle que

|hq(kn)l’?(kn) Vep| < 02q|v0%0‘ € L™ (Q).

En particulier, (hq(kn)v} (k) Vep)n>, converge vers hq(k)vy(k) Ve dans L?(Q)
fort. De la convergence faible de (p,, ),>, vers p on déduit

(5.3.13) lim [ hg(kn)vf (kn) Ve .Vepn = / he(K)ve(k) Vep Vep.
Q

n—oo O

En combinant (5.3.9), (5.3.12) et (5.3.13) on a

(5.3.14) —div(vs(k) he(k) Vep) + mg = f hy(k) dans D'().
iii) Passage a la limite dans (5.3.14) pour des énergies tronquées. Soit j > 1 un entier

fixé. On choisit 3;(p) € L*>°(£2) comme fonction test dans (5.3.14) et on intégre par
parties

(5.3.15) /Q ha (R (K) Ve () + < g, Bi(p) > = /thqae) 8;(p).
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Comme (hg),emn converge vers 1 uniformément sur les compacts de IR, en faisant
tendre ¢ vers I’infini dans (5.3.15) combiné a (5.3.11) (convergence de (mg)4emn Vers
0)et Bj(p) € L>*(N) ona

(5.3.16) /Q vi(k) Vo5 ()2 = /Q 0

vérifiée pour tout 5 > 0.

iv) Obtention de (5.3.4). La suite (3;(p)) e converge vers p p.p dans € et

1B;(p) f1 < Ip fl € L'(9).

De plus (V.53;(p))jemn converge vers V.p p.p dans Q et on a
ve(k) [V eBi(p) P < vr(k) [Vepl?.
On admet provisoirement que
(k) [V epl? € L1 ()

ce qui fait I’objet du lemme 5.3.3 plus loin. En faisant tendre j vers I’infini dans
(5.3.16) et en appliquant le théoréme de Lebesgue

/Vt(k)‘vcp|2=/fp= ILm /fpnz ILm /V;l(kn)|vcpn|27

prouvant ainsi (5.3.4). &
LEMME 5.3.3 — v4(k) |[V.p|? € L1(Q). &

DEMONSTRATION — Pour g fixé on déduit de (5.3.5) et de h, € [0,1] que

Un,q déf hq(kn) V?(kn) chn

est une suite bornée dans [L?(£2)]2. On peut donc en extraire une sous-suite faiblement
convergente dans [L?(£2)]? vers un certain u, € [L?(£2)]® lorsque n tend vers I'infini
et g est fixé. Or,

— hg et vy sont continues, (4'),,>, converge vers vy uniformément sur les
compacts de IR,
— (Kkn)nemv converge vers k p.p dans €2, doncAD

tim /g (k) 07 (i) = Vha(k) (k) pp dans Q.

n—oo

Enfin, comme
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— (Vep,)nenw converge vers V.p dans [L%(Q)]? faible,

— y/Phq(kn) v (ky) est bornée dans L>°(2) car hy est a support compact
et (V') n>, est uniformément bornée sur les compacts de IR,

on déduit
wg = /g (k) vy (k) Vep.

Par passage a la limite faible dans (3.5.5) on a (h, € [0, 1])

05 [ a9 < mint ([ nu) v ) (90, ) <
Q n—0o0 Q

n— oo

. . 2
it ([ 0700 96,2) < 17120

Comme k est intégrable et v bornée sur les compacts de IR, v4(k) est finie p.p et il en
est de méme pour |V.p|?. Par conséquent, puisque h, converge vers 1 uniformément
sur les compacts de IR

lim. (k) vy (k) [Vepl® = (k) [Vepl®  pp dans
q—00

Toutes fonctions considérées étant positives, il résulte du lemme de Fatou et des
inégalités précédentes

2 c? 2
0< A vi(k) |Vepl” < 7 ||f|‘L2(Q)

ce qui montre que v¢(k) |V p|? € L1(Q). O
5.3.4 — PROPRIETES ADDITIONNELLES DE CONVERGENCE

On traite dans cette section les étapes 3) et 4) du plan de la démonstration du théoreme
5.3.1.

LEMME 5.3.4 — La suite (y/v](kn) Vepn)n>y converge fortement dans [L?(Q)]?
vers \/vs(k) V.p. &

DEMONSTRATION — On montre que la suite (/17 (kn) Vepn)n>, converge vers

v(k) V.p dans [L?(©)]? faible puis on conclut grice a la convergence des énergies
(5.3.4).

On pose

D’apres (5.3.5) (wy,)n>, est bornée dans [L?(€2)]3. On peut en extraire une sous-suite
faiblement convergente dans [L?(©2)] vers une fonction notée w. On introduit

(5.3.18) o ( utn(kn)) o
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Comme vj* > v (cf. (5.3.1) et (5.3.2)), pour tout n > v

0< 2z, < v~ (/2 e
(5.3.19) La suite (zy,)n>y est bornée dans L™ ().

Comme (ky,)ne v converge vers k p.p dans €2 et que v;* converge vers vy uniformément
vers vy sur les compacts de IR

~1
(5.3.20) lim z, = ( I/t(k)> “, p.p dans .

n— oo

En particulier d’apres (5.3.19), (5.3.20) et le théoréme de Lebesgue
(5.3.21) Vo € [L2(D)]?, (200)n>, converge vers zpdans [L*(Q)]? fort.

Comme (wy, ), converge vers w dans [L?(Q)]? faible

lim Zn P Wy = / ZQ.w
c’est-a-dire que (z,wy,)n>, converge vers zw dans [L?(£2)]® faible. Mais comme
Znwy, = Vpp (¢f. (5.3.17,18)) et que (Vpy,)n>, converge faiblement vers Vp dans
[L2(2)]3, 2w = Vp, soit encore

w = \/vs(k) Vp.

En combinant ce résultat a (5.3.4) (i.e. ici la convergence des normes), on en déduit
que la convergence de la suite (w,,)nepv vers w est forte dans [L?(2)]3. Le méme
argument permet aussi de prouver que la suite (p,)nepv converge vers p fortement
dans H{ (€2). ¢

COROLLAIRE 5.3.2 — La suite gy, def vi(kn) [Vepn |2 est équiintégrable. &

Le résultat suivant constitue 1’étape 4) du programme. Un résultat analogue a été
montré pour la premiere fois dans LIONS-MURAT [1].

LEMME 5.3.2 — Soit j € IRY.. La suite 3;(k,,) converge vers j3;(k) dans H} () fort.
¢

DEMONSTRATION — On commence au préalable par montrer que
Vie Ry, Bj(k) € Hy().

Soit j € IR} fixé. L'estimation (5.3.6) implique que la suite (3;(kn))n>. est bornée
dans H} (). On peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans H (€2)
vers une fonction g; € Hg (), la convergence étant également forte dans L” (2) pour
tout r € [1, 6] et p.p dans .
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Comme (ky,)n>, converge vers k p.p dans 2, la continuité de 3, implique que la suite
(Bj(kn))n>y converge vers 3;(k) p.p dans € (entre autre, toujours pour j fixé). Ceci
montre que g; = (3;(k) € Hj(Q) dans Q p.p, ce qui assure que k vérifie le point
(5.2.2) dans la définition 5.2.1 d’une solution renormalisée.

On pose

def p def
gn = Vp (kn) |chn|2> g = Vl(k)|vcp‘2'

D’aprés le lemme 5.3.4, (g, )n>, converge vers g dans L' () fort. De plus avec cette
notation

(5.3.22) —dive(vf (kn) Vekn) = gn,  dans D'(Q).

Soit j € IR% fixé. Ce qui précede assure que (f3;(ky))n>, converge vers (3;(k) dans
H}(Q) faible. Il faut montrer que la convergence et forte.

Soient n et ¢ deux entiers donnés. Formons

Lng ™ [ | o) Testhn) = ) Ty k)

[ o) 1Vein)? + [ v ) 1985 () = 2
Q Q

2

(5.3.23)

ou I’on a posé

(5.3.24) g /Q SR () 18 (k) Vo5 (k) Vo (k).

Le but consiste a faire tendre d’abord ¢ vers I’infini dans le second membre de (5.2.23),
puis ensuite n. La suite de la démonstration s’articule en trois temps.

i) On montre que pour n fixé

lim I, , =1,
q— 00 ’

1, % / G Bj(kn) + / 98;(k) -2 / V() Vo () Vo5 (k)

2 [ (o 300 o 85000) = v 358 ) Ve 0) 92850

ii) On montre 1’inégalité de norme

| o V800 = VB V0

iii) On montre que I,, tend vers O lorsque n tend vers I’infini.

2
‘ <1,
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i) Limite de I,, , a n fixé. On passe a la limite dans les termes de I,, , les uns apres les
autres.

Terme [o v (kn) |[Vefi(kn)* + [ovi(kq) IVeBj(kg)|?. On déduit de I'équation
(5.3.22)

/ ) 98507 = [ g0 53050,
Q Q
[ 7100 (98,00 = [ 48500,
Q Q

Comme (g,),>, converge vers f dans L'(Q) fort (¢f. lemme 5.3.4), d’apres le
théoreme de Lebesgue inverse on sait qu’il existe G € L(f2) telle que de la suite
(gq)q>v On puisse extraire une sous-suite (toujours notée de la méme maniere) con-
vergente vers g p.p avec |g,| < G. Ainsi

|gq 5j(kq)‘ <JjG.

(5.3.25)

Puisque (g4 B;(kq))q>» converge vers g f5;(k) p.p, (9q8;(kg))g>» converge vers
g Bj(k) dans L'(2) fort, la limite étant unique toute la suite converge. On a en
particulier

im [ vf ) Ve, k)P = [ 55(8)

q—o0 Jq
ce qui avec (5.3.25) regle les deux premiers termes dans [, 4.

Terme J,, 4. On met J,, 4 sous la forme

Jng = /Q VP () Vo (k) Vo8 (k) +

(o7 ) o) = 27 00)) V8,5 9., ).

L’entier n est toujours fixé et on fait tendre ¢ vers co. La convergence faible de
(B (kq))q>v vers B; (k) dans Hg (€2) permet d’affirmer, v/ étant bornée et V. 3; (ky,) €
(L2

i [ 0 (k) VB, (k) Vo (ky) = /ﬂ U (k) VB, () Vo5 ().

(5.3.26)

Il reste encore a passer a la limite dans le dernier terme de J,, 4. On écrit

/ (/o7 Grn) \Jof ) = 7 () ) VB3 (i) Vo5 () =

/Q (\/y?(ﬁj(kn)) \/Vf(b’j(kq)) - V;L(Bj(kn))) VeBi(kn) VB (kq).

Soit

def
Cng 7 B3 )\ (B (ko)) = 07 (B (k).
Puisque la suite (17 ) s>, converge uniformément vers v sur le compact [—7, j], chacune
de ces fonctions étant continues,
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(£1,4)q>v st une suite bornée dans L ().

La convergence p.p de la suite (k;),emnv vers k et la continuité de §; permettent
d’affirmer que pour n fixé

(5.3.27) lim £, = /7 (85 k) \ /(B () = 7 (8 00)) < 0,

q—o0

dans L?(Q) fort pour tout & < oo et p.p, quitte & extraire une sous-suite. On note au
passage que le méme argument permet détablir aussi que

lim ¢, =0

n—oo

dans les mémes espaces et p.p.

Comme (V. (kq))q>» converge vers V.3;(k) dans [L?()]? faible, que ({5, 4)g>0
est bornée et converge vers £, p.p et V.53;(k,) € [L*(Q)]?

i | oy VoBs(kn) VB (ky) = / VB, (k) VoBy ().
q—00 Jq Q

Finalement en posant

L= [ aithn) + [ 98-
Q Q

on a bien

lim I,,, =1,
q— 00 ’

ce qui conclut ce premier point.

i) Inégalité de norme. Cette inégalité résulte d’un argument de convergence faible.
D’une part

Vg(kq) vcﬁj(kq) = Vg(ﬁj (kq)) Vcﬁj(kq)-

D’autre part (y/v/(8;(ky)))q>, est bornée et converge p.p vers (y/v{(B;(k)) car
(kq)q>v converge vers k p.pet (vf ) 4>, converge uniformément vers v sur les compacts
de IR. Par conséquent

(\/ th(kn> VeBi(kn) — \/ Vg(kq) vcﬁj<kq))q>u

converge faiblement vers

v} (kn) Vel (k) = v/vi(k) Vef; (k)
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dans [L?(€)]®. En faisant tendre ¢ vers 'infini dans (5.3.23) on déduit alors
2
/ ‘,/V;L(kn)vcﬁj(kn) R vcﬁj(k)‘ < I, = lim I,
Q

= timinf | [\ (ha) Vs ha) = /o () VB k)|

qui est I’'inégalité annoncée.

(5.3.28)

iii) I,, tend vers 0. Rappelons que

I = /Q g B (k) + /Q 98, (k) -
2 / 0P (k) Vo33 (k) Vo (k) — 2 / 00 V85 (k) Vo5 ().
Q Q

On étudie chaque terme I’un apres 1’autre. On note en premier lieu que des arguments
déja mentionnés assurent

i | g0 B5(0hu) = /Q 955 (k).

n—oo

En utilisant 3;(k) comme fonction test dans (5.3.22)

[ ) Do) 58,80 = [ 08,00
Q Q

et toujours avec des arguments déja vus

i [ v (k) Vo, (k) VB () = /Q 98;(k).

n—oo Q

Donc

lim (/ g B (k) +/gﬁj(k) —2/ VP (k) Vo (k) .Vcb’j(k)) 0,
n—oo \Ja Q Q

Il reste un terme a étudier dans I,,. Nous avons vu précédemment que ()., est
bornée dans L™°(2) et converge vers zéro p.p. Par conséquent, puisque §,(k) €
H} () la suite (¢,8;(k))n>, converge vers 0 dans [L?(Q)]® fort. Par ailleurs
(B;(kn))n> converge vers 3;(k) dans HJ (§2) faible. Il en résulte que

lim /an VBi(kn) . VeBi(k) =0

n—00

ce qui acheve la preuve de le convergence de I, vers 0.
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Conclusion de la démonstration du lemme 5.3.5. En raisonnant comme dans la preuve
du lemme 5.3.4 on voit que

lim /17 (kn) Ve (kn) = /vi(k)VeB; (k)

n—oo

dans [L?(€2)]? faible. L’inégalité (5.3.28) et la convergence de (I}, ),,~, vers 0 assurent
que cette convergence est forte. Toujours par un raisonnement semblable a celui de
la preuve du lemme 5.3.4, on en déduit que (8, (ky))n>, converge vers 3, (k) dans
H(Q) fort. O

5.3.5 — PASSAGE A LA LIMITE ET CONCLUSION

Il reste a franchir I’étape 5) pour achever la preuve du théoreme 5.3.1 en vérifiant que
le couple (p, k) est une solution renormalisée de (5.0.1). On doit montrer que (p, k)
satisfait les points (5.2.1, 2, 3,4, 5, 6) de ladéfinition 5.2.1 d’une solution renormalisée.
Ces points sont vérifiés les uns apres les autres.

Points déja acquis. 1l résulte de ce qui précede que

— (p,k) € Hy(Q) X (1< ps/o (¢f. corollaire 5.3.1),

— \/vt(k) Vep € [L2(Q)]? (¢f. lemme 5.3.4),

—Vj € R, Bj(k) € H}(Q) (¢f. section 5.3.4, preuve du lemme 5.3.5),
ce qui régle les points (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3) et (5.2.4).

vérification de (5.2.5). On doit montrer

1
(5.2.5) lim — / vi(k) |Vek|* | = 0.
7o d \J{q<|k|<24}

On démontre cette convergence en deux temps.

e Vérification de (5.2.5.) pour chaque k,,
e conclusion en faisant tendre n vers 1’infini.

Vérification de (5.2.5) pour chaque k,, de maniére uniforme. Soit f, la fonction telle
que

— fq est continue et impaire,
— fq estnulle sur [0, ¢], égale a 1 sur [2q, oo],
— fq est affine sur [g, 2q].

On multiplie I’équation (5.3.3, ) par f,(k,,) puis on intégre par parties. Il vient

1
(5.3.20) 1 / U (k) |V oin? < / on.
9 J{q<|kn|<2q} {a<|knl}

Soit e > 0. D’apres le corollaire 5.3.2

(5.3.30) 36>0, VACQ, mes(A)<d, Vn>v, / gn < e.
A
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Comme la suite (k,,),,>, converge presque partout et dans L*(Q) fort vers k&

(5.3.31) dng>v, g eIN, Vn>ng, Vqg>q, mes{lkn|>q} <4
En combinant (5.3.29) et (5.3.30) a (5.3.31), il vient

3”021/7 ElqOeﬂV, VTLZ"O, vQZQOv
(5.3.32) 1

7/ Vi (kn) |Vekn|? < e
4 J{q<|kn|<2q}

ce qui montre que

1
lim ~ Vi (kn) |Vekn|? = 0
7% 4 J{q<|kn|<2q}

uniformément par rapport a n.

Passage a la limite dans (5.3.32) lorsque n tend vers 'infini. On a

/ v (k) |Vekn? =
{g<|kn|<2q}

Vi (Baq(kn)) IV eB2q(Kn) |2~

(5.3.33)

/{qgﬁ2q(kn,)|S2Q}

On a montré dans la preuve du lemme 5.3.5 que
T o (k) [VeBag (k)2 = vi(k) [V.ag ()2

dans L!(Q) fort. Donc en utilisant (5.3.33) et en faisant tendre n vers I’infini dans
(5.3.32) on obtient V ¢ > qq,

1

1

/ ve(Bag (k) |V Bag ()2 = / vi(k) [V < e
4 J{q<|B2q(k)|<2q} 4 J{q<|k|<2q}

montrant ainsi (5.2.5).
Vérification de (5.2.6). 1l reste a passer a la limite dans les équations et montrer que
le couple (p, k) satisfait Vh € C°(IR)
—dive(h(k) vy(k) Vep) + 1 (k) vy (k) Vok Vep = f (k)
a
dans D'(9),
o —div.(h(k) vi(k) Vek) + B (k) ve(k) |V ck|? =
ve(k) |Vep? h(k),  dans D'(9).
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Le point de départ est le systeéme (5.3.3)

(5.3.3) { (@) = dive(v} (kn) Vepn) = f  dans D'(Q),
(0) = dive(vy' (kn) Vekn) = v (kn) [Vpal®  dans D'(Q).

On fixe h € D(IR) et on note j un entier tel que supp(h) C [—j, j]. On multiplie les
équations (5.3.3, a) et (5.3.3,b) par h(k,,)
—dive(h(kn) vf (kn) Vepn) + W (kn) vf (k) Vekn Vepn =
@ { fh(ky,)  dans D'(Q),
—dive(h(kn) vf (kn) Vekn) + B (k) vf (kn) [V ekn | =
v { Vi (kn) [Vepnl® h(ky)  dans D'(Q)).

(5.3.34)

On note en premier lieu que
(5.3.35) h(kn) = h(B; (k).

Les faits que h soit bornée continue combiné a (5.3.35), (8;(kn))n>, converge vers
B; (k) dans € p.p permettent d’affirmer

(5.3.36) Vpe[l,oo, lim h(k,) =h(k) dans L?(Q) fort.

n—oo

On passe a la limite au sens des distributions dans chaque terme intervenant dans les
équations en commengant par celle pour p. Dans la suite ¢ € D(Q) est fixée.

Terme f h(k,). On déduit de (5.3.36) combiné a f € L*(Q)

(5.3.37) lim fh(kn)ga:/fh(k)ga.
Q Q

n— oo
Terme —div(h(kn) vi'(kn) Vepn). D’une part

hikn) vi' (kn) = h(Bj(kn)) vf (Bj(kn))

car supp(h) C [~7,j]. D’autre part (v4'),,>, converge vers v sur les compacts de IR
et ces fonctions sont continues ainsi que 3;. Donc, puisque (ky)n>, converge vers k
p-p et que h est a support compact

Vp € [l,00],
{ lim h(ky) vy (Bj(kn)) = h(k)ve(k) dans LP(S2) fort.

n—roo

(5.3.38)

On sait par ailleurs que

(5.3.39) la suite (pp)n>, converge vers pdans H () fort.
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Comme ¢ € D(£), il en résulte

(5.340)  lim [ (kn) 2 (kn)) Vepn Ve = /Q h(k) ve(k) Vop V.

n— o0 Q
Terme h'(kyn) vi'(kn) Vcky .V p,. En utilisant toujours la méme idée

h/(kn) V[n(kn) vckn -chn = hl(ﬁ](kn)) V?(Bj(kn)) Vcﬁj(kn) -vcpn-

Un résultat analogue a (5.3.38) a lieu pour la suite (h'(5;(kn)) vf (B85 (kn)))n>0 que
I’on combine a (5.3.39) et le lemme 5.3.5 (convergence forte des troncatures) pour
obtenir

(5.3.41)  lim [ K'(kn)vf(kn) Vekn Vepn o = /Q B (k) vi(k) Vek Vep .

n—00 o)

Conclusion partielle. En combinant (5.3.37) et (5.3.38) a (5.3.41) on déduit que
I’équation (5.2.6, a) est satisfaite par (p, k) au sens des distributions. On considére a
présent les termes de 1’équation pour k.

Terme v}'(kn) |Vepn|? h(kn) on déduit du fait que h soit bornée et des résultats
antérieurs que (h(k,) ¢)n>, converge vers h(k) ¢ dans L faible étoile. Ceci com-
biné au lemme 5.3.4 permet d’affirmer

(5.3.42) tim [ 07 ) [Vep P hbn) o = [ ) V.0 k)

n—oo
Terme div(h(ky) vy (kn) Vcky). On écrit comme d’habitude
h(kn) vi' (k) Vn = 1B (kn)) v (8 (kn)) Ve (kn)-

Le fait que

(5.3.43) i [ (k) vf (kn) Vekn Ve = / h(k) vp(k) Vo Vg

résulte du lemme 5.3.5 et d’arguments déja utilisés de nombreuses fois.

Terme W (k) v} (ky) |Vky|*K. Le fait

(5.3.44) lim h’(kn)z/}’(kn)|Vckn|2ga:/9h’(k) v(k) [V ek

n—oo Q

résulte du lemme 5.3.5 en écrivant

W (kn) vi' (kn) ‘Vckn|2 = hl(ﬁj(kn)) vi(Bj(kn)) |Vcﬁj(kn)|2v

combiné aux arguments précédents.
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Conclusion. En combinant enfin (5.3.42) et (5.3.43) a (5.3.44), on a montré que
(p, k) satisfait (5.2.6,b) au sens des distributions, achevant ainsi la démonstration du
théoreme 5.3.1. &

REMARQUE 5.3.1 — Considérons a nouveau le systeéme turbulent d’équations scalaires
(M3) dans le cas homogene étudié dans le §5.1

(a) 9hp—Knlp— 0.((us(k) +v) Dp) = Flp),
. { Bk — MAK — 0, (vy(k) 9.k) =

(k) Vo * + (k) D.p — k /| K],
(¢) plryur =0, (ui(k) +v)d.plr, = —ap,
(d) k|r,ur, =0, .
(e) (p,k)|t=o0 = (p° ko).

On suppose que les hypotheses (H.5.1), (H.5.2) et (H.5.3) ont lieu et que

(M3)

— Lt est bornée.

En revanche

— on ne fait plus d’hypothése de croissance sur vy.

On dit que (p, k) est une solution faible-renormalisée du systeme (M 3) si et seulement
i p e LA0.T).H} (). 9p € L2(0.T](H},(Q))) et vt € 0.T] p <
L2([07 7—]7 H},I(Q))

t t t
/<8tp,ﬁ> +1Ch//Vp.Vﬁ+a//pj.ﬁ+
0
//,Ut 02pj.0:p = //F
0

Vj € Ry, B;(k) € L*([0,T], Hg(2)),

ke ()P0, 7L WP (@)

1<p<3/2

lim — / / vi(k) |Vek|?dMdt | =0
170 q {g<|k|<2q}

De plus pour tout h € CS°(IR), en notant H une primitive de h,

{ O (H(k)) — Mdiv(h(k) VE) — 0, (h(k) vi(k) 0.k) +
W (k) (IVck[® + ve(k) |0:K[%) = (v (k) [0:p1° + pe(k) 2 — k /TR ) k)

dans D'([0, 7] x Q) avec (p, k)|t=0 = (p°, ko).

etona
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On peut montrer que le systtme (M3) admet une solution faible-renormalisée. Le
—
probléme est ouvert dans le cas non homogene lorsque v = 0. &

On étudie dans le chapitre suivant les couplages de 1’équation pour I’ECT avec les
équations vectorielles de I’océanographie : les équations primitives et le systeme
géostrophico-barotrope turbulent.



CHAPITRE 6

COUPLAGES AVEC LES EQUATIONS PRIMITIVES
ET LE SYSTEME GEOSTROPHICO-BAROTROPE

ORIENTATION

1) On étudie dans ce chapitre les systeémes couplés (M4) (M5) et (M6) obtenus a

I’issue du chapitre 3.

e Le systeme (M4) est le systtme couplé des équations primitives avec celle pour
I’ECT

v +(V V)0 +W (V) 8.0 —vpAv —
(a) — - S

0o (W (k) + 1) 0:0) + k X v + Vps + M(Vp) =0,

0
(b)  div( / v dz) =0,
“ 7H(x,y)
dip+ (VV)p +W(V)0.p —Knlp—

82((Mt(k) + V) 0.p) = F(p),
{ Ok — ANk — 8. (vy(k) 9.k) =

vi(k) (0.0 1P =k /Th] + (k) 0-p,
(€) (vi(k)+wm)0.v
(f) (k) +v)0:plr, = —ap, plryur, =0,
(9) klr, =my|V], klrur, =0,
(h)

(©)

— —
I‘S:V, U‘Flul‘f:Oa

—

(1) y Py k)|t:0 = (E}Oap07 ko)

Les inconnues sont la vitesse horizontale U ladensité p, 'ECT k définies sur [0, 7| x 2
et la pression superficielle p, définie sur [0, 7] xI'y. De plus Ro = letv > 0, Ky > v,
vp > v, A > veta > vsont des constantes. On fait les hypotheses :
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(H.6.1) (v, p°, ko) € Q%2 x L2(Q) x L1(R), ko > 0 p.p dans €2,
(H.6.2) F est une fonction continue de p et il existe une constante C'
telle que

Vpe R, [|F(p)l<C(+]pl),

t

(H.6.3) /!, 1 et v¢ sont des fonctions continues, v/, et ji; sont positives

v

bornées, vy est minorée par v > 0 et v/ (0) = ps(0) = 0,

(H.6.4) V=0et vy satisfait I’hypothese de croissance
3C € (RT)?, 30€0,2/3[; YVke R, (k) <C(1+ k%),

ou bien ve H3/2(I'y) et vy est bornée, dérivable de dérivée bornée.

Le systeme (M 5) est ’analogue du systeme (M 4) dans lequel on remplace les termes

de transport par les termes de transport tronqué (cf. section 2.3.3).

o Le systeme (M 6) est le couplage du systéme géostrophico-barotrope avec 1’équation

pour I’ECT. Les inconnues sont la vitesse barotrope z définie sur [0, 7] x Ty, p, k et

Ps-

-

Ov + (UV)v + KyRot (rotv)+ k x v+

(a) 1
V(ps + M(M(p)) = g

(b) divy =0 dans [0,7] x T,
—
Op+ Ug(ps: p) - Vp — KnAp = 0. ((1e(k) +v) 0zp) =

F(p) dans [0,7] x Q,
{ Otk — AMAKk — 0, (v(k) 0,k) =

V() Vo> + (k) 0.p — k /| k| dans [0,7] x €,

vV dans [0,7T] x T,

e) Totz‘ ar, = ﬁﬁ |8Fs =0,

(
(f) (k) +v)0.p
(

—
g) k'|Fs :mb‘v‘7 k|FfUFL 207

r,=-—ap

r., plrur, =0,

(h’) (zvpv k)|t:0 = (z07poak0)~

Dans ce systeme, on fait les hypotheses (H.6.2), (H.6.3) et (H.6.4) combinées a

(H.6.5) v, € H2(T,), divv, = 0, Ugy. 1 |aq = 0, p° € L=(),
ko € L' (2) et ko > 0 p.p dans ,

(H.6.6) F est décroissante et Vo € IR, sg(x) F(x) < 0 (exemple de
base F'(z) = —x).

2) On ne dispose pas de résultat d’existence d’une solution pour le systeéme (M4) car
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e onn’a pas d’égalité d’énergie a la limite dans les équations primitives a
cause du manque de régularité du terme de transport,

e on ne sait pas renormaliser les équations primitives méme dans le cas
stationnaire, principalement a cause du terme de pression et de la

contrainte.

En revanche, dans le cas du systeme (A5) on dispose d’une égalité d’énergie satisfaite
par les limites faibles des suites de solutions approchées grace a la stabilité par passage
ala limite du transport tronqué (cf. lemme 2.3.3). On démontre un résultat d’existence
d’une solution faible a (M5) en raisonnant comme dans 1’étude du systeme couplé
d’équations scalaires (M 3) (cf. §5.1, chapitre 5).

Il se pose ensuite le probleme de faire tendre le parametre de la troncature vers I’infini.
En raisonnant comme dans le chapitre 2 on montre que les équations primitives sont
conservées a la limite. En revanche, a cause du terme de production d’énergie, une
mesure positive apparait dans I’équation limite pour I’ECT dont on ne sait dire si elle

est nulle ou non (cf. §6.1).

3) On montre un résultat d’existence d’une solution au systeme (1 6) lorsque la norme

infinie de po,

pO I Lo= () €St assez petit ou bien que la constante v est assez grande

(cf. théoréme 6.3.2). Ce résultat repose principalement sur

e une estimation L°° pour la densité,
e un argument de point fixe sur la pression superficielle ps cherchée dans
’espace L2([0, 7], H'(Ts)).
On distingue trois grandes étapes dans la démonstration.
Etape 1) On commence par étudier I’équation pour p indépendamment des autres

lorsque
ke LP([0,T],WhP(Q)) et ps e L*([0,T], H'(T,))
sont fixés en cherchant p dans L*([0, 7], H},(€)) (¢f. théoréme 6.2.1). La difficulté

dans ce probleme est due au terme de transport. Notons que la définition 3.3.1 implique

¥ (p.ps) € L*([0,T], H, () x L*([0, T], H'(Ts)), Uy (perp) € L2(0.T] 2

et cette régularité est optimale (¢f. formules (3.3.3), section 3.3.2, §3.3, chapitre 3).

C’est la méme difficulté que dans les équations primitives.

Une estimation L*° uniforme sur p qui ne dépend ni de ps ni de k (cf.

86.2) permet de contourner cette difficulté.

L’hypothese p° € L>°(£2) est nécessaire a 1’obtention de cette estimation ainsi que
(H.6.6) qui permet aussi d’obtenir un résultat d’unicité crucial pour la suite. L’égalité
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d’énergie pour p permet le couplage ultérieur avec 1I’équation pour I’ECT. 1l faut noter
que 1’on ne peut pas utiliser le méme argument avec les équations primitives a cause

de la contrainte et de la pression superficielle.

Etape 2) On étudie ensuite le systeme géostrophico-barotrope non turbulent (1/11) out
ke LP([0, T], WP (€)) est fixé. Lorsque ||p°|| () est assez petite ou la constante
v est assez grande, on montre grace a un argument de point fixe sur la pression que ce
systeme posséde une solution et on décrit la structure de I’ensemble de ses solutions
(cf. théoreéme 6.3.2).

Le systeme (M11) est entierement déterminé par p, qui n’est plus un multiplicateur
de Lagrange. Grace a I’hypothese de régularité sur EO (cf. (H.6.5)), on dispose d’une
estimation sur ps dans ’espace L?([0, 7], H*(Ts)).

Etape 3) La connaissance de la structure de I’ensemble des solutions de (A/11)
permet de construire des approximations au systeme géostrophico-barotrope turbulent
(M6) a 'aide de la méthode de temps de retard (c¢f. section 4.1.2). On arrive 2

passer a la limite dans les équations essentiellement grace a 1’estimation pour p, dans
L*([0, 7], HY(T)).

6. 1 — COUPLAGE AVEC LES EQUATIONS PRIMITIVES
6.1.1 — CAS DU TRANSPORT TRONQUE

On considere en premier lieu le systeme (M 5) avec des termes de transport tronqués

v +B;(v) — vnAv — 0, (W (k) + 1) 0.0) +
(a) S,
kE x v +Vps+M(Vp)=0,

0
b) div v dz) =0,
o) dio( [ v B
(©) Qip+ Ci(V,p) — Knlp — .((me(k) +v) D:p) = F(p),
(M5) { Ok — AAk — 0, (vy(k) D.k) =

Vi (k) (0.0 P = kTR + (k) 0:p,
)

(&) (k) +v,)0.0 |r, =V, o |rur, =0,
(f) (k) +v)0:plr, = —ap, plr,ur, =0,
(9) klr.=my| V], klrur, =0,

(h) (¥, p.k)li=0 = (Vo, 0, ko).
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On rappelle que

et que

£ = {U S COC(Q), UleUFf = 0},

F={v=uei+ves, (u,v) € ExE, div(M(v)) =0},
H}’Z(Q) ={ue H'(Q), ulr,ur, =0},

0y = {¥=uei +vés, (uv) € Hjy (@), div(M(¥)) =0}

L'espace Q%2 est 1’adhérence de F dans [L?(£2)]. Les termes de transport tronqués
sont définis pour tout (v, p) € QL2 x H}’Z(Q),j € [1, 4+o0[ par

V(Z,7) e QL2 x HY(Q),
(6.1.1) < B;(v), i>= —/(3(7) V) (7). 8;(V),

C(Up7'>— /ﬁj

ou I’on note

Le triplet

(V,p,k) € ([0, T), Q42 x H} (@) x [} LP([0, T],W"?(Q))
p<3/2

est une solution faible de (M5) lorsque les points i), ii) et iii) suivants sont vérifiés.

i) Equation de transport. d;,ve L2([0,T], (QL2)') et

v ze L([0,7],Q%2), Vte[o,T],

/Ot<8ﬁ,§>+/<3 :E>+1/h//Vv Vz +
N[ fetwevazoz- [ [ 7
///HU.2+/O QM(vp).zzo.
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ii) Equation de traceur. d,p € L*([0, T}, (H},(Q))) et

Vpe L*([0,T], Hf,(Q), Vtelo,T],

t t t
<o, p>+ | <Cj(v,p)p> +Kn Vp.V,é+
(6.1.3) A

o [+ [ frenssna= [ [ i

iii) Equation pour 'ECT.

Yo € D([0,T] x Q),

(6.1.4) //k3t<?+/\/0 /VkV<P+/O /Vt ) 0:k. 0. =
[ [awiodres [ [ wwope- [ [ rke

Enfin, si (v, p, k) est une solution faible de (M5) on sait qu’il existe

ps € D([0, T], L*(%))

telle que (U, p, k, ps) soit une solution au sens des distributions du systéme (M5) (cf.

la remarque 2.3.2 et la section 2.1.5, encore valables ici).

THEOREME 6.1.1 — On suppose réalisées les hypothéses (H.6.1), (H.6.2), (H.6.3)
et (H.6.4). Alors, le systéme (M5) posséde une solution faible

(v, p, k) € L2([0,T], Qo2 x Hp () x ) LP([0,T], WP (%))

p<3/2
avec k > 0 p.p.

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat est exactement la méme que
celle du théoreme 5.1.1 bien qu’il y ait une équation vectorielle supplémentaire. C’est
la raison pour laquelle on n’écrit pas tous les détails et on se contente d’adapter
la démonstration du théoréeme 5.1.1 au cas présent. De mé€me on ne fait pas la
distinction v= 0 et vy satisfait une hypothése de croissance ou vy € H?/ 2(Ty) et
vy bornée de dérivée bornée, sachant que cette alternative ne joue un réle que pour
I’obtention d’estimation dans 1’équation pour k. Enfin, la positivité de k résulte de
vy (0) = 11(0) = 0 (cf. §4.4).

On se place donc pour simplifier dans le cas homogene et on suppose que (H.6.1),
(H.6.2), (H.6.3) et (H.6.4) ont licu.
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En bornant par troncature le terme de production et la viscosité 14 on construit une

suite de solutions faibles approchées a (M5)
(Vs Py kin) € L2([0, T, Q57 x H () x Hy(Q)).

Il est inutile de réécrire les équations. Le probléme qui se pose est le passage a la
limite dans les équations lorsque n tend vers ’infini. On passe a la limite dans les
termes de transports tronqués grace au lemme 2.3.3 (section 2.3.4, §2.3, chapitre 2). La
passage a la limite dans les termes de diffusion, de Coriolis et les termes de couplage
est standard.

Comme dans la démonstration du théoreme 5.1.1, la difficulté est due au terme de
production qui dans cet exemple vaut v/ (k,,) 0,V |2. Cette difficulté est contournée
par une égalité d’énergie satisfaite a la limite.

Le plan de la suite de la démonstration est le méme que pour le théoreme 5.1.1 et

condensé comme suit.

e Estimations a priori, d’abord pour (gn, Pn)nen puis pour (kp)nemw,
o ¢galité d’énergie puis passage a la limite.
e . . . .

On choisit v, et p,, comme fonction test dans les équations pour la vitesse et pour la
densité. Le transport tronqué ne contribue pas au bilan d’énergie car il ne travaille pas
(cf. lemme 2.3.2). En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 2.4.1 (cf.
section 2.4.1) et comme dans la section 5.1.2, on voit que (v, )nemn €t (pn)nemw sont
bornées dans

L2([0, 7], Qe2)N L0, T [L2()1%),  L*([0,T], Hy ()N L>([0, T], L*(€2))
respectivement.
D’apres les résultats du chapitre 4, (ky, )nec v est bornée dans
() 70, T), WhP(Q)) N L>=([0, T], L' (%))
p<3/2
On combine le lemme 2.3.1, le lemme 4.2.4 et le raisonnement de la section 5.2.1. On

en déduit que les suites (8t?n)ne s (O¢pr)nem et (Otkn)nemv sont bornées dans

L2([0,7],(Q22)"),  L*([0, 71, (Hy,(Q))),  L'([0, T],W1*(Q)), (g0 >1)
respectivement. Le lemme d’Aubin, le lemme 2.1.5 (espaces emboités) et le lemme
d’interpolation 4.2.3 (cf. section 4.2.3) montrent I’existence de
—
(V,p, k) € L2((0,T], Q) x LA([0, T], Hp () x () LP(0,T],W'?())
p<3/2

.. . . — . 2 N 3N
limite d’une suite extraite de (v ., Pn, kn )nev (toujours notée de la méme maniére)

et telle que
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e (Un, pn)nev converge vers (v, p) dans L2(]0, 7], QL2) x L2([0,T], Hp ,(52))
faible, dans [L2([0, 7] x 2)]? fort et p.p,

o (kn)nemv converge vers k dans LP([0, 7], WP (Q)) faible (p < 3/2 est fixé), dans
L5([0, T] x Q) fort (s < 2) et p.p.

Le triplet (?7 p, k) satisfait (6.1.2) et (6.1.3) grice au lemme 2.3.3 (passage 2 la limite
dans le transport tronqué), la continuité de // et y; et le fait qu’elles soient bornées, la

sous linéarité et la continuité de F'.

Prendre v comme fonction test dans (6.1.2) conduit a I’égalité d’énergie satisfaite
apres passage a la limite. Un raisonnement analogue a celui de la preuve du théoreme

5.1.1avec v ala place de p (¥ est bornée) montre que

(?n)new converge vers v dans L2([0,T], QL.2) fort.

On passe a la limite dans I’équation pour k£ comme dans la section 4.2.5 (cf. §4.2,

chapitre 4) et on en déduit que (6.1.4) est satisfait. &

6.1.2 — UN TERME SUPPLEMENTAIRE DANS L’EQUATION POUR
LECT?

Il se pose naturellement le probleme de faire tendre j vers I'infini dans (M5) ce qui

conduit au résultat suivant.

THEOREME 6.1.2 — On suppose réalisées les hypothéses (H.6.1) (régularité des
données initiales), (H.6.2) (F' continue sous-linéaire), (H.6.3) (continuité des vis-
cosités, positivité et bornitude de vl et jiy, v1(0) = p(0) = 0, vy > v), (H.6.4)

N . . 3 — ’ ., 7
(hypothese de croisance ou de bornitude sur vy suivant que v = 0 ou non et régularité

de v ). Alors, il existe

— une mesure positive m

- (ﬁvpvpsvk) ou

ve L*(0,7),Q57), pe L0, 7] Hy, (%))

ps €D'((0, T, W 12(TL), ke () LP(0,T],W'P(Q), k>0,
1<p<3/2
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tels que (7_;, 0, Ds, k) soit une solution au sens des distributions du systéme

v +(V V)0 +W (V)80 —vpAv —
(a) — 7 =
D((V (k) + 1) 0.0)+ k x v +Vps + M(Vp) =0,

0
(b) dw(/ v dz) =0,

—H(z,y)

dip+ (VV) p +W(V)0.p —KnAp—

9= ((e(k) +v) 0zp) = F(p),

(M400)
Ok — MAk — 0, (v4(k) 0.k) =
(d)
VE(R) 0.0 124+ m — k/Tk| + pe(k) 0.p,
() (k) +1,)0.0 |r, =V, © |r,ur; =0,
(f) (k) +1v)0plr, = —ap, plr,ur, =0,
(9) klr,=my|¥], klrur, =0,
(h’) (7_;7 12 k)lt:O = (7})07 poa kO)
dans [0,T] x Q. O

11 faut noter que (M 400) est presque (M4). Seule I’équation pour ’ECT est changée
car un terme supplémentaire est présent dans le second membre dont on ne sait pas
dire s’il est nul ou non. On sait juste que le support de m est inclus dans 1’ensemble

N — . .
ol 0, v est infini, un ensemble de mesure nulle.

On conjecture que la nullité ou non de cette mesure dépend des données
initiales et qu’il existe des exemples ou la mesure m peut ne pas étre

nulle lorsque les données ne sont pas bien préparées.
Cette conjecture est motivée par

e le résultat d’existence pour le systeme géostrophico-barotrope
turbulent (M6) (cf. théoréme 6.3.2 dans ce qui suit),

e le résultat de GRENIER [1] qui étudie le passage a la limite dans les
équations lorsque Ro tend vers O (cf. aussi I’appendice B pour un
exemple simplifié) et qui met des oscillations en évidence,

e les résultats de régularité de CHEMIN [1] dans le cas de données bien

préparées et lorsque Ro est assez petit.

DEMONSTRATION — Ce résultat est la synthése des résultats des chapitres 2, 4 et 5.
Soit (¥ 1, p;, k;) une solution de (M35) pour j donné.
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En recopiant le paragraphe 2.4 du chapitre 2 mot pour mot en remplacant 7" par p et en
. .. . Lo

se servant du fait que v/, et 1, sont positives bornées (avec v=0oubien ve H3/2 (Ty)

ce qui ne change rien aux estimations), on voit que (?j, pj)ien et (8153]-, Opj)jen

sont bornées dans
L2([0,T), Q57 x Hy () et L'([0,T],(Q%2) x (W**(Q))")

respectivement. AD En particulier,
(V! (k;)|0.0 |2) jemv est bornée dans L ([0, T] x Q).

En recopiant les sections 4.2.3 et 4.2.4 (cas V=0 et vy satisfait une hypothese de
croissance) ou le paragraphe 4.3 (cas ve H3/2(FS) et vy € WH°(IR)) on voit que

(kj)jem et (Otk;)jev sont bornées dans

() 2730, TL.WP(©)) et L'([0, 7], W% (Q))

p<3/2
respectivement.

Sur cette base, le processus d’extraction de sous-suite suit le shéma de la proposition
2.5.1 (cf. section 2.5.2) et celui de la section 4.2.5. 1l existe donc (1_;, p, k) tel que les
points i), i), iii), iv) et v) de la proposition 2.5.1 soient satisfaits (en remplagant T; et

T par p; et p) et tel que les points 1), 2), 3) et 4) de la section 4.2.5 soient vérifiés.

En recopiant la suite du paragraphe 2.5 avec pour variante les faits que v et 1 sont
continues et bornées (cf. aussi la section 5.1.3), on vérifie que (?, p, k) est solution du
probleme (Faibl) (c¢f. la définition 2.2.1 dans la section 2.2.1) dans lequel on adapte

les termes de diffusion turbulente et les termes de bord dans la deuxieme équation.

L’ existence de

pS e D/([O7ﬂ7 W_172(FS)

telle que le systeme (M4oo, a, b, ¢, e, f) ait lieu au sens des distributions résulte de la

proposition 2.2.1 (cf. section 2.2.2). Mais

on n’a pas d’égalité d’énergie satisfaite par (v, p).
. . . — —
Pour cette raison on ne sait pas montrer que la suite (v ;);ev converge vers v dans
L3([0,7], QL2) fort. En raisonnant comme dans la section 5.1.3 du §5.1 chapitre 5,

on note que tous les termes dans 1’équation pour k passent a la limite sauf le terme de

production v/ (k;) |0, ; |2. Comme



Chapitre 6 215

o (\/VE(Kj) |8z5>j |)jev converge faiblement vers /v (k) 0. v | dans
L*([0,7] x Q),
il existe une mesure positive de défaut m telle que
lim v, (k;) 0.0, > = m + v} (k) 0.7 |
J—00
au sens vague des mesures, ce qui acheve la démonstration. &

REMARQUE 6.1.1 — Un resultat analogue est vérifié lorsque F' vérifie une condition

de croissance sous critique plus générale que (H.6.2). &

L’analyse des systeme couplés de la turbulence avec les équations primitive se termine

ici.

6. 2 — L’EQUATION POUR LA DENSITE AVEC UNE DONNEE
INITIALE BORNEE

6.1.1 — ORIENTATION

A partir de maintenant on se dirige vers la démonstration d’un résultat d’existence
pour le systéme géostrophico-barotrope turbulent (A/6). Celle-ci sera compléte d’ici

la fin du paragraphe suivant. Trois étapes sont nécessaires a sa démonstration.

Etape 1) FEtude de I’équation pour la densité avec une donnée initiale bornée, p, €
L2([0,T], HY (L)) et k € LP([0, T], WLP(Q)) fixés.

Etape 2) FEtude du systetme géostrophico-barotrope non turbulent (M11) en fixant
ke Lr([0, T], WhP(€)).

Etape 3) Existence d’une solution au systéme géostrophico-barotrope turbulent.

Ce paragraphe constitue la premiere étape et a pour but 1’analyse du probleme
—
Op+Ug(ps,p) -Vp— KnAp = 0:(alt, M) 0.p) = F(p),

pli=o0 = po’ p|FlUFf =0, a(t,M)0.p|lr,=—ap
Dans (M9), a(t, M) est mesurable sur [0, 7] x € (par exemple a(t, M) = v¢(k)). On

rappelle que le champ géostrophique est défini dans le chapitre 3 par

0!
Uy (05, p) = Uyg(ps, p) €1 + Vy(ps, p) €2

(M9)

Ty-

N

ou

(3.33) VMMMZ_M@)_%%

‘/g(psa P) = M(amp) + awpsv
M étant 1a moyenne verticale M (f) = fzo fdz.

Les hypotheéses dans ce paragraphe sont les suivantes :
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(H.6.2) F est une fonction continue de p et il existe une constante C
telle que

Vpe R, [F(p)|<C(+]p]),
(H.6.6) F est décroissante et
Vee R, sg(z)F(x)<O0,
sg est la fonction “signe",
(H.6.7) pour presque tout (¢, M) € [0,T] x Q
v <a(t, M) < B,
[3 est une constante,
(H.6.8) p° € L>(9),
(H.6.9) p, € L%([0,T], H(Ty)) est fixé. AP

On pose

CYH = sup H(‘Ta y)7
(:L’,y)EFS

et on rappelle que p, > v > 0eta > v > 0.

THEOREME 6.2.1 — On suppose que les hypothéses (H.6.2), (H.6.6), (H.6.7), et
(H.6.8) sont satisfaites.

1) Existence. Lorsque (H.6.9) est vérifiée (ps fixée), le probléme (M9) admet une
solution faible

p € L*([0,T], Hy () x L=([0,T] x Q) avec  dyp € L*([0, T], (H},(2))")

telle que

(6.2.1) ol Lo (0, 71x9) < 110°| Lo (j0,77x9)

et telle que pour tout p € L*([0,T], H}l(Q)) et pour tout t € [0, T]

t t

/<8tp,p>—//pU Ds, )Vp+/Ch/ Vp.Vp+
0

o, foo ] [oemann- [ ] o

2) Unicité et application p,. Lorsque

(6.2.2)

1
(6.2.3) Kn > || 0°|p=(0) (2 Cu+ 2)
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la solution p pour ps fixée est unique et notée p,(ps). Cela permet de définir

I’application
L2([07 7—]7 Hl (FS)) — LQ([Oﬂ 7-]7 H},I(Q))7

(6.2.4) Pa

Ps — Pa (ps)-
L’application p, est k lipschitzienne ou k est déterminée par
g def | 2%l Lo (2) Cr

2inf(v,(Kn — | p°llL=(@)(2Cr +1/2)))

3) Egalité d’énergie. Enfin, p satisfait I’égalité d’énergie

3750 >+/ch//\vm2
[ fyeamost o [ [ = [ [ ro

vérifiée pour tout t € [0,T]. %

(6.2.5)

La notation p, (ps) indique la dépendance de la solution de (M 9) par rapport & ps mais
également par rapport a la viscosité a.

Avant d’entamer la démonstration de ce théoréme quelques commentaires s’ imposent.

1) On note que

{V(ps,p) € L2([07ﬂ7H1(F8)) X LQ([OvT]vH},l(Q)))

5
Ug (ps,p) € [L*([0, T] x Q)%
Par conséquent, pour p € L*([0, 7], H;,(€)) le terme

t —
/ /pUg(ps,p) Vi
0 Q

dans (6.2.2) est bien défini car p € L*°([0,7] x ). Une des difficultés dans le
probleme (M9) est I’obtention de ’estimation (6.2.1). Elle est obtenue grice aux
hypotheéses (H.6.8) (p° bornée) et (H.6.6), en particulier sg(x) F(z) < 0.

2) L’unicité est essentielle a la suite de 1’étude du systéme géostrophico-barotrope. La
décroissance de F' (cf. (H.6.6)) est nécessaire au résultat d’unicité obtenu lorsque Ky,

est assez grand (i.e. v assez grand) ou ||p° || (q) est assez petit (cf. (6.2.3)).
3) 1l faut noter que lorsque p° est fixé

(6.2.7) lim =0

v——+00

(on rappelle que o > v, K, > v) et que lorsque v est fixé

(6.2.8) lim k=0,

[1p°]| oo () —0
K est définie par (6.2.5). Donc, lorsque les constantes de diffusion sont assez grandes
ou |[p°|| Lo (q) est assez petit, I"application p, définie par (6.2.4) est contractante

indépendamment du choix de a tant que celle-ci vérifie (H.6.7).
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Ce point est la clef de la résolution du systeme géostrophico-barotrope.

Le théoreme 6.1.1 sera entierement démontré d’ici la fin de ce paragraphe. Afin de bien
distinguer le role de chaque hypothese, on étudie d’abord le probléme obtenu a partir
de (M9) en remplagant le champ géostrophique par un champ fixé dans L2 ([0, 7] x )
puis on adapte les résultats obtenus au cas de (M9).

6.2.2 — OBTENTION DE LA BORNE L ET UNICITE AVEC UN
CHAMP FIXE

Dans cette section, on se place dans le cadre général du probleme

R
Op+ b.Vep— KnAp —0:(alt, M) 0.p) = F(p),

(6.2.9)
plt:O = pO € LOO(Q)7 p|FlUFf =0, a’(t7M) azp|Fs = —Qap.

— N N —
On suppose que le champ b = z1 €1 + 22 €2 + 23 k satisfait
— — - —
(H.6.10) b € [L3([0,T] x Q)]3, diveb=0, b.k |r, =0.

THEOREME 6.2.2 — On suppose satisfaites les hypothéses (H.6.2) (F continue sous
linéaire), (H.6.6) (F décroissante et sg(x) F(x) < 0), (H.6.7) (a majorée et minorée
parv > 0), (H.6.8) (p° € L>=(2)) et (H.6.10). Alors, le probleme (6.2.9) posséde

une unique solution faible

p e L(10, 7], HL, (@) 0 L=((0, 7] x 9)
telle que

ol Lo 0, 71x2) < 11P°]|Le 0,775 -
De plus, 0yp € L?([0,T], (H}I(Q))/) et

t
/<3tp7p>—//pchp+lCh//Vpr+
0 0

//pp+// (t, M) zpazp_//

pour tout p € L2([0,T], HfJ(Q)) ettoutt € [0,T]. O

(6.2.2)

=
DEMONSTRATION — On montre ce résultat d’abord lorsque b€ [C°°([0,T] x Q)]

i
puis lorsque b€ [L2([0, T] x Q)]? en raisonnant par approximations.

—

Cas be [C>([0, 7] x Q)]3. Comme F est sous linéaire, que a est minorée par v > 0
et majorée et p° € L°°(), on déduit des résultats de LIONS [1] que (6.2.9) possede
une solution faible p € L*([0, 7], H},(Q)) telle que d;p € L*([0, 7], (H},(€2))"). I

faut montrer que
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—p e L>([0,T] x Q) et|lpl| = (jo,71x2) < I10°]lLo(j0,77x2)
— la solution est unique.

Estimation L™. Soient (j,p) € [IR}]?. On choisit

Bi(p)18i(p)IP~2 € L([0, T}, Hy ,(2)) N L*([0,T] x Q)
comme fonction test dans (6.2.9) en posant
(6.2.10) ) [ 500 B0

ou f3; est la fonction de troncature a hauteur j. On intégre par parties en espace. On

considere d’abord le terme de transport en utilisant I’hypothese (H.6.10)

combiné au fait que 3;(p) est nulle sur I'y U T;. 1l vient

[ 50 B2 T o= = [ 055480 5.
Q Q

Mais comme
Ve(Bi(p)18;(p)P~2) = (p— DB (p) P> VB (p)
etque V.3;(p) est nul lorsque |p| > j, on obtient
Lo 098,018,000 = 0= 1) [ 50180172 T B0 =
p=1 (7 (VP
- /Q b V(18 (p)P).

En intégrant de nouveau par parties, on en déduit que la contribution du terme de

transport est nulle i.e.

/Qﬁj(/)) 1Bi(p)|P~2 Z.ch =0.

On obtient alors

%/Q’Yj,p(l))"‘
(6.2.11) (p— 1)/96;-(@ 18;(P)IP~2 (KnlVp |* + alt, M) | 0-p]) +
o [ 0518 = [ 5 Fo) 30
Iy Q
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En combinant le fait que j3; soit une fonction impaire a sg(z) F'(z) < 0 (cf. (H.6.6)),

0<pBi(P 1B (PIP~2 Bi(p)1B;(p)P~* F(p) < 0.

Par ailleurs, comme /3; est une fonction croissante les termes de diffusion apportent
une contribution positive. Par conséquent en intégrant (6.2.11) par rapport au temps
sur [0, ¢]

(6:2.12) [ satotedmanr < [ ),
On remarque ensuite que lorsque p est fixé

lim ; ,(u) = (1/p) [u[?

j—o0

simplement sur IR et uniformément sur les compacts de JR. Comme p° est bornée, le

théoreme de Lebesgue implique que

. 1
lim [ (") = 7/ | p°1P.
Q D Ja

j—o0

On en déduit en passant a la limite dans (6.2.12) lorsque j tend vers 'infini a p fixé et

en utilisant le Lemme de Fatou (tous les intégrants sont positifs et | p| < co p.p)
vtel0,T], ot )ee@) < 11A°le@)-
On fait tendre enfin p vers I’infini. On obtient
ot MNpe@) < 1 A° Lo
car mes(Q) < oo et p € L°(Q) (¢f. RUDIN [1]). Cela implique

ol Lo (o0, 71x2) < 1Pl Loe (o, 71x92)-

Unicité. Soient p; et ps deux solutions de (6.2.9). On pose
0 =p1—pa.
Cette fonction satisfait

05+ b Vb — KnAS — 0. (alt, M) 8,5) = F(p1) — Flps),
6|t:0 = 07 p|FlUFf = 07 a(t7M> 826

(6.2.13)

T, = —ad.
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—
On multiplie (6.2.13) par § puis on intégre par parties sur 2. Le fait que b soit
incompressible combiné aux conditions aux limites (¢f. (H.6.10)) implique que la
contribution du terme de transport est nulle. Les termes de diffusion apportent une

contribution positive de sorte que

5t [l = < [ (o1 =02 (Flo0) = Fipa)

Puisque F' est décroissante (c¢f. (H.6.6)), (p1 — p2) (F(p1) — F(p2)) < 0. Par

conséquent
d

2
Tdt/ﬂmlfﬂﬂ <0.
Comme p; — p2 est nul au temps ¢ = 0 il en est de méme pour tout temps. Donc
p1 = p2 et la solution est unique. Ce raisonnement met en évidence que I’on suppose
sg(z) F(x) < 0et p’ € L>°(9) pour obtenir I’estimation L et F' décroissante pour
obtenir I’unicité.

— —
Cas be [L%(]0, 7] x Q)]3. Soit (b ,,)ne v une suite d’éléments de [C>° ([0, T] x Q)]?
vérifiant (H.6.10) et telle que

—

.
lim b,=b dans [L*([0,7] x Q)]® fort.

n—roo

En appliquant le résultat précédent, on sait qu’il existe une et une seule p, €
L*([0, 7], H ,(€2)) telle qu’au sens faible

N
Otpn+ by NVepn — Knlpn — 8z(a(t7 M) azpn) = F(pn)a

(6.2.14)
Pn‘ t=0 = pO S LOO(Q)v pnlfoFf =0, a(tvM> 8zpn

s = — QpPn,
avec pour tout entier n
(6.2.15) lonllzo 0, 71x2) < [10°] L= (0, 71x) -

On prend p,, comme fonction test dans (6.2.14) puis on intégre par parties. Les

conditions aux limites et (H.6.10) conduisent a

N
/ Pn bn~vcpn = 0.
Q

Les hypotheses (H.6.2) (F' continue sous linéaire) (H.6.7) (a majorée et minorée par
v > 0) et un raisonnement analogue a celui de la section 5.1.2 (¢f. §5.1, chapitre 5)
impliquent que
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— (pn)nemv est bornée dans L*([0, T, H},(2)) N L([0, T] x Q).

Pour passer a la limite lorsque n tend vers ’infini on a besoin de compacité. Il faut
pour cela estimer 0, p,,. La seule difficulté pour obtenir cette estimation réside dans le

terme de transport. On est “sauvé" grace a la borne L sur p,,.

A I’aide d’une intégration par parties utilisant (H.6.10) et les conditions aux limites, il

est naturel de poser
1 — —
VpEHN(Q), <bp.Vepnp>= —/ pn bn.Vep.
Q
En se servant de (6.2.15) on a pour ¢ € [0, T] fixé

— —
| <buVepnp > | < [16%] =1 ullizzpel 16l -

>
Comme (b,)nen est convergente dans [L2([0, 7] x §2)]3 elle y est bornée. Ainsi
défini, le terme de transport de (6.2.14) est borné dans L*([0, 7], (H},(9))). Tlen

est de méme pour les autres termes et donc
— (9tpn)nem est bornée dans L*([0, 71, (H; ,(€2))").
Par conséquent, il existe p € L?([0,T], H } ,(Q2)) tel que quitte & extraire une sous-suite
— (pn)nemv converge vers p dans L*([0, 7], H},(2)) faible, dans
L3([0, 7] x Q) fort et p.p dans [0, 7] x €.

Enfin, on sait grice a (6.2.15) que (pn, )ne v est bornée dans L ([0, 7] x §2). On peut
donc en extraire une sous-suite convergente vers un certain p dans L°([0, 7] x )
faible étoile. L'unicité de la limite assure que p = p et par passage a la limite faible

dans (6.2.15),

ol Lo (o, 71%2) < 1Pl oo (o, 71x92)-
Il reste a

— passer a la limite dans I’équation,

— montrer ’unicité de la solution obtenue.

Le passage a la limite dans 1’équation lorsque n tend vers I’infini se fait exactement
comme dans la section 5.1.3 au terme de transport pres. D’ailleurs, les termes de
diffusion sont plus simples ici que dans le probleme de la section 5.1.3. Soit p €
L*([0, 7], Hf 4(2)). Ona

— —
lim b,.V.p=0b.V.p dans L'([0,7]x Q) fort.

n— oo
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Comme (py,, )ne v converge vers p dans L ([0, T| x Q) faible étoile

t t N
lim/ <bn.Vepn,p>= lim / /pn bn.Vep =
0o Ja

n—oo n—00

0
t R t
//p b.Vc[):/ <b.Vep,p>
o Ja 0

pour tout ¢ € [0, 7] ce qui conclut la question de I’existence d’une solution.

—
L’unicité de la solution s’obtient comme dans le cas ou b est régulier en se servant de

la monotonie de F' et en vérifiant
N
<b.Vep,p>=0,

une identité maintenant classique. &

REMARQUE 6.2.1 — On peut remplacer dans (H.6.6) “Vz € IR, sg(x) F(x) < 0" par
dR>0, Vze€R\[-R,R], sg(x)F(z)<0

et montrer que la solution de I’équation (6.2.9) est encore dans L>°([0, 7] x ).
L’estimation de sa norme dans L ([0, 7] x §2) dépend alors de R et de la norme de
la donnée initiale. En revanche, on ne sait pas si I’hypothése “F' décroissante" est

optimale pour obtenir 1’unicité de la solution. &

REMARQUE 6.2.2 — On peut remplacer la condition aux limites a(t, M) d.p|pr, =
—a p par la condition physiquement plus réaliste a(t, M) 0,p|r, = H(p) ot H est
telle que

dR>0, Vze€R\[-R,R], sg(zx)H(z)<O0.

On obtient encore des estimations analogues dans ce cas. &
6.2.3 — EQUATION AVEC LE CHAMP GEOSTROPHIQUE

D’ici la fin de cette section, on aura entierement prouvé le théoréme 6.2.1. On rappelle

que I’on étudie le probleme

R
Op+Ug(ps,p) Vp—KnAp —0:(alt, M) 0-p) = F(p),

(M9)
p|t:0 = 007 p‘FLUFf =0, a(tvM) 0. p|Fs = —ap

s

et que les hypotheses sont (H.6.2) (F continue et sous linéaire), (H.6.6) (F' décrois-
sante et sg(x) F(x) < 0), (H.6.7) (a majorée et minorée par v > 0), (H.6.8) (p" €
L>(Q)) et (H.6.9) (ps € L2([0, T], H'(T,)) est fixé).
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On dit que
p € L*([0,T], Hy () N L>([0,T] x Q)

est une solution de (M9) si (6.2.2) est satisfait pour tout p € L*([0,T], H};(€2)) et
pour ¢ € [0, 7] (¢f. I’énoncé du théoréme 6.2.1).

On commence par remarquer que
V(ps, p) € L2([0’7—]7H1(F8)) X LQ([OaT]vH},l(Q))v
—
a) Ug(ps,p) € L*([0,T] x Q),
. _> . -
b) divUgy(ps,p) = div.Ug(ps,p) =0

— —
¢) Ug(ps;p)-k

(6.2.16)

r, =0.

L’égalité (6.2.16,c) a lieu car la troisieme composante de l_'_}g (ps, p) est nulle.
Par conséquent, le champ géostrophique vérifie I’hypothese (H.6.10) de la section
précédente. Cela étant, le terme de transport qui en résulte dans le probleme (M9) est
cette fois-ci non linéaire. On ne peut pas appliquer directement le théoréeme 6.2.2 qui

montre cependant clairement le réle des hypotheses sur F' et sur la donnée initiale.
On montre le théoréme 6.2.1 en raisonnant en quatre temps.

i) Régularisation du terme de transport par un transport tronqué.

ii) Obtention d’une borne L pour les solutions du probleme avec le
transport tronqué et existence d’une solution a (M9).

iii) Démonstration de 1’unicité.

iv) L’application ps — p.(ps) est lipschitzienne.

i) Régularisation. On commence par approcher le terme de transport par un terme
de transport tronqué comme dans 1’étude des équations primitives (cf. chapitre 2).
Dans toute la suite p; € L*([0,7], H'(I'y)) est fixé. Soient j € IR%, (p,¥) €
[L*([0, T], H} ;(£2))]>. On pose pour tout ¢ € [0, 7]

t t N
(6.2.17) /0 < Bj(ps, p), >déf—/0 /Qﬂj(p) Uy (ps, p)-V.

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 2.3.2 (cf. section 2.3.4, §2.3, chapitre
2) on sait que

vaLQ([O,ﬂ,H}J(Q)), <Bj(ps,p),p>=()

(voir aussi le lemme 6.2.2 plus loin avec H = Id). Les autres propriétés de ce transport

tronqué utiles par la suite sont résumées dans 1’énoncé suivant.
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LEMME 6.2.1 — a) Consistance de la définition. La formule (6.2.17) définit une

application encore notée Bj(ps, .)

{ L2([0, 7], Hy () — L*([0, T], (Hp,())"),

Bj(ps’ )
telle que pour tout p € L*([0,T], H},l(ﬂ))

(6.2.18) { 1B; (ps: P 20,7102 20y < 25 Cor |l pll 2o, 71,13 00) +
27 \/@HPSHLQ([O,T],H%FS)y

b) Passage 2 la limite. Soit (p,)nev convergente dans L2([0, T, H}u (Q)) faible vers
petp.pdans [0, T] x . Alors,

Jim B;(ps; pn) = Bj(ps, p)

dans L*([0, T], (H} ,())") faible étoile. O

DEMONSTRATION — a) Consistance. On rappelle d’abord que les coordonnées du

champ géostrophique sont définies par

Ug(psa P) = (M(ayp) + ayps)7 ‘/g(psap) = M(azp) + Ozps-

On prouve (6.2.18). Soit ¢ € L*([0, 71, H} ,(€2)). Puisque |8;(p)| < j,

<

T
|/0 <BJ(Ps7P)71/J>

j<|/OT/QUg<ps,p>aw ATAvg<ps,p>ayw>.

On considere le premier terme du second membre de (6.2.19). D’apres la définition

(6.2.19)
+

du champ géostrophique,

/OT/QUg(ps,p) Dt

En utilisant successivement ’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’inégalité (2.4.18) du
lemme 2.4.2 (cf. section 2.4.2, §2.4, chapitre 2), on obtient

.
< / / (1M (9,p)] + |8yps]) 00].

)
/0 /Q M (8,0)] 18:91) < Crr 110,012 (07160 18] 20,71



226 Equation pour la densité avec une donnée initiale bornée

T T
[ [100t0m.1 < locvllisomany) [ [ 0.l
0 Q 0 Q

Comme p; ne dépend que de (z,y)

T T 0 T
//|ayps|2:/ // \aypsﬁscH//wypsF
0 Q 0 r,J—H 0 Ty

On déduit (6.2.18) de cette série d’inégalité et en traitant I’autre morceau du membre

Par ailleurs

de droite de (6.2.19) de la méme maniere.

b) Passage a la limite. Soient (py,)ne v une suite dans L2([0, 77, H}’l (€2)) convergente
vers p p.p et dans L*([0, 7], H},(Q)) faible, ¢ € L*([0,T], Hf,(Q)) et t € [0,T].
On étudie la convergence lorsque n tend vers I’infini de

t
/ <B](psvpn)7w>:
0

- /0 /Q B; (o) [(0ups + M(Bapn)) Byt — (Byps + M(Bypn)) 0.

On considere les termes intervenant dans I’expression précédente les uns apres les

autres. Comme (py, )nev COnverge vers p p.p

lim. /0 t /Q 81 (on) Oyps Outp = /0 t /Q 8;(0) Oyps Ot

grace au théoreme de Lebesgue et au fait que 3; soit bornée et continue.

Comme M est linéaire continu de L?([0, 7] x Q) dans lui-méme, (M (0ypn))nen
converge vers M (0, p) dans L2([0, 7] x €2) faible. Par ailleurs, la convergence p.p de
(Pn)nemv vers p, la continuité et la bornitude de 3; et 9,1 € L2([0, T] x ) entrainent
que

nh_{%o ﬁj (pn) 3l¢ = ﬁj (p) aww

dans L2([0, 7] x §2) fort. Il en résulte

[ o0 at @ e = tim [ [ 5i60) 2@, 0.0

Une analyse identique a lieu pour les autres termes et par conséquent pour tout ¢ €

[0, 7]

t

t
lim <Bj(p87pn)7¢ >:/ <B (pba )7w>
0

n—roo 0
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d’ou le résultat du lemme 6.2.1. &

Soit le probleme

(M10)

rs = —Qp[r,-

{ Oip + Bj(ps, p) — KnAp — 0:(a(t, M) 9.p) = F(p),
p|t:0 :p07 p‘F[UFf :07 a(t7M)azp

Grace au lemme 6.2.1 combiné aux hypotheses (H.6.2), (H.6.7), (H.6.8) et (H.6.9), le
probleme (M 10) posséde une solution faible p € L*([0, 7], H} (1)) telle que pour
tout p € L*([0, 7], H} ,(2)) et pour tout ¢ € [0, T]

t t t
| <owi> - [ <Biwari>+x [ [ Vovit
0 0 0 2

[$
a/ot/spﬁ +/0t/ﬂa<t,M)azpazﬁ:/Ot/QF@)ﬁ.

ii) Estimation L dans (1/10). On montre que toute solution p du probleme (M 10)
estdans L°°([0, 7] x ) et satisfait

(6.2.20)

ol Lo (0, 77x2) < 1Pl Lo (0,71 x92)-

Mais avant, étudions la conséquence essentielle de cette estimation L>°.
En choisissant j tel que

1% Lo (0, 77x ) < J
on déduit que

Bi(p) = pp.pdans [0, 7] x Q.

Par conséquent
VﬁELQ([O,ﬂ,H}J(Q)), Vte [Oaﬂ’

t t N
0 0 JQ

de sorte que

lorsque j est assez grand, toute solution du probleme (M10) est aussi

une solution du probléme (M9)
AP
ce qui assure ’existence d’une solution au probleme (A 9) i.e. la premiére partie du
point 1) de I’énoncé du théoreme 6.2.1.
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Pour que le point 1) du théoreme 6.2.1 soit entierement acquis, il reste donc a obtenir

I’estimation L>° pour p. En raisonnant comme dans la démonstration du théoreme

6.2.2, on choisit S,(p)|B4(p)
ficulté nouvelle par rapport a la preuve de ce théoréme consiste a montrer que la

P=2 comme fonction test dans (6.2.20). La seule dif-

contribution des termes de transport est nulle.

LEMME 6.2.2 — Soit H une fonction continue bornée dérivable sur IR sauf éventuel-

lement sur un ensemble dénombrable. Alors,

Vp e HL(Q), < Bi(pep) Hip) >=0. o

L’ obtention de la borne L pour toute solution de (M 10) se déduit du lemme 6.2.2 et

du raisonnement effectué dans la démonstration du théoréeme 6.2.2 plus haut.

DEMONSTRATION — Par définition

< Bi(parp) H(p) > = — /Q B;(p) Uy (pss p) VH(p).

L’hypothese faite sur H justifie les intégrations par parties qui suivent. En utilisant
(6.2.16) (en particulier I’incompressibilité du champ géostrophique) et les conditions

aux limites sur p, on obtient

< Bj(ps,p), H(p) >=/QH(p) ﬁg (s, p) -V (B;(p))-

Comme V(5;(p)) = 0 1a ob || > J.
< Bi(pe.p). H(p) > = /Q H(8,(p)) Us (pes 0) -V (55(0)).

Soit H la primitive de H nulle en zéro. Alors,

—

< Bj(ps,p), H(p) >=/QUg (ps, p) -V (H(B;j(p)))-

Une nouvelle intégration par parties utilisant (6.2.16) montre que cette quantité est
nulle. ¢

iii) Unicité. On sait maintenant que lorsque les hypotheses (H.6.2), (H.6.6), (H.6.7),
(H.6.8) et (H.6.9) sont vérifiées, le probleme (M9) a une solution p dans I’espace
L2([0,T], Hp ,(€2)) N L°([0, T] x ) et que toute solution p du probleme (M9)
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satisfait I’estimation uniforme ||| (0, 77x0) < |[p°]| 2o ([0,77x0). On suppose en

plus maintenant

1
(6.2.3) Kn > || 0° 1= (0) (2 Cu + 2)
et on montre que dans ce cas la solution est unique i.e. la premiere partie du point 2)
du théoreme 6.2.1.

Soient p; et ps deux solutions du probleme (M9),

d=p1—p2
qui vérifie
00 — KpAd — 0, (a(t, M) 0,0) +
a
w2z {1 Uy (0 1) Vo1 Uy (s, p2) V2 = Flpr) — Flpa),
(b) dlrur; =0, a(t,M)0.é|r, = —ad, O]i=0=0.
On écrit

- —
UQ (psa pl) Vp1— Ug (p57 P2) Vpy =

— — —
Ug (ps, p1) V6 + (Ug (ps, p1)— Ug (ps, p2)) -Vp2
puis on choisit § comme fonction test dans (6.2.21,a). On intégre par parties en
utilisant (6.2.16) et directement la décroissance de F' (H.6.6). 1l vient

(6.2.22) /(52+a/ 62+lch/ |VS|% + /a(t, M) |0,6)> =15 <0
2dt Q

ou I’on a posé
N

.
Is = / p2 (Ug (ps, p1)— Ugqg (ps, p2)) V6.
Q

Or, la définition du champ géostrophique implique
- - — —
Ug (ps; p1)— Ug (ps; p2) = =M (9,06) €1 + M(9:0) €2
En utilisant simultanément
— I’inégalité de Cauchy-Schwarz,
— ’estimation (2.4.18) sur I’opérateur M obtenue dans le lemme 2.4.2

(cf. section 2.4.2),
— la borne L*° uniforme vérifiée a la fois par p; et ps,

on obtient

(6.2.23) 151 < 2Cu | #llz=co [ VB,
Q

On reporte (6.2.23) dans (6.2.22) de sorte que

2 0 2
ol 5 (ICh*QCHHpHLM(Q))/Q|V5| <0

d’ou d = 0 car
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— on a supposé que (6.2.3) a lieu et donc en particulier on a I’inégalité
Kn =2 Cu [ p°||zo= () >0,
—0)¢=0 =0,
ce qui montre I’unicité de la solution du probleme (M9) notée p,(ps) dans toute la
suite. &

iv) p, Lipschitzienne. Pour conclure le point 2) du théoreme 6.2.1 il reste 2 montrer

que I’application

Ps — Pa(Ds)

{ L2([0’ 7—]’ Hl(FS)) - L2([077—]7H},Z(Q))a

est k lipschitzienne ou x est déterminée par

g def 1 p°l] Lo (2) Cr

(6.2.5) = 2inf (v, (Kn — || 09| ooy (2Ch + 1/2)))°

On suppose que (6.2.3) a lieu de sorte que la définition (6.2.5) ait un sens.
Soit (pL, p2) € [L2([0, T, H'(T,))]? et posons

pi = pa(Pl), 6= pa(pl) — pa(p?) = p1 — pa.

La fonction ¢ vérifie

0,6 — KnAS — 0, (alt, M) 9.8) +
(a) _— _
Ug(ps,p1) V1= Uy (05, p2) Vp2 = Fp1) — F(p2),

(b) dlrur, =0, a(t,M)8.0|r, = —ad, bi=0 =0

On choisit § comme fonction test dans cette équation puis on integre par parties. On

utilise simultanément la décroissance de F et a(t, M) > v. On a alors

d
(6.2.24) —/ 52+a/ 52+/Ch/ \V5|2+u/ 10,6)> = J; <0
2dt Jq r, Q Q
avec
APt o9
Js Z/sz (Ug (pss p1)— Ug (5, p2)) -VO.

Or

—

— (M(8,0) + 8, (pL — %)) €1 + (M(9:6) + 0u(p} — p?)) €1
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En raisonnant comme dans le point précédent,

T T
/|J5|s20H||p°||Lm<m/ /|va|2+
0 0 Q

.
18l [ [ 1008110u06% = 201+ 102810, — )

soit, en utilisant 1’inégalité de Young et le fait que p’ ne dépend que de (x,y),

T T
/ |J5|s\|p°||Loc<m<20H+1/z>/ /Q|v5|2+
0 0

||PO||L°°(Q) CH| 1 2 |2
9 |ps — p5 | L2([0,T],HY(T',))"

On reporte cette inégalité dans (6.2.24) apres 1’avoir intégrée par rapport au temps sur
[0, 7] en tenant compte du fait que d;—p = 0. On obtient en particulier

T T
o [ [ 8t 10l O+ 1/2) [ [ 9o
0 Iy 0 Q

T 1Pl (0) CH
V/O o |<9z5\2 < % Hpi —pi H%2([0,T],H1(Fs))7

Donc, comme « > v et k > 0 est définie par (6.2.5), on a

! 2 7 2 7 2 2,1 2112
0 +/ /W +/ /azé < w2 ||pt—p’ .
/0 /F o Ja Vol o Jo 0= ] ||L2([0,ﬂ,H1(F5))

En d’autres termes

||Pa(p§) - pa(pi)HLQ([O,T],H}J(Q)) <K ||Pi —piﬂm([o,ﬂ,m(rs))

qui montre bien que 1’application p, est x Lipschitzienne.

Enfin la solution p satisfait I’égalité d’énergie pour p; fixé car on peut choisir p comme
fonction test dans (6.2.2), ce qui achéve entierement la démonstration du théoréme
6.2.1. &

REMARQUE 6.2.3 — analogue des remarques 6.2.1 et 6.2.2 ont lieu pour le probleme

(M9). o

Nous venons de franchir une étape importante pour 1’analyse du systeéme (M 6). Nous
sommes maintenant en mesure de pouvoir coupler I’équation pour p avec celle pour

ps et la vitesse barotrope.
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6. 3— ANALYSE DU SYSTEME GEOSTROPHICO-BAROTROPE
6.3.1 — ORIENTATION

La démonstration du résultat d’existence d’une solution au systeme géostrophico-
barotrope turbulent (1/6) sera compleéte a la fin de ce paragraphe (cf. théoréme 6.3.3).
On applique d’abord le résultat du théoreme 6.2.1 a I’étude du systeme géostrophico-

barotrope non turbulent

—

dv + (UV)v + KyRot (rotv)+ k x v +
0w+ M) = - dans 0.7 <1
s T = \Y ans |0, x Iy,
! P Hwy)
(b) dive =0 dans [0,7] x Ts,
—
(Mll) 8tp+ Ug (psa ,0) Vp— ’ChAP - 8z(a(t7 M) azp) =

F(p) dans [0,7T] x Q,
(d) rotu|sr, =v.n |or, =0,
(e) alt,M)d.p|r, =—ap
() (W, p)li=0 = (Tg. "),

Ts» p|FlUFf :Oa

ol I’on rappelle que

0 ) 1 0 /
M= [Lra =g [

L’existence de solutions a (M 11) et la description de I’ensemble qu’elles constituent
est la deuxieme grande étape de I’analyse de (M6). Le systtme (M11) couple
les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles incompressibles a une équation

parabolique, les termes de couplages étant

— le transport géostrophique dans (M 11, ¢),
— le terme de pression p, + M(M(p)) dans (M11, a).

On a décrit dans le paragraphe précédent la structure du terme de transport géostro-
phique. On doit maintenant comprendre celle du terme de pression qui intervient dans
les équations de Navier-Stokes incompressibles bidimensionnelles, dont le rappel des
propriétés principales est nécessaire lorsqu’elles ne sont pas couplées a 1’équation
pour p. Par ailleurs, une étude détaillée de I’opérateur M o M est indispensable
a la compréhension de (AM11) dont I’analyse est articulée en trois temps, chacun

constituant une section.
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e Rappels sur les équations de Navier-Stokes incompressibles
bidimensionnelles.

e Etude de I’opérateur de moyenne M o M et conséquences directes.

e Démonstration de I’existence d’une solution a (M 11) et description de
I’ensemble des solutions.

A I'issue de cette étape, on est capable dans la derniere section de ce paragraphe de
prouver ’existence d’une solution a (A 6). On utilise pour cela une méthode de temps
de retard batie a partir de (M 11) pour construire des approximations et un passage a

la limite dans les équations.

6.3.2 — RAPPELS SUR LES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
BIDIMENSIONNELLES

On considere dans cette section le probleme posé dans [0, 7] x Iy

- 1 —
3z+ EVZ—l—KbRot rot§+k><§+v13: v,
2+ (ZV) (rot%) oy
(6.3.1) dive = 0,
rotv]or, = v.n |or, =0, U0 =,

Ce probleme est classique et il y a beaucoup de résultats connus a son propos (cf.
LIONS AD[1], TEMAM [1]). On se limite ici au rappel succinct de I’existence d’une
solution unique et réguliere qui est ce dont on a besoin, en particulier pour la pression.

Le fait que ce probleme soit posé en dimension 2 “aide" beaucoup.

Dans cette section on

i) définit I’espace fonctionnel dans lequel chercher Z puis on donne une
forme variationnelle a (6.3.1),

ii) énonce un résultat d’existence, d’unicité et de régularité.
i) Espace fonctionnel pour (6.3.1). Soit ’espace de Hilbert
=0; u.n

7= {ﬁe [L2(Dy))?; rotue LA(Ty) ; div |or, = ot [or, = 0}

muni du produit scalaire

- = def — — - =
<Up, Ug> = rotui.rot us + U1.Us .
r

s

On rappelle que pour U= Uy ?1 +uy ?2 et f définis sur [,

rot U= ytty — Oytiy, Rot(f) = (O,f) €1 — (Ouf) €2 .
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On note enfin que pour tout (1_[1, 1_[2) €z

Rot(rotﬂl).ﬂgz/ mtﬁl.rotﬂg
Ty s

qui résulte d’une intégration par parties.

La formulation faible du probléme (6.3.1) consiste  trouver v € L2([0, 7], 2) tel
que pour tout 1€ L2([0,7], Z) et pour tout ¢ € [0, T]

t t t
/<a@,ﬁ>+// @ww%/ / rotT.rot T 4+
0 0 Iy 0 Ty

/t/ DG Y /t/ 1 - —
kxv.u= — V.U .
0 Jr. 0 FSH(xay)

Comme les tests utilisés sont a divergence nulle, la pression n’apparait pas. Le
théoreme de De Rham permet de la traiter a partir de cette formulation variationnelle.
Le résultat d’existence énoncé par la suite a lieu au sens des distributions incluant
directement la pression dont la régularité s’obtient a 1’aide des estimations de NECAS
AD[1] (cf. aussi AMROUCHE-GIRAULT [1]).

ii) Existence, unicité et régularité. Les résultats d’unicité et de régularité pour le

probleme (6.3.1) dépendent
— de la donnée initiale EO,
— du second membre (1/H (x,y)) V.
Soit
Depuis le début de ce livie my > 0 et H € C(Ty). Soit
(H.6.11) H € CY(Ty), mg > 0.
On impose par ailleurs
(H.6.12) v, € ZNHT,), v € HY2(T,).AD
Soit enfin H}, (T's) 'espace des fonctions dans H!(T's) 2 moyenne nulle.
THEOREME 6.3.1 — On suppose que (H.6.11) et (H.6.12) ont lieu. Alors, le probléme
(6.3.3) posséde une unique solution

(W, Po) € L=((0, T, 2) N L*([0, T], H,,(T))

au sens des distributions dans [0, T| x T's. Toute solution du probléme (6.3.1) est de
la forme (z, Py+p)pe R &
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Ce résultat est démontré dans LIONS AD[1] et dans TEMAMAD [1].

REMARQUE 6.3.1 — 1l est possible de retrouver de maniere élégante les résultats de
régularité concernant (6.3.1) a partir de 1’équation (3.3.20) satisfaite par la vorticité

barotrope (cf. remarque 3.3.3, section 3.3.4). &

6.3.3 — OPERATEUR DE MOYENNE ET COMPOSITION AVEC
L’ APPLICATION p,AD

On met en place dans cette section le processus qui met en évidence pourquoi on dit
que p; est solution d’un probléme de point fixe. Ce point sera entierement clair d’ici
la fin de la section suivante. On introduit et étudie d’abord les opérateurs agissant sur

ps et intervenant dans le probleme (M 11).
On se place dans les conditions d’application du théoréme 6.2.1 de sorte que

I’application p; — p.(ps) soit bien définie et lipschitzienne

ol p,(ps) est I’unique solution de 1’équation pour p lorsque p, est donnée.

LEMME 6.3.1 —On suppose que (H.6.2), (H.6.6), (H.6.7) et (H.6.8) sont vérifiées et
que (6.2.3) a lieu. Alors (M11) est équivalent a

—
0w + (UV)U + KypRot (rotv) + k x v +
(a) 1 —
V(ps + M(M(pa(ps))) = Ty v dans [0,T] x T,
M12 ’
( ) (b) divy =0 dans [0,T] x T,
(¢) rot¥]or, = 1.7 |ar, =0,
(f) E|t:0 == 107
- .
avec v et p, pour inconnues. O

Cet énoncé est un corollaire immédiat du théoreme 6.2.1.

Dans le probleme (M 12) apparait

L2([077-]7 H},Z(Q)) — L2([077-]7 Hl (FS))v

(6.3.2) o p— M(M(p)) = @ /OH(x,y) </20de/) *

qui est I’opérateur de moyenne étudié dans la suite de cette section et dont la continuité
dépend de H.
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LEMME 6.3.2 — On suppose (H.6.11) vérifiée. L' opérateur N est linéaire continu
de L?([0,T], H}I(Q)) dans L2([0, T], HY(T)). Sa norme q ne dépend que de Cyy,
mg el‘HVHHLac(Q). ¢

DEMONSTRATION — On rappelle que Cy = sup{H(z,y), (z,y) € Ts}. Soit
p € H* (). On commence par estimer |9, N (p)||z2(r.). On pose
f(x,y,z)ZM(p)(x7y,z)7 F(%Z/,Z)ZM(f)(x’y,Z),

ce qui permet d’écrire

N(p)(x’y) = (1/H(1]7 y)) F(x’ya —H(.%‘,y)).
Par conséquent

H (8wF(x7y7 _H) — (81H) azF(xvy’ _H)) — (6£CH) F(Ivyv _H)
H?(z,y)

335./\/(,0) =
d’ou I’on déduit
Ch
10N (P)|L2(r,y < o 10 F (@, y, —H)l[L2r,) +
h

||0x H|| Lo ()
2

m [CH |‘8ZF(1:7:U?_H)I|L2(FS) + HF(J},y, _H)||L2(Fs)]'
h

On traite chaque terme de cette inégalité I’un apres 1’autre. En utilisant 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz et (2.4.18) dans le lemme 2.4.1, il vient

0
10, F (e, g, )2y = / ( /H <azf>2) < Cn /Q (0 1) < C31100p| 2,

s

Un raisonnement similaire conduit a
|1F (2,9, —H)|[720,) < C | pl172(0)-
Enfin, puisque 0, F = f

10.F(2,y, —H)||2r,) < Ca [ pllF2(0-

Il en résulte que

o
1N (P 2r,) < =55 (Chr + |0:H]|| oo 0y (1 + /Chr)).

my
On estime de la méme maniere ||, N (p)||z2(r,) et |IN ()]l z2(r,)- &
RECAPITULATION ET CONSEQUENCES

Une mise au point générale est maintenant nécessaire pour fixer les bases de la

compréhension du couplage dans les termes de pression. AD

1) On rappelle que K;, > v et a > v. En faisant les hypotheses
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(H.6.2) F continue et sous linéaire,
(H.6.6) F décroissante et sg(z) F'(z) <0,
(H.6.7) a majorée et minorée par v > 0,
(H.6.8) p° € L>(9),
(H.6.13) Kp > || p°l| 1= () (2C + 3),AD
le théoréme 6.2.1 s’applique. Pour tout p, € L*([0, T, H ,(€2)) le probleme (M9)

N
Op+ Uy (ps, p) Vp— KnAp — 0.(a(t, M) 9.p) = F(p),

(M9)
pli—o =p", plrur, =0, a(t,M)d.plr, =—ap|r,

admet une unique solution p, (ps) € L*([0, T], H}’l (€2)), I’application

Ps — Pa (ps)
est  lipschitzienne et
lim k=0, lim Kk =0.
v—rtoo 1e°][ L oo (2)—0

2) On suppose de plus que
(H.6.11) H € CY(Ty), myg >0

a lieu pour pouvoir appliquer le lemme 6.3.2. Le probleme (M 12) met en évidence

I’application

L*([0, 7], Hy y(2)) — L*([0,T], H} (),
. 0
Ya : Ds —>N(pa(ps)) = H(i’ y /H( : (/ pa ) 2

ol a(t, M) est fixée et vérifie (H.6.7). On a
=N o pa,
de sorte que puisque N est linéaire continu
e ['application v, est q k lipschitzienne.
Comme la norme g de A ne dépend que de H

lim (¢k) =0, lim qr) =0.
”—H‘OO( ) HPOHLOO(Q)‘}0< )

On considere 1’ensemble

def

(6.3.3) A, ") e RT x L™®(Q); 0< qr < 1}.

Grace a ce qui précede, on sait que A est non vide.
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e Dire que (v, p°) € A revient a dire que “v est grand" ou que
“110°|| Lo () est petit".AD
A partir de maintenant, on suppose que

(H.6.14) (v,p°) € A

de sorte que I’application v, soit contractante. Remarquons que cet ensemble A ne
dépend absolument pas du choix de la viscosité a(t, M) tant que celle-ci est majorée

et surtout minorée par v.

3) Quel est le lien avec les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles de la section
précédente ?

Outre les hypotheses déja rappelées, on suppose
(H.6.12) v, € ZN H2(T,), ve H¥2(T,),

pour pouvoir appliquer le théoréeme 6.3.1. Supposons qu’il existe
(W,ps) € L=([0,T], Z) x L*([0, T], H'(T,))
qui soit une solution de

.
9w + (VV)U + KyRot (rotv) + k x v +

(a) 1
V(ps +va(ps)) =

v dans [0,7T] x Ts,

(12) - H(z,y)
(b) divv =0 dans [0,7] x T,
(¢) rotv|or, =1.7 |or, =0,
(f) Zlimo =1,

ol

Yo =MoMop,=Nop,.

Alors, (z, Ps +va(ps)) est une solution des équations de Navier-Stokes bidimension-

nelles
0,7 + (UV)T + KyRot (rotT)+ k x T + VP LI
U U o b Y oa = T/ N )
' H(z,y)
(6.3.1) div =0,
— — — — —
rotv|or, =v.n |or, =0, U|i=0 = vy,
avec

P = ps + ’Ya(ps)~
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Gréace au résultat du théoreme 6.3.1 on peut affirmer qu’il existe p € IR tel que
def
(634) P=PFP+p=ps+ ’Ya(ps) = )\a(ps)

en posant
Ao = Id + Yo

Dans ce qui précede, Py € L?([0,T], H},(T's)) est la pression de référence. Elle ne
dépend que de 7 de la topographie H et de la donnée initiale Eo' Elle est maintenant

fixée une bonne fois pour toutes.

Réciproquement, soient (v, Py + p) une solution de (6.3.1) et p, une solution de

(6.3.4). Alors, (v, ps) est une solution de (M12) et grice au lemme 6.3.1 le triplet

(17 Ds» pa(ps))

est une solution de (M11). Ce raisonnement combiné au résultat du lemme 6.3.1

montre la proposition 6.3.1.

PROPOSITION 6.3.1 — On suppose que les hypotheses (H.6.2), (H.6.6), (H.6.7),
(H.6.8), (H.6.11), (H.6.12), (H.6.13) er (H.6.14) sont satisfaites. Alors,

(0, Pss pa(ps)) = (U, ps, p)

est une solution du systéme géostrophico-barotrope non turbulent (M11)

R
dv + UV + KyRot (rotv)+ k x v +

(a) 1
V(ps + M(M(p)) = Hz.y) v dans [0,T] x T,
(b) dive =0 dans [0,T] x T,
(M11) (© Op+ ﬁg (ps,p) .Vp—KpAp—0.(a(t,M)d.p) =

F(p) dans [0,T] x 9,
(d) rot¥|sr, = 0.7 |ar, =0,
(e) a(t,M)d.p|lr, =—aplr., plrur, =0,
(f) (i p)lt=0 = (EO»PO)

si et seulement s’il existe p € IR tel que (ps, p) soit une solution de I’équation

(6.3.4) P = Py+p=Xa(ps)
o (U, By) € L>=([0, 7], Z) x L2([0, T], H} (Ty)) est la solution de (6.3.1). AD

Le systéme (M 11) est entierement condensé dans 1’équation (6.3.4) qui est désormais

I’équation a résoudre. Pour cela
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il est nécessaire que \, soit inversible.

11 faut insister sur le fait que le résultat d’unicité du théoréme 6.2.1 est crucial dans ce

raisonnement.

6.3.4 — SYSTEME GEOSTROPHICO-BAROTROPE NON TURBULENT

THEOREME 6.3.2 — On suppose satisfaites les hypotheses

H.6.2) F' est continue sous linéaire,
H.6.6) F est décroissante et sg(x) F(x) <0,
)

H.6.7) a est majorée par (3 et minorée par v > 0,

H.6.11) H € CY(Ts), my > 0,

H.6.12) v, € Z N H3(T,), v € H3/2(T,),

H.6.13) K > [| p°]| L) (2CH + 3),

(H.6.14) (v,0°) € A= {(v,p°) € R* x L>®(Q); 0 < gr < 1}.

(
(
(
(H.6.8) p° € L>=(Q),
(
(
(

1) L’application
. {L2<[0,ﬂ,H1<rs>> — L*([0, 7], H' (L)),
. Ps — Aa(Ps) = Ps + Ya(ps) = ps + M(M (pa(ps)))

est inversible.

2) Le systéme géostrophico-barotrope (M11) posséde une solution au sens des distri-

butions

(W, ps: p) € L([0,T], Z) x L*([0, T}, H'(Ts)) x L*([0, T], Hy ()

De plus p € L>([0,T] x Q) et vérifie || p|| L= (jo,71x0) < |0°]]L==(j0,7]x ) ainsi que
I’égalité d’énergie

s foe
[ fosnnsi o[ [ o= f o

vérifiée pour tout t € [0, T
3) ADPour toute solution (U, ps, p) de (M11) il existe p € IR telle que

{ p=pa(A; ' (Po+p)),

6.3.5
( ) bs = )\z; (PO +p)



Chapitre 6 241

et I'ensemble des solutions de (M11) est exactement
S ={(Z, 2. (Po+ ), pa(A (Po +p)) s p € RY

ol (27 Py) est 'unique solution des équations de Navier-Stokes (6.3.1) dans I’espace

L>=([0,T], Z) x L*([0, T, Hy, (Ts)). %

DEMONSTRATION — Ce résultat est la conséquence des théoremes 6.2.1 et 6.3.1,

combinés a la proposition 6.3.1.

e Les hypotheses (H.6.2, 6, 7, 8, 11, 13) permettent de définir I’application A\, (cf.
théoreme 6.2.1 et le lemme 6.3.2),

e les hypotheses (H.6.11,12) servent a décrire I’ensemble des solutions des équations
de Navier-Stokes (6.3.1) et par conséquent celles de (M 11), (cf. théoréme 6.3.1 et
proposition 6.3.1).

La seule chose qu’il reste a montrer est que I’application A, est inversible pour pouvoir

résoudre 1’équation (6.3.4). On a vu dans la section précédente qu’en combinant le

lemme 6.3.2 au théoreme 6.2.1 lorsque I’hypothese (H.6.14) est vérifiée, I’application

Yo = M o M o p, est contractante. Par conséquent

Ao = Id+7, estune pertubation contractante de I’identité dans 1’espace
L2([0,T], HY(T)) qui est complet.

Il résulte du théoreme de point fixe qu’elle est inversible. Voila pourquoi on dit que
“ps est solution d’un probleme de point fixe".

Le reste de I’énoncé est déja démontré dans les théoremes 6.2.1 et 6.3.1 et la proposition
6.3.1. &

REMARQUE 6.3.2 — Les questions suivantes sont des problemes ouverts.
1) Quelles sont les hypotheses les plus générales que 1’on peut faire sur F' ?

2) Est-ce que les hypothéses p° € L>(Q) et (v, p°) € A sont indispensables ? <
6.3.5 — SYSTEME GEOSTROPHICO BAROTROPE TURBULENT

On est en mesure de franchir la derniére étape de ’analyse de (A6). On rappelle que

—

80+ (UV) 0 + KyRot (roto) + k x v+
(@ X
M6 _ =
(M6) V(ps + M(M(p)) Ty v dans [0,7] x T,

(b) divy =0 dans [0,7] x I,



242 Analyse du systeme géostrophico-barotrope

—
Op+Uqg(ps,p) Vp—KnAp—0:((u(k) +v)0:p) =
F(p) dans [0,7] x Q,
{ Ok — AAk — 0, (vy(k) k) =
d

Vi(R) [Vpl* + pe(k) 0op — k /[ k] dans [0,7] x ,
(e) rotz\ or. = v.n lor, =0,
(f)
(9) klr, =ms|VI], Elr,ur, =0,
(h)

) (W, k)|i=o = (g, p°, ko).

()

(M6)

(me(k) +v)0.plr, = —aplr,, plrur, =0,

On fait les hypothese (classées en fonction de leur apparition dans le chapitre) :

(H.6.2) F est continue sous linéaire,

(H.6.3) /!, 1 et v¢ sont des fonctions continues, v/, et ji; sont positives

et bornées, v/ (0) = 11¢(0) = 0 et v; est minorée par v > 0,

(H.6.4) V=0et vy satisfait I’hypothese de croissance
3C € (RM)?, 30€[0,2/3[;Vke R, (k) <C(+|k|),

ou bien ve H3/2 (T's) et vy est bornée dérivable de dérivée bornée,
(H.6.6) F est décroissante et sg(z) F'(x) <0,

(H.6.8) p¥ € L>=(0Q),

(H.6.11) H € CY(T'), my > 0,

(H.6.13) K1, > || 0°]| 1 (o) (2CH + 3),

(H.6.14) (1, 0°) € A={(v,p°) € RT x L>°(Q); 0 < gr < 1},
( )

=
e

H.6.15) v, € Z N H2(T,), ko > 0, ko € L'().

THEOREME 6.3.3 — On suppose satisfaites les hypothéses (H.6.2), (H.6.3), (H.6.4),
(H.6.6), (H.6.8), (H.6.11), (H.6.13), (H.6.14) er (H.6.15). Alors, le probléme (M6)

posséde une solution (ﬂ, 0, Ds, k) telle que

v e L7(0.71.2), ps € L*(0.T], H' (),
pe L2([077—]7H},Z(Q)) N LOO([O77-] x Q)7

ol Lo (o, 71x2) < 1Pl Lo (j0,71x )

ke () LP([0,TL,W'(Q), k=0pp.
1<p<3/2
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Par ailleurs, il existe p € IR tel que

{ps = A, (Po+p),
p = pa(Ag ' (Po +p))

ou

a= (k) +v

et (v, Py) est la solution de I'équation (6.3.3) avec Py € L2([0,T], HL (€2)). Les
équations (M6,a,b) et (M6,c,d) sont satisfaites au sens des distributions dans
[0, 7] x Ts et [0, T] x Q respectivement. O

DEMONSTRATION — Les hypothéses du théoréme 6.3.3 permettent d’utiliser directe-

ment le théoreme 6.3.2 et tous les résultats du chapitre 4.

L . . .=
Pour simplifier la présentation on se place dans le cas homogene i.e. v= 0 et vy
satisfait une hypothése de croissance. Grace aux résultats du §4.3 on sait comment en
déduire les résultats dans le cas non homogene. Enfin, puisque v/ (0) = 11;(0) = 0 la

positivité de k est acquise (cf. §4.4).

On démontre le théoréeme 6.3.3 en trois temps.

1) construction d’approximations,
2) estimations a priori,

3) passage a la limite dans les équations.

1) Construction d’approximations. Les approximations de (M 6) sont construites avec
la méthode de temps de retard (cf. section 4.1.2). On rappelle que la fonction de
retard 7, 7y est définie pour u € LP([0, 7], X) (ot X est un espace de Banach) par
la formule (cf. définition 4.1.2)

Ve nT), mer @) < ut-r),

vte (0,7, mer ) < u).

Etant donné n € IN on pose

Tn = —s Tj = Mry g7~

T
n
i) Initialisation. On raisonne sur I’intervalle de temps [0, 7,,]. Soit

a; = M;(k‘o) + .
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La fonction a; satisfait I’hypothése (H.6.7) sur [0, 7,,] car u; est bornée et positive. On

peut donc considérer I’application \,, restrainte a [0, 7,,] et considérer

pl = Pa; (Ac:ll(PO))v p; = A(;]l(PO)v

ol (v, Py) est I'unique solution dans L>°([0, 71, Z) x L2([0, T], HL,(T's)) de (6.3.1).
Soit
Kle () LP(0,7m), Wo P ()

p<3/2

I’unique solution positive au sens des distributions de

Okt — NAKY — 0, (vy(ko) 0.k*) =
V! (ko) |0.p | 4 (ko) O2p" — k' ko dans [0,7,] x Q,  k'|i=o = ko.

— L’existence de k' s’obtient en raisonnant comme dans le chapitre 4,

— D"unicité car I’équation est linéaire avec des données homogenes.
Comme k'|;—g = ko, k! = 71 (ko). Par conséquent, k* est I'unique solution de
Okt — NAKY — 0, ((my (KY)) 0.kY) =

l/f)(ﬂ'l(k‘l)) |82,,01|2 + ,u,(m(kl)) d.pt — k:lx/ﬂl(kl) dans [0,7,] x Q,
E'lt—o = ko

et
ar = pe(mi (k) +v.
ii) Hérédité. Soit j < n. On suppose construite
kj € ﬂ Lp([ovan]v W()lp(Q))
p<3/2
positive p.p et unique solution au sens des distributions de
Ok? — AAKT — 0, (vy(m; (k7)) 0.k7) =
vy (1 (k) 102077 + pus(mj (k7)) 02p — K7y [7;(k7)  dans [0, 7] x 2,
K |1=0 = ko
aj ::ul(ﬂ'j(kj))+ya p] :paJ(Aale(PO))a p?; :AILI(PO)'

Soient

ajor = pe(ma () +v, P =pa (O (R), oI =20 (Ro)
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définies sur [0, (j + 1)7,]. Remarquons que a;1 vérifie (H.6.7) car y est bornée et
positive, ce qui permet de considérer A
Soit

a;4, inversible et I'application pg, ;.

Kthe () LP([0, (G + 1mal, W P(S)
p<3/2

I’unique solution positive au sens des distributions de

Ok = NARTTY = 0. (vy(mj41 (K7)) 0:07FY) = wy(mja (K7)) 097 +

pe(mipa (k7)) 0o p = K i (k) dans [0, (7 + 1)7] x €,
kT, = ko.
— Il se pose la question de savoir si k' 1 = k7 sur [0, j7,].

Comme 741 (k%) = m;(k?) sur [0,57,] (¢f. le lemme 4.1.4) les résultats d’unicité

font que cette question est équivalente a :

— est-ce que p! = p/ Tt sur [0, j7,] ?

Notons que sur [0, j7,], a; = a;+1, de sorte que
Py =2 (Fo) = Ag,, (Po) = p™!
sur [0, j7,]. Donc grice au résultat d’unicité du théoréme 6.2.1
pj = Pa; ()‘gjl(PO)) = paj+1()‘;j1+1 (PO)) = pj+1

sur [0, j7,]. Donc k7 et k1 coincident sur [0, j7,]. En raisonnant comme dans la

section 4.1.2 on voit que k7T est une solution de
kI — NAKITY — 0, (vp(mj a1 (K1) 0,67 11) =
V(i (R)) 0.7 +
pr(mj (K1) 0.7 — K9 [0 (k9F1) - dans [0, (7 + 1)7] x Q,

K=o = ko.

En poursuivant la récurrence jusqu’a n on construit

kn€ () LP(0, TLWGP(Q), kn >0,
p<3/2

an = p(mn(kn)) + v,
p? = A;nl (P0)7
Pr = Pan (P) = pa, (A H(Po))
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tels que
Bikn — Ay, — 02 (vp(mn(kn)) Ozkn) = v (w0 (Kn)) 02 pu|* +
(6.3.6) 11t(7n (k) 02 — /7 (kn)  dans [0, 7] x Q,
Enli=0 = ko
et
0,7 + (UV)T + KyRot (rot) + k x o +

(a)
V(pt + M(M(p,)) =0 dans [0,7] x T,

(6.3.7) (b) divy =0 dans [0,7] x T,
—
8tpn + Ug (P? pn) an - ’ChApn -
0> ((pe(mn(kn)) + v) 0z2pn) = F(pn) dans [0,T] x

. = L
en rappelant que I’on s’est placé dans le cas homogene v= 0 pour simplifier et que

()

(1, Py) est la solution de (6.3.1). Par ailleurs, on a pour tout n
llpallzos o, 71x0) < 11P°l Lo (10,7792

2) Estimations a priori. On commence par les estimations déja acquises, c’est-a-dire
celles portant sur (p,, )nen et sur (kp)nen.

Le transport géostrophique ne travaille pas (¢f. lemme 6.2.2 avec j assez grand).
On raisonne comme dans les démonstrations des théorémes 6.2.1 et 6.2.2 a partir de
I’équation (6.3.7, b) et on utilise I’estimation L> (6.2.1) combinée a la sous linéarité

de F et la bornitude de py. Il en résulte que
— (pn)nemv estbornée dans L*([0, T, H () x L>([0,T] x Q),
— (8ipn)nem est bornée dans L2([0, 7], (H},(€))").AD

En raisonnant comme dans la section 5.1 a partir de 1’équation (6.3.6), on en déduit en
appliquant une variante immédiate des lemmes 4.2.1 et 4.2.4 combinée au corollaire

4.2.1 (sections 4.2.3 et 4.2.4) que puisque v; satisfait une hypothese de croissance,

— (kn)nemv est bornée dans LP([0, T, Wy () et dans L*([0, T] x Q)
pour tous s < 2etp < 3/2,
— (Otkn ) nemv est bornée dans L ([0, T], W (), go > 1.

Il reste a estimer la pression. Par construction
py = Fo — N(pn) = Po — M(M(pn)).

Puisque (pn)nemv est bornée dans L*([0, 7], Hf ,()), on déduit de cette égalité
combinée 2 la continuité de N (¢f. lemme 6.3.2) que
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— (p™)nemv est bornée dans L2([0, 7], H(Ts)).

Par conséquent il existe

(p,k,ps) €
L2([0,T], Hp, () x () LP([0, T, Wy P () x L*([0,T], H'(T,))

p<3/2

tel que de la suite (p,,, k,, pl') on peut extraire une sous-suite (toujours notée de la

méme maniere) vérifiant

® (pn)nen converge vers p dans L*([0,T], Hj ,(2)) faible, dans L*([0,T] x )
fort, p.p dans [0, 7] x €2, dans L*°([0, T] x ) faible étoile et ||p||z([0,7]x0) <
[l |L°°([07T]><Q)a

e (kn)nemv converge vers k dans LP([0, T], Wy *(2)) faible (p < 3/2), L*([0, T] x
Q) fort (s < 2) et p.p. dans [0, 7] x €,

o (p")nemv converge vers p, dans L2([0, T, H!(T;)) faible.

Il ne reste plus qu’a montrer que (z, p, k, ps) est une solution du probleme (M6).

3) Passage a la limite. On a étudié en détail le passage a la limite dans les équations
pour k et p dans les chapitre 4 et 5 respectivement et le passage a la limite dans le
couplage (k, p) dans le chapitre 5. C’est pourquoi, il suffit maintenant de se concentrer

sur les termes spécifiques dans le couplage a savoir

a) les termes de pression V(p + M (M (p;,))) dans (6.3.7, a),
=
b) le transport géostrophique U, (p%, pr,) -V p,, dans (6.3.7,b).

La fonction de retard ayant de robustes propriétés dans le passage a la limite (cf.
lemme 4.1.2), sa présence ne modifie en rien les raisonnements effectués dans les

démonstrations antérieures.

a) Termes de pression. Soit ¢ € D'([0,7] x I's). Comme (p7),ec converge
faiblement vers ps dans I'espace L2([0, T, H'(Ts))

T T
lim/ /Vp’;.qﬁz/ /Vp5.¢.
n—=ooJo  Ja o Ja

Par ailleurs, comme (p,,)n,cv converge vers p dans LQ([O,T],H}J(Q)) faible et
N = Mo M estlinéaire continu de L*([0, 7], H},(€)) dans L*([0, 7], H'(Ts)) (cf.

lemme 6.3.2)
i [1 [ vwee= [ [ voone
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On a donc bien au sens des distributions dans [0, 7] x T's

(@) v + (EV)E + KyRot (rotz) + Z X U+

a

(6.3.8) V(ps + M(M(p)) =0 dans [0,7] x T,
(b) divv =0 dans [0,7T] x Ts.

b) Transport géostrophique. On a par définition

T T 5
/ <Ug (0%, pn) -Vpn, ¢ >= —/ /Qpn Ug(py,pn) Vo
0 0

s n n - n -
Ug (ps7pn) = Ug(ps7pn) €1 +Vg(psapn) €2

chaque coordonnée étant définie par
Ug(py, pn) = =M (Oypn) — Oypy,  Vo(Ps,pn) = M(0upn) + Oupy,

de sorte que

T —
/ /pn Ug (0, pn) Vo =
0 Q
T T
| [ rss@n.o0r [ [ powoe-
0 Q 0 Q

T T
| [rs@pn.00+ [ [ popo0
0 Q 0 Q

On passe a la limite dans les termes du membre de droite les uns apres les autres.

Comme (p,)ne v converge vers p dans L*([0, 71, Hy () faible et L*([0, 7] x Q)
fort et que M est linéaire continu

n1i_>120/07/9pn M(ampn).ayqﬁz/OT/S)pM(azp).ayqb?

T T
1Lm/ /pnM(aypn)axd):/ /pM(ayp)ax¢;
n=ooJo Ja 0o Ja

Enfin, puisque (p7),en converge vers ps dans L?([0, 7], H'(T)) faible et que

(pn)nemv converge vers p dans L2([0,T] x Q) fort

T T
i [ [ pooioe= [ [ oo
n—oJo JQ 0 JQ

T T
i [ [ puotoo= [ [ popo0
n—=oo Jo Jo 0 JQ
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Par conséquent

T T
lim <Ug4 Py, pn) -Von, ¢ >= / <Ugq(ps,p) -Vp, ¢ >,
0

n—00 0

T S T -
/ <Uq(p87p) VP7¢>:—/ /pUq(pS,p) V¢
0 0o Ja

5
1l faut noter que U, (ps, p) € L?([0,T] x Q) et que grace a Iestimation L sur p,
la formule précédente définit une forme dans L?([0, 7], (H }l(Q))’ ). De plus, ce qui
précede montre aussi que

—
lim U (p3:pn) Vo =Ugq(ps, p) -Vp

n—oo
dans L2([0, 7], (H}l(Q))’) faible étoile.

Conclusion. 1l faut passer a la limite d’abord dans 1’équation pour p en montrant que
I’égalité d’énergie est préservée puis dans 1’équation pour k. Pour cela, il suffit de
recopier la démonstration du théoréme 5.1.1 (§5.1, chapitre 5) portant sur le probleme
(M3) combinée a la démonstration du théoreme 6.2.1 (probleme (1/9)). La seule
différence ici par rapport aux problemes antérieurs réside dans le terme de transport
géostrophique qui couple p et ps dans I’équation pour p. Le point 3.b) plus haut regle
cette difficulté. Donc, le couple (p, k) vérifie

(@) Bup+ Uy(perp)-Vp — Kndp— 0.((u(k) +v) 9.p) = F(p),
{&k—)\Ak—az(u;( ) 9,k) =

Vo2 = k/Tk| 4 (k) d.p,
(¢) plryur, =0, (u(k) +v) zP\Fs =—ap, (a>0),
(d) klrur, =0,
(€ (pk)le=o = (p°, ko).

On a donc montré en combinant (6.3.8) et (6.3.9) que (v, p, k, ps) est une solution

(6.3.9)

du probléme (M6). Le cas non homogene lorsque v; est continue bornée dérivable
de dérivée bornée et que Ve H3/? () se traite de la méme maniére en appliquant les

résultats du §4.3. Enfin, en faisant tendre n vers I’infini dans I’équation
Py = py + M(M(pn)),
on obtient par construction

POZPS+M(M(P))7 p:pa(ps)v azut(k)'i‘%
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et donc
Ps = )‘gl(PO)7

ce qui dit en un certain sens que ps est solution d’un probleme de point fixe. &

Cet essai s’acheve sur la fin de cette démonstration oll I’on a prouvé I’existence d’une
solution au systeéme géostrophico-barotrope (M 6). On ne sait pas si la solution est

unique dans un quotient par les constantes bien que 1’on conjecture que oui.

Dans I’appendice A on étudie un systeme d’équations primitives linéarisées avec des
termes de pression additionnels et dans 1’appendice B on fait quelques remarques sur
le probleme de faire tendre le nombre de Rossby vers 0.



APPENDICE A

EQUATIONS PRIMITIVES AVEC DES
TERMES DE PRESSIONS ADDITIONNELS

ORIENTATION

1) Onrevient dans cet appendice sur les approximations suivantes faites dans le chapitre
1 comme résultat de I’approximation de Boussinesq :

e ne pas prendre la pression en compte dans 1’équation d’état

p=p(S,T,p),

e ne pas prendre les termes de pression en compte dans le bilan d’énergie
qui conduit a I’équation de la chaleur.

On tente une modélisation qui prenne en considération certains termes de pression
négligés. On obtient le systeme

@ - l/hA? - Vv83z? —pr M(VT)+
a

(M14) (b)  — KnAT — K,02.T + aA(ps) = 0,

(c) dw(/:? dz) =0,

d) Tloa=0, ¥ |rur, =0, 9.0 |r, =V,
ou
0
Vf=f(x,y2)e€C(QR), M(f)(x,y,2)= | [flz,y,7)d,
1—=z2
VQ = q(x,y) € Cl(FSaR)v A(Q)($7yaz> = 7pp 5)0-Vq,
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v > 0,1, >0,K, >0,K, >0, pr >0, pp >0, po et a sont des constantes, 1_;0

est un vecteur constant.

Le systeme (M 14) est un systeme d’équations primitives stationnaires linéarisées sans
. g — . I . . » .

terme de Coriolis avec v, T et p, pour inconnues et ol pour simplifier la présentation,

on suppose que  est un cylindre Q = T'sx] — §,0[. De méme, on prend pour la

température 7' des conditions aux limites homogenes et on ne considere pas la salinité

S.

2) On commence par la modélisation de (M14) a partir des équations de base de

I’océanographie, en particulier

— I’équation hydrostatique,

— I’équation de conservation (1.2.5) pour un fluide isentropique

DT 0 D
T ( TP) p

PCp E —_— = K:ZACT

(1.2.5) D

On élimine la pression des équations a 1’aide de 1’équation hydrostatique combinée
a un argument de point fixe en faisant apparaitre la pression superficielle ps. On
commence par traiter I’équation d’état qui lorsqu’elle est linéarisée devient dans ce
cas
p=Ff(T,ps)=po + pp(ps —p3) — pr (T =T,

pY et T sont des constantes de références. C’est ce qui conduit a I'introduction du
terme de pression additionnel —zp, Vp, dans I’équation pour la vitesse. On traite dans
un deuxieme temps le bilan d’énergie (1.2.5) dans une forme trés simplifiée. Le terme

A(ps) dans I’équation pour T" vient du terme Dp/ Dt dans 1’équation (1.2.5).

3) On effectue 1’analyse mathématique de (M14). On commence par donner un
sens aux termes de pression additionnels puis on démontre un résultat d’existence et
d’unicité.

THEOREME A.0.1 — On suppose que v e L2(Ty). Il existe n > 0 tel que pour tout

(pp, 0, @) satisfaisant sup(|p,|, 9, |a|) < n, il existe un unique
(V,T.ps) € Q07 x Hy(Q) x (L*(T)/IR)
solution de (M14) au sens des distributions. &

Dans 1’énoncé précédent, L?(T's) /IR est le quotient de L?(T's) par les constantes. On
rappelle que

Hj (@) = {ve H(Q), vlr,ur, =0},
Qy2 = {¥=ue1 +vés, (uv) € Hjy (@), div(M(¥)) = 0}
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La démonstration est basée sur la version stationnaire linéarisée du théoréeme 2.2.1

combiné a un argument de point fixe sur pj.

A.1— MODELISATION DES TERMES DE PRESSION
A.1.1 — CEQUATION D’ETAT

On rappelle que I’on ne tient pas compte de la salinité pour simplifier la présentation.

La densité p est liée a la température T et la pression p par une équation d’état

p=ppT)

(cf. section 1.2.2). Par ailleurs, on suppose I’équation hydrostatique satisfaite. Elle

est écrite sous la forme
p=rps+ M(p)

oul’on pose g = 1.

PROPOSITION A.1.1 — On suppose que

(. T) = p(p,T)
est de classe C* sur IR? et que
% o
op’ oOT
sont bornées par une constante C' > 0 vérifiant C < 1. Alors, il existe f continue

de IR? dans IR telle que I’équation “p = p(T, p)" soit équivalente a “p = f(T,ps)
pour tout (p, T, p,ps) € [L2(Q)]? x L3(Ty) vérifiant p = ps + M(p). &

DEMONSTRATION — On suppose dC' < 1. Soit (p, T, p,ps) € [L2(Q)]? x L*(Ts)
vérifiant p = p; + M (p). On a

(A.1.1) p(T,p) = p(T,ps + M(p)) = p.

Ce probleéme est un probleme de point fixe. On fixe (ps, T) € L?(T'y) x L%(Q) et soit
I’application
N { L2(@) — L2(Q),

o — p(Tps + M(p)).
On démontre par la suite que 1 application F est contractante sur L2(£2). Soit (p1, p2) €
[L2(2)]?. En utilisant I’inégalité des accroissements finis pour M € 2 fixé on a

7]

2
|F(p1) = Flp2)|* < (ag) |M(p1 = p2)? < C*|M(p1 — p2)[?
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car on a supposé que 9p/Op est bornée par C. On integre cette derniere inégalité par
rapport & M puis on utilise 1’estimation (2.4.18) de la norme de I’opérateur M dans
L?(2) obtenue dans le lemme 2.4.2 (cf. section 2.4.2). Comme {2 est un cylindre,
Cy = 0 dans ce cas. Il en résulte

[[F(p1) = F(p2)llr2e) < 0Cp1 — p2llz2(o)-
Puisque §C' < 1, il résulte de cette derniere inégalité que 1’application F' est contrac-
tante dans L?(2) qui est un espace complet. Par conséquent, pour chaque T et p,

fixés il existe un unique p € L*(Q2) solution de (A.1.1), ce qui permet de définir une

application

(Tvps) —p= f(TapS)v
ol f(T,ps) est solution du probleme de point fixe (A.1.1) qui est équivalent &

;. {L2(Q) x L*(Ts) — L*(Q),

I’équation
p= f(T, ps)'
La continuité de f est une conséquence de la régularité de (p, T) — p(p, T). &

Compte tenu des faibles variations de p autour de pg, on linéarise I’équation d’état

p = f(T,ps) qui devient

p=F(T.ps)=po + pp(ps —13) — pr (T —T7)
ot p, > 0, pr, p? et T sont des constantes. Notons que lorsque p, augmente p
augmente et lorsque 7' augmente p diminue, ce qui est conforme au sens physique

commun.

Sous une forme adimensionnalisée cette équation d’état devient

(A.1.2) p=1+pp(ps—1)— pr (T — 1),

sans changer la notation des constantes. A partir de 13, on reprend le travail de
réduction du systéme fait dans la section 1.6.4. Le systtme de départ est (EP3)
ol pour simplifier on prend Ro = 1. L’équation d’état (EP3, e) est remplacée par
(A.1.2) et on ne tient pas compte de I’équation satisfaite par la température traitée
dans la section suivante de ce paragraphe. Il vient

Dv -
O Uh AU — 1,020 + f k X U +Vp =0,
0 —
(EP4) (b) div(/ v dz) =0,
-4
(C) azp:_pa
(@) p=1+pp(ps—1) — pr (T —1).

Les opérations effectuées sont :
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— integration de 1’équation hydrostatique par rapport a la verticale,
— expression de p a I’aide de 1’équation d’état,
— report du tout dans (E P4, a).

Comme p; ne dépend pas de z, M (ps) = —z ps. C’est pourquoi on obtient pour v
Dv -
@ ﬁz—uhﬂ—uvaﬁjwk X7 +
a
(A.1.3) (1—2p,)Vps —arM(VT) =0,
0
(b) div(/ v dz) =0.
-5

L’équation (A.1.3, a) differe de (1.6.7,a) (cf. section 1.6.4) par le terme —zp, Vps.
Si en prenant a = 1 dans (A.1.3) on ne change rien au probléme de mathématiques
étudié ultérieurement, on ne peut pas choisir ay, = 1. En effet, le résultat d’existence
obtenu a lieu pour des valeurs de «, assez petites, c’est-a-dire lorsque le terme de
pression supplémentaire introduit dans I’équation est “assez petit", puisque 1’argu-
ment utilisé est un argument de point fixe non topologique (i.e. il n’est pas question de
“degré" dans ce qui suit). C’est pour la méme raison que 1’on est obligé de supposer
que le terme de Coriolis f est assez petit (i.e. on est “assez pres" de I’équateur). Pour
alléger la présentation, on a préféré ne pas en tenir compte dans (M 14) écrit au début
de cet appendice.

A.2.2— LE BILAN D’ENERGIE

Le bilan d’énergie thermodynamique est décrit par

DT orp\ Dp .

Dans cette équation on néglige généralement le terme A = Dp/Dt. Cette approxi-
mation est plus ou moins bien justifiée dans cet ouvrage a 1’aide de 1’approximation
de Boussinesq. Certains auteurs invoquent des arguments “moléculaires" qui ne sont
pas plus convaincants que 1’'usage de 1’approximation de Boussinesq. Le but de cette
section est une tentative de modélisation de ce terme. Les approximations faites sont :

(Ap.1) le coefficient o défini par
def T ( 3Tp>
a = — | —
pPep \ P

(Ap.2) les transformations sont isentropiques,

est supposé constant,



256 Modélisation des termes de pression

(Ap.3) dans les termes de dérivée totale

D -
— =v¢.V+wd
Dt 0 Z

: - < N . . —
le champ horizontal v est constant égal a un vecteur incompressible v ¢
qui ne dépend pas de z (cas d’une couche océanique),

(Ap-4) le coeficient A ne dépend pas de z.

LEMME A.1.1 — En faisant les approximations (Ap.1), (Ap.2), (Ap.3) et (Ap.4) on
obtient la formule

_Dp 1—ppz — -

(A.1.4) A= Tt = (ps) = m vo .Vps =c(2).Vps. &

COROLLAIRE A.1.1 — L’équation de la chaleur (1.2.5) stationnaire linéarisée devient

(A.1.5) — KhAT — K,02.T + aA(ps) = 0. ¢

DEMONSTRATION — On obtient (A.1.4) en trois étapes :

i) utilisation de (Ap.1, 2) en combinant ’équation d’état (A.1.2) avec
le bilan d’énergie sans diffusion (1.2.5) et I’équation de Boussinesq,
ii) calcul de la dérivée totale de 1’équation hydrostatique,

iii) utilisation de (Ap.3, 4) combinées aux résultats des étapes i) et ii) AD

i) Bilan d’énergie et équation d’état. Le point de départ de cette modélisation est le

bilan d’énergie pour une transformation isentropique

DT Jrp\ Dp
2 4 Z2E) =22 o
P Dy + < p ) Dt

qui ne tient pas compte de la diffusion, considérée ici comme un des principaux facteurs

de 'irréversibilité des transformations. Cette équation est écrite sous la forme

DT = Dp

A16 el -0
(A4.1.6) Dt "Dy

ol «v est défini dans (Ap.1) plus haut et supposé constant. En dérivant I’équation d’état

(A.1.2) il vient
Dp  Dps DT

Dt "Dt Tt
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qui reportée dans le bilan dénergie (A.1.6) conduit &

Dp
Dt

— wd,p.

Dpy
(A.1.7) (04 v .V)p= Py

La moyenne par M de I’équation (A.1.7) s’écrit
D
(A18) M|+ 0.V)p] = ppM[ Ps

Il faut calculer M (wd,p). En intégrant par parties

M (wd.p) = / i wd.p = [wp] — M(pd.w).
D’apres I’hypothese du toit rigide
[wp]? = —wp.
Par ailleurs, d’apres 1’approximation de Boussinesq
d.p = —divv,

de sorte que
M (wd.p) = —wp + M(pdivv)

ce que ’on reporte dans (A.1.8) pour obtenir

(A19) M0+ 0.V) ] = ppM[D

M
Dt}—i— apr [

Dt

] +apTM[D ] — M(w0;p).

257

} +wp— M(pdivv),

équation utilisée dans I’étape iii) plus loin. Avant, on s’intéresse a 1’équation hydro-

statique.
ii) Dérivation de I’équation hydrostatique. On a directement

Dp Dps D

ZP_ Z ().
i~ Dt T DiMWP

Le calcul de (D/Dt)M (p) conduit a

D

DM (p) = (0e+ v .V)M(p) +wd.M(p) = 9+ v.V)M(p) —wp
d’ou I’on déduit
Dp  Dps

Dt Dt

+ O+ v .V)M(p) —wp
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soit encore
_Dp_ Dy,

(A.1.10) (Ot 0 V)M (p) = 350 = 7,

w p.
iil) Synthése de (A.1.9) et (A.1.10). La difficulté dans cette modélisation réside dans
le fait qu’en général
0+ 0 .V)M(p) # M0+ ¥ V) p)
sauf dans le cadre stationnaire de (Ap.3) oll, puisque 70 ne dépend pas de z
(044 v.V)M(p) =v0.VM(p) = M[(8+ v .V) pl.
Enfin,
M(pdiv?) = M(pdivvg) =0

bien que cette approximation ne soit pas indispensable mais simplifie la présentation.
Enfin, puisque ps ne dépend pas de z

Dps
Dt

En combinant maintenant (A.1.9) a (A.1.10) on a en posant A = Dp/Dt,

=v¢.Vps, M[ } :?O.VM(pS) = —z?O.VpS.

(I — aprM)(A) = (1 — zp,) Vo.Vps.

Enfin, puisque A ne dépend pas de z

M(A)=—zA
d’ou la formule
_Dp  l=ppz = =
(A.1.4) A= D = A(ps) = TS aprs V0.Vps =c(z).Vps.

N
11 faut noter que lorsque |aprd| < 1, le vecteur ¢(z) est bien défini.

Conclusion. On combine le systeme (A.1.3) ou f = 0 avec I’équation de la chaleur.
Il en résulte (M 14) dans lequel on a pris des conditions aux limites homogeénes pour

la température,

“ — U AU — 1,02V — pr M(VT) +
a
(1 - pr)vPs = 07
1-— PpZ —
b) — KhAT — K,02.T +a—2" ¥y.Vp, =
(M14) ( ) K K 8zz -|-041 +aprz Vo VP 0,
0
(c) div(/ v dz> =0,
-6
(d) T‘BQ = Oa ? |F1UFf = 07 825> Iy :77
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Dans le paragraphe suivant, on montre un résultat d’existence et d’unicité au systeme

(M14), lorsque 6 (quotient d’aspect), « et p,, sont assez petits.

REMARQUE A.1.1 — Les approximation (Ap.3) et (Ap.4) interviennent a la fin de cette
modélisation. On peut décider de les faire intervenir deés le début et écrire A :?0 .Vp.
Il se pose la question de savoir quel est le systeme alors obtenu et quelles sont les
différences entre (M 14) et cet autre systéme. &

A.2 — RESULTAT D’EXISTENCE
A.2.1 — UN ESPACE POUR LA PRESSION

Avant de donner un sens a (M 14) et démontrer un résultat d’existence, il faut choisir
. e " . —

les espaces fonctionnels dans lesquels “vivent" les variables v, T" et p,. Compte tenu

des résultats du chapitre 2 et des conditions aux limites, il est raisonnable de chercher

¥ dans QL2 et T dans H{ (). 1l se pose le probléme de savoir ol chercher p, qui

n’est plus un multiplicateur de Lagrange dans ce probleme.

Par analogie avec les résultats sur les équations de Stokes, on est conduit a chercher la

pression dans I’espace quotient

def

o= L*T,)/R.

Cet espace est habituellement muni de la norme
L= = —
(A.2.1) VqeTIl, gl = sup{/ qdivu, uc Hy(Ty), || u ||[H§(FS)]2 = 1} .

Cette norme n’est pas la plus adaptée a ce probleme. Il est plus commode d’utiliser la

norme définie par

de
Veell, |[glln
(A.2.2) o
sup{/F qdiv(M(w)); uwe [Hy (P, (4]l e = 1}
en rappelant que
0
M(f) = s fdz.

LEMME A.2.1 — Les normes définies respectivement par (A.2.1) et (A.2.2) sont

équivalentes. &
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DEMONSTRATION — On montre dans ce qui suit qu’il existe deux constantes C et
Cs telles que pour tout p € L*(T'y) /IR

(4.2.3) Cillpllr <llplln < Cof[p |l

Par la suite, on note une classe modulo IR de la méme manicre qu'un de ses
représentants. Soit (p, v) € L2(I'y)/IR x [H},(Q)]?. On a par définition

|/ pdiv(M |<||pH HM( )HH(}(FS)'

ISR 5 0 _ 2 0 R 2
||M(”)||H1(r,): \Y% vdz| = Vv dz
o r -5 T, /=6

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz
~ = 0 — —
1) gy <3 [ 195 <8017l o

s s

Par conséquent
[ pio ] < V11D 1l o

une inégalité valable pour tout (p, v) € II x [H},(Q)]? ce qui garantit la premiére
partie de (A.2.3).

On démontre a présent la deuxieme partie de (A.2.3). Soit une fonction a > 0 de

classe C'™° définie sur [— , 0] et telle que

—a =1 sur [_5/2a 0]’
—a = 0sur [—(3/4) 6, —4].

Etant donné u € H(T',) on pose

On a “formellement”

qui conduit a

/\v falu /0 a(2)* dz |v32+/_2<a'<z))2dz | 2+
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Puisque @ # 0 et 6 > 0, on en déduit I’existence de deux constantes D1(a) > 0 et
Ds(a) > 0 telles que
V ue H\T,),

— — —
Di(a) [ ulluyw.y < [l faCu) iy @2 < D2(a) [ llmyr.)-

(A.2.4)

Soient a présent p € L2(I,)/IR et u,,€ H}(Ty) tels que

— . .
vneN, ||unllgyw., =1, lim [ pdivup= —|[p]l,.

La définition (A.2.2) de ||.||;; combinée a (A.2.4) entraine

(A.2.5)

/ pdw<M<fa<En>>>\ < A1p Il (@) sy e < Do) [l

En remarquant que

0
N(fu(u)) = o / a(2) dz,

=

on obtient

/F pdiv(V(fa(in))) =
(A.2.6) :

0
—/ a(z)dz/ pdivi, —> ||p|\r/ a(z)dz.
-5 r =00 -5

s

La deuxieme partie de I’inégalité (A.2.3) se déduit de (A.2.5) combinée a (A.2.6),
a#0etd>0. o

On est maintenant en mesure de donner un sens faible au systeme (1M 14).

A.2.2 — SENS FAIBLE DONNE AUX TERMES DE PRESSION
ADDITIONNELS

ORIENTATION. Le systeme (M 14) differe de la version linéaire stationnaire de (/1)

étudié dans le chapitre 2 par les termes de pression additionnels
1—
—zppVps, ac(z).Vps =a

11 faut donner un sens a ces termes et a (M 14). C’est le but de cette section.

HYPOTHESES. Dans toute la suite on suppose
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(H.A.1) |aprd| <1, ppd < 1,8(p, + apr) <1,
(H.A2) vge C®(Ty).

—
Dans ce cas le champ ¢(z) est de classe C'* par rapport & z sur le compact [—d, 0]. En

particulier, il est majoré et minoré en module et on remarque que

1—
VZE[*(S,O]? Ogﬂg
14+ aprz

I faut noter que (H.A.1) est automatiquement satisfaite lorsque |, p), et 6 sont assez

petits.
SENS FAIBLE. On traite les termes de pression puis on donne un sens faible a (M 14).

i) Sens du terme “zp,Vp,". Puisque p,, est une constante, il suffit de considérer zVp,.
On a dit que p, doit “vivre" dans L?(T'y)/IR. Dans ce cas, Vp; est naturellement dans
HY(T,). Soit ve [H} ,(2)]%. On supppose formellement que p; est assez régulier

pour justifier les calculs qui suivent.

En appliquant le théoréme de Fubini puis en effectuant une intégration par parties qui
utilise le lemme 2.1.3 (c¢f. section 2.1.3), en particulier M (z v) € H}(Ty),ona
(A.2.8)

< szs7?>d;f/z$.Vps :/ VpsM(20) = —/pS dw(]\;[(zz))
Q r,

Lorsque p; € L*(T';), la formule (A.2.8) donne un sens a 2Vp, dans ([H},(Q)]*)".
De plus,
— ~ =
| < 2Vps, v> | < |Ipsllo||M (2 0)| 2 r.).

ol ||.||,- est définie par (A.2.1). En combinant le lemme A.2.1 & I’estimation (2.1.5)
du lemme 2.1.3, on obtient & partir de (A4.2.8)

— —
(42.9) | <2Vps, v> [ < Cllpsliull v i, @2
12V psllar 2y < Cllpslin

ou la constante C' ne dépend que de §. Notons que d’une maniére naturelle
(A.2.10) < Vps, 0> = —/F psdiv(M(V))

et

| < Vps, 0> | < Cllpsllnll ¥l

(A.2.11)
Vsl 2y < Cllpslln.
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—

ii) Sens du terme “c(z).Vps". Soit T € Hj(£2). Grace a (H.A.1)
—

N
Te(z) € [Hp (P, |lre(z) H[H}J(Q)]Q < Cll7llmx (o)

N ( — ) . .
ou la constante C' ne dépend que de v . Par conséquent, en raisonnant comme en i)

plus haut, on pose

(A.2.12) <c(_;).Vp5,T >= —/ Ds div(M(Tc@)))

FS

ce qui défini
—

c(2).Vps, € H1(Q).

de plus, il existe une constante C' qui ne dépend que de ¢ et de 70 telle que
—
(4.2.13) 1 ¢(2) . Vpsll-1(0) < Cllpslu-

iil) Sens donné au systéeme (M14). On dit que (?, T, ps) est une solution du systéme
(M14) si et seulement si

veQl? TeH)(Q), poell
etV(u,7) € [H} ()] x HY(Q),
V,L/vz.vmyv 0.7 .0 _/ V-
Q Q I

(a) :
(A.2.14) pr / M(VT). % + < Vpo, 0> —pyp < 2V, 4> = 0,
Q

—
(b) ICh/ VT.VT + ICU/ 0,T.0.7 + a <c(z).Vps, 7 >= 0.
Q Q

THEOREME A 2.1 — On suppose que (H.A.2) est satisfaite et que v € L2(T'y). Alors

il existe n > 0 tel que pour tout o et p, vérifiant sup(|a|, |pp|) < n, il existe
(V,T,ps) € Q5 x Hy(2) x T1

tel que (A.2.14) soit satisfait pour tout (U, 7) € [H ()] x Hy(). &

Cet énoncé est un peu “plus fin" que celui du théoréeme A.0.1 et est montré dans la
section suivante. Par ailleurs, on n’a pas a imposer (H.A.1) qui est automatiquement

satisfaite lorsque 7 est assez petit, ce que 1’on suppose par la suite.
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REMARQUE A.2.1 —La contrainte (M 14, b) est vérifiée dans la mesure o1 1’on cherche

v dans I’espace QL:2. Les conditions aux limites sont incluses dans la formulation
(A.2.14).

REMARQUE A.2.2 — Lorsque 1’on choisit un test u dans QL2 dans la formulation

(A.2.14,a),0na
/ v?.vﬁ+uv/aﬁ.aﬁ 7/ v
Q Q T

pT/ M(VT) U —pp < szS,Z>: 0,

Q

ce qui résulte du lemme 2.1.2 (section 2.1.3).

A.2.3 — DEMONSTRATION DU RESULTAT D’EXISTENCEAD

On démontre dans cette section le théoreme A.2.1. On suppose que (H.A.2) est
satisfaite et que 7 est assez petit pour que (H.A.1) et ses conséquences aient lieu.
De plus, v e L? (T's). La démonstration est basée sur le théoréme de point fixe de

Brouwer appliqué a la pression.
Soit ¢ € II fixé. On affirme que

— Il existe un unique couple (7;) (q),T(q)) € QL2 tel que pour tout
(u,7) € QL2 x H}(Q) on ait

uh/v?(q).viwv/aﬁ(q).aﬁ f/ v.ou —
Q Q Ty

pT/ M(VT(q)).u —pp < 2V, u>= 0,
Q

(A.2.15)
ICh/ VT(q) VT + /CU/ 0.T(q) .0, 7+
(b) Q Q
—
a<e(z).Vg,7>=0.
Ab

L’existence s’obtient en raisonnant comme dans le chapitre 2 et est ici beaucoup plus
simple. L’unicité résulte du caractere linéaire du probléme variationnel (A.2.15).

D’aprés le lemme 2.1.2, il existe un unique p(q) € II tel qu’au sens des distributions

w |- v (q) — 1,027 (q) — pr M(VT(q)) -
(A.2.16) zppVaq+ Vp(q) =0,

—

(b)  —KnAT(q) = K,02.T(q) + ae(2).Vg = 0.
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Cela permet de définir une application
I — 11,
' { g — p(q)
A partir de 12 on raisonne en deux temps en prouvant que
1) I’application P laisse une boule B bornée de 1’espace II invariante

lorsque p,, et a sont assez petits,
2) I’application P est faiblement séquenciellement continue sur IL.AD

Comme une boule bornée de II est faiblement compacte et métrisable pour la topologie
faible, I’application P qui y est faiblement séquenciellement continue admet un point

fixe noté p,. La solution du systéme (1 14) est alors le triplet

(0 (), T(ps), ps)

qui est unique car le systeme est linéaire. Il reste a montrer les points 1) et 2) plus

hauts.

1) On montre que !’application P laisse une boule B bornée de [’espace 11 invariante
lorsque p, et o sont assez petits. Ce résultat est basé sur les estimations standard
toutes écrites en fonction de la norme de g dans II. On estime d’abord la température

puis la vitesse et enfin la pression.

i) Estimation de la température. On multiplie I’équation (A.2.16,b) par T'(q) puis on

integre par parties. On obtient
N
K [ IVT@P + K. [ 0.7 +a<c(2) Vo T(@) > =0,
Q Q
Les coefficients de diffusion étant plus grands que v, on en déduit en utilisant (A.2.13)

v / 19.7(9)? < [alC llallnlIT (@)1 oy

qui implique
la|C
(A.2.17) T (D2 0) < THQHH

ou C dépend de ?0 et de Q.

ii) Estimation de la vitesse. On multiplie 1'équation (A.2.16,a) par v (¢) puis on
intégre par parties. Comme v (q) € QL2 < Vp(q), v (¢) >= 0. On obtient
directement 1’inégalité

y/ Ve () < ppl < 2V, ¥ (q) >| +

/MVT ‘ /|v||v

(A.2.18)
pr
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On majore chaque terme du second membre de cette inégalité I’un apres 1’autre. On

note en premier lieu que

— — — —
LB LI @1 < Y e I @1l o
Par ailleurs, en utilisant ’inégalité Cauchy-Schwarz, I’inégalité (2.4.18) du lemme
2.4.2 (norme de M dans L2, section 2.4.1), I’inégalité de Poincaré et enfin 1’inégalité
(A.2.17) obtenue plus haut, on voit qu’il existe une constante C' qui ne dépend que de

Q, de pr, de ?o et de v et telle que

pr| [ MOVT(@). @) < Clol 7 @l ol

Enfin, en utilisant 1’inégalité (A4.2.9), il vient

— —
ool < 294, 7 (@) >1 < Copllallnll ¥ @l -

En définitive, on déduit de I’inégalité (A.2.18) I’existence de deux constantes C' et D

. , — . .
qui ne dépendent que de €2, de pr, de Uo, de v et de v satisfaisant

—
(4.2.19) 10 (Dl @2 = Cllal + pp) llglln + D-

iii) Estimation de la pression. Soit u € [H}c’l(Q)]2 de norme 1. D’aprés I’équation
(A.2.16,a)

< Vplg), d>=— / p(g) div(M (1))

—z/h/V?(q).Vﬁfvv/323(11).@3 +/ v.ou +
Q Q T

s

pT/ M(VT(q)). U +pp< 2Vgq, u> .
Q

On déduit alors de (A.2.9), (A4.2.17), (A.2.19) et des inégalités classiques, I’existence
de deux constantes C' et D (qui dépendent des données du probléme) et telles que

(4.2.20) Ip(a)lln < C(la] + p,) gl + D.

iv) Conclusion. Lorsque « et p,, satisfont

(A.2.21) Clal +pp) <1,
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il résulte de ’inégalité (A.2.20) que la boule B dans II définie par

def D )
BYBlO,——
( 1—C(|a| +Pp)

est invariante par 1’application p, c’est-a-dire

g€ B = plq) € B.

2) On montre que !’application P est faiblement séquenciellement continue sur 11. Ce
résultat est basé sur la nature de la topologie faible dans I’espace II et les passages a
la limite dans le syst¢eme (A/14). On suppose que (H.A.1) (qui n’est pas totalement
indispensable) et (H.A.2) sont satisfaites et que « et p,, vérifient (A.2.21) pour pouvoir
utiliser la conclusion du point 1) plus haut. Le probleme qui se pose est le suivant :

— 80it (g )nev une suite dans IT convergente vers ¢ dans II faible. II faut
prouver que (p(gy))nemv converge vers p(q) dans IT faible.
Pour commencer, on doit préciser la phrase : “soit (g, )necpv une suite d’éléments de
II convergente vers ¢ faible dans II." Ensuite, on passe a la limite dans les équations
de (M14) pour prouver que 1’on a bien “(p(gy))nemn converge vers p(q) dans II
faible". Cette continuité faible séquencielle est suffisante a I’application du théoreme
de Brouwer sur B car une boule bornée dans un espace de Banach (ici IT) est compacte

et métrisable pour la topologie faible.

On raisonne maintenant en deux temps. On donne d’abord les résultats nécessaires

sur IT et ensuite on passe a la limite dans les équations.
1) Sur la topologie faible de 11.

LEMME A.2.1 — L'espace 11 s injecte dans Iespace (H} ()" de maniére isométri-

que et une suite (G, )nev converge vers q dans 11 faible si et seulement si

n—oQ T

Vie HLQ), lim [ g dio(M(i)) = /F g div(VI(3)). o

DEMONSTRATION — Pour ¢ € II on pose
— — .=
YV ue [H}’l(Q)}Q, Fy(u)= —/ qgdiv(M(u)).
s
11 faut noter que cette définition est une “bonne définition" dans la mesure ou elle ne
dépend pas du choix du représentant de ¢ dans II. En effet, soit C' une constante
quelconque. Comme M () € HL(T)
c/ div(M(u)) =0
r

s
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de sorte que
—/ gdiv(M(u)) = —/ (q+ C) div(M(u)).
S Is
L application Fy, est linéaire continue sur [H ]1c ()], Cela permet de définir I"appli-

- {H — ([H ()

q— F,

cation linéaire

qui satisfait d’apres la définition (A.2.2) de ||.||ix

Fall gz 2y = llallm-
Cela montre que v est une isométrie et par suite injective.

La deuxiéme partie du lemme résulte de cette construction. En effet, comme ¥ est

linéaire continue bijective de II dans son image, une suite (g, )nev converge vers ¢

dans II faible si et seulement si (Fy, ),c v converge vers Fy, dans ([H ,10 ()]?) faible,

i.e. puisque [H} ()] est réflexif, si et seulement si pour tout ue [H},(Q)]?
lim Fy, (u) = Fy(u),

ce qui termine la démonstration. &

ii) Passage a la limite dans les équations. Soit (g, )nemn une suite d’éléments de II
convergente vers ¢ dans II faible. On prouve que (p(gy))ne v converge vers p(q) dans
II faible. Posons pour simplifier

—

Va=0(an)s Tu=T(an), pn=plan).
La suite (gy, )nemv étant bornée dans TI, il résulte des estimations (A.2.17), (A.2.19)
et (A.2.20) que

(?n)nelN, (Tw)nen,  (Pn)nemw
sont bornées dans

[H}, ()P, Hy(Q), 1T

respectivement. De chacune de ces suites on peut extraire une sous-suite faiblement
convergente vers v, T et p dans [H £1(Q)], Hg(Q) et IT respectivement.

11 ne reste plus qu’a montrer que p = p(q).

Soit (u,7) € [H},(Q)]* x H}(Q2). Ona

lim an Vu—/Vv Vu, lim aﬁn.aﬁz/aﬁ.aﬁ,
Q Q

n— 00 n—00
lim | M(VT,).u M(VT) u

lim VT,L Vr = / VT.V7, lim 0,T,,.0, 7T = / 0,T.0,7.
Q Q

n—oo n—oo
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Par ailleurs
< Zina IL)> =< ana ZU> = Fqﬂ, (ZZZ)

en notant que zu € H } ,(2). Il en résulte grice au lemme A 2.1

. — —
lim < 2Vg,, u>=< zVq, u>.

n—oo
De méme
— —
<c(z).Van, 7 >=F, (Tc(2))
—

en notant également que 7¢(z2) € H} (). Par conséquent

— —

lim <c(z). Vg, 7 >=<c(z).Vg, 7 >.

n—oo

Enfin
lim < Vpp,u>= lim Fpn(Z) =< Vp, u>.
n— o0 n—oo
Finalement
Vh/ TR aﬁ.aﬁ+/ V.-
Q Q i
(a)
(A.2.22) pT/ M(VT). d —p, < 2Vq,u>+ < Vp, u>=0,
Q
—
(b) ICh/ VI VT +K, / 0,T.0, 7+ a <c(z).Vg, 7 >=0.
Q Q

En prenant un test ue Q(l,f, on note que

v="1(q), 7=r(q).

Il en résulte que p = p(q) par définition. Ceci acheve entierement la démonstration
du théoreme A.2.1 ainsi que celle du théoréme A.0.1. &

REMARQUE A.2.3 — Le cas d’évolution correspondant a (M 14) est un probléme

ouvert lorsque 77& 0. &

REMARQUE A.2.4 — 1l est possible d’écrire un modele de turbulence couplant les
équations primitives avec des termes de pression additionnels et une équation pour
I’énergie cinétique turbulente. L’existence d’une solution au systeme obtenu est un
probléme ouvert. &
Ab



APPENDICE B
REMARQUES SUR LES FLUIDES TOURNANTS

B. 1 — LE PROBLEME DE FAIRE TENDRE LE NOMBRE DE
ROSSBY VERS ZERO

On considere le probleme du passage a la limite dans les équations d’un fluide tournant
lorsque le nombre de Rossby tend vers 0, un probleme dont il a été question dans le

§3.3 lorsqu’on a justifié 1’équilibre géostrophique.

Dans cet appendice, le facteur de Coriolis f n’est plus constant et s’écrit au voisinage
d’une latitude donnée

f=fotefi+...

Une fois les variables adimensionnalisées, € > 0 représente le nombre de Rossby. On
effectue le développement asymptotique formel

- = —
V=vg +EV] +...,
p=p+epr+ ...,
p=pot+epr+ ..
(cf. LIONS [2], PEDLOSKI [1]). On “injecte" ces développements dans le systeme
des équations primitives (M1) (¢f. la fin du chapitre 1 avec p au lieu de T') puis
on identifie entre eux les termes en € de méme ordre. On en déduit le systeme des
équations quasi-géostrophiques écrit sous la forme simplifiée
- S
(a) fok x vo+Vpy=0,
N
OV + (Vo V) o +Li(Vo) + f1 k x vo+
N
fok x U1 +Vp =0,

(C) 8po = _ﬁga
(@) Bip+ To-Vp+ Lo(p) = F(5)
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. = .
e les inconnues sont (v g, po, P, P1),
e [ et Ly désignent les opérateurs de diffusion,

e 1’équilibre géostrophique (QG, a) joue le rdle d’une contrainte, le terme
—
fok x U1 +Vp

est un mulptiplicateur de Lagrange pour cette contrainte (cf. LIONS [2]).

Pour I’analyse mathématique du systeme (QQG) avec des conditions aux limites appro-
priées, voir LIONS [2] et CHEMINEE [1].

On revient au probleme du passage a la limite dans les équations lorsque le nombre
de Rossby tend vers zéro. Les travaux de CHEMIN E[1] et GRENIER E[1] montrent
que les suites de solutions ne sont pas fortement compactes dans des espaces de type
L?([0,7T], LP(£2)). Eneffet, a cause du terme antisymétrique en 1/ dans les équations
primitives, on ne dispose d’aucune estimation de la suite de leurs dérivées par rapport
au temps et on n’est pas en mesure d’appliquer le lemme d’Aubin pour passer a la

limite dans les équations (cf. aussi le systeéme (B.2.1) plus bas).

Dans la suite de cet appendice, on reprend 1’exemple bidimensionnel d’un fluide
tournant sans pression exposé dans LIONS [2] pour dégager la difficulté qu’il y a a

faire tendre le nombre de Rossby vers 0 dans les équations dans le cas d’évolution.

B. 2 — UN EXEMPLE BIDIMENSIONNEL SANS TERME DE
PRESSION

Soit U un ouvert borné régulier dans IR2. Etant donné & > 0, on considere le systeme

1
(a) aty1—Ay1—gy2=f17
1
(B-2.1) (b) Owy2 — Ayz + = f2,
(c) §|t=o=§07 Y lou=0,

ol I’on pose
—

y= (), f= (fif)

Compte tenu de la difficulté que I’on cherche a mettre en évidence, on fait I’hypothese

simplificatrice
- 72 0o (7/\14
(H.B.1) (yo, f) € [C=WU)]"

THEOREME B.1.1 — On suppose (H.B.1) satisfaite. Alors le systéme (B.2.1) admet

une et une seule solution de classe C* sur [0, T] x U. &
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Cet énoncé est montré dans LIONS E[1]. Dans la suite, on note 55 la solution de
(B.2.1). En suivant les développements effectués pour I’obtention du systéme quasi-

géostrophique, posons

— —0 —1

(B.2.2) Y=y +ey +..

que ’on reporte dans (B.2.1). On identifie entre eux les termes de méme ordre en ¢.
On en déduit

(B.2.3) S ey
b)) y=—kxf=—(—fhf)

Les questions posées sont les suivantes.

1) Peut-on donner un sens au développement (B.2.2), les suites de
solutions sont-elles fortement compactes dans un epace de type L? et a
t-on bien obtenu le systeme limite en écrivant (B.2.3) ?

2) Sinon quel est le développement asymptotique a I’ordre 1 de Z R 7E

La réponse a la premiere question est négative sauf dans le cas ou y,= 0, c’est-a-

dire lorsque la donnée est “bien préparée". Dans la section suivante on effectue le
Py . . . . —

développement asymptotique cherché mais avant, on note que le choix de y, comme

fonction test dans (B.2.1) montre que

— la suite (/. )es0 est bornée dans L2([0, 71, H} (U))

. - s = P
puisque le vecteur k£ x y . est orthogonal & y .. Par conséquent,

— on peut extraire de la suite (Z < )e>0 Une sous-suite convergente dans
L2([0, T), HL (1)) faible vers une limite 3/ lorsque ¢ tend vers 0.E

On termine cette section en identifiant 37 a partir du systéme (B.2.1).

- _
Soit ¢ € [C2°(U)]? que I’on choisit comme test dans (B.2.1). On a

T — — T — — T - =
g</ /vﬂs.w—zjg.at(b)Jr/ /ng_]E.ng:E/ /f.¢.
o Ju o Ju o Ju
Lorsque € tend vers 0, on obtient
— _ T — =
voelcz@P, [ [ Exy.s-0
o Ju

qui implique Z = 0 p.p dans [0, 7] x U, confirmant le résultat trouvé a partir de
I’ansatz (B.2.2) reporté dans (B.2.1).
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B.3 — CHANGEMENT DE VARIABLES ET DEVELOPPEMENTS
LIMITES

Soit la matrice orthogonale

() %t (cos(T) —sin(7’)> |

sin(t)  cos(T)

On pose
e t
(B.3.1) ER= (s) Y.

Pour ne pas alourdir le formalisme, on suppose que

- A
(H.B.2) f estun vecteur stationnaire. E

— .
Le vecteur z. est une solution de

8,7, —AZ.— A (2) 7.

N
Za|t:0:yo7 Zg‘auzo.

(B.3.2)

Soient

— (en)nemn la suite des fonctions propres de I’opérateur —A dans Hg (i),

— (An)nemv la suite des valeurs propres correspondantes.

N
On peut développer f sous la forme d’une série de Fourier

et on cherche ?E sous la forme
(B.3.3) Zo= anlt)en.

La série de Fourier (B.3.3) est injectée dans le systtme (B.3.2). On égale ensuite
chaque mode de Fourier en résolvant a chaque fois une équation différentielle. Il vient

le développement limité

> — t\ - —
(B.3.4) ?5:? +e Ze"\”ten k x Ezn - A () kExf
n=1
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oll 7z est la solution de I’équation de la chaleur

{(a) 8,z —AZ=0,
®) Zlico=4o Zlou=0

De plus, au sens des mesures

" ) N .
Al -—- E Aok n= 0(e).
( 5) nZIe e X ()

En reportant cette estimation dans le développement (B.3.4) combiné a formule

(B.3.1) on obtient le développement asymptotique

- =

(B.3.5) y.=A (-i) Z—ck x f+o(e).

— —

On retrouve dans cette formule le terme “—& k& x f" d’ordre € donné dans 1’ansatz
(B.2.2) et calculé par la formule (B.2.3, b). Cependant, il apparait dans cette formule
- N b
z

le terme supplémentaire “A (—t/¢) z". Il ne reste plus qu’a s’assurer que ce terme est

bien d’ordre €.

e Lorsque ;70 = 0, la solution de I’équation de la chaleur Z avec une donnée de
Dirichlet homogene au bord est nulle. Dans ce cas A (—t/¢) Z est nul et on dit que la
donnée initiale est bien préparée. L’ansatz (B.2.2) est justifié dans ce cas et la suite

(ZE)DO converge fortement vers 0 dans L?([0, 7] x U) lorsque ¢ tend vers 0.

e Lorsque g_jo #0, z # 0 dans [0, 7] x U et alors A (—t/z) 7 est non nul. C’est un
. . AN .qe . —

terme oscillant qui est dii a la force de Coriolis. On sait que (. ).>0 converge vers 0

dans L2([0, T], Hg (U)) faible alors que 1’on déduit de (B.3.5)

— —
lyellzzqo,mxe) = |l 2 [l2 (o, rx0) + O(€)

puisque A est une matrice orthogonale. Il n’y a donc aucune compacité forte o que

ce soit.

—
Enfin, 4 I’aide d’intégrations par parties on a pour tout ¢ € C([0,T] x U)

<A (-2)2’, Z> . MZ(O,M).Z x QO(M)dM} -
c MA(-D%(T,M).Z y Z(T,M)dM]

ce qui montre que ce terme oscillant est bien de 1’ordre de € en mesure. Donc I’ansatz

(B.2.2) est incomplet dans ce cas. O
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