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Une nouvelle estimation extrinseque du spectre de 'opérateur de
Dirac

Nicolas Ginoux

21 janvier 2021

Résumé : Nous établissons une nouvelle majoration optimale pour les plus petites valeurs propres de
Popérateur de Dirac sur une hypersurface compacte de ’espace hyperbolique.

A new extrinsic estimate for the spectrum of the Dirac operator

Abstract : We prove a new upper bound for the smallest eigenvalues of the Dirac operator on a compact
hypersurface of the hyperbolic space.

Soit (M™, g) une hypersurface riemannienne compacte orientée (de dimension m) d’une variété rie-
mannienne spinorielle (M™% g). Notons (A)r>1 le spectre de I'opérateur de Dirac associé & g et a la
structure spinorielle induite sur M (la suite (|Ag|)x>1 étant croissante), et H la courbure moyenne de M

dans M. Dans [2], C. Bér montre que, si N := 2131,

2

N < —— | m? i M =R 1
N — 4V01(M) Y Ug5 S1 ) ( )
Ay < LQ/ (H* + 1)v si M = g+t et (2)
No= 4vol(M) Sy 9 ’
D] < %(sup|H|+1), si M = H™ 1. (3)
M

L’auteur montre également que, si M est une sphere géodésique, alors (1) et (2) sont des égalités, mais pas
(3). Ces résultats appellent donc la question suivante : peut-on améliorer (3) en une majoration optimale ?

Nous montrons dans cette note une estimation optimale de A1 pour une hypersurface de ’espace hy-
perbolique. La preuve de ce résultat utilise une approche différente de celle de [9], qui est basée sur les
propriétés conformes des opérateurs de Dirac et de Penrose. Nous en discutons ensuite les limites, en
remarquant qu’en dimension 2 on ne peut espérer obtenir pour I'opérateur de Dirac une majoration L?
analogue a celle de [7] (Théoréme 2).

Ce travail, qui repose sur la these de 'auteur ([10], Chap. 2), a été effectué a I'Institut Max-Planck pour
les Mathématiques dans les Sciences de Leipzig, que 'auteur tient a remercier pour son soutien et son
hospitalité.

1 Préliminaires

Pour les préliminaires sur la géométrie spinorielle, on se reportera par exemple a [13, 6, 5, 8].

Nous rappelons quelques faits de base sur la restriction de spineurs & une hypersurface (on pourra aussi
consulter [2, 14, 9]). Considérons une hypersurface riemannienne compacte (connexe) et orientée M™

dans une variété riemannienne spinorielle (M™%! g). L’orientation de M permet, grace & I'existence sur

M dun champ normal unitaire v compatible avec les orientations de M et de M , d’induire une structure
spinorielle sur M & partir de celle de M, possédant les propriétés suivantes : notons XM (resp. XM) le



fibré des spineurs de (M, g) (resp. de (1\7, g)), “< -, - >7 le produit scalaire hermitien naturel de XM, V
(resp. V) la dérivée covariante canonique sur XM (resp. sur X M), et “M” (resp. “-7) la multiplication

de Clifford de TM sur XM (resp. de TM sur EM)
Il existe alors un isomorphisme

~ XM si m est pair
=My — { SM @XM sim est impair )

qui est unitaire et qui envoie, pour tout champ X tangent & M et toute section ¢ de EM o la section
X v-¢sur XM ¢ et la section ﬁxgb sur Vxo + @ " ¢, ou A est le champ d’endomorphismes de

Weingarten de TM. L’isomorphisme (4) étant désormais assimilé & 'application identité, considérons
lopérateur D agissant sur les sections de ¥ M,,, par

Dy si m est pair
D = . . .
Dy & —Dypp  sim est impair,

ou Dy est V'opérateur de Dirac (dit fondamental) de (M, g). Par définition, D est elliptique autoadjoint
et Spec(D?) = Spec(D?,). Nous noterons, en tenant compte de leurs multiplicités, les valeurs propres de
Dy par Ay (k> 1), et supposerons la suite (|Ax|)x>1 croissante.

Afin d’estimer ce spectre en fonction d’invariants extrinseques, nous comparons D a un opérateur ici
auxiliaire appelé opérateur de Dirac- Witten [15, 16] et défini dans une base orthonormée locale (€;)1<j<m

~

de TM par D := > €+ Ve,. Grace aux propri¢tés de I'isomorphisme (4), les opérateurs D? et D? sont
liés par (cf. [10] ou f9], Lemma 2) :

m2H?
4

~ m
D% = D% — ZdH - ¢~ “——0, (5)

identité valable pour toute section ¢ de E]ij.

2 Résultat principal

Nous nous restreignons maintenant au cas ou la variété ambiante (M ,g) est 'espace hyperbolique réel
H™*! muni de sa métrique standard ¢ & courbure sectionnelle —1. En tant que variété riemannienne
spinorielle, 'espace hyperbolique possede la propriété remarquable d’admettre des spineurs de Killing
imaginaires, i.e., il existe des sections non nulles ¢ de XM satisfaisant, pour tout champ de vecteurs X,

Vxo = i%X - b. (6)

Il est ici a noter que la classification des variétés riemanniennes spinorielles complétes admettant de telles
sections a été achevée par H. Baum dans [3] et [4], faisant apparaitre d’autres exemples que Pespace
hyperbolique. Pour les propriétés des spineurs de Killing, on pourra consulter [5].

Reprenant 'idée introduite dans [2] d’utiliser la restriction de ces spineurs de Killing comme sections-test
dans le principe du Min-Max, nous poussons plus loin la preuve du résultat (3) de C. Bér grace a l'iden-
tité (5) qui permet d’éviter I’emploi de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (comparer avec [2], p. 586). Nous
démontrons le théoreme suivant :

Théoréme 1 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immergée) de dimension m compacte et
orientée de l’espace hyperbolique (H™TY g). Munissons M de la structure spinorielle induite et posons

N = 21"22] Alors pour tout k € {1,..., N},

2
)\ﬁgm— supH? — 1. (7)
4 \m
De plus, si (7) est une égalité pour k = 1, alors la courbure moyenne H est constante, et
2
2 2 m 2



Démonstration : Etant donnée une section non nulle ¢ de SH™t! satisfaisant (6), évaluons le quotient

2 ~ .
de Rayleigh Q (D?,¢) := %. La section ¢ vérifiant (6), il vient immédiatement D¢ = FT2¢
M ’ 9

puis D2¢ = —mTqu. D’apres (5),
m? m?H?
D= ——
¢ 1 ¢+ 1

Prenons le produit scalaire hermitien de cette identité avec ¢ et identifions-en les parties réelles : puisque
la multiplication de Clifford par une 1-forme est anti-autoadjointe (cf. [13]), Re(< dH o ¢,¢ >) =0, dont

m

on déduit que :

m2H?

4

%e(<D2¢,¢>)=—m72<¢,¢>+ <¢.0>. (8)

Par intégration de cette identité sur M, nous obtenons
m? m2fMH2<¢,¢>vg m?  m?

D? ¢) = —— < —— + — supH~
(D% 9) 1 T <é650, — a1

Puisque I'espace hyperbolique admet un espace de dimension 2.2["5%) de spineurs de Killing imaginaires,
Papplication du principe du Min-Max donne I'inégalité (7). Remarquons que, si m est impair, le nombre
de valeurs propres de D? que I’on peut majorer est 2.20%5] d’apres ce qui précede ; cependant, 'opérateur
D? est dans ce cas une double copie de D3, d’apres le premier paragraphe. C’est pourquoi le nombre de
valeurs propres de D3, (ou de Dy;) que 'on peut a priori majorer est la moitié de 2.2[%“], i.e., est égal
a N.

Si maintenant (7) est une égalité pour k = 1, alors la caractérisation variationnelle de A\? entraine, pour
la restriction & M de tout spineur de Killing imaginaire ¢ sur H™*!,

D% = \¢.

L’injection de cette relation dans (8) et le fait qu'un spineur de Killing imaginaire n’admet pas de zéro
[5] donne alors A} = mTZ (H z_ 1), dont on déduit que H doit étre constante.

O

Remarques
a. Ce résultat se révele analogue a celui de E. Heintze ([12], Theorem 2.3) pour le laplacien scalaire, et
est optimal, car pour toute sphere géodésique de H™TL, (7) est une égalité pour k = 1 : en effet, pour
une sphére géodésique de rayon r (voir [9]),

2 2
m m
— (H? 1) = —5— =2 =...=)3.

=\
4 ash®(r) 1

b. L’inégalité (7) pour k = 1 demeure évidemment valable sur toute hypersurface (compacte et orientée)
de toute variété riemannienne spinorielle admettant un spineur de Killing imaginaire.

c. Pour obtenir un majorant L? analogue & ceux de (1) et (2), il suffirait qu’il existe un spineur de Killing
imaginaire de norme constante sur M. Il a néanmoins été démontré [3, 4, 10] que, sous cette hypothese,
M doit étre totalement ombilique dans H™*!, i.e., étre isométrique & une sphere géodésique de H™ !,

Nous n’excluons pas 'existence lorsque M = H™ dune telle borne L?, qui paraitrait naturelle au
regard de l'estimation obtenue par A. El Soufi et S. Ilias ([7], Théoréme 1) pour la premieére valeur propre
non nulle du laplacien scalaire. Cependant, nous signalons les limites de cette analogie. On pourrait en
effet conjecturer pour I'opérateur de Dirac un résultat semblable & celui démontré par A. El Soufi et S.
Tlias pour la plus petite valeur propre strictement positive du laplacien scalaire ([7], Théoréme 2) : “si

K(X,Y) désigne la courbure sectionnelle du plan engendré par X et Y tangents & M, et si, dans une
base orthonormée locale (e;)1<j<m de TM,

1 ~
R(t) = —— K(e;, ex),
1<j#k<m
alors la plus petite valeur propre au carré de D), satisfait

3 < o [ (4 RO) v, )



et ce pour toute hypersurface compacte d’une quelconque variété M conformément immergée dans la
sphere S™+17 . Or cette conjecture est fausse en dimension m = 2 : en effet, la quantité Jur (H2 + R(L)) Vg
est dans ce cas la fonctionnelle de Willmore, qui est invariante par changement conforme de métrique
sur M. Or le produit A\?Aire(S?) est non borné dans la classe conforme de cangz [1], par conséquent
Pinégalité (9) ne peut avoir lieu pour toute métrique de la classe conforme de cange.

Cette différence de comportement entre 'opérateur de Dirac et le laplacien scalaire se retrouve d’ailleurs
dans la caractérisation du cas d’égalité de (2) [11].

Pour I'utilisation des propriétés conformes de I'opérateur de Dirac dans ce contexte, nous renvoyons a
[9, 10].
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