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1 Introduction

Depuis 2010, nous développons ToUIST !, un logi-
ciel dédié a la logique propositionnelle dont les prin-
cipales fonctionnalités sont (1) d’offrir un langage lo-
gique de haut niveau pour exprimer succinctement des
formules complexes et (2) de trouver des modeles & ces
formules en utilisant un solveur SAT performant.

Dans ce qui suit, nous présentons une extension de
ToulST & QBF (Quantified Boolean Formulas) au
travers d’un exemple : le jeu de Nim.

Tout d’abord, nous survolons succinctement les
principales caractéristiques de TOUIST (Section 2) et
montrons comment modéliser le jeu de Nim dans le
langage d’entrée de TOUIST (Section 3). Enfin, apres
une breve présentation de QBF nous montrons com-
ment modéliser la recherche d’une stratégie gagnante
dans ToOUIST pour ce jeu (Section 4).

2 Présentation générale de ToulST

Des le départ, nos exigences étaient que 'outil de-
vait : étre tres facile a installer et a utiliser, sans syn-
taxe complexe; pouvoir étre utilisé comme une boite
noire sans connaitre son fonctionnement interne (édi-
teur intégré de formules traduites automatiquement et
de maniere transparente dans le langage d’entrée du
solveur considéré) ; ne requérir aucune mise en forme
normale, ordonnancement de clauses, etc. ; ne nécessi-
ter qu'un minimum de connaissances en logique.

Avec ToOUIST, les étudiants peuvent expérimenter
par eux-méme qu’un langage logique n’est pas seule-

1. Historiquement, TOUIST est le successeur de SATouU-
LOUSE, présenté pour la premieére fois lors de la conférence ICT-
TL’2011 [2].

ment descriptif mais peut aussi conduire & des cal-
culs qui résolvent des problemes concrets. En particu-
lier, TOUIST leur permet de résoudre des Sudokus as-
sez facilement, ainsi que beaucoup d’autres problémes
combinatoires (emplois du temps, coloration de carte,
circuits électroniques, etc.).

Voici les principales facilités qu’offre TOUIST :

— les formules entrées n’ont pas besoin d’étre sous
forme clausale et des connecteurs arbitraires
peuvent étre utilisés, la mise sous forme normale
est faite dynamiquement pendant la saisie au cla-
vier de l'utilisateur ;

— facilités d’utilisation de conjonctions ou disjonc-
tions indicées comme :

AV A A

i€{1..9} j€{1..9} n€{1..9} me{1..9},m#n

(Pirjon = —Pig,m)

exprimant qu'une case de coordonnées (i,7)
contient au plus un nombre compris entre 1 et 9.

— plusieurs  solveurs sont disponibles (SAT,
QF_LRA, QF_LIA, QF_RDL, QF_IDL et QBF)
et le langage admissible par TOUIST s’adapte
facilement ;

— définition d’ensembles de domaines : A, vs.

/\iE{Paris,London,Roma,Madrid}

— liaisons multiples sur les indices : A, AjeB VS
/\ie-n /\jem

— calculs riches sur les indices ainsi que sur les en-
sembles de domaines : /\ie(Au(BﬁC))

— primitives de contraintes de cardinalité : au
moins, au plus, exactement, n valeurs sont vraies
parmi un ensemble de valeurs données, etc.

— prédicats pouvant étre des variables dé-
finies sur des ensembles de domaines

Nxeqa,pyic(i2y X (@) vs. Nieqr,01(A(E) A B(1))



— littéraux spéciaux définissant des contraintes
entre nombres entiers ou réels : (x +y < z)

— parcours facile des modeles successivement cal-

culés par les solveurs

— expressions régulieres permettant un filtrage des

littéraux pertinents

— possibilité d’utiliser le logiciel en ligne de com-

mande et/ou batch

— nombreuses fonctionnalités d’édition et amélio-

rations
Ainsi, il est possible de montrer la puissance de la lo-
gique propositionnelle a des étudiants qui ont été for-
més quelques heures a la formalisation de phrases en
logique et qui ont acquis les notions de bases de va-
lidité et satisfiabilité pour résoudre automatiquement
des Sudokus par exemple.

Une présentation plus complete de ToOUIST peut
étre trouvée dans [4]. TOUIST est téléchargeable &
l'adresse https://www.irit.fr/touist. Cette page
donne aussi acces au manuel complet du langage et de
I'utilisation du logiciel.

3 Description du jeu de Nim

Le principe du jeu de Nim est le suivant : on dis-
pose au départ d’'un nombre NA non nul d’allumettes
et un nombre NJ de joueurs peuvent prendre 1 ou
plusieurs allumette(s). Le joueur qui perd est celui
qui, le premier, ne peut plus prendre d’allumette. ? Le
nombre de tours de jeu possibles est au plus égal a ce-
lui des allumettes (& minima, chaque joueur ne prend a
chaque tour qu’une seule allumette). Ainsi, I’ensemble
des indices des tours possibles est T = {0,..., NA} ou
0 est I'indice de I’état initial. De méme, I’ensemble des
nombres possibles d’allumettes encore disponibles est
A={0,1,..., NA}.

Afin de simplifier au maximum le langage utilisé,
nous modélisons ici une variante o NA = 4 et NJ = 2.
Les joueurs sont notés 0 et 1 et c’est au tour de 0 de
jouer au tour ¢ ssi tour_de_0(t) est vrai (considérant
que si ce n’est pas le tour de 0 alors c’est celui de
1). De plus, reste(t,n) est vrai ssi au tour ¢ il reste n
allumettes.

Ainsi, I’état initial du jeu est le suivant :

reste(0, NA) A tour_de_0(0) (1)

indiquant qu’au tour 0 il y a encore NA de disponible
et que c’est au tour de 0 de jouer.

2. Il existe différentes variantes de ce jeu, notamment en fai-
sant varier les nombres d’allumettes et de joueurs, mais égale-
ment en faisant varier les actions possibles ou en introduisant
des contraintes (par exemple, on ne peut pas prendre le méme
nombre d’allumettes que le joueur précédent).

Dans la version présentée ici du jeu de Nim, on limite
également le nombre des actions possibles a deux : un
joueur peut prendre soit 1 allumette, soit 2 allumettes.
Ainsi, prend(t,2) est vrai ssi un agent prend 2 allu-
mettes au tour ¢ (considérant ainsi que prend(t,2) est
faux ssi il n’en prend qu’une).

Ainsi :

/\ ((reste(t, n) A prend(t,2) —

neA
n>2

reste(t +1,n — 2) ) A (2)

(reste(t, n) A —prend(t,2) —
reste(t + 1,n — 1)>>

capture le fait que si au tour t il reste au moins 2
allumettes et qu'un joueur en prend 2 alors au tour
suivant il en reste 2 de moins, et que si il n’en prend
qu’une alors au tour suivant il en reste 1 de moins.

En revanche, si au tour ¢ il reste exactement 1 allu-
mette, alors nécessairement le joueur en prendra 1 et
il en restera 0 au tour suivant :

/\ (reste(t, 1) — —prend(t,2) A reste(t + 1, 0)) (3)
teT

Notre modele spécifie ensuite que :

/\ \/ reste(t,n) (4)
teT neA
/\ (reste(t,nl) — ﬁreste(t,n2)) (5)
teT

nln2€A
nl#n2

La premiere formule stipule qu’a chaque tour t il existe
au moins un nombre n d’allumettes restant, et la se-
conde que ce nombre est unique.

Il faut maintenant définir quand un joueur a perdu :

O_perd < \/ (tourdeO(t) A reste(t, 0)) (6)

teT
t>0

signifie que le jouer 0 a perdu ssi il existe un tour ¢ ou
il reste 0 allumettes alors qu’a 'instant d’avant il y en
avait au moins une.

Finalement, a chaque tour ¢, ce n’est pas au joueur
0 de jouer ssi c’est a lui de jouer au tour suivant :

/\ (ﬁtour,de,O(t) < tour_de_0(t + 1)) (7)
teT\{NA}


https://www.irit.fr/touist

[ ] [ ] Touist (frangais) v3.2.0-14-gb61048c
tnetrer 2 = (8..50b) \ | Nb—4
2 $N = [@..$Nb] ; of matches
Cnnne---o 34T = [@..$Nb] ; of turns N« [0.Nb]
b 4 T « [0..Nb]
ah 5 ;; reste(t,n) = il reste n allumettes au temps t ) 3 ;
6 ;; prend(t,2) = au temps t, 2 allumettes si vrai, 1 sinon Jprendy 2 Nprend, 2 Iprend; 2.
7 Wprendss.dprend, s
avh 8 - 3
9 exists prend(®,2): ;; joueur @ [ 0—a_perdu
16 forall prend{1,2}: Mresteg Ny A tour _de_()
11 exists prend(2,2):
a 12 forall :rend{B,Z): ( (resteen A prendy s = restegino2) A
13 exists prend(4,2): \\ ;; joueur @ (nous AN (resteg n A —prendgs = resteg ) p1)
adb b tnc TN
35 ;i But =
17 not @_a_perdu \\ AN (resteg = (—prend, o Areste, )
a=bh 18 ;; Conditions initiales teT
19  and reste(@,$Nb) ot
20 and tour_de_B(0) \\ N /\ V restetn
teT neN

ash 21 and

A m 23 ; Resi e l'a fe 1a prise : si on a pris, il faut baisser
S Fdi2a 5y le nombre d'allumettes. AN reste, g =  f\  —resteg g
1ea 25 bigand $t,$n in §T,$N when $n>=2: tnleT N 2N
26 (reste(5t,sn) and prend($t,2) == reste{st+1,5n-2)) and '\ AU :H-r;z
V B 27 (reste($t,én) and not prend($t,2) = reste{st+1,5n-1))
e 26 el A 0_a_perdu <
29 and
Cnrdi...o 38 Al W (tour_de O A resteg g A —restee )
31 ; On ne peut pas prendre 2 allumettes si il n'en reste plus qu'une teT
Autre o 32  bigand $t in §T: =0
Emo jf en;ef::ehl,l} => [not prend{$t,2} and reste{:it+1,0)) A /\ {ﬁtuur_rfr:_[]t @tuur’_ri‘rr_f]t“)

teT

25:34

Exporter Importer Résoudre QBF E

F1GURE 1 — Capture d’écran de TOUIST avec le jeu de Nim. Le fichier est disponible a I’adresse https:

//github.com/maelvalais/allumettes

4 Formalisation d’une stratégie gagnante
a I'aide de QBF

Dans cette section, nous allons présenter a ’aide de
notre exemple du jeu de Nim l'extension de TOUIST
a Quantified Boolean Formulas (QBF) connu comme
étant le probleme de référence pour la classe de com-
plexité PSPACE ([5]). C’est une extension de la lo-
gique propositionnelle permettant de quantifier sur les
variables propositionnelles.

Par exemple, Vpdqg.p <> ¢ se lit : pour toute valeur
de vérité de p, il existe une valeur de vérité de ¢ tel
que p <> q est vrai. Cette formule est vraie (il suffit de
choisir la méme valeur pour g que pour p). Alors que
dpVq.p V g ne lest pas. Ainsi, une formule booléenne
quantifiée est toujours SOIT vraie SOIT fausse.

De fait, a toute formule QBF peut étre associée une
formule propositionnelle sans variables car par défini-
tion : Vp.® est vraie ssi @pp.—7] A Ppp.— 1 l'est, et Ip.®
est vraie ssi @1V Ppp=1]-

La formule QBF peut étre exponentiellement plus
compacte que la formule propositionnelle correspon-
dante.

Par exemple a la formule Vp3q.p <+ ¢ correspond la
formule propositionnelle

((THT)V(THL))/\((L<—>T)V(L<—>L))
Le langage de QBF permet d’exprimer naturelle-
ment et de maniere concise I'existence de stratégies ga-

4

/ N
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0 0 0 1
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FIGURE 2 — Solutions pour le jeu de Nim (4 all./2
joueurs), en rouge : stratégie gagnante du joueur 0

gnantes ainsi que décrit dans [3]. Les coups du joueur 0
(pour lequel on cherche une stratégie gagnante) seront
existentiellement quantifiés alors que ceux de son ad-
versaire seront universellement quantifiés. (On cherche
les coups du joueur 0 qui le meéneront a la victoire quels
que soient les coups joués par le joueur 1.)

ToulST a été étendu pour étre compatible avec
le solveur QBF Quantor 3.2 [1]. La sélection de ce
prouveur dans TOUIST autorise de facto I'utilisation
des quantificateurs V et 3 (respectivement définis par
exists et forall dans ToUIST).

FIGURE 2 présente ’ensemble exhaustif des solu-
tions de notre exemple. La racine de I’arbre représente
le nombre initial d’allumettes, et chaque fleche ’action
de retirer 1 (....... ») ou 2 (— ) allumette(s). Au


https://github.com/maelvalais/allumettes
https://github.com/maelvalais/allumettes

bout de la fleche, le nombre d’allumettes apres exé-
cution de ’action concernée. D’apres cette figure, on
voit que si le joueur 0 commence (ce qui est imposé
par (1)) et qu’il retire une seule allumette (il en reste
donc 3) on voit qu’il a une stratégie gagnante :

— si le joueur 1 retire ensuite 2 allumettes il en
restera 1 seule que le joueur 0 peut retirer pour
gagner (puisque le joueur 1 ne pourra ensuite
plus retirer d’allumette) ;

— si le joueur 1 retire une seule allumette, il en
restera 2 et le joueur 0 pourra au coup suivant
les retirer en un seul coup et le joueur 1 perd.

Nous tirons parti de QBF pour écrire cette straté-
gie dans TOUIST. Si on note ® la conjonction des

formules (1) & (7) alors la recherche d’une stratégie
gagnante pour le joueur 0 s’écrit simplement :

Jprend(0,2)Vprend (1, 2)
Iprend(2,2)Vprend(3,2) (8)
dprend(4,2) . =0_perd A ®

Autrement dit, on cherche a satisfaire le fait qu’il
existe une action du joueur 0 au tour 0 telle que quelle
que soit 'action du joueur 1 au tour 1, il existe une ac-
tion du joueur 0 au tour 2, telle que pour toute action
du joueur 1 au tour 3 il existe une action du joueur 0
(qui sera donc le dernier & jouer) telle que le joueur 0
ne perd pas et que les contraintes inhérentes au jeu de
Nim soient satisfaites.

L’exécution du programme dans TOUIST indique
que cette formule est vraie, ce qui signifie I'existence
d’une stratégie gagnante pour le joueur 0. Le solveur
retourne la valeur des (ici une seule) variables existen-
tielles correspondant au prochain coup du joueur 0. A
ce stade, le joueur adverse doit fournir son coup qui
fixe la valeur des variables universelles correspondant
a ses possibles prochains coups. On exécute alors de
nouveau le programme modifié de la fagon suivante
(de maniere a prendre en compte le calcul de la valua-
tion de prend(0,2)) :

dprend(0,2)Iprend(1,2)
Jprend(2,2)Vprend(3,2)
Iprend(4,2) . —0_perd Acog Acg AP

ou ¢q est soit prend(0,2) soit —prend(0,2) en fonction
du coup du joueur 0, et similairement pour ¢; en fonc-
tion du coup choisi par 'adversaire. La situation apres
ces deux coups est la nouvelle situation initiale pour le
solveur et la recherche du coup suivant du joueur O...
jusqu’a sa victoire! On réitere ce processus jusqu’a ce
que toutes les variables aient recu une valeur.

5 Conclusion

ToUIST peut étre vu comme un compilateur de
langages logiques étendus et de haut niveau vers des
prouveurs efficaces indépendants. Ces deux facettes
lui conferent une grande facilité d’utilisation, un large
spectre d’application et de bonnes performances calcu-
latoires. A ce titre, il constitue un outil completement
original et unique en son genre.

Nous l'utilisons dans le cadre du cours d’initiation
a la logique en licence d’informatique, mais aussi en
master, dans le cadre de travaux pratiques et de pro-
jets. Les étudiants sont ainsi appelés a parcourir tout
le processus allant de la formalisation a la résolution
de problemes qui vont au-dela des probléemes-jouets
faisables sur papier.

Mais plus encore, TOUIST est d’ores et déja utilisé
par des chercheurs dans le cadre de travaux mené au
sein de notre laboratoire et impliquant une modélisa-
tion logique (planification, raisonnement épistémique
via traduction en QBF,...), il comble un manque exis-
tant au sein des logiciels de calculs formels comme
Maple, SageMath, Mathematica ou Maxima qui n’in-
tegrent qu’anecdotiquement des outils logiques.
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