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Maladies neurodégénératives ’encéphalopathies
spongiformes’ (maladies à prion)

Famille de maladies qui se présentes sous diverse formes et
espèces :

§ Creutzfeldt-Jakob : Première
maladie à prion humaine
décrite (1929). Apparition
surtout sporadique.

§ Insomnie fatale familiale :
Maladie génétique.

§ Kuru (Nouvelle-Guinée) :
Maladie infectieuse, variante
de CJ .

§ La tremblante du mouton

§ La vache volle (transmission
inter-espèce)

§ La cachexie chronique
(cervidé)



Une cause principale : une protéine, PRION

Epidémiologie / Symptômes

§ Les maladies à prion sont
transmissibles, donc
infectueuses. Mais aussi
’sporadiques’ et certaines
génériques

§ Affecte la structure du
cerveau ; Démence ; Létale.

Histopathologie

§ Accumulation de protéines
dans une forme amylöıde,
Tissue spongiforme.

§ Une protéine appelée
PRION est responsable de
cette maladie (Ce n’est pas
une bactérie, ni un virus, ni
un parasite !)



Accumulation de protéines par nucléation-polymérisation

Changement de conformation Modèle de Prusiner



Données temporelles de polymérisation spontanée in vitro

Xue et al. PNAS (2008)
Eugene el al. hal-01205549 (2015)



Nucleation time in the Becker-Döring model

Reversible one-step agregation

Ci ` C1
pi
ÝÝáâÝÝ
qi`1

Ci`1 (1)

The nucleation time is given by the following First Passage Time,

TN,M :“ inftt ě 0 : CNptq “ 1 | Ci pt “ 0q “ Mδi“1u . (2)

§ What are the dependencies of the nucleation time with
respect to the model parameters ?

§ What is the nucleation time for very large initial quantity M
and nucleus size N ?

lim
M,NÑ8

TN,M (3)



Résultats numériques

§ Non-monotonicité en les
taux de reactions

§ Bimodal pour des ’petits’
taux de fragmentation

N=10, p1 “ 0.5, pk “ 1 and qk ” q for k ě 2,.



Résultats numériques

§ ’faible’
dépendance en
le nombre total
de monomères
M

§ Variance
normalisé non
nul pour
M Ñ8.

p1 “ 0.5, pk “ 1
and qk ” 100 for
k ě 2,.



Résultats numériques

§ Quand M Ñ8, comportement initial ’aggregation irreversible’

pk “ 1 and qk ” 1 for k ě 2, M “ 105 (on trace M´1CkptM
´1q).



Résultats numériques

§ Convergence vers une valeur déterministe pour N “
?
M Ñ8

pk ” p and qk ” q for k ě 2, N “
?
M.



Résultats numériques

§ Comportement Exponentiel pour N “
?
M Ñ8 et

ppxqM ă qpxq. Trajectoires ’translatées’.

pk “ k{M3{2, qk ” 1 for k ě 2, N “
?
M.



Let X “ tν PMpR`q : xν, Idy ă 8u. For any ε ą 0, on
X ε “ tν P X , Dn, ν “

řn
i“1 εδεxi , xi P N, xi ě 2u,

we define the infinitesimal generator, for all ψ locally bounded

Lεψpνq “
ψpν ` εδ2εq ´ ψpνq

ε
αεupu´ε2q `

ψpν ´ εδ2εq ´ ψpνq

ε
βενpt2εuq

`

ż `8

2ε

ψpν ` εδx`ε ´ εδxq ´ ψpνq

ε2
pεpxquνpdxq

`

ż `8

3ε

ψpν ´ εδx ` εδx´εq ´ ψpνq

ε2
qεpxqνpdxq , (4)

where u “ mε ´ xν, Idy. Let µεin P X ε, and pµεt qtě0 the stoch.
process generated by pLε, µεinq on DpR`,X q.
We assume pαε, βε, pε, qεq converges towards pα, β, p, qq, with p
and q in C1 and ppxq ď Kpp1` xq, qpxq ď Kqp1` xq.



Theorem (Deschamps, Hingant, Y.)
Assume pµεin, u

ε
inq converges in law towards deterministic pµin, uinq.

Let

ρ :“ lim
xÑ0

qpxq

ppxq
P r0,`8s . (5)

Then, ppµεt qtě0q is tight in PpDpR`,w ´X qq, and any convergent
subsequence has for limit µ in CpR`,w ´ X q, given as a solution
of, for all ϕ P C1

c pR˚`q and t ě 0,

xµt , ϕy “ xµin, ϕy `

ż t

0

ż 8

0

ϕ1pxqpppxqupsq ´ qpxqqµspdxqds , (6)

where uptq ` xµt , Idy “ m. Moreover, on any time interval rt0, t1s
such that the limit uptq ą ρ, we have, for all ϕ P C1

bpR`q, and
t P rt0, t1s,

xµt , ϕy “ xµt0 , ϕy `

ż t

t0

ż 8

0

ϕ1pxqpppxqupsq ´ qpxqqµspdxqds

` ϕp0q

ż t

t0

αupsq2ds , (7)



Idée du scaling (1)

Pour pCi ptqqiě1 solution du SBD model avec paramètres
pM, pi , qi q, on définit

µεpt, ¨q “
ÿ

iě2

εCi pt{εqδεi , uεptq “ ε2C1pt{εq , (8)

et

pεpxq “
ÿ

iě2

ppi{ε
2q1rεi ,εpi`1qr qεpxq “

ÿ

iě3

qi1rεi ,εpi`1qr (9)

On fait alors l’hypothèse que pε, qε et

αε “
p1
ε4
, βε “

q2
ε
, (10)

sont tels que pαε, βε, pε, qεq et pµεin, u
ε
inq vérifient les hypothèses

du théorème. On vérifie que µε a bien comme générateur Lε.



Idée du scaling (2)

Avec
µεpt, ¨q “

ÿ

iě2

εCi pt{εqδεi , uεptq “ ε2C1pt{εq , (11)

et les taux rescalés pεpiεq “ ppi{ε
2q, qεpiεq “ qi , α

ε “ p1{ε
4,

βε “ q2{ε, les transitions

pC1,Ci ,Ci`1q ÞÑ pC1 ´ 1,Ci ´ 1,Ci`1 ` 1q , à taux piC1pCi ´ δ
1
i q ,

pC1,Ci ,Ci`1q ÞÑ pC1 ` 1,Ci ` 1,Ci`1 ´ 1q , à taux qi`1Ci`1 ,
(12)

devienent

puε, µεq ÞÑ puε ´ 2ε2, µε ` εδ2εq , à taux
1

ε
αεuεpuε ´ ε2q ,

puε, µεq ÞÑ puε ` 2ε2, µε ´ εδ2εq , à taux
1

ε
βεxµε, 12εy ,

puε, µεq ÞÑ puε ´ ε2, µε ´ εδiε ` εδpi`1qεq , à taux
1

ε2
pεpεiquεxµε, 1iεy ,

puε, µεq ÞÑ puε ` ε2, µε ` εδiε ´ εδpi`1qεq , à taux
1

ε2
qεpεiqxµε, 1pi`1qεy ,

(13)



Idée de preuve

Avec ψpνq “ xν, ϕy, on a

xµεt , ϕy “ xµ
ε
in, ϕy `Oε,ϕ

t
ż t

0
ϕp2εq

“

αεpuεpsqq2 ´ βεxµεpsq, 12εy
‰

ds

`

ż t

0

ż `8

0
∆εpϕqpp

εpxquεpsq ´ qεpxqqµεspdxq ds (14)

On montre facilement que pour tout T ą 0,

sup
ε

E
“

sup
tďT

xµεt , 1` x ` φ1pxqy
‰

ă 8 . (15)

(où φ1 est une fonction ’légèrement surlinéaire’, type x1`η). On en
déduit le ’compact containment’ dans X , et on montre aussi
l’équicontinuité

sup
ε

sup
t

sup
sďh

E
“

dX pµ
ε
t`s , µ

ε
t q
‰

ă η . (16)



Fast variable

Le terme de bord xµεpsq, 12εy ne peut converger dans un espace
fonctionnel standard, mais il est borné par suptxµ

ε
t , 1y. Ainsi la

mesure d’occupation (Voir Kurtz, Averaging theorem), définit par,
pour tout ensemble mesurable U of l1pNq,

Γε
´

r0,T s ˆ U
¯

:“

ż t

0
1tpεCε

i psqqiPUu
ds ,

est tendu dans MpR`, l1pNqq.
On définit λp, λq tel que

ppxq „0` pxλp and qpxq „0` qxλq , (H5)



On définit rεi ptq “ xµ
εpsq, 1pi`2qεy. Pour tout g loc. borné, on a

gprεptqq ´ gprεp0qq ´

ż t

0
Hεgprεpsq, µεsqds “Mε,t (17)

est une L1-Martingale, où

Hεgpr , µq “
gpr ` ε10q ´ gprq

ε
αεupu´ε2q`

gpr ´ ε10q ´ gprq

ε
βεr0

` ε´p1´λpq
ÿ

ně0

gpr ` εp1n`1 ´ 1nqq ´ gprq

ε

pεpεpn ` 2qq

ελp
urn

` ε´p1´λqq
ÿ

ně1

gpr ´ εp1n ´ 1n´1qq ´ gprq

ε

qεpεpn ` 2qq

ελq
rn , (18)

En multlipliant par εp1´λq, λ “ minpλp, λqq, on trouve que toute
suite extraite converge vers r (dans L8

`

r0,T s, l1pNq
˘

), où r est
une solution d’équilibre d’un système déterministe de ’type’
Becker-Döring.



En cours

§ Autres scalings

§ Grande déviation



Merci !

§ First passage times in homogeneous nucleation and
self-assembly,
R.Y., Maria D’Orsogna and Tom Chou
Journal of Chemical Physics (2012) 137 :244107

§ From a stochastic Becker-Döring model to the
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