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Abstract

We come back to the construction of p-adic L-functions attached to cusp forms of
even weight k in the spirit of G. Stevens, R. Pollack 7] and M. Greenberg [3] with a
new unified presentation including the non-ordinary case. This construction is based
on Stevens’s modular symbols rather than ¢-developments. We review the proofs in
order to obtain an effective algorithm guaranteeing a given p-adic accuracy.

Résumé

Nous reprenons la construction des fonctions L p-adiques associées aux formes para-
boliques de poids k pair dans 'esprit de G. Stevens, R. Pollack |7] et M. Greenberg |[3]
avec une présentation différente et unifiée dans le cas non ordinaire. Cette construction
est basée sur les symboles modulaires de Stevens plutot que sur les g-développements.
Nous reprenons les démonstrations pour maitriser les approximations p-adiques et ob-
tenir un algorithme effectif.

Soit p un nombre premier. Il y a de nombreuses constructions des fonctions L p-adiques
associées a une forme parabolique F' pour un sous-groupe de congruence I' de niveau N et
de poids & ([1], [5], [4], .- .). L'une d’elles, due & Pollack-Stevens |7] et Greenberg [3], part du
symbole modulaire de Stevens associé qui est un élément de Homp(Ag, Vi) ot Ag est le sous-
module de Z[P'(Q)] formé des diviseurs de degré 0 et V; I'espace des polyndmes homogénes
de degré k — 2 pour des actions de I" convenables. En supposant que F' est une forme propre
pour 'opérateur de Hecke T},(NN) et pour un certain Q,-espace vectoriel D de dimension 1 ou
2 selon la valeur propre de F', on associe a I’ un symbole modulaire & valeurs dans D ®q Vj,
qui est vecteur propre pour l'opérateur de Hecke U, de niveau Np. Par itération de U,, on
construit alors un symbole modulaire ®,, a valeurs dans ’espace des distributions sur Z, et
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fixe par U,. La fonction L p-adique est alors associée comme usuellement a la distribution
D ((00,0)) ou plutot a sa restriction a Z). On associe donc a F' sa transformée de Cauchy
Cr dans Q,[[w]] donnée par

Cr(w) = / L (@u((50.0))) (2)

1—zw
P

qui est donc formée a l'aide des moments de @ ((00,0)). L'intérét de cette présentation
est d’obtenir facilement les dérivées successives de la fonction L p-adique aux valeurs cri-
tiques. Nous avons implanté cette construction dans le systéme Pari/GP [8] (fonctions
mspadicmoments et mspadicL; la fonction ellpadicL optimise le cas particulier £ = 2,
permettant en particulier le calcul des invariants d’Iwasawa (ellpadiclambdamu) et la véri-
fication numérique de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique (ellpadicbsd).

Donnons le plan de l'article. Le premier paragraphe est un rappel sur les distributions.
Dans le deuxiéme paragraphe, nous définissons les filtrations qui permettent de maitriser
la convergence des séries. Dans le troisieme paragraphe, nous démontrons 1’existence sous
certaines conditions d’un symbole modulaire a valeurs dans les distributions sur Z, a partir
d’un symbole modulaire a valeurs dans les polynémes de degré inférieur ou égal a k — 1
(proposition 3.5). Dans le quatriéme paragraphe, nous donnons les trois situations venant des
formes modulaires (cas ordinaire, cas semi-stable, cas supersingulier) ot notre construction
s’applique, puis nous relions les valeurs des fonctions L p-adiques ainsi définies aux valeurs
complexes traditionnelles.

1 Distributions

Soit I' un sous-groupe de congruence de niveau N et I'g = ' N Ty(p). Soit

Yo(p) = {v € Mx(Z) tel que det(y) #0,p | c,pfa}.

Soit A = @Q,[[z]] Panncau des séries entieres Y a,z" a coeflicients dans Q, telles que
a, — 0. Pour k € Z,, on munit A d’une action a gauche de Xy(p) :

v )=t ey s ()

a-+cz

et on le note alors Ag. Si k est un entier > 2, on note Q[z]x_o le sous-espace vectoriel de Ay
des polyndmes de degré inférieur ou égal a k — 2. Il est stable par 'action de 3y(p). Soit Dy,
le dual continu de Ay ; pour p € Dy et f € Ay, on note indifféremment p(f) = [ fdup. On
munit Dy, de action duale de ¥¢(p) :

/fdﬂ|k7:/7'kfd,u'

Pour k entier supérieur ou égal & 2, définissons py, : Dy — Q,[X]i—2 par
) = [ (1= X2 2du(z)
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e DO = [ (a2 = X0 +d9)* (2

= (a— bX)’”/ (1 - %2) - dpu(z)

—c+dX
— (@ — bX)*2 —erar
(a—bX) m(u)(a_bX)
D’ou
pe(i e ) ="k pr(p) = pre(e) [& "

Proposition 1.1. On a le diagramme commutatif de Yo(p)-modules

Dk X Ak — Qp

Pk 0 |
QX2 X Qs I Q

ou la forme bilinéaire Qp[X|—2 X Qp[2]k—2 — Q, est donnée par
k-2 b
(St S ) o St
i i =0 ( j )
Démonstration. Calcul explicite a partir de la formule

pi(p) = g(—l)j (k B 2) p(z))X7 .

— J

<

]

Soit C : D — Q,[[w]] la transformation de Cauchy formelle donnée par la série formelle

i =3 = (=)

Soit ‘H le sous-anneau de Q,[[w]] formé des fonctions analytiques sur tout disque B(0, p) pour
p < 1, c’est-a-dire dont les coefficients vérifient sup,, |a,|p" < oo pour tout p < 1. Définissons
les sous-modules de D munis de ’action induite de Dy,

Dk(Zp) = C_I(Zp[[w]]) C Dy = C_l(@p ® Zp[[w“) - D£ = C_1<H)-

Lemme 1.2. Les sous-modules DL et Dy de Dy, sont stables par Yo(p).



Démonstration. Siy = (%) € Xo(p) et p € D, on a
[ =) = / (a+ c2)=20 (b + dz)du(2)
Y ( ‘2‘”) (¢/ay’ ( )bn ey

=0 j=0
et donc

(1 1) ) = fj( y fj(’“ 2 gy () >> "

=

Remarquons que les coefficients binomiaux (Jl) pour | € Z et j > 0 appartiennent a Z,. Si
v € Yo(p), p divise ¢ et a est une unité en p.
Supposons que p € DL. On déduit facilement de la formule que

IC (e 1k VI, < Sup <| p'p) IC ()l < NIC Gl

pour p vérifiant |c|, < p < 1, donc pour tout p < 1. Ce qui montre que y | v appartient a
DL. Si i € Dy, le méme calcul montre que

1€ (e [k o < MIC ()]

Donc p | v appartient & Dy. On en déduit le lemme. O]

Lorsque ¢ = 0, on a simplement
a b o 1 dw
¢ (ule (5 1)) ) =a e (25 ):

Lemme 1.3. L’action de v, sur D ne dépend pas de k.

Posons v = ({ 1).

1. Il n’existe pas de distribution non nulle p tel que u | v = p.

2. On a
ordy (C (1)) < ordy(C (p | (11 —1))).

et D | (1 — 1) est formé des distributions p telles que [dp = 0, i.e. telles que le
coefficient constant de C (u) est nul.



Démonstration. On a pour tout entier k € Z

€ ) () = =€ ) (12 ).

1—w 1—w

Soit n > 0 et f(w) un élément de Q,[[w]] de la forme w™ 4+ aw™™ + O(w"™?) tel que

F(w) = 14 f(125). On a

1 w
T wf <1 — w> — w"(l + w)n+1 4 awn+1(1 4 w>n+1 4 O(wn+2>
=w" + (a+n+ Dw" ™ + O(w™t?).
L’équation f(w) = ﬁf (ﬁ) implique que
w" + aw"™ = w" + (o +n+ Dwt!

ce qui est impossible. D’oul la premiére assertion. On a

o0 n—1 n

Clulen-1)=3 (Z () /zldu> .
n=0 =0

Son terme constant est nul. Plus généralement, on obtient

ordy (C (1)) < ordy(C (k| (11 —1))).

Finalement, I'équation C (u | (71 — 1)) = >, ., a,w™ est équivalente & un systéme triangu-

n>0
laire : )
To =m
To + 271 = as
To+NnNry+---+nrp_1 = ay
-
et a donc une solution, ce qui termine la démonstration du lemme. O

On note U, Popérateur de D}, défini par U, (1) = 3070 10 | B avec g = (83)-
Lemme 1.4. Si y € D}, alors U, (1) appartient o Dy, et

IC U ()l < MIC ()1

Si € Dy(Zy), alors Uy(p) appartient & Dy (Z,).



Démonstration. On a

€ (1 A7) () = e 0 (125) - iw)%

=Sy (77 b 12)
= nf% (;p]ﬂ(zj) (_nj__jl) (—b)"_j> w”.

Si p € DY, alors |p/p(27)],, < [|C (1)||,-1- On en déduit que [|C Uy(p))lli < [IC (1) ]I, et que
U,(1) appartient a Dy. O

Lemme 1.5. Le noyau de py, est stable par U,. Si pn € Dy(Z,) est dans le noyau de py, alors
U,(1) appartient a p*~'Dy(Z,).

Démonstration. On déduit la premiére assertion du fait que le noyau de p; est formé des
distributions p tels que C(u) appartient & w*1Q,[[w]] et que les opérateurs B et U,
stabilisent w™Q,[[w]] pour tout entier n. La formule (1.2) implique précisément que si C (u) €

w"Zy[[w]], alors C (,u e B )> € p"w"Zy[[w]]. Ce qui montre la deuxiéme assertion en prenant
n=k-—1. O

Le lemme suivant ne nous sera pas utile. Nous le donnons pour étre complet.

Lemme 1.6. Si ¢ est un nombre premier différent de p,

i = L e (125 ) + e ().

2 Modules d’approximation

La filtration de D] induite par C~' (w/Q,[[w]]) n’est pas stable par I'action de T'y. Introduisons
comme dans [3] ! les filtrations (Fil™) 5o sur D et Dy(Z,) définies par

Fil’ DI ={u € DI tel que C (1) € w*'Q,[[w]},
FilM DL ={u € Fil° DL tel que p(z"27) € pM=t17, pour j =1,--- , M}
—{u € D] tel que C (1) € p™w* ' Z[w/p] + w*'Q,[w]]},
Fil’ Dy(Z,) ={p € D}, tel que C (1) € w*'Z,[[w]} C D(Z,),
FilM D (Z,) ={u € Fil° D4(Z,) tel que u(z*") € pM=1Z, pour j = 1,--- , M},
={1n € Di(Zy) tel que C () € pM "' Zy[w/p] + w2, [[w].

!Dans [7], une filtration légérement différente est utilisée.
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Soit Gr¥ DL la graduation associée. En particulier, Gr" DL est isomorphe a Q,[w]z_s. Les
quotients Gr' Dy, = Dy(Z,)/ Fil™ Dy(Z,) = D}/ Fil™ D! pour M > 0 sont des Z,-modules
de type fini et 'application naturelle

o= > (2w’ = (u(2))ogjcrr
§=0
induit un isomorphisme
k—2 M—1
GrMDy - [[Z, x [] z/p" 2.
j=0 j=k—1

De plus, pour tout entier s > —M, on a l'inclusion

p*Fil™ D} ¢ Fil™** D] (2.1)
qui induit une application (multiplication par p®)

GrM Dy & GrM e Dy
Lemme 2.1. Les ensembles Fil™ Dy(Z,) sont stables par l'action de T.

Démonstration. Voir [3, Lemma 2|. C’est une conséquence de la formule (1.1) appliquée aux
deux matrices (19) et (25) puisque

(Z Z) - (Ja (1)) (8 (ad —bbc)/a)'

Lemme 2.2. Soit u € Fil Dy(Z,). Si f = (Op ) avec b € Z, et s > 1, on a
i B € p PVt FIMT D (Z,)

pour t < s(k —1). En particulier, pour k >2 ets=t=1, on a
i B € pP 2RI Dy(Z,).

Démonstration. Soit g 'image par C d'un élément u de Fil™ Dy(Z,). Comme

g € Pt Zy[w/p] + WML [w]),
on a, pour s > 1 et pour h € ZX + wZy[[w]],
g(pPwh(w)) € pMHsE-Dyh=1Z, ] 4 prMHE-DyM+k=17, 111)

C pMHst=Dyk=17, [1y]].

Comme Cple B) (w) = ==C(n) (p°%-), on applique la formule précédente a h(w) =

—bw
P 5s, dou
i, B e pMtU I D,  pt FiIM T2 D,
pour tout couple d’entiers positifs (s, s2) tel que s1 + s = s(k — 1). ]
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Corollaire 2.3. Soit u € FilY' Dy(Z,) et s > 1. Pour tout entier t inférieur ou égal a
s(k—1), on a
U (p) € p D FIMY Dy (Z,).

En particulier, si s(k—1) > 2,
Us(p) € pFIlM* Dy(Z,).

3 Symboles modulaires a valeurs dans les distributions

Soit Ay le sous-module de Z[P*(Q)] formé des diviseurs de degré 0. L’opérateur U, induit
un endomorphisme de Homp,(Ag, D). Comme A est stable par GLy(Q) et que Ag est de
type fini comme Z[[g]-module, le corollaire 2.3 s’étend a Homp, (A, Fil D).

Proposition 3.1. L’image de Homp, (Ao, D)) parl, est contenue dans Homp, (Ao, Di(Zy)).
Démonstration. Se déduit du lemme 1.4. ]

Proposition 3.2 (Pollack-Stevens [7]). L’application m .
7o : Homp, (Ao, D) — Homp, (A, Gr’ D})
est surjective.

Démonstration. |7, §4]. Donnons ici la démonstration dans le cas ot v; = (} 1) appartient
a I'yg. Rappelons alors la structure de Ay en tant que I';-module. 1l existe a; = (00,0), -+,
a; = (ry, s;) dans Ay, une involution * sur ensemble V des a; et des éléments v,, = (§1),
VYags 5 Va, de g tels que le I'p-module Ay soit engendré par les ay, ..., a; avec les relations

Zi a; = 0
a; + Ya,a; = 0 si v, n’est pas d’ordre 3
@i + Ya,0; +72.a; = 0 si 7, est d'ordre 3

Soit W € Homp, (Ag, Gr° DI). Notons j,, un relévement de ¥(a;) dans Dy, pour un systéme de
représentants de V modulo I'involution *. Si 7,, est elliptique d’ordre 3, 5 = (1+7,, +’ya2i) Ha;
appartient a wk*1D£ et vérifie (7,, — 1)8 = 0. On déduit de la relation 3 = 22 + x + 1 —
(z 4 2)(z — 1) que B = (1 + 7, +72)B. On peut donc changer fi,, de maniére a ce que
(14+7a, +72 ) tta; = 0. On peut de méme supposer que si 7, est elliptique d’ordre 2 (on a alors
a; = at), (1 + 7a,) fta, = 0. Passons a la premiére relation. Puisque ¥ € Homp, (A, Gr’ D}),
on a

¢
= Z,uaj lk (Yo, — 1) € Fil° D}
j=1

Qo b()
co do
les 7,, engendrent I'y ; notons que iy # 1). Nécessairement, ¢y est donc de valuation p-adique

Choisissons i tel que Vas, = ( ), avec ag différent de 1 et ¢g non nul (il existe car
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strictement positive. Si u*~) est la distribution dont la transformée de Cauchy est w*~!, on

a
C( ‘k 710_ Zhw

n>0
ou

h, = /(ao + c2)" 2 (by 4 do2)" d,u(k_l).

Pour n <k —2, h,, est nul; on a

E—1\ ., |
hk 1= =—-1+ CLO Z C()/(IO ( j )b%dglj
=—-1+4+ ao (aodo - boCO) =—-1+ GIS_Q 7£ 0.

Donc C (1) — C (p1 | (i, — 1)) = O(w*) avec py = “h: 11)C( (k=1 et il existe p» € Fil” D!

tel que p = pi1 [ (Vi —1) +pi2 [x (y1 —1). On remplace fiq, PAT fia, — fi1 €t fig, PAT fla;) — 2
sans changer leur projection dans Homp, (A, Gr° DL) et on a alors la relation

t

Z:uaj |/€ (/yaj - 1) = 07

j=1
ce qui permet de définir un élément de Homp, (Ao, D,TC) dont I'image est W. ]
Proposition 3.3. L’image par py . de Homp,(Ag, Dy) contient Homp (Ao, Qp[X]x—2).

Démonstration. Soit ® € Homp(Ag, Q,[X]k—2). Montrons que ® appartient a I'image de U,,.

On a )
p 0\ o _ 1 p 0\ _ p 0

L’action de (’52) est triviale sur A et est la multiplication par p"~2 sur Q,[X]j_2. Donc

0
v (i)

appartient a Homp, (Ao, Q[ X]x_2) et vérifie U,(®') = ®. 1l existe / € Homp,(Ag, D}) tel
que p (1) = @ par la proposition 3.2 et py. . (U, (1)) = ® avec U, (1) € Homp, (Ag, Dy). O

Pour M > M’, les projections sy : Gr' Dy (Z,) — Gr™ Dy (Z,) induisent des opéra-
teurs

Tasar s - Homp, (Ao, Gr™ Dy (Z,)) — Homy, (Ag, Gr™’' Dy(Z,))

compatibles avec les actions de Yy et de U,,.



Lemme 3.4. L’application naturelle

Homp, (Ao, Dx(Z,)) — lim Homp, (Ao, GrM D.(Z,))

M
est un isomorphisme.

Comme M. Greenberg [3], on étend 'opérateur U, en un endomorphisme de Fonct(Ag, V')
par

p—1
Uy(@) =" B
b=0

pour & fonction de A dans V avec V = Dy(Q,) ou V = Gr" D,(Q,). Cette extension
dépend des matrices ﬁép ) représentant les doubles classes de I'y ([1)2) ['y. Les propriétés d’in-

tégralité montrées précédemment pour les Bép ) (et donc pour cette extension de U,) restent
vraies.

Soit D un Q,-espace vectoriel muni d’un automorphisme ¢. On suppose qu’il existe un
réseau L de D stable par ¢!, un entier h et un réel positif \ tels que

O"L Cc pL.
On a donc p*L C p~"L.

Proposition 3.5. Supposons que A < h(k—1). Soit ® un élément de Homp,(Ag, Qp[X]t—2®
D) tel que (U, ® @)® = ®. I existe un élément o, de Homr, (Ao, Dx(Z,) @ D) qui vérifie
PisPoc = @ et (U, R )P = P

Commencons la démonstration. Quitte & multiplier ® par une constante, on peut rele-
ver @ par pg. en un élément ®y de Hom(Ag, Dy (Z,) ® L) tel que C (Py(0)) appartienne a
P Zplw]—2 ® L pour tout § € Ay, et tel que

(U, ® )Py € Fonct(Ay, Di(Z,) ® L).

L’image @y de (U, ® p)®q dans Fonct(Ag, Gr’ Di(Z,) ® L) est un relévement de ® par py ..
On reléve @ en un élément ®q de Fonct(Ag, Z[w]z—» ® L). 11 vérifie la congruence

Uy(Do) = (1 ¢~ )Py mod Fonct(Ag, Fil’ Dy (Z,) @ L).
Lemme 3.6. Supposons trouvé ®,_; dans
Fonct(Ag, Di(Z,) / p"E= 2=V Fih=V Dy (Z,) @ L)
tel que

Uy(Pp1) = (1@ o H)P,_1 mod p"==D=D Fonct(Aq, Fil"" "V Dy(Z,) ® L).
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Si ®,_1 est un relévement dans Fonct(Ag, Di(Z,) ® L) de ®,,_y, alors ®, = Ug(@n_l) vérifie

671
Uy (D)

1l ne dépend pas du relevement choisi modulo

(1® @)@, 1 mod p"*=2=1) Fonct (Ao, Fil"" "V Dy(Z,) ® L)
(1® ¢)~'®, mod p"*=2" Fonct(Ay, Fil"" D (Z,) ® L).

(3.1)

P Fonet(Ag, Fil'"™ Dy (Z,) ® L) C Fonct(Ag, Fil"* V" D, (Z,) ® L)
et son image dans Fonct(Ag, Cr"* V" D(Z,)) appartient & Homp, (Ag, Gr"* D" Dy(Z,)).

Démonstration. La premiére congruence vient de I'hypothése sur ®,_; et de linclusion
~1
o LCL:

®, = Z/lg(zﬁn,l) (1® gp)*hzﬁn,l mod p"*=2"=D Fonct (Ao, Fil"™ Y Dy (Z,) ® L)

(1 )", mod p"*=20 Fonet(Ag, Fil' "~ Dy(Z,) @ L).

En utilisant que
U Fonct(Ag, Fil"™ Y Dy(Z,) ® L) C p"*2 Fonct(Ag, Fil" Dy(Z,) ® L),
on a

Up(D,) = Uy o U (B 1) = Uy 0 Uy(®y 1)
= U 0 )(®,_1) mod p"*=2" Fonct (A, Fil"™ Dy(Z,) ® L)
= (1®¢)~'®, mod p"*=2" Fonct(A¢, Fil"" Dy(Z,) ® L).

Pour deux relévements F et F' de ®,,_1, on a
(F — F)(6) e Fil"*")"Dy(Z,) ® L
pour tout § € Aq et donc

UP(F — F') € Fonet(Ag,p"* D Fil"- D=0 Dy (Z,))
C Fonct(A, Fil"*Y" D, (7))

par le corollaire 2.3. Par unicité, on montre que ®,, est un homomorphisme de A & valeurs
dans Grk=1n Dy (Z,)), invariant par Iy, puis que

Uy, (D) = (1® )" '®, € Homp,(Ag, Cr"* D" Dy(Z,)).
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Lemme 3.7. On reprend les notations des lemmes précédents. Supposons que A < h(k—1).
La suite @, = (1® ¢)"®,, converge dans Hom(Ag, D! @ D). Sa limite ®o, est indépendante
des choiz faits, appartient & Homp, (Ao, D} @ D) et vérifie (U, @ 0)(Pos) = Poo.

Démonstration. On déduit du lemme précédent et de ce que ¢ "L C p~*L que
(1@ )", | = (1@ )"d, mod p"*=2m=A0+) Hom(Ag, Fil" Dy(Z,) ® L).
Donc,
(1® )", | = (1® ¢)"™®, mod Hom(Ay, Fil'" Dy(Z,) ® L)

avec t, = h(k—1)n—A(n+1) = (h(k—1) = A\)n— A. Pour A < h(k—1), la suite ®,, converge
donc dans Hom(Ag, Dy (Z,) ® L), sa limite est invariante par I'y et vérifie

(up ® @)(q)oo) = q)oo'
0

La proposition 3.5 se déduit des lemmes précédents. Remarquons que plus A est petit,
plus la convergence est rapide.

Proposition 3.8. Soient O, un élément de Homp, (Ao, Di(Z,) ® D) vérifiant (U, )P =
by, ® son image dans Homr, (Ao, Qp[X]r—2 ® D) par py. et pe la restriction a Z) de

fie = Poo((00,0)). Alors, pourn > 1 eta €Z), on a

[ = (4 (000
[# i = (1 p)2tio0, 00

Démonstration. Pour a € Z,, notons F' = 1q4,nz, - f. L'identité (U, ® ¢)(Ps) = P et le
comportement de 'action de GLy(Q) impliquent que pour 6 € Ay,

Uy ® )" (Po)(0)(F) = " Y ®oc |1 (0,0) ()(F)

Or,
a+p"z)-1z,(2) sia=0bmodp"
si a #Z b mod p".



Donc,

) (a +1"2)))
p) 0)(f)) -

Uy ® ©)"(Poc) (6)(F) =¢" (Poc((0 5 ) 0

= 9" (Do |1 (
Comme

/+ L e = (Up @ )" (Po)((00,0))(F),

on a pour a premier a p et n > 1,

[ = [ g =g (@l (33) (2. 0)(0).

etpoura=0etn=1,

Jdfio = ¢ (®os |i (05) ((00.0)(f))

pZp
d’ou
[ T = (0= (18 )0 e (19)) (00,00
On en déduit la proposition en utilisant le fait que ( g) (00,0) = (00,0). ]

Remarque 3.9. Pour 0 < j <k —2, ®,()(27) est égal & ®(5)(27) pour § € A,.

4 Applications aux formes paraboliques

Prenons I' = I'g(V). Soit ¥ un élément de Homp (Ao, Q,[X]k—2). Sous certaines conditions,
nous allons le relever en un symbole & valeurs dans Dy(Z,,).

4.1 Cas ordinaire

On suppose que N est premier & p et que ¥ est vecteur propre pour l'opérateur T,(N) =
U, +V, avec V,, = (01):

On a
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soit (U}? — a,l), + pF~1)¥ = 0. Supposons que X? — apX + p*~! a une racine dans Lo, 1.e.
ord,(a,) < (k —1)/2, par exemple lorsque p ne divise pas a,. On note o une racine de
valuation A minimale; le produit des deux racines étant p*~', on a

k—1
/\§T<k—1.

1 p 0
(ID—\II—E\I/M (0 1)

appartient & Homp, (Ag, Q,[X]r—2) et vérifie U,(®) = a®. On peut lui appliquer la proposi-
tion 3.5 avec h = 1, D = Q, muni de la multiplication ¢ par o™, L = Z, et A = ord,(a) :
il existe un élément @, € Homr, (Ao, Dx(Z,)) vérifiant

pk,*(cboo) :(I)qu_éql |k (8?)
Uy (D) = aDs.

Alors,

(4.1)

4.2 Cas supersingulier

Plus généralement, en supposant toujours que N est premier a p et que W est vecteur propre
pour T,(N) de valeur propre a,, soit D = Q,e; & Q,es le Q,-espace vectoriel de dimension 2
muni de ’endomorphisme ¢ donné dans la base (e, e2) par la matrice de Ms(Q) suivante :

0 plfk
(_1 plkap> .
Son inverse ¢! est de matrice (p,?’il _01> dans M(Z) et on considére le réseau L = Z,e; &
Zyes, stable par 1. L’endomorphisme ¢ vérifie p*~1¢? — a,¢ + Id = 0. Alors,
D =We; — VU, (59)per =Ter + U [ (29) e
appartient & Homp, (Ao, Q,[X]x_2 ® L) et vérifie (U, @ ¢)(P) = ®. La matrice de ¢? est
k=1 @
p2_2k (7p£—1ap a;f;k—1> ’
ce qui montre que gpQL C p*AL avec

k—1 si ord,(a,) >k — 1,

A =2k —2—min(k —1,ord =
min( ordy(ay)) {Zk —2—ordy(a,) sinon.

En particulier, A\ = k — 1 si a, = 0. On applique la proposition 3.5 avec h = 2 et \ ainsi
défini : il existe donc un élément @, € Homp, (A, Dy(Z,) ® D) tel que

{,ok,*@oo) — Ve, — W |, (29) ¢ ley

Uy ® 9)(Pos) = P (4.2)
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4.3 Cas semistable

On suppose maintenant que N est exactement divisible par p, ¥ étant toujours vecteur
propre pour l'opérateur T,(N) = U,. Dans ce cas, la valeur propre a, est égale a £1. On
peut alors appliquer la proposition 3.5 & ® = ¥V, h =1 et D = Q, muni de la multiplication
par a, : il existe un élément ¢, € Homp, (Ao, Dy(Z,)) vérifiant

Pr(Poc) =V
{up(cboo) = a,Pe. (4.3)

4.4 Fonctions L p-adiques

Soit F une forme parabolique pour T'o(N) et Per(F) le symbole ? & valeurs dans C[X];_»
qui lui est associé : on a donc pour tout rationnel r

Per(F)((co,r)) = / F(t)(Xt + 1)*2dt = kj (k N 2) (/ F(t)tﬂdt> X7,

100 §=0 J 100

Il existe un Q-sous-espace vectoriel {2r de C de dimension 2 et un réseau Lr de Qp tel
que Per(F)(A) soit contenu dans Lr ® Z[X]x. Nous avons pris le parti de ne pas couper
selon les parties + et —, ce qui signifie de travailler peut-étre de maniére osée dans un Q-
espace vectoriel de dimension finie qui n’est pas une droite. Nous laissons le lecteur faire les
projections nécessaires par le choix de bases.

Placons-nous dans une des situations du paragraphe 4 pour Per(F) et notons Per® (F)
le symbole associé

Per® (F) € Homp, (Ao, Lr @ Q,[X]s_2 ® D).

Soit Peré’o’)(F) € Homp, (Ag, Lr ® D(Z,) ® D) le symbole tel que

prx(Per®(F)) = Per® (F)
(Up @ @) (Per®) (F)) = Per®(F).

Soit fip, la distribution associée a valeurs dans Lp ® D : fip, = Peréﬁ)(F )((00,0)) et ppy
sa restriction a Z,. On a

|ty = e P (F) o B (20,0))()
a+p"Zy

Prenons f(z) = (Xz + 1)*72. On a en utilisant le fait que Per(F |, v) = Per(F) |1 7,
Per(F) |v B ((00,0))(f) = Per(F |v B ((00,0))(f)
Per(F) | (59) 87" ((00,0)(f) = p**Per(F [ ") ((00,0))(f)-

2Dans [2], il est & valeurs dans l'espace vectoriel Q[x,y]x_o isomorphe & Q[X]z_2 par P — P(X,1) de
réciproque P+ y*"2P(z/y).
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Si g est une fonction périodique de Z dans C, on pose L(F,s,g) = > -, g(n)a,n® ou
2@1 an,q" est le g-développement de F. Pour g = 1, on obtient la fonction L complexe
L(F,s) de F. On note Ly, la fonction L incompléte en p :

L{p}(F, s)=(l—apyp*+ pkil*ZS)L(F, s).

On a
Per(F [ B7) (00, 0)((Xz+ 1)) = p™ | F(—2=) (X4 1)
B 100 .
- / Flz 4+ —)(0" Xz +1)"%dz
i0o pr
k—2 ‘
k=2\ ,; PG+1) o |
jz% < J )p (—2i7r)j+1L(FvJ + 1, €0pm) X

ol €qpn(x) = eXp(Q";T%) est périodique sur Z de période divisant p". Lorsque a est premier

a p et que n est supérieur ou égal a 1, on a

) I'i(7+1 ni . n —9_j . n
/ Zj dﬂF,p = (—(;Z )j—le J (L(Faj + 176a,p")(10 €1 _pk 2 jL(Faj + 17 Ea,p”_1>(p Jr161)
a+p"Zp 7T

I'(j+1) :
= ———L(F 1,H
(_227T)]+1 ( ’j + ) )

avec une notation un peu osée
k—2—j nj n
H= (ewn —p Jeamn_lgp) P p"ey.
On en déduit que si x est un caractére de conducteur p” avec n > 0, on a

D(j+1) Lyy(F,j+ LX)6
(—2im)iHt G(X) :

(o) / W(2)2 dupy =
7

P

Pour n = 0, on a de méme

P~ L(j+1) : k—2—j
Id = ————L(F 11— J
/ZPZ /J’pr (—227T)j+1 ( )] + )( p 90)61’

d’ou,
; I(j+1) . ; k—2—j
Id = —L(F 1)(1 — 11— J
|| Pnes = Sy BT D0 PR = ey

La relation ¢p=2 — a,¢~! + p*~!d = 0 implique que pour 0 < j < k — 2,

e O [ e e R e S A
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On en déduit que

. o . T(j+1 .
1=Po) (1-p 1)/2 ZJdMF,P:#L{PKFJ"Fl)eL

P

Dans le cas ordinaire, ¢ est simplement la multiplication par a~!. D’oul (en prenant e; = 1)

(1-pa ) 1-p ) [

Zp

. T(j+1
Zjd/mp:( (j+1)

et pour y un caractére de conducteur p™ avec n > 0,

PG +1) Lyy(Fj+ 1Y)
(—2im)itt G(x) '

(o) / NEE .
7

P

Il y a plusieurs maniéres de définir la fonction L p-adique associée a une distribution. Si on la
voit comme une fonction sur les caractéres p-adiques de Zj, la fonction L p-adique associée
a F est alors (a4 des normalisations prés)

L0 = [ ()i (2)
Zy
On retrouve ainsi les formules usuelles reliant les fonctions L p-adiques aux fonctions L

complexes (dans le cas supersingulier, voir par exemple [6]) une fois choisies les bases usuelles
de Qr quand F est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke.
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