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Sur certaines structures complémentaires de
structures connues

Daniel Parrochia

Université Jean Moulin - Lyon 3 (France)

Résumé. Dans cet article, nous commencons par étudier la structure des graphes
complémentaires de certains graphes et leurs matrices d’adjacence associées. Puis,
nous définissons différentes relations d’ordre (strict, large, fort ou faible) et étudions
les structures complémentaires susceptibles d’étre associées & certains ordres, pré-
ordres ou ordres partiels, via leurs graphes d’incomparabilité. Nous accordons une
attention particuliére aux chaines et aux treillis, notamment aux treillis booléens.
L’idée générale est de donner un sens concret a des structures qui n’apparaissent
généralement qu’en blanc ou en creux et se trouvent rarement explicitées. En les
rapprochant, nous révélons non pas exactement des figures de la discontinuité ou du
désordre, mais plutot un ensemble de structures et d’ordres alternatifs aux organisa-
tions et ordonnancements habituels. Au-dela de la mathématique, nous en tirons, in
fine, quelques conséquences philosophiques. Comme on ne s’est intéressé jusqu’ici en
sciences humaines qu’aux structures pleines et directes, c’est en fait une immense et
systématique extension du structuralisme que nous proposons. En appendice, nous
appliquons ces considérations au cas de la théologie négative.

Mots-clés. Graphes, graphes complémentaires, ordres partiels, treillis, treillis boo-
léens, graphes d’incomparabilité, théologie négative.

Abstract In this article, we start by studying the structure of the complementary
graphs of certain graphs and their associated adjacency matrices. Then, we define
different order relations (strict, large, strong or weak) and study the complementary
structures likely to be associated with certain orders, preorders or partial orders,
via their incomparability graphs. We pay special attention to chains and lattices,



especially Boolean lattices. The general idea is to give concrete meaning to struc-
tures which generally only appear in white or hollow and are rarely explained. By
bringing them together, we reveal not exactly figures of disorder, but rather a set of
alternative structures and orders to the usual organizations and orderings. Beyond
mathematics, we ultimately draw some philosophical consequences. As we have so
far only been interested in the human sciences in full and direct structures, it is in
fact an immense and systematic extension of structuralism that we are proposing. In
the appendix, we apply these considerations to the case of negative theology.

Key words. Graphs, complementary graphs, partial orders, lattices, Boolean lat-
tices, incomparability graphs, negative theology.

1 Introduction

L’ordre et le désordre, on le sait, ont non seulement des degrés, ils ont en fait une
existence relative. Le philosophe Henri Bergson avait déja noté cette propriété par-
ticuliére de ces deux notions. Selon lui, «le désordre est simplement I'ordre que nous
ne cherchons pas. Vous ne pouvez pas supprimer un ordre, méme par la pensée, sans
en faire surgir un autre» (voir [Bergson 38|, 108). Sans doute Bergson donnait-il au
mot «ordre» un sens trés large, proche de celui d’«organisation». Partant de ce que
la théorie des graphes peut en traduire, nous nous restreindrons progressivement
au sens du mot «ordre» que les mathématiciens connaissent et qui s’emploie en ré-
férence avec les relations du méme nom. Mais, cette précision étant apportée, force
est de reconnaitre que les mathématiciens, d’une certaine maniére, sont bergsoniens :
I'existence d’une certaine relation R entre les éléments d’un ensemble non vide E, qui
correspond a un début d’organisation sur £ qu’on peut décrire en tragant son graphe
G, fait immédiatement surgir la possibilité de I’organisation complémentaire G’ = G
— autrement dit le graphe correspondant a la relation R’ = K existant aussi nécessai-
rement entre les éléments de E/, méme si ce n’est pas celle a laquelle on s’intéresse de
prime abord. De plus, comme on le découvrira, ce qui se révéle ici au plan des graphes
peut étre transposé a d’autres structures plus spécifiques, notamment les structures
d’ordre au sens restreint de la «théorie des ordres» : chaines, ensembles partiellement
ordonnés (ou posets), treillis, matroides... Nous nous proposons ici d’étudier chaque
fois les formes complémentaires de celles qui sont données au départ et de décrire
également en précision leur structure. Comme 'action de connaitre ne consiste qu’a
définir des appartenances, effectuer des regroupements, modifier des découpages ou



trouver de nouvelles ressources, il semble que ’on ne puisse guére échapper aux struc-
tures. En méme temps, nous savons que définir une entité par son complémentaire
(une antistructure) a été aussi une quéte de 'humanité (c’était, notamment, I'un des
buts de la théologie négative). Nous terminerons donc par des considérations plus
philosophiques sur cette question.

2 Rappels sur les graphes

Définition 2.1 (graphe, multigraphe, p-graphe). Un graphe G(X,U), ensemble de
sommets et d’arcs qui les relient (voir [Berge 70], 3), est le couple constitué :

1. Par un ensemble X = {z1, 9, ..., z,} ou les x; sont des «sommets ;

2. Par une famille U = {uy, ug, ..., u, } ol les u; sont des éléments du produit carté-
sien :
XxX={(z,y) |z e X,ye Y}

Quand deux sommets sont reliés par plus d’une aréte, on parle de multigraphe et,
plus précisément, si (z,y) apparait p fois dans G, alors G(X,U) est un p-graphe.

Définition 2.2. Un multigraphe G(X,U) est un graphe simple si :
1. Il n’a pas de boucle;

2. Entre 2 sommets, il n’y a jamais plus d’'un arc pour les relier.

Parmi les graphes, certains présentent quelques régularités : par exemple, le méme
«degré», c’est-a~dire le méme nombre d’arétes ou d’arcs afférents a chaque sommet.
On les appelle des graphes «réguliers». D’autres ne sont pas ainsi et enveloppent
déja du désordre en eux-mémes : ils sont «irréguliers», voire «hautement irréguliers»
et sont 1'objet, aujourd’hui de nombreuses études et de beaucoup de conjectures
(voir par exemple [Chartland 16], 1-16). Nous laisserons ici de coté cette question
pour nous pencher sur celle de la complémentarité (I’organisation qui n’apparait en
principe qu’en creux dans la présentation du graphe et se trouve, du coup, souvent
négligée ).

1. Nous avons dii constater que certains livres pourtant réputés comme des «biblesy en théorie
des graphes, consacraient fort peu de lignes & ces questions, et notamment aux graphes de com-
parabilité et d’incomparabilité dont les propriétés sont souvent laissées a prouver au lecteur (voir
[Diestel 06], 127, 136 et 242).



Définition 2.3 (Graphe complémentaire d’un graphe simple). (Voir [Gondran 79|,
4) Etant donné un graphe simple G = [X, U], le graphe complémentaire de G =
[X, U] ale méme ensemble de sommets que G et comme arcs, les arcs complémentaires
de ceux de U. On a :

(i,) e U= (i,)) ¢ U;

(t,7) ¢ U = (1,7) € U;

La Fig. 1 montre un graphe simple G et son graphe complémentaire G.

o—O
c b c
@ @ o
d a e
a b
G G

FIGURE 1 — Graphe G et son complémentaire G

Comme on peut le constater le graphe complémentaire du graphe G (connexe) n’est
pas lui-méme connexe. Cependant, d'une fagon générale, si le complémentaire d’un
graphe non connexe est bien connexe, la converse n’est pas vraie.

Définition 2.4 (matrice d’adjacence ou matrice d’incidence sommets-sommets). La
matrice d’incidence sommets-sommets (ou matrice d’adjacence) d’un graphe est une
matrice M; ;(i = 1,...,n;j = 1,...,n) a coefficients 0 ou 1, ot chaque ligne correspond
a un sommet de GG, ol chaque colonne correspond a un sommet de G et o :

My — {1 si et seulement si (i, 7) € U,

0 sinon.

Connaissant le nombre d’arcs de G[X, U], il est facile de calculer le nombre d’arcs de
son graphe complémentaire.



Théoréme 2.1. Si |[X|=n, [U| = (}) —|U|.

Démonstration. Le nombre total des combinaisons possibles de 2 éléments pris parmi
n est (5). Il suffit de lui soustraire le cardinal [U| de ensemble des arcs de G[X, U]

pour obtenir le cardinal de U puisque |U| + [U| = (2). O

Théoréme 2.2 (Matrice du complémentaire d'un graphe simple). La matrice du
complémentaire d’un graphe simple G s’obtient comme la différence entre la complé-
mentaire M, de la matrice du graphe G et la matrice unité I, si G a n sommets.

Démonstration. Considérons la matrice M. complémentaire de la matrice d’adja-
cence M d’un graphe G. C’est nécessairement celle d’'un graphe a boucles car les
zéros de la diagonale de M ont été remplacés par des uns, ce qui signifie que a est
en relation avec lui-méme, b en relation avec lui-méme, etc. Si nous voulons obtenir
comme complément de G un graphe G simple sans boucles, il nous faut trouver une
matrice M’ avec une diagonale nulle. En d’autres termes, il faut soustraire des 1 aux
1 sur la diagonale de M et, pour cela, il faut poser :

M/:Mc_jna

ou I, est la matrice identité a n lignes et n colonnes, dont les termes diagonaux sont
tous égaux a 1 et les termes non-diagonaux égaux a 0. [

Définition 2.5 (graphe autocomplémenté). Un graphe auto-complémenté G est un
graphe dont le graphe complémentaire GG présente une structure identique a celle de
G (& la permutation prés des labels (lettres ou nombres) désignant les sommets 2.

On vérifie que les graphes de la Fig. 2, d’ordre inférieur a 10, sont des graphes auto-
complémentés.

Définition 2.6 (cycle d’'un graphe). Dans un graphe G(X,U), un cycle est une
séquence d’arcs
w= (u17u27 -~-7uq)
telle que :
1. Tout arc uy (avec 1 < k < q) est relié par une de ses extrémités au précédent

u_1 et par I'autre extrémité au suivant ug ;. En d’autres termes, c’est une «chaine»
(suite d’arétes consécutives en théorie des graphes);

2. Il va de soi que, dans un tel cas, le graphe complémentaire possédant la méme structure que
le graphe initial, passer au complémentaire n’apporte guére d’informations nouvelles.



FIGURE 2 — Graphes auto-complémentés

2. La séquence n’utilise pas deux fois le méme arc;

3. Le sommet initial et le sommet terminal de la chaine coincident.

3 Arbre, complémentaire d’un arbre et co-arbre

Définition 3.1. Un arbre est un graphe connexe sans cycle (voir [Berge 70|, 22-50 ;
|Gondran 79|, 103-128).

Les propriétés suivantes sont une simple reformulation de la définition :

— Un arbre est un graphe dans lequel tout couple de points = et y sont reliés
par une chaine unique.

— Un arbre est un graphe connexe ot le nombre d’arétes est égal au nombre de
points diminués de 1.



— Un arbre est un graphe sans cycle ot le nombre d’arétes est égal au nombre
de points diminués de 1.

— Un arbre est un graphe connexe ot la suppression d’une seule aréte quelconque
le rend non connexe.

— Un arbre est un graphe sans cycle ot ’adjonction d’une nouvelle aréte reliant
2 sommets non-adjacents crée un cycle et un seul.

Un arbre étant un graphe, il est facile de trouver le graphe complémentaire d’un
arbre donné, lequel, généralement, n’est pas un arbre, comme on peut le voir sur
I'exemple de la Fig. 3, obtenue a partir de ’examen de la matrice complémentaire
de la matrice de I'arbre A.

» @

A A

FIGURE 3 — L’arbre A et son complémentaire A

On ne confondra pas arbre complémentaire et coarbre.

Définition 3.2 (coarbre). Soit G = [X, U] un graphe connexe. On dit que le graphe
partiel H = [X,V] est un coarbre de G si et seulement si le graphe partiel H =
[X,U — V] est un arbre de G.

Un coarbre peut étre lui-méme un arbre, comme le montre la Fig. 4.

4 Relation d’ordre, ensemble ordonné

Définition 4.1. (Relation d’ordre - voir [Kaufmann 78|, 5-7) Une relation interne
binaire < sur un ensemble E est une relation d’ordre si pour tous x,y et z éléments
de E, on a :

1. z <z (réflexivité) ;



FIGURE 4 — Arbre et coarbre dans un graphe

2. (z <yety<uz)= 2=y (antisymétrie);
3. (x <yety<z)=x <z (transitivite).
Une telle relation est parfois nommeée «ordre large». Si on remplace < par <, alors

la relation devient une relation d’«ordre strict». En ce cas, elle est irréflexive. Elle se
lit « x est plus petit que y », ou « y est supérieur a x » et on a :

x <y si et seulement si x < y et x # y.

On notera que certaines relations d’ordre sont des relations totales, c’est-a-dire que
deux éléments de E sont toujours comparables, autrement dit, pour tous x,y de
E

r<youy <.

On dit alors que < est une relation d’«ordre total», et que ’ensemble E est totale-
ment ordonné par cette relation.

Définition 4.2 (Ensemble ordonné - voir [Harzheim 05]). Un ensemble ordonné est
un ensemble muni d’une relation d’ordre.

Définition 4.3 (Chaine). En théorie des ordres, on appelle «chaine» un ensemble
totalement ordonné, c’est-a-dire tel que, étant donné deux éléments x et y de cet
ensemble, I'une au moins des deux relations suivantes est vraie :

z<y ou y<uzx

Si un ensemble ordonné est fini, il peut étre représenté graphiquement sous la forme
d'un diagramme de Hasse, de fagon similaire a la représentation habituelle d’un



graphe sur papier, ce qui peut permettre de travailler plus aisément sur lui. S’il est
infini, on peut dessiner une partie de son diagramme de Hasse.

Définition 4.4 (préordre). On appelle «préordre» une relation réflexive et transi-
tive. Une relation de préordre n’est pas une relation d’ordre en général car il manque
la propriété d’antisymétrie. Mais tout quotient d’un préordre par la relation d’équi-
valence associée est un ordre.

Définition 4.5 (ordre strict). Une relation d’ordre strict sur un ensemble non vide
n’est pas non plus, stricto sensu, une relation d’ordre car elle n’est pas réflexive. Mais
si < est un ordre strict sur F, la relation « x < y ou x = y » est un ordre sur F.

Définition 4.6 (ordre cyclique). Une relation d’ordre cyclique est une relation ter-
naire R invariante par permutation circulaire. On a :

R(z,y,z) = R(y, z,x) avec les propriéteés :

— R(z,9,2) = ~R(z,y, ) (asymétric) :
— R(z,y,2) et R(z,z,u) = R(z,y,u) (transitivité);

Une relation d’ordre cyclique n’est pas une relation d’ordre car c’est une relation
ternaire. Mais les relations binaires obtenues en fixant I'un de ses trois arguments
sont des relations d’ordre strict.

Définition 4.7 (Ordre partiel - ensemble partiellement ordonné (poset)). Une rela-
tion d’ordre sur E est dite «partielle» si elle n’est pas totale, et E est alors un en-
semble partiellement ordonné (ou poset). A tout poset pourra étre associé un graphe
de comparabilité (correspondant & la relation d’ordre sur le poset) et un graphe
d’incomparabilité (correspondant & la relation complémentaire). On montre que ces
graphes ont des propriétés particuliére, comme le fait d’étre des graphes «parfaits»
(voir [Berge 84]) : on trouvera une définition de la «perfection» d’un graphe dans la
section 6, déf. 6.5).

Définition 4.8 (arbre enraciné ou arborescence). Un arbre enraciné (ou arbores-
cence) est un graphe orienté acyclique possédant une racine r (c’est-a-dire un point
tel que tout autre sommet du graphe puisse étre atteint par un chemin issu de 7). Un
arbre enraciné peut naturellement étre associé a une relation d’ordre partiel notée
<3,

3. On peut toutefois le définir différemment : par exemple, G. Kurepa ([Kurepa 35]) a introduit



Définition 4.9 (Plus grand élément et élément maximal). Dans un ensemble or-
donné (E, <), un élément = d’une partie A C E est le plus grand élément ou mazxi-
mum de A, si :

Vye A, x>y.

Dans un ensemble ordonné, il n’existe pas forcément de plus grand élément. En
revanche, si F est fini, il contiendra (au moins) un élément a dit maximal, autrement
dit, tel que :

acFetVrel a<x=x=a.

Si E est un ensemble inductif infini, le lemme de Zorn garantit encore 'existence
d’un élément maximal.

Définition 4.10 (Négation — ou complémentaire — d’une relation d’ordre). La né-
gation d’une relation binaire R définie sur un ensemble F est la relation associée au
graphe complémentaire de la relation R dans E x E. On la note généralement K. Dit
autrement, deux éléments sont en relation par K si et seulement s’ils ne le sont pas
par R.

Dire qu’un ordre est total, c’est dire que sa négation est 1'ordre strict inverse. C’est-
a-dire qu’il y a équivalence pour un ordre < entre :

— < est total;
— gLy <= y<uz.

En revanche, dés qu’il existe deux éléments distincts non comparables par un ordre,
la négation de la relation ne peut étre un ordre (strict ou large), car elle n’est pas
antisymétrique. La négation d'un ordre non total n’est donc jamais un ordre.

Définition 4.11 (Bon ordre. Ensemble bien ordonné). Un ensemble ordonné est dit
bien ordonné si tout sous-ensemble non vide de cet ensemble posséde un plus petit
élément.

Définition 4.12 (Treillis). (voir [Blyth 05]) Un ensemble est appelé treillis sl est
ordonné et si tout couple d’éléments posséde une méme borne supérieure et une
méme borne inférieure.

une relation dite «de ramificationy, somme logique d’une relation d’incomparabilité || (reliant les
éléments collatéraux) et une relation de descendance directe ~ reliant les nceuds «péresy aux noeuds
«fils». Elle vaut aussi pour un arbre infini. Sur la structure associée & un arbre défini de cette maniére,
voir [Parrochia 13], 122-123).
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Définition 4.13 (hypergraphe). Soit X = {z1, s, ...,2,} un ensemble fini, et £ =
(E; | i € I) une famille de partie de X. On dira que £ constitue un hypergraphe sur
X sil'on a:

EZ#(Z),

U&:X

i€l

Définition 4.14 (matroide). Il existe plusieurs définitions des matroides. En termes
d’'indépendance, on dira qu'un matroide fini M est une paire (E,Z), ou E est un
ensemble fini (appelé ensemble de base) et Z est une famille de F' (appelés ensembles
indépendants) avec les propriétés suivantes :

1. L’ensemble vide est indépendant, c’est-a-dire () € Z. Alternativement, au moins
un sous-ensemble de F est indépendant, c’est-a-dire Z # ().

2. Chaque sous-ensemble d’un ensemble indépendant est indépendant, c’est-a-dire
pour chaque A’ C AC E,si A€ T alors A’ € Z. Ceci est parfois appelé la propriété
d’hérédité.

3. Enfin, si A et B sont deux ensembles indépendants (c’est-a-dire que chaque en-
semble est indépendant) et A a plus d’éléments que B, alors il existe x € A\B tel
que B U {z} soit dans Z. Ceci est parfois appelé la propriété d’augmentation ou la
propriété d’échange de 'ensemble indépendant.

On notera qu’a tout matroide M(E,Z) on peut associer un hypergraphe H(E,T)
ayant E comme ensemble de sommets et dont les arétes sont les éléments de Z
(autres que 0).

Les deux premiéres propriétés définissent une structure combinatoire connue sous le
nom de systéme d’indépendance (ou compleze simplicial abstrait).

Définition 4.15 (complexe simplicial). Plus précisément, un complexe simplicial
abstrait est la donnée d’un ensemble V' (dont les éléments sont appelés sommets)
et d'un ensemble ¥ de parties finies non vides (les faces) de V' qui soit stable par
sous-parties non vides. Autrement dit, toute partie non vide d’une face est aussi une
face. Il est en général requis que tout sommet appartienne & un nombre fini non nul
de faces.

Les faces de cardinal 2 sont aussi appelées arétes en référence au vocabulaire de la
théorie des graphes. Par analogie, pour tout entier n, une face de dimension n (dite
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aussi n-face) est une face de cardinal n + 1. Si la dimension des faces est bornée, la
dimension d'un complexe simplicial est la dimension maximale des faces. Dans le cas
contraire, cette dimension est infinie. La notion de «complexe simplicial» généralise
donc a la fois les notions d’ensemble, de graphe, d’hypergraphe et de matroide.

— Un complexe simplicial de dimension 0 est simplement un ensemble sans structure
additionnelle.

— Un complexe simplicial de dimension 1 est un graphe.
— Un complexe simplicial de dimension 2 est un espace triangulé.

Plus généralement, en toute dimension, on appelle triangulation d’un espace topolo-
gique un homéomorphisme entre cet espace et un complexe simplicial. Bien sur, tout
espace topologique n’est pas «triangulable.

Définition 4.16 (Ordre et Complexe simplicial). Une classe importante de com-
plexes simpliciaux provient d’ensembles ordonnés finis. On définit le complexe d’ordre
D(S) d’'un ensemble ordonné fini S comme étant I’ensemble des chaines de S. Le
complexe d’ordre est trivialement un complexe simplicial.

Cette définition suppose quelques considérations topologiques. En mathématiques,
la topologie associée a un poset (S, <) est la topologie d’Alexandrov (les ensembles
ouverts sont des ensembles supérieurs) sur le poset des chaines finies de (5, <), or-
données par inclusion.

Soit V' un ensemble de sommets. Un complexe simplicial abstrait A est un ensemble
d’ensembles finis de sommets, appelés faces 0 C V, tels que

VpVo: pCoeA=pecA.
Etant donné un complexe simplicial A défini comme ci-dessus, on définit une topolo-

gie (ensemble de points) sur 6 en demandant qu'un sous-ensemble I' C A soit fermé
si et seulement si I' est un complexe simplicial, c’est a dire :

VpVo : pCoel' =pel.
C’est la topologie d’Alexandrov sur le poset des faces de A (voir [Wachs 04]).

Le complexe d’ordre associé a un poset (S5, <) a l'ensemble S comme sommets et
les chaines finies de (S, <) comme faces. La topologie associée & un poset (S, <) est
alors la topologie d’Alexandrov sur le complexe d’ordre associé a (.9, <).

12



Le complexe d’ordre d’un poset étant ’ensemble des chaines, il est facile de voir que
son complémentaire sera ’ensemble des antichaines.

Il existe des représentations booléennes des posets, treillis, complexes simpliciaux et
matroides (voir [Rhodes 15]). Toutefois, nous ne nous servirons pas de ce formalisme
car la définition de la matrice booléenne d’'un treillis M (7)) = m,, avec :

0 siz>a;
My a = .
1 sinon,

ne permet pas de passer au complémentaire®. En revanche, ce formalisme permet
de trouver directement le nombre d’arétes du graphe de comparabilité d’'un poset
(il suffit de compter, dans la matrice obtenue, le nombre de zéros qui ne sont pas
sur la diagonale (pour plus de précisions, voir [Parrochia 20])). De 14, on obtient
trés facilement le nombre d’arétes du graphe d’incomparabilité. En effet, soit |E| le
nombre d’arétes du graphe de comparabilité d'un poset P. Le nombre N d’arétes de
son graphe d’incomparabilité est :

N= (Z) —|B).

5 Ordres faibles (stricts et larges)

En mathématiques , en particulier en théorie des ordres, un ordre faible est une for-
malisation de la notion intuitive de classement d’un ensemble, dont certains membres
peuvent étre liés les uns aux autres. Les ordres faibles sont une généralisation des en-
sembles totalement ordonnés (classements sans égalité) et sont a leur tour généralisés
par les préordres et les ensembles partiellement ordonnés.

Il existe plusieurs maniéres équivalentes de formaliser les ordres faibles : ils peuvent
étre axiomatisés comme des ordres faibles stricts (ensembles partiellement ordonnés
dans lesquels 'incomparabilité est une relation transitive), comme des pré-ordres
totaux (relations binaires transitives dans lesquelles au moins une des deux relations
possibles existe entre chaque paire d’éléments), ou comme des partitions ordonnées

4. L’exemple suivant suffira a le montrer : Soit T' = {0, a,b,1} avec 0 < a,b < 1. Comme on n’a
pas a > b puisque a et b sont incomparables, mq, = mp, = 1. Mais en passant & la matrice M,
complémentaire de M, nous obtenons nécessairement mg, = my, = 0, ce qui signifie qu’on a a la
fois a > b et b > a. Mais ceci entraine a = b, ce qui est faux.
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(partitions des éléments en sous-ensembles disjoints, avec un ordre total sur les sous-
ensembles). Dans de nombreux cas, une autre représentation appelée arrangement
préférentiel et basée sur une fonction d’utilité est également possible.

L’arrivée d’une course (de chevaux, de cyclistes, d’athlétes...), les sondages d’opinion,
I'ordonnancement des points du plan euclidien par leur distance & 1’origine peuvent
donner naissance & des ordres faibles.

Définition 5.1. On appelle ordre faible sur un ensemble S qui est un ordre partiel
strict (c’est-a~dire, muni d’une relation transitive qui est irréflexive ou, de maniére
équivalente, qui est asymétrique), un ordre dans lequel la relation «nia < bni b < a»
est transitive. Par conséquent, un ordre faible strict a les propriétés suivantes :

— Pour tout x dans S, on n’a pas x < x (irréflexivité) ;

— Pour tout z,y dans S, si x < y alors on n’a pas y < x (asymétrie) ;

— Pour tout z,y,z dans S, si x < y et y < z alors x < z (transitivité) ;

— Pour tout z,y,z dans S, si x est incomparable avec y (ni x < yniy < x
ne tiennent), et y est incomparable avec z, alors x est incomparable avec z
(transitivité de l'incomparabilité). La relation d’incomparabilité est parfois
notée ||.

Cette liste de propriétés est quelque peu redondante, en ce que I'asymétrie implique
une irréflexivité, et en ce que lirréflexivité et la transitivité impliquent ensemble
I’asymétrie.

Définie comme ci-dessus,la relation d’incomparabilité est une relation d’équivalence :
elle est transitive; de plus, on a aussi la symétrie : z || y ssi y || ) et méme la
réflexivité (x || « puisque x < = ne tient pas). Ses classes d’équivalence partitionnent
donc les éléments de S. Elles sont, de plus, totalement ordonnées par <. Inversement,
tout ordre total sur une partition de S donne lieu & un ordre faible strict dans lequel
x < y si et seulement s’il existe des ensembles A et B dans la partition, avec x dans
A,y dans B et A < B dans l'ordre total.

Tous les ordres partiels n’obéissent pas a la loi transitive de 'incomparabilité. Par
exemple, considérons 'ordre partiel dans I'ensemble E = {a,b,c} défini par la re-
lation b < c. Les paires a,b et a,c sont incomparables mais b et ¢ sont liés, donc
I'incomparabilité ne forme pas une relation d’équivalence et cet exemple n’est pas un
ordre faible strict.

Les ordres faibles stricts sont trés étroitement liés aux préordres totaux ou aux ordres
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faibles (non stricts), et les mémes concepts mathématiques qui peuvent étre modéli-
sés avec des ordres faibles stricts peuvent étre modélisés aussi bien avec les préordres
totaux. Un préordre total est un préordre qui est également une relation connexe,
c’est-a~-dire qu’aucune paire d’éléments n’est incomparable. Un préordre total < sa-
tisfait les propriétés suivantes :

— Pour tout z,y et z, si x Sy ety < z, alors x < 2 (transitivité) ;
— Pour tout z,y,x < y ou y < z (connexité) ;
— Donc, pour tout z,x <  (réflexivité).

Un ordre total est un pré-ordre total qui est antisymétrique, autrement dit, qui est
aussi un ordre partiel . Les préordre totaux sont parfois également appelées «relations
de préférencey .

Passage au complémentaire On notera que le complément d'un ordre faible
strict est un pré-ordre total, et vice versa, mais il semble plus naturel de relier les
ordres faibles stricts et les préordres totaux d’une maniére qui préserve plutot qu’in-
verse l'ordre des éléments. On prend donc généralement 'inverse du complément.
Autrement dit, pour un ordre faible strict <, on introduit un préordre total < en
définissant = < y chaque fois qu’on n’a pas y < x. Dans I'autre sens, pour définir un
ordre faible strict & partir d’'un préordre total <, on posera = < y chaque fois qu’on
n’aura pas y S x.

Dans tout pré-ordre, il y a une relation d’équivalence correspondante ou deux élé-
ments = et y sont définis comme équivalents si x < y et y < z. Dans le cas d'un
préordre total, 'ordre partiel correspondant sur I’ensemble des classes d’équivalence
est un ordre total. Deux éléments sont équivalents dans un préordre total si et seule-

5. Dans la vie quotidienne, on fait toujours des choix et tout se résout souvent par ’établisse-
ment de préordres totaux. Certains philosophes (par exemple Leibniz) ont d’ailleurs douté que les
individus, psychologiquement, pussent se trouver dans des situations d”indifférence, autrement dit
qu’il existat autre chose que des préordres totaux. Ainsi ce philosophe contestait-il la situation de
I’ane de Buridan hésitant entre un seau d’avoine et un seau d’eau. Comme on sait, ce paradoxe
attribué a Jean Buridan (1292-1363) n’apparait dans aucune de ses ceuvres, mais Aristote (Traité
Du Ciel (295b 32) évoque un homme devant choisir entre de ’eau et de la nourriture. En réalité,
beaucoup d’éléments du monde s’avérent souvent incomparables, et les spécialistes de marketing
jouent volontiers avec cette difficulté d’établir des comparaisons, pour mieux dissimuler la supério-
rité objective d’un produit concurrent. Nous ne tranchons pas sur le fond mais soulignons seulement
que, si des relations de comparabilité existent, alors, nécessairement, des relations d’incomparabilité
existent aussi, ne serait-ce que comme le négatif des précédentes.
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ment s’ils sont incomparables dans ’ordre faible strict correspondant.

Définition 5.2 (Partitions ordonnées). Une partition d’un ensemble S est une fa-
mille de sous-ensembles disjoints non vides de S qui ont S comme union. Une parti-
tion, associée a un ordre total sur les ensembles de la partition, donne une structure
de partition ordonnée.

Une partition ordonnée d’un ensemble fini peut étre écrite comme une suite finie
d’ensembles de la partition : par exemple, les trois partitions ordonnées de I’ensemble

S = {a,b} sont :
{a},{b}; {b},{a} et {a,b}.

Dans un ordre faible strict, les classes d’équivalence d’incomparabilité donnent une
partition d’ensemble, dans laquelle les ensembles héritent d’un ordre total de leurs
éléments, donnant lieu & une partition ordonnée. Dans 'autre sens, toute partition
ordonnée donne lieu & un ordre faible strict dans lequel deux éléments sont incompa-
rables lorsqu’ils appartiennent au méme ensemble dans la partition, et héritent sinon
de 'ordre des ensembles qui les contiennent.

On peut encore noter qu’on peut énumérer tous les ordres faibles sur un ensemble
fini. On sait également que les semi-ordres généralisent les ordres faibles stricts, mais
n’assument pas la transitivité de I'incomparabilité.

6 Graphes associés a un ensemble partiellement or-
donné

Définition 6.1. Soit P un ensemble partiellement ordonné, muni de la relation
<, réflexive, antisymétrique, transitive. On dit que deux éléments = et y de P sont
comparables si x < y ouy < x (on peut aussi remplacer < par la relation d’ordre large
<). Dans le cas contraire, c’est-a-dire lorsque deux éléments de P sont incomparables,
on a entre eux, comme précédemment, la relation || dite «relation d’incomparabilité,
réflexive, symétrique et transitive.

Quand P est un ensemble partiellement ordonné (poset), on peut ainsi associer a P
deux graphes. L'un est appelé graphe de comparabilité de P et 'autre graphe d’in-
comparabilité de P. Ces deux graphes ont les éléments de P comme ensemble de
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sommets. Dans le graphe de comparabilité, les éléments distincts x et y de P sont
adjacents lorsqu’ils sont comparables dans P. De méme, z et y sont adjacents dans
le graphe d’incomparabilité lorsqu’ils sont incomparables dans P. Nous allons nous
intéresser plus précisément a ce dernier cas. Avant cela, introduisons les définitions
suivantes :

Définition 6.2 (coloration d'un graphe). La coloration des sommets (resp. des
arétes) d'un graphe G = (X, U) correspond a l'affectation d’une couleur a chacun de
ses sommets (resp.arétes) de telle sorte que deux sommets (resp.arétes) adjacents ne
soient pas porteurs de la méme couleur.

Définition 6.3 (nombre chromatique d’un graphe). Un graphe est dit p-chromatique
si ses sommets admettent une coloration en p couleurs. On appelle nombre chroma-
tique y(G) (resp. indice chromatique g(G)) le nombre minimum de couleurs distinctes
nécessaires pour effectuer une coloration des sommets (resp.des arétes) du graphe G.

Définition 6.4 (clique dans un graphe). Soit G = (X,U) un graphe. Un sous-
ensemble de sommets C' C X de G tel que deux sommets quelconques de C' soient
reliés par une aréte est nommé une clique.

Définition 6.5 (graphe parfait). Soient (@) le nombre chromatique d’un graphe
G et w(G) le nombre maximum de sommets d’'une clique. On dira qu'un graphe G
est v-parfait si on a I'égalité :

Y(Ga) = w(Ga)

pour tout sous-ensemble A de sommets de G.

Définition 6.6 (graphe de cordes ou string graph). Un graphe est dit «de cordes»
(string graph en anglais) s’il est isomorphe au graphe de croisement d’un ensemble
de cordes d'un cercle.

En 1950, Dilworth (voir [Dilworth 50]) a pu prouver que les graphes d’incompara-
bilité étaient des graphes parfaits, donc que le nombre chromatique d’un graphe
d’incomparabilité est égal & son nombre de cliques (un résultat analogue pour les
graphes de comparabilité avait précédemment été prouvé par Erdos et Szekeres
(voir |Erdés 35])). En 1967, Gallai (voir [Galvin 94]) a donné une caractérisation
des graphes d’incomparabilité en termes de sous-graphes induits interdits minimaux.
On sait aussi que les graphes d’incomparabilité peuvent étre reconnus dans un
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temps polynomial (voir [Golumbic 80]). En 1983, Golumbic, Rotem et Urrutia (voir
|Golumbic 83| et Lov’asz (voir [Lov’asz 83|) ont prouvé que tout graphe d’incom-

parabilité était également un graphe de cordes (string graph) (sur tout cela, voir
[Fox 12]).

On trouvera dans la Fig. 5 un exemple de poset (A), son graphe de comparabilité
(B) et son graphe d’incomparabilité (C).

[ I
A B
a
e
c .d ¢ vl
@ b b d a

FIGURE 5 — Poset, graphe de comparabilité, graphe d’incomparabilité

7 Chaines et antichaines

Définition 7.1 (chaine-antichaine). Soit S un ensemble partiellement ordonné (po-
set). Rappelons qu'une chaine est un sous-ensemble totalement ordonné de S'; une
antichaine est un sous-ensemble de S dans lequel deux éléments distincts sont in-
comparables.

Définition 7.2 (chaine-antichaine maximale). Une chaine (resp. une antichaine)
maximale est une chaine (resp. une antichaine) qui n’est pas un sous-ensemble propre
d’une autre chaine (resp. antichaine). Alternativement, une chaine C' est maximale
dans un poset (S, <) si aucun élément de S — C' n’est comparable a un élément de
C'; une antichaine A est maximale si aucun élément de S — A n’est incomparable a
un élément de A.

Une autre définition de la longueur d’une chaine consiste a dire qu’elle est simple-
ment de la plus grande taille possible dans un poset.
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Définition 7.3. Une chaine (resp. une antichaine) maximale est celle qui est de la
plus grande taille possible. La taille de la chaine la plus longue est connue sous le
nom de hauteur d’un poset. La taille de la plus grande antichaine est connue sous le
nom de largeur d’un poset.

Théoréme 7.1. Une chaine mazimale dans un poset fini non vide S doit contenir
un élément maximal (et aussi un élément minimal) de S.

Théoréme 7.2. L’ensemble des éléments mazimauz d’un poset fini S est une anti-
chaine maximale ; de méme, ’ensemble des éléments minimaux d’un poset fini S est
une antichaine mazximale.

Théoréme 7.3 (voir |[Dilworth 50],|Galvin 94|). Si A est une plus grande antichaine
dans un poset fini (S, <), alors il y a une partition de S en chaines C; U Cy U ...C,,
telle que n = |A|. De plus, chaque C; contient exactement un élément de A, et il n’y
a pas de partition de S en moins de n chaines.

L’article original de Dilworth (voir aussi [Fulkerson 56|) couvre en fait le cas infini,
du moins un cas infini trés spécifique : un poset de largeur finie k£, méme s’il n’est
pas lui-méme fini, peut étre partitionné en k chaines (éventuellement infinies).

Erdds a posé la question de savoir si le théoréme de Dilworth est vrai pour des
posets de largeur infinie : c’est-a-dire que si (S, <) n’a pas de largeur finie, y a-t-il
nécessairement une antichaine dont les éléments peuvent étre mis en correspondance
biunivoque avec les chaines dans une partition en chaines de S ? Etonnamment, la
réponse est «non».

Le théoréme de Dilworth se généralise en dimension infinie (voir [Perles 63]).
Théoréme 7.4 (Dual du théoréme de Dilworth - voir [Mirsky 79]). Si C est une plus
grande chaine dans un poset fini (S, <), alors il y a une partition de S en antichaines
Ay U AU LA, tel que n = |C|. De plus, chaque A; contient exactement un élément
de C, et il n’y a pas de partition de S en moins de n antichaines.

Théoréme 7.5 (Fraissé - voir [Fraissé 00]). L’ensemble des antichaines est un poset.

Soit X un poset ; nous définissons le poset des antichaines noté A(X) comme étant
constitué de toutes les antichaines de X, ordonnées par inclusion inverse. A(X) pos-
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séde un plus grand élément, & savoir l’antichaine vide denotée 6, et (avec I'axiome de
choix) des éléments minimaux, & savoir les antichaines maximales de X par rapport
a 'inclusion.

A(X) est bien fondé si X est absolument libre.

Etant donné un poset X finiment libre, on appelle «épaisseur» de X, notée Thick(X)
la hauteur de I’ensemble vide dans A(X).

Il est clair que I'épaisseur est de 0 si et seulement si X est ’ensemble vide ; I'épaisseur
est de 1 si et seulement si X est une chaine non vide.

Etant donné un poset X d’épaisseur a et un élément u € | X|, alors la restriction de
X aux éléments > u a une épaisseur < «; idem pour la restriction aux éléments < u.
L’égalité se produit souvent : pour le voir, il suffit de partager une chaine non vide
C' (épaisseur 1) entre I'intervalle initial < u et l'intervalle final > u (mod C).

Etant donné un poset X et un élément u € |X]|, le singleton {u} constitue une
antichaine de X ; de plus la hauteur Ht(u) dans X est inférieure a Ht(X); plus
précisément Ht(X) = Sup(Ht(u) + 1) pour tous les éléments u € | X]|.

Soit X, le poset de X restreint aux éléments u tels que u (mod X). Alors Thick
(X.) < Ht({u}) dans A(X), d’ou Thick (X,) < Ht(f) dans A(X) donc Thick (X,)
< Thick (X).

Théoréme 7.6. Le graphe d’incomparabilité d’une n-chaine (chaine contenant n
éléments) est le graphe vide (null graph) N, (ou graphe sans arétes).

Démonstration. Nous savons que les éléments d’une chaine sont comparables, autre-
ment dit, dans le graphe d’incomparabilité, aucune aréte de la chaine n’est adjacente
a une autre. En conséquence,le graphe d’incomparabilité d'une chaine est le graphe
nul & n sommets noté NN, si la chaine posséde n éléments. O

Il est clair qu’une n-chaine a pour graphe d’incomparabilité le graphe vide N,,, pour

n > 2, lequel peut étre con¢cu comme une n-antichaine. En revanche, le graphe vide
N,, n’est pas nécessairement le graphe d’incomparabilité d’une n-chaine.
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8 Cas des treillis

Comme on I'a vu (Déf. 4.10), un treillis est un ensemble partiellement ordonné (po-
set) dans lequel tout élément posséde une méme borne supérieure (plus petit des
majorants) et une méme borne inférieure (plus grand des minorants). La Fig. 6 en
donne un exemple caractéristique.

a

FIGURE 6 — Un exemple de treillis

La matrice d’adjacence M(T') du diagramme de Hasse correspondant au treillis de la
Fig. 6 est donnée dans la Table 1.

a b ¢ d e f

a0 1 1 0 0 O

b1 0 0 1 0 O

M(T)= ¢|1 0 0 1 1 0
dj/0 1 1 0 0 1

el0 0 1 0 0 1

f10 0 01 1 0

TABLE 1 — Matrice d’adjacence de T’

La matrice M.(T'), complémentaire de la précédente apparait dans la Table 2.

La Fig. 7 montre le graphe complémentaire (A) et le graphe d’incomparabilité (B)
du treillis 7. Comme on peut le voir, le graphe d’incomparabilité de T" comprend 6
sommets et seulement 3 arétes.

La table 3 donne la matrice M’(7T") du graphe d’incomparabilité de T :
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a b ¢ d e f
a0 0 0 1 1 1
b0 0O 1 0 1 1
M(T)= ¢|{0 1 0 0 0 1
di1 0 0 0 1 0
e/l 1 0 1 0 O
fltr 1.1 0 0 O
TABLE 2 — Matrice d’adjacence du complémentaire de T
e b
d e b
C
A B °
d a

FIGURE 7 — Graphe complémentaire (A) et graphe d’incomparabilité (B) du dia-
gramme de Hasse du treillis T’

Deux treillis non isomorphes peuvent avoir le méme graphe d’incomparabilité (voir
Fig. 8).

Comme le remarquent Wasadikar et Survase (voir [Wasadikar 12|, il existe de nom-
breux articles qui relient la théorie des treillis et la théorie des graphes. Filipov (voir
[Filipov 80]) aura sans doute été I'un des premiers a étudier les graphes de compa-
rabilité d’ensembles partiellement ordonnés en définissant la contiguité entre deux
éléments d’un poset par la relation de comparabilité : a et b sont adjacents si a < b
ou b < a. Dans le méme ordre d’idées, Duffus et Rival (voir [Duffus 77]) définissent le
graphe de recouvrement d’un poset par la relation de recouvrement : a et b sont ad-
jacents si a < b ou b < a. Les articles de Gadenova (voir [Gedenova 80]), Bollobas et
Rival (voir [Bollobas 79|) parlent des propriétés des graphes de recouvrement dérivés
de treillis. Dans [Nimborkar 10|, Nimbhorkar, Wasadikar et Pawar ont introduit des
graphes sur un treillis L avec 0, en définissant la contiguité de deux éléments x,y € L
par la relation : x A y = 0. Plus récemment, Bostjan Bresar et.al. (voir [Bresar 08])
ont eux-mémes introduit des graphes de recouvrement qui sont des graphes d’incom-
parabilité de posets. Ils ont en particulier défini un graphe dans lequel 'ensemble
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b ¢ d e
b0 1 0 1
M(T)= ¢|1 0 0 O
dlo 0 0 1
ell 0 1 O
1 1
d
d a b
a C d C ¢
a b
0 0
A B C

FIGURE 8 — Treillis A et B non isomorphes ayant le méme graphe d’incomparabilité

C

des arétes est I'union de ’ensemble des arétes du graphe de recouvrement et du
graphe d’incomparabilité correspondants. Bref, beaucoup de travaux portent sur ces
questions depuis les années 1980.

Dans leur article, Wasadikar et Survase tracent tous les graphes avec un nombre
d’arétes n < 4 qui sont des graphes d’incomparabilité associés a des treillis et donnent
quelques propriétés simples de ces graphes sans les relier a des treillis particuliers.
Nous allons au contraire montrer que certains types de treillis permettent de définir
des propriétés supplémentaires, notamment les treillis booléens, qui permettent de
calculer le nombre d’arétes du graphe d’incomparabilité qui leur est associé.

9 Cas des treillis booléens

Comme on le sait, les structures booléennes (en liaison avec la théorie des ordres)
revétent une importance toute particuliére (voir [Ponasse 79]; [Rhodes 15]).

Il est clair que ’ensemble booléen simple U = {0, 1}, muni de la relation d’ordre strict
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< est le treillis booléen T}. Son graphe associé peut étre représenté par un segment
vertical joignant les sommets 0 et 1. Sa matrice d’adjacence est la complémentaire
de la matrice unitaire et son graphe d’incomparabilité (non connexe) se réduit a
deux points, le point 0 et le point 1. Les treillis booléens produits donnent lieu & des
constructions un peu plus complexes.

9.1 Treillis booléen produit & 4 éléments
Considérons maintenant le graphe T suivant, qui est, pour a,a > 0, et a,a < 1,

isomorphe au treillis booléen construit sur I'ensemble U? = {0,1}?. Son diagramme
de Hasse est représenté sur la Fig. 9.

FIGURE 9 — Diagramme de Hasse du treillis 75

En oubliant la relation d’ordre et en considérant son diagramme de Hasse associé
comme un simple graphe, la matrice d’adjacence de T, peut étre facilement dressée.
Nous la représentons a la suite dans la table 4.

0 a a 1

0/0 1 1 0

M(Ty) = a1 0 0 1
all 0 0 1

1710 1 1 0

TABLE 4 — Matrice d’adjacence de T,

On obtient la matrice complémentaire en remplacant, selon la procédure habituelle,
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les 0 par des 1 et les 1 par des 0 sauf sur la diagonale. On obtient alors la matrice

de la Table 5.

0 a a 1

00 0 0 1

M (T3) = a0 0 1 0
al0 1 0 O

111 0 0 O

TABLE 5 — Matrice d’adjacence du complémentaire de 75

Cette matrice est celle d’'un graphe non connexe. On peut la représenter facilement
en appliquant le théoréme 1.2. Le graphe correspondant a M. (T') est indiqué dans la

Fig. 10.
1 a
0 a

F1GURE 10 — Graphe du complémentaire de T3

Le graphe d’incomparabilité de 75 s’obtient & partir de la matrice précédente et de
son graphe associé, en éliminant les sommets qui sont dans une relation d’ordre (en
I'occurrence les sommets 0 et 1). Le graphe d’incomparabilité du treillis booléen se
réduit alors a la composante connexe (a,a). Comme il n’existe qu'un seul graphe a 2
sommets (noté usuellement K5), on peut voir immédiatement que Ky = G(T3) est né-
cessairement — entre autres — le graphe d’incomparabilité d’un treillis booléen.

9.2 Treillis booléen a 23 = 8 éléments

Considérons le diagramme de Hasse du treillis booléen Ty isomorphe & B3 = {0,1}3,
ou | X| =8 et |U| = 12. Ce treillis trés connu est représenté par le graphe de la Fig.
11 dans laquelle, pour tout sommet x, T signifie le complémentaire de x.

La matrice d’incidence sommets-sommets de T3 est représentée sur la table 6 :

25



FIGURE 11 — Diagramme de Hasse de T3

00 a ¢ b b ¢ a 1

0,0 1. 1.0 1 0 0 0

all 00 1 0 1 0 O

c|/1 0 0 1 0 0 1 O

M(T3) = b|0 1 1 0 0 0 0 1
b1 0 0 0 0 1 1 O

c|/0 1 0 0 1 0 0 1

al0 0 1 0 1 0 0 1

110 0 01 01 1 0

TABLE 6 — Matrice d’adjacence de T3

Le graphe complémentaire a les propriétés suivantes : le nombre | X| des sommets de
D[X,U] est évidemment | X| = 8. Le nombre |U| de ses arcs est :

— (8
\U]:(Q)—12:28—12:16.

En remplagant les 1 par des 0 et les 0 par des 1 sauf sur la diagonale, nous obtenons

facilement la matrice M.(T3) de D[X, U] représentée sur la table 7.

D’ou le graphe associé, qui peut prendre plusieurs configurations (voir Fig. 12).

Graphe d’incomparabilité On passe au graphe d’incomparabilité comme précé-
demment, en enlevant les sommets qui sont dans une relation d’ordre (en 'occurrence,
0 et 1), ainsi que les arétes afférentes. Le graphe étant régulier de degré 4, il y aurait
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0 a ¢c b b ¢ a l

0/0 001 01 1 1

al0 0 1 0 1 0 1 1
cl001 001101
M(T3)= b|1 0 0 0 1 1 1 0
b0 1 1 1 00 0 1

c/1 01 100 10

all 1.0 10 1 00

I{1 11010 0 0

TABLE 7 — Matrice d’adjacence du complémentaire de T3

o |
~
ol
©

b c v
AN

FIGURE 12 — Graphe du complémentaire de T3

en principe 8 arétes a enlever, mais 0 et 1 étant reliés par une relation d’ordre, ils ont
une aréte en commun. I1 faut donc enlever 8 - 1 = 7 arétes. Etant donné que le graphe
complémentaire de T3 possede 8 sommets et 16 arétes, le graphe d’incomparabilité
aura donc 6 sommets et 16 - 7 = 9 arétes (voir Fig. 13).

Au plan matriciel, cela revient a enlever la premiére et la derniére ligne, ainsi que
la premiére et la derniére colonne de M.(T3) et a remplacer cette matrice par une
matrice M'(T3) a 6 lignes et 6 colonnes (voir Table 8).

9.3 Cas du treillis booléen a 2* = 16 éléments

Le treillis booléen T, isomorphe & {0, 1}* est représenté sur la Fig. 14.

La matrice d’adjacence du graphe associé est celle de la Table 9.
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[

FIGURE 13 — Graphe d’incomparabilité de Tj

QO SO 2

_— O = O = OlQ
O = = OO O
= =0 O O
O OO H S
_ 0 O = = OO0l
O R O R O Rl

TABLE 8 — Matrice d’adjacence du graphe d’incomparabilité de Tj

La matrice du complémentaire du graphe de T} est représentée dans la Table 10.

Pour trouver le graphe d’incomparabilité de T}, nous allons, cette fois-ci, procéder
différemment : dans la matrice précédente — que nous réduisons a la demi-matrice
de la Table 11 (puisqu’elle est symétrique par rapport a la deuxiéme diagonale),
nous barrons les 1 qui correspondent a des paires de sommets pris dans une relation
d’ordre. Nous comptons alors les 1 barrés et les soustrayons au nombre total d’arétes
du graphe complémentaire pour trouver le nombre d’arétes du graphe d’incompara-
bilité. En 'occurrence,nous obtenons : 88 - 33 = 55.
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FIGURE 14 — Diagramme de Hasse de T}

Nous pouvons alors tracer le graphe d’incomparabilité de Ty qui comprend 14 som-
mets et b5 arétes (voir Fig. 15).

FIGURE 15 — Graphe d’incomparabilité de T}

9.4 Généralisation a tous les treillis booléens ou hypercubes

On généralise aisément la procédure a tous les treillis booléens. A partir de T}, avec
|Ty| = 2* éléments, les graphes associés aux T, sont ce qu’on appelle des hypercubes.
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0 a b cde f gg fedebal
0/0 1 11 10000O0O0O0GO0TO0TG 0O
all 00001 1 1 000O0O0UO0TO00
b1 00001 001 100UO0O0UO0TO0
¢cl1 00000101 01000UO00
d{1 00 00O0O0OT1O0T1T1O0UO0TUO0TO00
el001 100 00O0O0O0UO0OTL1T1TU0TO00
fl01. 0100 0 00O0OO0OT1O0T1O00
g|/001 001 00O0O0O0OUO0OO0OT1T1TU00
Gg|oo11000000O0T1UO0U0T10
flO0O 1 01 0O0O0O0UO0OO0OO0TI1O0T1UO0
/0001 1000O0O0UO0GO0UO0T1T1°FP0
d|{o0 o o001 1 0100O0O0TO0TO01
c¢lo 00001 010 100UO0GO0TU01
b0 0O 0OOOOT1 1 0O0T1O0UO0TUO0TU0 1
alo o o000 O0O0OT1T1T1O0UO0TU0TU01
110 00 0O0OOOO0OOUOUODTI11 110

TABLE 9 — Matrice d’adjacence de T}

Théoréme 9.1. Le nombre |U| d’arétes d’un hypercube a 2" sommets est donné par

la formule :
U| =nx 2"t

Théoréme 9.2. Le nombre |U'| d’arétes du graphe_d’incomparabilité d’un treillis
booléen a n sommets s’obtient en otant au cardinal U du nombre des arétes de son
graphe complémentaire la somme totale des n-faces (n > 2.) du n-cube correspon-
dant.

Démonstration. Soit T, un treillis booléen a 2" éléments, et |U] le nombre d’arétes

de son graphe complémentaire. Pour trouver le nombre |U’| d’arétes du graphe d’in-

comparabilité de T),, il faut enlever au graphe G(X,U) complémentaire de T), les

paires ordonnées de sommets non-adjacents dans T),. Celles-ci correspondent aux n-

faces successives du n-cube associé a T,,. Soit k la dimension des faces. Etant donné
n

un n fixé, pour chaque valeur de k, le nombre de ces faces est N, = 2”*k(k) (voir
[Coxeter 73], 122; [Sommerville 29|, 29). On a alors :

|U/| = m - ZNn,k
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0O a b cde f gg fedebal
0[o0o 000 1 1 1 1 1 111111
al0O O 1 1 10001 1 1 11111
b/0O01 01 101100111111
clO01 101 10101011111
d{o 11101 10100711111
e/1 001 1 01 111100111
flt 01011011 11010 11
g1 01101 101 1110011
g/t 10011 1 101101101
flt 10101 1110110101
e/1 11001 1111011001
d|{1 111100101 101110
¢/1 111 101010110110
b1 111 110011011010
all1 1 11111 1000711100
1f1r 111111111 1000TU0°0

TABLE 10 — Matrice d’adjacence du complémentaire de T}

Quelques formules particuliéres de calcul du nombre de faces d’un n-cube :
— 2-faces : n(n — 1)2"73;

— 3-faces : n(n — 1)2522"4;

— 4-faces : n(n —1)(n — 2)2522"7;

Dans le cas général, il suffit de calculer IV, j.

Exemples :

Pour le treillis T3 (3-cube), on a, par les formules ci-dessus, 6 2-faces et 1 3-face, ce qui
donne 6+ 1 = 7. Comme |U| = 16, on vérifie qu’on obtient |U’| =16 — 7 = 9.

Pour le treillis T} (4-cube), on a, par les mémes formules, 24 2-faces, 8 3-faces et
1 4-faces, ce qui donne 24 + 8 + 1 = 33. Sachant qu’ici [U| = 88, on obtient
|U'| =88 — 33 = 55.

Pour le treillis Ty (5-cube), on obtiendrait : 80 2-faces, 40 3-faces, 10 4-faces et 1
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00 a b ¢c d e f g g f e d ¢ b a 1
ojooooo0 yy Yy yypyyyyxy»yy
a 0111000111 Y ¥ 1YY}
b 011011001 ¥ ¢ 1 ¥ [/
c o110 10 1 0 Y 1 Yy yYJx
d o1 101 0 o0 1 Y Y y Y
e o111 1 10 0 1 1 Y}
f 0O 111 1 0 1 0 1 [
g o 1. 1.1 1 0 0 1 /)
g o1 1 0 1 1 0 Y/
f 01 1 0 1 0 [}
3 0O 1 1 0 0 [/
d 01 1 1 0
¢ 0 1 1 0
b 0 1 0
a 0 0
1 0
TABLE 11 — Demi-matrice du graphe d’incomparabilité de T}

5-face, ce qui donne : 80+40+10+1 = 131. Sachant qu'ici |[U] = 416, on obtient
U] = 416 — 131 = 285.

Enfin, pour le treillis Tj (6-cube), on obtiendrait : 240 2-faces, 160 3-faces, 60 4-faces
et 12 5-faces et 1 6-faces, ce qui donne : 240+160+60+12+1 = 473. Sachant qu’ici
|U| = 1824, on obtient |U’| = 1824 — 473 = 1351.

Voici (voir Table 12) un récapitulatif des caractéristiques des T,,, des graphes complé-
mentaires et des graphes d’incomparabilité correspondants (figurent successivement
dans la matrice, les treillis 7),, les ensembles booléens produits correspondants B",
le nombre de sommets | X| des graphes associés, le nombre d’arétes |U], le nombre
d’arétes U des graphes complémentaires, enfin, le nombre de sommets |X’| et le
nombre d’arétes U’ des graphes d’incomparabilité correspondants.

Notons pour finir que, dans tout poset (et cela vaut, bien stir, pour les treillis), la
connaissance du nombre N d’arétes du graphe d’incomparabilité du poset permet
évidemment de calculer le nombre d’arétes du graphe de comparabilité. Si nous ap-
pelons V' le nombre d’arétes correspondant aux relations d’ordre non explicites dans
le poset P), il est clair que le nombre total de paires ordonnées dans P, autrement
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T, B |X| U] Ul X1 U
T, {0,1}* 4 4 2 2 1
T, {0,1* 8 12 16 6 9
T, {0,1}* 16 32 8 14 55
Ty, {0,1}° 32 80 416 30 285
T, {0,1}° 64 192 1824 62 1351

TABLE 12 — Caractéristiques de quelques treillis, graphes complémentaires et graphes
d’incomparabilité

dit, le cardinal de I’ensemble E' des arétes du graphe de comparabilité de P est :
B[ = U]+ [V].

Et 'on a évidemment :

U]+ V] = (Z) ~N.

10 Incomparabilité dans les treillis modulaires, dis-
tributifs, complémentés et pseudocomplémentés

Indépendamment des treillis de Boole, il existe, comme on le sait, différentes classes
de treillis, avec chaque fois des propriétés particulieres (modularité, distributivité,
complémentation ou pseudocomplémentation...). Nous en donnerons quelques échan-
tillons ici en montrant chaque fois, sur des exemples, a quoi ressemblent les structures
complémentaires auxquelles ils donnent lieu.

10.1 Treillis modulaires

Définition 10.1 (Treillis modulaire). Un treillis 7" est dit «modulaire» si :

Ve,y,z€ T, (x <y)=(xV(yAz)=(xVy) Az).

Des exemples de treillis modulaires sont donnés dans la Fig. 16. On vérifie la propriété
de modularité pour tous les couples d’éléments de ces treillis.
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FIGURE 16 — Exemples de treillis modulaires

Les graphes d’incomparabilité des treillis A, B et C' sont donnés dans la Fig.17.

Notons qu’une chaine étant un treillis modulaire, le complémentaire d’un treillis
modulaire (lorsqu’il s’agit d’une chaine) est le graphe vide.

10.2 Treillis distributifs mais non complémentés
Définition 10.2 (treillis distributif). Un treillis 7" est dit «distributif» si :

Ve,y,z€ Tyx AN(yVz) = (xAy)V(zAz).

La Fig. 18 présente un treillis distributif mais non complémenté, le graphe G(A) du
complémentaire de A et le graphe d’incomparabilité G'(A).

Les matrices d’adjacences du treillis (A) et de son graphe complémentaire (B) sont
données dans les Tables 13 et 14.

10.3 Treillis complémentés mais non distributifs

Un treillis 7" est dit «complémenté» s’il posséde un élément nul 0 et un élément
universel 1 et si tout élément x de T" posséde au moins un complément noté z. Dans
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G(A) G(B) G(C)

FIGURE 17 — Graphes d’incomparabilité de quelques treillis modulaires

00 a b ¢ d 1

0/0 1 0 0 0 O

all 0 1 1 0 O

M(A) = /0 1 0 0 1 0
c|0 1 0 0 1 0

dj/0 0 1 1 0 1

110 0 0 0 1 0

TABLE 13 — Matrice d’adjacence du treillis A

les treillis distributifs, quand le complément d’un élément existe, il est unique. Les
treillis booléens sont ainsi des treillis distributifs et complémentés. Mais ce n’est pas
le cas des autres treillis.

Considérons, par exemple, le treillis 1" de la Fig. 19, qui n’est pas modulaire, et donc
pas distributif (car tous les treillis distributifs sont modulaires). Sa particularité est
que I’élément b posséde deux compléments (a et c¢).

Le calcul montre que nous avons trés exactement :

Les matrices d’adjacence de T' et de son graphe complémentaire sont données dans
les Tables 15 et 16.

Les graphes complémentaires et d’incomparabilité de T sont donnés dans la Fig.
20.
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o

A G(A) G'(A)

FIGURE 18 — Treillis distributif (A), graphe complémentaire G(A) et graphe d’in-
comparabilitée G’(A)

0O a b ¢ d 1

00 0 ¥ ¥ ¥ X

a 00 o0 ¢t [
M(G(A)) = b 01 0 [/
c 0 0 71

d 0 0

1 0

TABLE 14 — Demi-matrice d’adjacence du graphe complémentaire du treillis A

On remarque que, dans les treillis complémenté, le graphe d’incomparabilité réunit
précisément les compléments qui ne sont pas pris dans la relation d’ordre du treillis.

10.4 Treillis pseudo-complémentés
Définition 10.3 (inf-pseudocomplément). Soit 7" un treillis avec un plus petit élé-
ment noté 0. L’élément ¢ de T" posséde ce qu’on appelle un «inf-pseudocomplémenty,

noté g(t), si g(t) est le plus grand élement de 'ensemble des = € T tels que z At = 0.

Définition 10.4. On dira que T est inférieurement pseudocomplémenté si tout élé-
ment de 71" a un inf-pseudocomplément.
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FIGURE 19 — Treillis complémenté

0 a b ¢ 1

0/0 1 1 0 O

all 0 0 1 O

M(T) = b1 0 0 0 1
c|l0 1 0 0 1

110 0 1 1 0

TABLE 15 — Matrice d’adjacence du treillis A

Définition 10.5. Dualement un treillis 7', avec un plus grand élément noté 1, est
dit supérieurement pseudocomplémenté si pour tout t € T', 'ensemble des x € T tels
que x V't =1 a un plus petit élément appelé le sup-pseudocomplément de ¢.

Définition 10.6. Enfin on appellera treillis pseudocomplémenté un treillis B la fois
inférieurement et supérieurement pseudocomplémenté ©.

Deux classes de treillis inférieurement pseudocomplémentés ont été particuliérement
étudiées par les mathématiciens.

1. D’abord, depuis Glivenko (voir |Glivenko 29]), les treillis brouweriens (dits aussi
implicatifs, ou de Heyting, ou pseudobooléens). Ce sont les treillis «relativement
inférieurement pseudocomplémentésy. Ils sont distributifs et, lorsqu’ils sont complets,
infiniment inf-distributifs (voir [Birkhoff 40]).

6. On notera que, dans la littérature sur les treillis, «treillis pseudocomplémenté» signifie souvent
«treillis inférieurement pseudocomplémentéy.
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o O

O O

SO = O

S = O =IO
O O O = =

0 o O

TABLE 16 — Demi-matrice d’adjacence du graphe complémentaire du treillis A

D
o
(9]

FIGURE 20 — Graphes complémentaire et d’incomparabilité de T'

2. Ensuite, aprés Stone (voir [Stone 37]), les treillis «distributifs inférieurement pseu-
docomplémentés» vérifiant la condition :

gz Ny) =gz Vgy.

On les appelle souvent «treillis de Stoney. On trouvera dans Grétzer (voir |Grétzer 78])
et surtout dans Varlet (voir [Varlet 63]) I'exposé des résultats connus sur les treillis
inférieurement pseudocomplémentés et notamment sur les deux classes évoquées ci-
dessus (voir [Chamni 92]).

Dans ce qui suit, nous nous bornerons a donner deux exemples de ces treillis avec
leurs graphes complémentaires et leurs graphes d’incomparabilité associés. La Fig.
21 donnent les diagrammes de Hasse d’un treillis inf-pseudocomplémenté (A) et d’un
treillis pseudocomplémenté (B).

Les Tables 17 et 18 donnent les matrices d’adjacence de (A) et de son graphe complé-
mentaire. Comme d’habitude, les 1 barrés permettent d’oter les couples d’éléments
pris dans une relation d’ordre, ce qui permet, a la suite (voir Fig. 22) de tracer les
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FIGURE 21 — Treillis inf-pseudocomplémenté (A) et treillis pseudocomplémenté (B)

graphes complémentaires et d’incomparabilité de (A).

0 a b ¢ d e 1

0|0 110 0 0 O

all 0 0 1 1 0 O

b1 0 0 0 1 1 0

M(4) = c|l0 1 0 0 0 0 1
dj/o0 1 1 0 0 0 1

el0 0 1 0 0 0 1

110 0 01 1 1 O

TABLE 17 — Matrice d’adjacence du treillis A

Les tables 19 et 20 donnent les matrices d’adjacence du treillis (B) pseudocomplé-
menté et de son graphe complémentaire.

Les graphes complémentaire et d’incompatibilité de (B) sont donnés dans la Fig.
23.

Au terme de I’étude de ces exemples, nous voyons que les treillis non booléens n’étant
pas des hypercubes, il n’est plus possible d’appliquer la formule de calcul du nombre
des n-faces. Les graphes d’incomparabilité de ces treillis n’en contiennent pas moins
des cellules que I’on peut dénombrer. Au final, on peut donc parfaitement calculer le
nombre d’arétes de ces graphes et ainsi préciser leur structure.
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= 0o QO e O
oo
O Ol
O = Ol
O = O =0
O = O O =Q
S = = O = =Moo
SO OO R

TABLE 18 — Demi-matrice d’adjacence du graphe complémentaire du treillis A

Ql.

FIGURE 22 — Graphes complémentaire et d’incomparabilité de (A)
11 Cas des hypergraphes et des matroides

On sait que la matrice d’incidence d'un hypergraphe H (X, &) (voir [Berge 70], 373)
est une matrice ((al)) avec m vecturs-colonnes représentant les arétes, n vecteurs-
lignes représentant les sommets, et des coefficients :

i
ai. _ = 1, si X S EZ,
I = 0, si X ¢ E,L

L’hypergraphe associé a un matroide peut étre déifni de la méme fagon. Soit, par
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00 a b ¢ d e f 1

0(0 1.1 0 0 0 0 O

all 0 0 1 1 0 0 O

b1 0 0 0 1 1 0 O

M(A)= ¢|0 1 0 0 0 0 0 1
d{/0 1 1 0 0 0 1 0

el0 O 1 0 0 0 1 0

f10 0 0 01 1 0 1

110 0 01 0 0 1 O

TABLE 19 — Matrice d’adjacence du treillis A

0 a
0 0
0

o~ o
O~ O ™0

O = O O =

i = o)

O O O o R R
S O o= O R R R

—~ 00 QL O e O

TABLE 20 — Demi-matrice d’adjacence du graphe complémentaire du treillis A

exemple, le matroide M (X, E) suivant, avec :
X = {I1,$2,$3,[E4,J]5},
g = {61,62,63,64,65,66},
et :
er ={x1,x5}, ex={x1, 22}, e3={x3, a4},
€4 = {$1,CU2,9€5}, €5 = {5B2,$3,$4}, € = {$3,$47£U5}~

Ce matroide est représenté sur la Fig. 24.
La matrice sommets-arétes associée a M (X, E) est représentée sur la Table 21.

Nous pourrions, bien stir, remplacer, dans cette matrice,les 1 par des 0 et les 0 par
des 1. Mais la matrice du matroide M’'(X,E) obtenue serait, & une permutation des
colonnes pres, identique & M. On aurait, en l'occurrence :

/ / / / / /
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(0]
(]

FIGURE 23 — Graphes complémentaire et d’incomparabilité de (B)

o
—
D
N
g
w
®
N
sy
ot
Y
o

7, I 1 0 L 0 0

2z, 01 0 1 1 0
M(X,€) = 2z 0 0 1 0 1 1
2, 0 0 1 0 1 1

zs 1 0 0 1 0 1

TABLE 21 — Matrice sommet-aréte du matroide M (X, E)

Autrement dit, I'opération reviendrait tout simplement & changer la dénomination
des arétes. A ce changement prés, le matroide obtenu aurait une structure tout a
fait comparable au matroide de départ. Mutatis mutandis, on aurait ici I’équivalent
d’un graphe autocomplémenté.

Trouver un véritable complémentaire pour le matroide M’(X,E) supposerait au
contraire l'existence d’autres combinaisons de sommets définissant ainsi d’autres
arétes. On peut facilement calculer que le nombre des 2-arétes possibles est (g) =10
et que le nombre des 3-arétes possibles est (g) = 10. Le nombre N des matroides
possibles est alors : N = 10 x 10 = 100. Un matroide du type de celui de I’exemple
étant donné, il y a donc 99 complémentaires !

La notion de «complémentarité», dans ce contexte, n’a donc plus du tout le méme
sens. Ajoutons que la relation d’ordre C étant définie sur les arétes, elle est fixée
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e

5‘,} o

FIGURE 24 — Le matroide M (X, &)

par leur contenu et ne peut étre modifiée. On ne peut donc pas définir de relation
complémentaire d’incomparabilité.

12 Note sur les complexes simpliciaux

Excepté dans les cas on le complexe simplicial est un simple graphe (2-complexe),
dans le cas ot il est un n-cube et dans celui ot il est un complexe d’ordre identifié a
I’ensemble des chaines d’un poset, il n’est pas possible de trouver un complémentaire
unique et la situation est encore plus complexe que pour les hypergraphes ou les
matroides.

13 Conclusion

Les structures complémentaires des structures que nous avons coutume de privilégier
(graphes, ensembles partiellement ordonnés ou posets, chaines, treillis...), quoique
souvent (mais pas toujours) plus complexes que les structures que nous retenons, ne
nous mettent pas pour autant en présence d’un désordre. Elles font plutdt surgir des
ordres ou, disons, des organisations complémentaires qui peuvent avoir leur intérét
propre, y compris sur le plan pratique : par exemple, les antichaines sont d’une trés
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grande utilité en informatique. Elles constituent des structures de données efficaces
en model checking (ou «vérification de modélesy). Mais, au-dela, et a l'inverse, ces
structures alternatives suggeérent que leur dualité avec les structures plus simples ou
plus connues permettent de se ramener a celles-ci par passage a la complémentarité
ou & l'incomparabilité. On simplifie alors la représentation (souvent complexe) des re-
lations décelées. Ajoutons qu’on gagne toujours & expliciter des relations inapercues,
qui suggeérent souvent des possibilités inédites de pensée ou d’action.

14 Appendice

On peut prolonger ces remarques par des considérations plus philosophiques : la voie
d’une connaissance par complémentarité ou négation de I'existant phénoménal a été
explorée depuis la plus lointaine antiquité dans ce courant de pensée qu’on appelle la
«théologie négativey. Selon la remarque de Philon d’Alexandrie (-20-45), le plus cé-
lebre philosophe de I’école judéo-platonicienne, Dieu transcendant toute connaissance
reste en principe a jamais indicible (arrétos) et incompréhensible (akataléptos). On
ne peut donc pas dire ce qu’ll est, on ne peut dire que ce qu’ll n’est pas. On retrou-
vera cette thése plus tard chez Clément d’Alexandrie (~150-~215) et chez Grégoire
de Nysse (~335-~395), I'un des péres «cappadociens», et elle sera surtout défen-
due par le Pseudo-Denys I’Aréopagite, un auteur chrétien du VI® siécle, par ailleurs
héritier du néoplatonisme (Plotin, Porphyre de Tyr, Jamblique et Damascios)(voir
[Vannier 98]). Se dégage ainsi une voie dite «apophatique» (du grec «apophasis,
négation) dont 'origine lointaine est sans doute le Parménide de Platon. Comme
dans le cas d’un fruit dont on atteint le noyau en en retranchant la chair, elle vise
a décrire ce qu’on ne connait pas et qu’on ne peut pas connaitre en alignant des
négations de ce qu’on connait ”.

7. Plusieurs précisions doivent tout de méme étre apportées a cette présentation : d’abord il ne
s’agit pas absolument de chercher a connaitre Celui qui transcende toute chose, il s’agit surtout
de s’unir a Lui; ensuite, l'usage de la négation s’applique non seulement au discours (et a ses
structures prédicatives) mais aux mots eux-mémes, ce qui induit des oxymores ou contradictions
dans les termes qui s’approchent de formules poétiques. Ainsi chez Denys I’ Aréopagite — qui reprend
en cela Grégoire de Nysse —, la fameuse «obscurité trés lumineuse d’un silence plein d’enseignements
profonds : obscurité merveilleuse qui rayonne en splendides éclairs, et qui, ne pouvant étre ni vue ni
saisie, inonde de la beauté de ses feux les esprits saintement aveuglés» (voir [Denys L’ Aréopagite 46|,
276). Cet usage de la contradiction sera ultérieurement systématisé par N. de Cues; enfin, l'idée
d’un dieu qui serait le complémentaire du complémentaire (puisqu’il n’est accessible ni aux sens ni
a lentendement) doit étre modérée. En réalité, pour le pseudo-Denys, il n’est rien de ce qui est,
mais il n’est rien non plus de ce qui n’est pas, et, en ce sens, non seulement au-dessus de toutes
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Cette tradition de pensée qui conduira ultérieurement & la mystique rhénane des
XIIT*-XIV® siecles — notamment Maitre Eckhart (1260-1328) et son disciple Tauler —
puis a la mystique flamande (Hadewijch d’Anvers, Ruysbroek) a au départ, comme
on le voit, un fond de rationalité. La présente étude, cependant, fait apparaitre un
certain nombre de ses limites, briévement évoquées dans un précédent ouvrage (voir
[Parrochia 91']) et que nous nous permettrons, pour finir, d’énumérer.

Admettons, comme le voulait Dipert (voir [Dipert 97|, que la structure du monde
puisse étre celle d'un graphe (asymétrique en l'occurrence). Cette thése, bien que
beaucoup discutée (voir notamment Shackel ([Shackel 11], 11) et [Oderberg 11] per-
met peut-étre d’apprécier plus précisément la démarche de la théologie négative en
lui fixant un cadre bien défini. Pour qu’on puisse définir le complémentaire de quoi
que ce soit, il faut en effet que ce complémentaire existe, c’est-a-dire que la pensée
puisse étre associée a un espace bien complémenté. Or la théorie mathématique des
ordres révéle ici différents problémes :

1. Certains graphes, dit auto-complémentés (self-complemented) ont pour complé-
mentaire la méme structure a la permutation prés des labels indexant les sommets du
graphe. Si la structure du monde était ainsi auto-complémentée, non seulement il n’y
aurait évidemment nul au-dela possible, mais le mouvement de la connaissance serait
pris dans un espace fermé. Le pére du structuralisme, Claude Lévi-Strauss, a jadis
soutenu une telle thése avec beaucoup de clarté : «L.’Univers ayant signifié bien avant
qu’on ne commence a savoir ce qu’il signifiait... il résulte aussi qu’il a signifié, dés le
début, la totalité de ce que 'humanité peut s’attendre & en connaitre. Ce qu’on ap-
pelle le progres de 'esprit humain et, en tout cas, le progres de la connaissance scien-
tifique, n’a pu et ne pourra jamais consister qu’a rectifier des découpages, procéder a
des regroupements, définir des appartenances et découvrir des ressources neuves, au
sein d'une totalité fermée et complémentaire avec elle-méme» (voir [Lévi-Strauss 50],
30) 8. 1l est évident que, dans un tel cas, le négatif de ce qui existe n’étant autre que

nos affirmations, mais au-dessus de toutes nos négations aussi. En tout cas, «on ne doit faire de
lui ni affirmation ni négation absolue» (voir [Denys L’Aréopagite 46] 286). On voit donc que Denys
oscille ici entre la définition de ce qu’on appellerait aujourd’hui un ordre faible et celle de ce que nous
caractérisons désormais comme un pseudo-complément, sans qu’on puisse préciser bien davantage.

8. On n’objectera pas que seule la pensée mythique opére dans cet espace fermé avec des combi-
naisons comparables a celle du «bricolagey, tandis que ’espace scientifique serait tout autre. Certes,
le concept est un opérateur d’ouverture un peu plus puissant que I'image et qui semble engager un
espace apparemment plus ouvert. Mais, en réalité, comme 'explique trés bien Lévi-Strauss, le role
du concept n’étend ni ne renouvelle vraiment la signification, mais «se borne & obtenir le groupe de
ses transformationsy ([Lévi-Strauss 62], 30). Ces considérations éclairent la démarche de Jacques
Derrida, d’un jour nouveau. La «déconstruction», sorte de théologie négative sans Dieu, suppose
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I’existant lui-méme, ce qui échappe a l'existant autocomplémenté ne peut étre que
I’ensemble vide.

2. Les ordres faibles stricts ont pour complémentaires des préordres totaux et vice-
versa. Si la structure du monde était un ordre faible strict (antisymétrique, transitif)
avec transitivité de l'incomparabilité, le complémentaire de ce qui est — différent
de ce qui est, dans un tel cas — serait donc un préordre total (réflexif, transitif).
Inversement, si le monde pouvait se réduire & un préordre total, son complémentaire
serait un ordre faible. D’ot1, dans les deux cas, 'impossibilité d’ordonner certains
éléments.

3. Si la structure du monde devait étre une hiérarchie totalement ordonnée (chaine),
son complémentaire, comme on l’a vu, serait un graphe vide (null graph) ou une
antichaine, et donc un ensemble d’éléments absolument discontinus®. Puisqu’il est
question de discontinuité, on notera que la théorie des graphes donne une définition
¢laborée précise de la notion de «trou». Un trou est un cycle impair sans corde
avec au moins 5 sommets, tandis qu'un anti-trou est le graphe complémentaire d’un
trou. Ainsi, le pentagramme pythagoricien est un trou. En revanche, les graphes
d’incomparabilité sont sans trous ni anti-trous. En effet, les graphes d’incomparabilité
sont des graphes parfaits, et un graphe G est précisément parfait si et seulement s’il
ne contient aucun trou et aucun anti-trou comme sous-graphe induit 1°.

4. Si le graphe du monde ne devait étre qu’un ensemble partiellement ordonné (poset),
alors nous devons constater que le complémentaire d’un ordre — méme partiel —
n’existe pas toujours. Ainsi certains treillis — par exemple, les treillis distributifs —
ne sont pas complémentés.

5. Lorsqu’un treillis est complémenté, le complément d’un élément n’est pas forcément
unique. Dans le treillis de la Fig. 19, par exemple, un élément a non pas un, mais
deux compléments. Le complément de ce qui est pourrait donc ne pas étre unique :
ce n’est donc pas une entité qui apparaitrait ainsi en creux, mais plusieurs : un réel

que, par des démontages et des déliaisons opérées au sein du langage philosophique, il serait possible
de faire advenir un autre espace que celui de la métaphysique. Mais cet espoir est voué a 1’échec si
I’espace de la métaphysique, qui s’identifie en réalité avec celui de la signification ou du sens, est —
comme le pense Lévi-Strauss — autocomplémenté.

9. Le discontinu est courant dans ’existence humaine. Nous avions proposé, autrefois, de mo-
déliser celle-ci en utilisant des graphes d’intervalles (|Parrochia 912], 182-183), qui sont, en fait les
complémentaires des graphes de comparabilité.

10. Cette conjecture, énoncée par Berge en 1960, n’est devenue un théoréme que 42 ans plus tard,
en mai 2002, grace & Maria Chudnovsky et Paul Seymour. La démonstration de ce théoréme fait
aujourd’hui 148 pages.
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probléme pour le monothéisme...

6. Certains ordres partiels, comme les treillis pseudocomplémentés ou relativement
pseudocomplémentés, n’admettent que des «pseudocompléments» et non pas des
compléments. Dans un treillis 7" avec un élément inférieur 0, un élément = € T est
dit avoir un pseudocomplément s’il existe un plus grand élément x* € T, disjoint
de x avec la propriété que = A z* = 0. En ce cas, cela signifie seulement que z* =
Max {y € T | x Ay = 0}. Ceci, la encore, fait surgir une classe dans laquelle on ne
fait que privilégier un élément parmi d’autres.

7. Seuls, comme on I'a vu, les treillis booléens (distributifs et complémentés), font
apparaitre, pour tout élément, un complément et un seul.

8. Dans le cas des matroides ou de leurs hypergraphes associés, le passage au com-
plémentaire améne soit une autocomplémentation, soit un nombre extrémement im-
portant de structures alternatives.

9. Dans le cas des complexes simpliciaux, c¢’est encore pire : mis a part les cas évoqués
a la fin de la section précédente, la notion de complémentarité perd son sens et le
nombre de structures alternatives devient énorme.

En conséquence — sous ’hypothése que I’ensemble de ce qui est percu ou compris
se raméne & l'une des structures précédentes — la démarche de la théologie négative
(ou de toute autre forme de pensée qui prétendrait définir quelque entité par son
complémentaire) ne pourrait valoir que dans cet espace de pensée correspondant &
un ordre partiel «bien complémentéy, c’est-a-dire de type booléen. Dans toute autre
circonstance, cette approche serait vouée a 1’échec.
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