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Résumé

Dans de multiples domaines scientifiques, de nombreuses données sont générées quoti-
diennement et doivent être analysées. Dans ces processus d’analyse, les données initiales
sont combinées à d’autres jeux de données massifs. Pour garantir une interprétation correcte
des résultats de ces analyses de données, il est crucial de pouvoir retracer la provenance des
données produites à partir des données initiales. La communauté des bases de données a
proposé un cadre formel unifiant de «semi-anneaux de provenance». L’objectif de cet article
est de certifier a posteriori la correction d’une provenance. Pour ce faire, nous proposons
une formalisation en Coq fondée sur le modèle de semi-anneaux de provenance pour des
analyses de données exprimées en algèbre relationnelle. Nous introduisons ici notamment
une preuve d’adéquation de cette provenance avec l’interprétation usuelle de l’algèbre re-
lationnelle. Il s’agit d’une première étape vers la formalisation de langages centrés données
avec des garanties fortes de provenance.

1 Introduction
L’explosion du volume de données générées par les multiples capteurs et équipements utilisés

parfois quotidiennement – objets connectés, séquenceurs d’ADN, satellites sondeurs – pose de
nouveaux défis dans le processus d’analyse de données. En effet, le passage de ces données brutes
à l’acquisition de nouvelles connaissances nécessite une analyse fine de ces données massives,
qu’il faut notamment comparer, croiser et combiner à d’autres jeux de données. De nombreuses
données intermédiaires et finales sont alors générées à leur tour lors du processus d’analyse. Pour
comprendre et pouvoir interpréter correctement le résultat d’une analyse, l’expert a besoin de
connaître sa provenance, c’est-à-dire qu’il a besoin d’accéder à des informations relatives aux
jeux de données qui ont été impliqués lors de l’analyse. Sans provenance, l’interprétation des
résultats finaux peut être faussée et la reproductibilité de l’analyse ne plus être assurée.

De nombreuses formalisations de la provenance ont été proposées dans la communauté
«bases de données» notamment autour du concept de «why provenance» [7] déterminant l’en-
semble des combinaisons de lignes nécessaires pour qu’une ligne résultat existe. Déterminer
la provenance d’un résultat de requête revient alors à propager les annotations associées aux
données utilisées et combinées pour construire ce résultat. Selon les modèles, les relations sont
annotées à des niveaux variés (depuis le niveau de la relation jusqu’à celui du n-uplet) et les an-
notations peuvent revêtir des formes diverses [11, 21, 14]. Green et al. ont introduit en 2007 un
cadre unifiant pour ces modèles de provenance proposant de représenter la provenance sous la
forme de semi-anneaux (Provenance semirings) [15, 17]. Néanmoins ce modèle n’a pas aujour-
d’hui de forme opérationnelle sûre : étant donnée une analyse de données effectuée, il n’existe
pas d’implémentation capable de générer automatiquement la provenance d’un résultat et de
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certifier que cette provenance est correcte, point crucial pour assurer la bonne interprétation
des résultats et la reproductibilité des analyses.

L’objectif de cet article est de garantir formellement la provenance des données impliquées
dans une analyse. Bien que les résultats soient indépendants de l’assistant de preuves choisi, nous
présentons la formalisation telle que nous avons effectuée en Coq. Plus précisément, nous nous
intéresserons ici aux analyses effectuant des transformations de données, fondées sur l’algèbre
relationnelle (sélection de données, combinaison - ou jointure - entre les données de plusieurs
tables, . . .). Ces analyses capturent un large panel d’analyses de données qui sont opérationnelles
lorsqu’elles sont exprimées en SQL. Dans ce contexte, la provenance se représente comme une
combinaison des provenances (des données) initiales : les opérateurs de l’algèbre combinent ces
annotations grâce aux opérations du semi-anneau, dans un procédé similaire à l’interprétation
abstraite. La formalisation présentée ici est exécutable et donc se base sur le modèle fini usuel
de SQL.
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Figure 1 – Contributions

La Figure 1 introduit nos contributions et les place dans le paysage des bases de données et
celui des bibliothèques de l’assistant Coq. Dans le domaine des bases de données, on retrouve
la présence de l’algèbre relationnelle qui forme le noyau du langage SQL, les K-relations qui
seront décrites plus précisément dans la Section 2 et qui constituent la base des semi-anneaux
de provenance (relations annotées par des valeurs du semi-anneau K). Au niveau de Coq,
on retrouve des bibliothèques dédiées aux semi-anneaux (indépendamment des K-relations)
ainsi que SQLCoq et ExtAlg, des bibliothèques certifiées en Coq respectivement de SQL et de
l’algèbre relationnelle [4, 3, 5].

Les contributions de l’article présent sont indiquées encadrées en trait gras (et en rouge). La
première d’entre elles, présentée en Section 3, est la formalisation en Coq des semi-anneaux de
provenance et de trois de leurs instances (entiers naturels, booléens, structures tropicales). La
Section 4 présente notre formalisation en Coq des K-relations. La Section 5 présente notre théo-
rème fondamental montrant l’adéquation des K-relations avec l’algèbre relationnelle classique,
c’est-à-dire que la N-Algèbre coïncide avec ExtAlg. Nous comparerons ensuite nos travaux avec
l’état de l’art (Section 6) avant de conclure (Section 7).
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2 Provenance et bases de données

2.1 Contexte

Une proposition pour être capable de suivre le cheminement des données au cours de trans-
formations de données est d’utiliser des bases de données annotées. Chaque annotation contient
des informations qui peuvent être de diverses natures : par exemple pour compter le nombre
d’occurrences d’un n-uplet dans une relation donnée, pour informer de la présence ou de l’ab-
sence d’un n-uplet ou encore pour signaler le degré de sécurité nécessaire pour obtenir l’accès
à un certain n-uplet. Les annotations permettent donc de tracer la provenance des différents
n-uplets. Lors d’une requête, elles se propagent et subissent un certain nombre d’opérations.

Cancer Gène muté Annot
1 Sein BRCA1 a
2 Sein BRCA2 b
3 Sang RUNX1 c

Table 1 – NCBIGene

Cancer Gène muté Annot
1 Sein BRCA2 d
2 Foie HULC e

Table 2 – Refseq

Cancer Gène muté Provenance
1 Sein BRCA1 a
2 Sein BRCA2 b +K d
3 Sang RUNX1 c
4 Foie HULC e

Table 3 – NCBIGene ∪ Refseq

Cancer Gène muté Annot
Sein BRCA1 a
Sein BRCA2 b’ = b+1
Sang RUNX1 c

Table 4 – NCBIGene modifiée

Cancer Gène muté Provenance
1 Sein BRCA1 a
2 Sein BRCA2 b’ +K d
3 Sang RUNX1 c
4 Foie HULC e

Table 5 – NCBIGene modifiée ∪ Refseq

Par exemple, prenons deux relations (Tables 1 et 2) représentant les patients atteints d’un
type de cancer et présentant une certaine mutation dans leur génôme. Ces relations sont res-
pectivement extraites des bases NBCIgene [19] et Refseq [22], toutes deux majeures pour les
données de biologie moléculaire. Elles sont annotées par le nombre de patients atteints d’un
certain cancer et ayant une certaine mutation. Nous souhaitons effectuer l’union des deux rela-
tions et observer les propagations des annotations. Les n-uplets 1 et 3 de la relation résultante
(représentée dans la Table 3) proviennent de la relation NCBIGene uniquement et leurs anno-
tations sont donc les mêmes que celles de la Table 1. De même, les annotations du n-uplet 4,
qui provient de la relation Refseq, sont les mêmes que le n-uplet 2 de cette dernière. Enfin, le
n-uplet 2 de la Table 3 provient des deux relations : les annotations sont donc une combinaison
des annotations des deux relations, en l’occurrence l’addition (voir plus loin).

Les annotations permettent lors d’une modification d’un n-uplet de connaître l’impact de
cette modification pour le résultat d’une requête. Dans la Table 1, si nous ajoutons un nouveau
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patient qui a le cancer du sein et la mutation BRCA2, nous obtenons la Table 4 1. Lors de
la requête effectuant l’union des deux tables, nous pouvons ainsi savoir que seul le deuxième
n-uplet a été modifiée par l’ajout. En effet, le premier n-uplet de la Table 5 provient de la
première ligne de la Table 1 et son annotation n’a pas été modifiée. Au contraire, le deuxième
n-uplet de la Table 5 provient de la deuxième ligne de la Table 1 qui a été modifiée : b est
donc remplacé par b′ = b+ 1.

Nous remarquons lors de l’union de deux n-uplets, l’utilisation de l’opérateur “+” au niveau
des annotations. Dans le cas où le n-uplet est absent dans l’une des deux opérandes, le neutre “0”
est utilisé, ce qui explique que l’annotation est inchangée. En outre, les opérateurs de l’algèbre
relationnelle vérifiant des propriétés d’associativité, commutativité et de distributivité, il doit
en aller de même pour les opérations sur les annotations : elles sont donc plongées a minima
dans un monoïde commutatif.

2.2 Notations et définitions préliminaires
En pratique, pour capturer la richesse de l’algèbre relationnelle, les annotations sont plongées

dans la structure algébrique unificatrice de semi-anneau commutatif [16].
Nous rappelons les définitions d’un monoïde, de la commutativité et d’un semi-anneau.

Définition 1 (Monoïde). (M,+, 0) est un monoïde si :
Loi interne + : ∀x, y ∈M2, x+ y ∈M
Associativité de + : ∀x, y, z ∈M3, x+ (y + z) = (x+ y) + z

0 est neutre pour + : ∀x ∈M,x+ 0 = 0 + x = x

Définition 2 (Commutativité). Soit un ensemble M muni d’une loi interne +. La loi + est
commutative si : ∀x, y ∈M2, x+ y = y + x.

Définition 3 (Semi-anneau). (K, 0, 1,+,×) est un semi-anneau si :
1. 0 6= 1

2. (K,+, 0) est un monoïde commutatif
3. (K,×, 1) est un monoïde
4. × est distributif par rapport à + : ∀x, y, z ∈ K3, x × (y + z) = (x × y) + (x × z) et
∀x, y, z ∈ K3, (y + z)× x = (y × x) + (z × y)

5. 0 est absorbant pour le produit : ∀x ∈ K,x× 0 = 0× x = 0

Lors d’une requête, les annotations subissent une combinaison d’opérations du semi-anneau
commutatif K dans lequel elles sont plongées, combinaison reflétant les opérateurs de l’algèbre
utilisés.

La notion usuelle de relation de l’algèbre relationnelle est un multi-ensemble de n-uplets,
que l’on peut voir comme une fonction des n-uplets vers N, indiquant le nombre d’occurrences
de chaque n-uplet dans cette relation. L’idée de [16] est d’étendre les relations à des K-relations,
plongeant ainsi à chaque n-uplet un élément de K.

Définition 4 (K-relations). Soit (K, 0, 1,+, ∗) un semi-anneau commutatif pour ∗ et r une
relation. Une K-relation est une fonction de l’ensemble des n-uplets de r vers un élément de K.

1. Nous avons l’équivalence suivante sur les tables : une table ayant deux entrées avec le n-uplet t, l’une
annoté avec a1, l’autre avec a2, est équivalente à une table identique à la première mais dans laquelle t a une
seule entrée, annotée a1 +K a2.
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Nous noterons annot(r,t), une fonction qui pour une relation r et un n-uplet t associe un
élément de K. Nous nommons cet élément, l’annotation de t dans K.

Il est important de remarquer que nous nous plaçons dans le modèle usuel l’algèbre rela-
tionnelle, qui est fini. Les relations (tables) sont donc finies. En conséquence, dans le cadre des
K-relations, cela revient à dire que la fonction annot doit être nulle presque partout, c’est-à-dire
que l’ensemble des tuples t d’une relation r tels que annot(r,t)6= 0 est fini.

Nous notons K-Algèbre, l’algèbre relationnelle étendue aux annotations plongées dans un
semi-anneau commutatif K.

Nous présentons ici la syntaxe des requêtes utilisée et la sémantique de la K-Algèbre proposée
par [16] avec quelques adaptations les rendant compatible avec les formalisations sur lesquelles
nous nous basons dans la section suivante.

Nous utiliserons le terme sorte pour représenter l’ensemble des attributs d’une relation. Par
exemple, la sorte de la relation de la Table 1 est {Cancer, Gène muté}.

Définition 5 (Syntaxe des requêtes). La syntaxe des requêtes q est construite récursivement
de la façon suivante :

q ::= ε<> | r | q ∪ q | q ./ q | π(s, q) | σ(f, q)

où ε<> est une relation de sorte vide et qui contient un n-uplet vide, r est une relation, l’opé-
rateur ∪ correspond à l’union ensembliste, l’opérateur ./ correspond à la jointure naturelle,
l’opérateur π correspond à la projection, ici, sur un sous-ensemble s de la sorte de q, l’opérateur
σ est la selection ici selon une formule f de la logique du premier ordre.

Nous notons projs(t) la projection sur la sorte s du n-uplet t. Par exemple, la projection du
n-uplet t={Sein ; BRCA1} sur la sorte contenant un seul attribut s={Cancer} nous donne le
n-uplet projs(t)={Sein}.

Définition 6 (Sémantique). Soit (K, 0, 1,+, ∗) un semi-anneau commutatif. La sémantique JqK
d’une requête q est une K-relation définie comme suit :

— Jε<>K = t 7→

{
1 si t =<>
0 sinon

— JrK = t 7→ annot (r, t)
— Jq1 ∪ q2K = t 7→ Jq1K(t) + Jq2K(t)
— Jq1 ./ q2K = t 7→ Jq1K(t1) ∗ Jq2K(t2)

où les ti correspondent aux projections de t sur la sorte des qi associées.
— Jπ(s, q)K = t 7→

∑
projs(t)=projs(t′)∧JqK(t′) 6=0JqK(t

′)

— Jσ(f, q)K = t 7→

{
JqK(t) si eval(f, t) = >
0 sinon

où eval évalue la formule logique f pour le

n-uplet t

Dans le cas de la projection π, la restriction JqK(t′) 6= 0 permet d’avoir une somme finie. En
effet, comme annot est nulle presque partout, sa généralisation à toute requête l’est aussi.

Pour s’assurer de la correction de la sémantique de la K-algèbre relationnelle, notre contri-
bution principale est de formaliser en Coq son adéquation avec l’algèbre relationnelle classique
dans le cas de K = N. Pour cela, nous commençons par formaliser la structure mathéma-
tique régissant les annotations -les semi-anneaux commutatifs- et certaines instances de ces
semi-anneaux commutatifs.
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3 Semi-anneaux de provenance en Coq

Dans cette section, nous présentons la formalisation des semi-anneaux commutatifs en Coq
et nous vérifions plusieurs instances de semi-anneaux utilisées pour la provenance : les entiers
naturels, les booléens et les entiers tropicaux.

3.1 Formalisation des semi-anneaux

La formalisation s’inspire et se place dans la continuation de la bibliothèque Coccinelle [10],
sur laquelle est basée l’algèbre relationnelle sans annotations que nous utilisons [4]. Celle-ci
définit des structures algébriques sous forme de Record où chaque Record est paramétré par le
type des éléments de la structure et un ordre total sur ce type. Par exemple, notre structure de
base, le monoïde commutatif, est représenté par le type Coq ci-dessous.

Record CM (M : Type) (zero : M) (plus : M → M → M) (TM : total– order M) : Type := ...

Dans cette définition, le paramètre TM : total–order M munit M d’un ordre total, avec une
fonction compare : M → M → comparison, la relation d’équivalence eq : M → M → Prop associée,
et les axiomes usuels d’une relation d’ordre. Il est usuel d’utiliser en Coq une équalité décidable
car nous nous plaçons dans le cadre de la logique intuitionniste. Nous supposons une propriété
un peu plus forte (avoir un ordre total) mais en pratique, cette propriété est toujours vérifiée.
L’ordre total permet de faciliter la formalisation en Coq.

La définition du Record énonce les axiomes du monoïde commutatif :

Record CM (M : Type) (zero : M) (plus : M → M → M) (TM : total– order M) : Type :=
mk–CM

{
plus– assocMC : ∀ a1 a2 a3, eq (plus a1 (plus a2 a3)) (plus (plus a1 a2) a3); (∗+ associatif∗)
plus– zero– leftMC : ∀ a, eq (plus zero a) a; (∗0 neutre de + a gauche∗)
plus– commMC : ∀ a1 a2, eq (plus a1 a2) (plus a2 a1);(∗+ commutatif∗)
plus– compat– eq–MC : ∀ a1 a2 b1 b2, eq a1 a2→ eq b1 b2 → eq (plus a1 b1) (plus a2 b2);

(∗+ compatible avec l’egalite∗)
}.

En utilisant cette structure de monoïde, nous pouvons définir la structure de semi-anneau
commutatif :

Record CSR (R : Type) (zero : R) (one : R) (plus : R → R → R) (mult : R → R → R) (TR : total– order R) : Type :=
mk–CS

{
one– zero–SR : not (eq zero one); (∗0 different de 1∗)
isMC– plus–SR : CM zero plus TR; (∗(A, 0, +, TR) est un monoide commutatif∗)
isMC–mult–SR : CM one mult TR; (∗(A, 1, x, TR) est un monoide commutatif∗)
mult– distr– plusSR : ∀ a1 a2 b, eq (mult b (plus a1 a2)) (plus (mult b a1) (mult b a2)); (∗x distributif sur +∗)
mult– zero– absorb– leftSR : ∀ a, eq (mult a zero) zero (∗0 absorbant pour x a droite∗)

}.

La propriété de commutativité permet d’éliminer certaines règles redondantes comme 0×a = 0.
Dans les sous-sections suivantes, nous instancions cette structure de semi-anneau commutatif

avec des objets mathématiques fréquemment utilisés en provenance.

3.2 Exemples de semi-anneaux commutatifs

Nous donnons dans cette sous-partie quelques exemples de semi-anneaux de provenance, et
leur formalisation.
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3.2.1 Entiers naturels

Annoter les données avec les entiers naturels est un moyen concis de donner leur nombre
d’occurrences dans une table. Nous verrons par la suite que cela permet de relier la notion de
provenance à l’interprétation usuelle des bases de données.

Dans une démarche d’efficacité d’exécution, nous avons choisi la représentation de la librairie
standard N. L’ordre choisi est l’ordre naturel sur les entiers naturels.

3.2.2 Booléens

Les booléens sont employés pour signifier la présence ou l’absence d’un n-uplet dans une
base de données selon si ce n-uplet satisfait un prédicat. C’est l’exemple le plus simple possible
pour les annotations. Il est peu utile en pratique, mais des généralisations peuvent être très
intéressantes, comme par exemple la logique à trois valeurs pour représenter l’incertitude de la
présence ou non d’un n-uplet.

Pour les booléens, quatre choix s’offrent à nous. D’une part, le choix de 1 (> ou ⊥) impose
le 0 (¬1) et la multiplication (∧ ou ∨). Dans tous les cas il reste deux choix possibles pour
l’addition. Le tableau suivant résume les différentes possibilités.

1 0 × +
> ⊥ ∧ ∨

⊕
⊥ > ∨ ∧

⇐⇒

Les booléens ne comportent pas d’ordre naturel entre les deux éléments ⊥ et >. Nous avons
donc encore un degré de liberté supplémentaire pour enrichir cette structure avec un ordre
total : soit > < ⊥ soit ⊥ < >. Les deux ordres possibles étant symétriques, le choix de l’un par
préférence à l’autre n’importe pas.

3.2.3 Entiers tropicaux

La troisième instance, beaucoup plus riche, est celle des entiers tropicaux. Les entiers tropi-
caux peuvent représenter par exemple le coût d’obtention d’une donnée, ou en inversant l’ordre
naturel sur les entiers, des niveaux de confidentialité.

Nous notons N∞ = N ∪ {+∞} et rappelons la définition des entiers tropicaux :

Définition 7 (Semi-anneau des entiers tropicaux). Le semi-anneau des entiers tropicaux est le
semi-anneau (N∞,∞, 0∞,min∞,+∞) tel que :

— ∀a, b ∈ N2,min∞(a, b) = min(a, b)
— ∀a ∈ N∞,min∞(a,∞) = min∞(∞, a) = a
— ∀a, b ∈ N2, a+∞ b = a+ b
— ∀a ∈ N∞, a+∞∞ =∞+∞ a =∞

Afin d’être le plus général possible, plutôt que de construire uniquement le semi-anneau
des entiers tropicaux, nous proposons de construire une formalisation générique d’un monoïde
enrichi de l’infini, du minimum et d’une règle de compatibilité de l’addition, puis de montrer
que cette extension correspond à un semi-anneau commutatif.

Définition 8 (Compatibilité avec l’addition à gauche). ∀a1, a2, b ∈ M3, si a1 < a2 alors on a
soit : b+ a1 = b+ a2, soit : b+ a1 < b+ a2.
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Nous formalisons les monoïdes-compat, c’est-à-dire les monoïdes ayant cette propriété, de
la façon suivante :

Record CMcompat (M : Type) (zero : M) (plus : M → M → M) (TM : total– order M) : Type :=
mk–CMc
{
isCM : CM zero plus TM; (∗monoide∗)
equiv– plus– compat–CM– distr– lt : ∀ a1 a2 b, (∗compatibilite∗)

lt TM a1 a2 → (eq TM (plus b a1) (plus b a2)
∨

lt TM (plus b a1) (plus b a2));
}.

En utilisant la structure de monoïde muni d’un ordre total, nous pouvons définir la structure
de semi-anneau étendu avec l’infini et le minimum :

Inductive MI := (∗ Ajout d’un element infini ∗)
| Infinity : MI
| EltM : M → MI.

Definition compMI a1 a2 := (∗Extension de la comparaison avec l’infini : borne superieure∗)
match a1 with
| Infinity ⇒
match a2 with
| Infinity ⇒Eq
| EltM b2 ⇒Gt
end

| EltM b1 ⇒
match a2 with
| Infinity ⇒ Lt
| EltM b2 ⇒ (t– compare TM) b1 b2
end

end.

Definition mulMI a1 a2 := (∗Extension de l’addition avec l’infini (cela sera la multiplication du semi−anneau)∗)
match a1 with
| Infinity ⇒ Infinity
| EltM b1 ⇒
match a2 with
| Infinity ⇒ Infinity
| EltM b2 ⇒EltM (plus b1 b2)
end

end.

Definition minMI a1 a2 := (∗Minimum (cela sera l’addition du semi−anneau)∗)
match compMI a1 a2 with
|Gt ⇒ a2
|– ⇒ a1
end.

Nous prouvons enfin le résultat suivant :

Théorème 1 (Monoïde-compat étendu avec l’infini). Un monoïde-compat présentant un ordre
total, peut être étendu avec l’infini et le minimum ; cette extension forme un semi-anneau
commutatif.

Cette proposition nous permet d’ajouter de manière systématique, un infini et un minimum
à une structure simple. Ainsi, pour prouver le caractère de semi-anneau commutatif des entiers
tropicaux, il suffit donc de montrer que la structure des entiers naturels munie de l’ordre naturel
est un monoïde-compat.
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4 K-Algèbre en Coq

Nous souhaitons formaliser la sémantique de l’algèbre relationnelle annotée définie dans la
section 2.

4.1 Contexte : formalisation de l’algèbre relationnelle

Nous nous inscrivons dans la continuité de l’article [4] qui formalise la syntaxe et la séman-
tique de l’algèbre relationnelle des bases de données sans annotations. Nous utilisons donc le
type inductif query proposé pour la syntaxe des requêtes.

Inductive query : Type :=
| Q–Empty–Tuple : query (∗Relation contenant un n−uplet vide∗)
| Q–Table : relname → query (∗Relation identifiee par un nom∗)
| Q– union : query → query → query (∗Union∗)
| Q– Join : query → query → query (∗Jointure naturelle∗)
| Q–Pi : list select → query → query (∗Projection∗)
| Q–Sigma : q– formula → query → query (∗Selection∗)

Dans cette formalisation, relname est un type abstrait représentant l’ensemble des noms de
relations. Une preuve de concept instancie ce type par le type string des chaînes de caractères,
comme usuel en SQL.

La sémantique de l’algèbre relationnelle proposée dans [4] est définie par une fonction récur-
sive eval–query–rel qui à chaque requête associe une relation. Les relations sont formalisées par
des multi-ensembles de n-uplets. Pour cela, nous utilisons la bibliothèque des multiensembles
finis Febag, qui se place dans le prolongement de Coccinelle [10].

Fixpoint eval– query– rel q : Febag.bag :=
match q with
| Q–Empty–Tuple ⇒ Febag.singleton empty– tuple (∗multi−ensemble contenant un n−uplet vide∗)
| Q–Table r ⇒ instance– rel r
| Q– union q1 q2 ⇒
if sort q1

set
≡ ? sort q2

then Febag.union (eval– query– rel q1) (eval– query– rel q2) (∗union de deux multi−ensembles∗)
else Febag.empty

| Q– Join q1 q2 ⇒ natural– join– bag (eval– query– rel q1) (eval– query– rel q2)
(∗Resultats de la jointure naturelle sur les multi−ensembles∗)

| Q–Pi s q ⇒ Febag.map (fun t ⇒ projection t s) (eval– query– rel q)
| Q–Sigma f q ⇒ Febag.filter (fun t ⇒ eval– q– formula t f) (eval– query– rel q)
end.

La fonction instance–rel associe au nom (unique) de la relation, le multi-ensemble des
n-uplets contenus dans la relation.

La fonction Febag.map applique une fonction sur un multi-ensemble. Dans notre cas, elle
applique la fonction projection qui renvoie la projection de t sur la sorte s. La fonction sort
permet de donner les attributs pour une requête donnée. La fonction Febag.filter permet de
ne conserver que les éléments d’un multi-ensemble qui satisfont un prédicat. Ici notre prédicat
évalue une formule logique f sur un n-uplet t à travers la fonction eval–q–formula.

Dans le cas de l’union, si les sortes (les ensembles des attributs) sont bien les mêmes pour
les deux sous-requêtes alors il est renvoyé l’union des deux multi-ensembles (en conservant les
doublons éventuels). Si cela n’est pas le cas, il est renvoyé le multi-ensemble vide.

La formalisation de nos K-relations se base sur la syntaxe des requêtes précédentes.
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4.2 Formalisation des K-relations

Dans cette sous-section, nous formalisons les K-relations et l’algèbre relationnelle pour la
provenance.

Une K-relation est formalisée par le type tuple → K où tuple correspond à l’ensemble des n-
uplets possibles et K est un semi-anneau commutatif. K est donc de type CSR, et nous noterons
pour simplifier ses champs zero, one, ... et ainsi de suite. A partir de cela, nous définissons
la sémantique de l’algèbre relationnelle sous la forme d’une fonction récursive eval–query–prov
qui prend une requête et renvoie la K-relation correspondante.

Fixpoint eval– query– prov q : (tuple → K) :=
match q with
| Q–Empty–Tuple⇒ fun t ⇒ if eq– bool t empty– tuple then one else zero
| Q–Table r ⇒ instance– prov r
| Q– union q1 q2 ⇒
if sort q1

set
≡ ? sort q2

then fun t ⇒ plus ((eval– query– prov q1) t) ((eval– query– prov q2) t)
else fun t ⇒ zero

| Q– Join q1 q2 ⇒
fun t ⇒
mul
(mul
((eval– query– prov q1) (mk– tuple T (sort q1) (dot t))) (∗annotation de la projection du n−uplet sur les attributs

de q1∗)
((eval– query– prov q2) (mk– tuple T (sort q2) (dot t)))) (∗annotation de la projection du n−uplet sur les attributs

de q1∗)
(if support t

set
≡ ? (sort q1 ∪ sort q2) then one else zero)

| Q–Pi s q ⇒
fun t’ ⇒ finite– sum

(List.map (eval– query– prov q)
(List.filter (fun t ⇒ eq– bool t’ (projection t s) && negb (eq– bool ((eval– query– prov q) t) zero))

(content– of– query q)))
| Q–Sigma f q ⇒ fun t ⇒mul (

match (eval– q– formula t f) with
| true ⇒ one
| false ⇒ zero
end) ((eval– query– prov q) t)

end
end

Dans le cas du n-uplet vide, la fonction renvoyée vérifie si le n-uplet est équivalent au n-uplet
vide et donne l’annotation un si c’est le cas et zéro sinon. Pour la table, la fonction instance–prov
associe au nom de la relation, la K-relation correspondante. Dans le cas de l’union, il est vérifié
que les sortes sont bien égales dans un premier temps. Si cela est le cas, il est retourné la fonction
qui effectue l’addition des annotations des deux relations pour un n-uplet donné. Si cela n’est
pas le cas, il est renvoyé la fonction constante égale à zéro. Pour la jointure naturelle, il faut que
la fonction multiplie l’annotation de la projection du n-uplet sur les attributs de la première
sous-requête avec l’annotation de la projection du n-uplet sur les attributs de la deuxième sous-
requête mais aussi vérifie si le support du n-uplet est égal à l’union des sortes des deux requêtes.
Dans le cas de la projection, il est associé à chaque n-uplet t la somme des annotations des n-
uplets qui correspondent à la projection de t sur une sélection d’attributs s. La somme s’effectue
à l’aide de la fonction finite–sum qui prend une liste d’éléments de K. Pour parcourir tous les
n-uplets possibles dont la projection sur s est équivalente à t, nous avons besoin d’introduire
l’ensemble des n-uplets contenus dans la sous-requête qui est formalisée par la fonction content

–of–query. Cet ensemble ne contient qu’une seule occurrence de chaque n-uplet. Pour récupérer
les bons n-uplets, la fonction eval–query–prov filtre les éléments de content–of–query dont la
projection équivaut à t et vérifie que l’annotation de ces éléments n’est pas zéro. Il reste donc
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à sommer les annotations de ces éléments. Enfin, la sélection renvoie une fonction qui dans un
premier temps évalue la formule logique f sur un n-uplet avec la fonction eval–q–formula. Si
le résultat est vrai alors nous renvoyons l’évaluation de la sous requête sur le n-uplet et sinon
nous renvoyons zéro.

4.3 Propriétés générales
Dans cette sous-section, nous proposons quelques propriétés générales qui découlent de nos

définitions.
Si nous supposons que l’annotation d’un certain n-uplet pour une requête n’est pas égale à

zéro, nous pouvons prouver que ce n-uplet apparait bien dans la relation.

Lemma mem– eval– content : ∀ (q: query) (t: tuple),
not (eq ((eval– query– prov q) t) zero) →
mem– bool t (content– of– query q) = true.

Par ailleurs, nous prouvons également que si un n-uplet est dans une relation, le support de ce
n-uplet est égal à la sorte de la requête.

Lemma in– content– support– sort: ∀ (q:query) (t:tuple),
In t (content– of– query q) →
support t

set
≡ sort q.

Avec les deux lemmes précédents, nous pouvons enfin prouver que si l’annotation pour un certain
n-uplet n’est pas égale à zéro alors le support de cet n-uplet est égal à la sorte de la requête.

Lemma not– zeroK– eq– support– sort : ∀ (q:query) (t:tuple),
not (eq ((eval– query– prov q) t) zero) →
support t

set
≡ sort q.

5 Théorème d’adéquation
Nous pouvons remarquer qu’avoir des multi-ensembles de n-uplets et une fonction comptant

le nombre d’occurrences des n-uplets sont deux façons analogues de définir des multi-ensembles.
Autrement dit, si nous prenons les relations et les K-relations correspondantes ayant pour

annotation le nombre d’occurrences de chaque n-uplet, nous devons avoir une égalité entre le
nombre d’occurrences d’un n-uplet lors de l’évaluation d’une requête q et l’annotation associée
à ce n-uplet pour cette même requête q. Le semi-anneau approprié pour ces K-relations est celui
des entiers naturels.

Pour avoir cette égalité, il est nécessaire de faire coïncider le cas de l’opérateur Q–table,
c’est-à-dire que pour une relation nommée r, le nombre d’occurrences d’un n-uplet t dans le
multi-ensemble instance–rel r doit être égal à l’annotation instance–prov r t. Nous posons
donc l’hypothèse suivante :

Hypothesis instance– prov– nb– occ : ∀ (r : relname), (t : tuple),
instance– prov r t = nb– occ t (instance– rel r).

La fonction nb–occ compte le nombre d’occurrences d’un n-uplet dans un multi-ensemble.
Pour prouver l’égalité pour toutes les requêtes, nous effectuons une induction sur la structure

des requêtes. Le cas de la projection est le plus délicat à prouver. Cela nécessite de prouver que
la somme finie de chaque annotation pour chaque n-uplet obtenue par la projection d’un n-uplet
t est égale à une somme de chaque occurrence de chaque n-uplet obtenue par la projection d’un
n-uplet t.

Nous introduisons une fonction auxiliaire pour prouver cette propriété.
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Fixpoint map– reduce (e:tuple) (f : tuple → tuple) (g : tuple → N) (l : list (tuple)) :=
match l with
| nil ⇒ 0
| cons a l’ ⇒ (if eq– bool e (f a) then 1 else 0) ∗ (g a)) + (map– reduce e f g l’)

end.

Pour chaque n-uplet e, map–reduce parcourt la liste l et pour chaque élément a de l, elle vérifie
s’il y a équivalence entre e et f a et si c’est le cas, ajoute (g a).

Cette fonction nous permet de faire le pont entre l’évaluation dans l’algèbre relationnelle
classique et dans la N-algèbre. En effet, dans un premier temps, nous relions cette fonction à
l’évaluation d’une part dans l’algèbre, d’autre part dans la N-algèbre :

Lemma nb– occ– rel–map– reduce : ∀ (e:tuple),
nb– occ e (Febag.map (fun t : tuple ⇒ projection t s) (eval– query– rel q)) =
map– reduce e (fun t : tuple ⇒ projection t s) (fun – : tuple ⇒ 1) (Febag.elements (eval– query– rel q)).

et

Lemma finite– sum–map– reduce : ∀ (e:tuple),
finite– sum
(map (eval– query– prov–N q)

(filter
(fun t : tuple ⇒ eq– bool e (projection t s) && negb (eq– bool (eval– query– prov–N q t) 0))

(content– of– query q))) =
map– reduce e (fun t : tuple ⇒ projection t s)
(fun t : tuple ⇒ nb– occ t (Febag.elements (eval– query– rel q)))
(filter (fun x : tuple ⇒ negb (eq– bool (eval– query– prov–N q x) 0)) (content– of– query q)).

Dans un deuxième temps, nous voulons donc prouver que :

map– reduce e (fun t : tuple ⇒ projection t s) (fun – : tuple ⇒ 1) (Febag.elements (eval– query– rel q)) =
map– reduce e (fun t : tuple ⇒ projection t s)

(fun t : tuple ⇒ nb– occ t (Febag.elements (eval– query– rel q)))
(filter (fun x : tuple ⇒ negb (eq– bool (eval– query– prov–N q x) 0)) (content– of– query q))

Nous remarquons que la fonction f est la même dans les deux cas. Les deux listes corres-
pondent aux n-uplets contenus dans la relation. Dans le cas des multi-ensembles, les n-uplets de
la relation sont dans le multi-ensemble de eval–query–rel q. Pour les annotations, ces n-uplets
correspondent aux n-uplets contenus dans content–of–query qui possèdent une annotation non
nulle. Comme remarqué précédemment, content–of–query ne contient qu’une seule occurrence
de chaque élément alors que le multi-ensemble peut en contenir plusieurs. La difficulté réside
donc dans le fait que si nous avons un n-uplet a qui vérifie que eq–bool e (f a), pour les multi-
ensembles chaque occurrence est ajoutée, une à une, par la fonction constante égale à 1 alors
que pour les annotations, le nombre d’occurrences de a est ajouté au plus une seule fois.

Pour cela, nous avons prouvé le lemme suivant :

Lemma equal–map– reduce– prov– rel : ∀ (e:tuple) (f:tuple→ tuple) (l1:list tuple) (l2 :list tuple),
(∀ a1 a2, eq a1 a2 →

eq (f a1) (f a2)) →
(∀ t, nb– occ t l1 =0 ←→ nb– occ t l2 = 0) →
(∀ t,

nb– occ t l2 = 0
∨

nb– occ t l2 = 1) →
map– reduce e f (fun t ⇒ nb– occ t l1) l2 =
map– reduce e f (fun t ⇒ 1) l1.

Les hypothèses proposées supposent que la fonction projection est compatible avec l’équi-
valence, que si un n-uplet t n’est pas dans l’une des listes, il n’est pas dans l’autre ainsi que la
liste l2 a au plus une occurrence de chaque élément. La première hypothèse est raisonnable car
la projection de deux n-uplets équivalents doit donner deux projections équivalentes. Les deux
autres hypothèses découlent des remarques précédentes.
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Avec ce lemme, nous avons obtenu l’égalité dans le cas de la projection. Les autres cas
présentaient moins de subtilité. Nous avons donc prouvé notre théorème fondamental : 2

Theorem K– relations– extend– relational– algebra :
∀ (q:query),
∀ (t:tuple), (eval– query– prov q) t = nb– occ t (eval– query– rel q).

ce qui se traduit par :

Théorème 2. Les K-relations sont une extension de l’algèbre relationnelle.

Autrement dit, en instanciant K par le semi-anneau commutatif des entiers naturels, nous
retrouvons la sémantique de l’algèbre relationnelle.

6 Etat de l’art
Sur le versant de la formalisation de modèles, langages ou systèmes centrés données, des

contributions ont vu le jour. Ainsi, la première tentative de formalisation, en Agda [24], de
l’algèbre relationnelle est proposée par [13, 12] tandis que la première formalisation, complète,
du modèle relationnel est proposée par [4] où le modèle de données, l’algèbre, les requêtes
«tableaux», la procédure de semi-décision «chase» et les contraintes d’intégrité sont formalisés.

La toute première tentative de vérifier, en Coq, un SGBDR est présentée dans [20]. Des
propositions de sémantiques mécanisées pour SQL sont présentées dans [2, 3]. Une formalisation
d’un moteur de requêtes SQL est fournie dans [5].

À notre connaissance, il n’existe pas de travaux sur la formalisation au moyen d’assistants
à la preuve de la provenance des données. Une formalisation des K-relations est donnée dans
l’article [8] proposant un outil pour décider de l’équivalence de deux requêtes SQL. À cette fin,
HottSQL, une sémantique pour un fragment de SQL est définie. Cette sémantique se base sur
la notion de K-relation. Toutefois, la modélisation des K-relations proposée relaxe la contrainte
de finitude de celles ci. Ainsi, cette propositon peut conduire à manipuler des instances de K-
relations potentiellement infinies. En outre, la sémantique présentée n’est pas exécutable. Notre
approche permet d’avoir une sémantique exécutable, ce qui offre la possibilité d’extraire du
code, d’exécuter des tests, etc.

Sur le versant de la formalisation de structures algébriques, de nombreuses propositions
ont été développées en Coq, la plus élaborée étant Mathematical Components [23]. Notre for-
malisation des semi-anneaux repose sur la bibliothèque Coccinelle [10] pour deux raisons : la
compatibilité avec la formalisation de l’algèbre relationnelle sur laquelle repose ce travail, et,
de nouveau, la volonté de fournir une sémantique exécutable. Sur ce deuxième aspect, nous
envisageons de nous lier à Mathematical Components via le mécanisme de raffinements proposé
par Cohen et al. [9].

7 Conclusions et perspectives
Nous avons présenté les bases pour la formalisation de la provenance des données. En nous

basant sur des formalisations existantes de l’algèbre relationnelle d’une part, et des structures
algébriques usuelles d’autre part, nous avons développé le modèle de provenance basé sur les
K-relations. Notre avons enfin prouvé le théorème fondamental montrant l’adéquation de cette

2. Dans la formalisation disponible en ligne, les requêtes contiennent des agrégats qui ne sont pas encore
traités dans notre formalisation de la provenance.
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généralisation avec l’algèbre relationnelle usuelle. Notre formalisation offre un niveau d’abs-
traction très élevé, et est notamment paramétrique en le semi-anneau de provenance. Elle est
développée dans l’assistant de preuve Coq.

Notre prochaine étape est d’étendre les K-algèbres au cas des agrégats comme proposé
dans [1], et ainsi avoir une sémantique pour les annotations pour les agrégats mécanisée et
exécutable en Coq. La combinaison dans le cas des agrégats repose sur la notion de semi-
module, qui permet d’agréger des annotations (comme les agrégats agrègent les données).

Nous souhaitons lier ce travail à la formalisation du langage de requêtes SQL et à sa tra-
duction certifiée vers l’algèbre relationnelle [3]. Pour cela, nous voulons proposer un langage de
requêtes tenant compte des annotations et les traduisant vers l’algèbre de manière correcte et
complète.

À long terme, notre objectif est de certifier la provenance dans des analyses de données telles
qu’utilisées en réseau, bio-informatique, etc. Notre cas d’étude sera les workflows scientifiques
qui, à partir de données d’entrées et d’une suite d’instructions (pouvant contenir des boucles),
génèrent de nouvelles données ensuite analysées. Ainsi, les workflows scientifiques seront instru-
mentés pour fournir une trace, dont l’outil certifié en Coq pourra garantir la reproductibilité :
ce processus de certification a posteriori reposera sur une approche sceptique, et sera donc in-
dépendante des outils apparaissant dans les workflows [18]. Pour mener à bien la vérification de
ces traces, il faudra définir un langage formel de spécification de workflows, permettant d’établir
des propriétés sur ces derniers et de montrer l’équivalence de (parties de) workflows, comme
requis dans [6] pour garantir la reproductibilité. L’un des enjeux de cette phase sera d’assurer
un passage à l’échelle au niveau du volume des données et des requêtes posées. Nous travaillons
actuellement sur la constitution de cas d’utilisations réels pour évaluer plus précisément les
capacités de notre solution sur ces aspects.

Remerciements : Nous remercions les rapporteurs anonymes pour leurs remarques perti-
nentes.
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