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LA PARAMÉTRISATION DE FAMILLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

SUR LE DISQUE

JEAN-PIERRE OTAL

Introduction

Soit M l’ensemble des fonctions méromorphes sur le disque unité D. Rolf Nevanlinna a
introduit un sous-ensemble N de M –la classe de Nevanlinna– dont les éléments sont définis
par une propriété de croissance de leur fonction caractéristique. Il a montré un théorème de
factorisation pour les fonctions de N et en a déduit que ces fonctions étaient déterminées par la
donnée de leurs zéros, de leurs pôles et d’une mesure de Radon signée sur le cercle unité. Le but
de cet article est d’expliquer en détail une construction de Mkhitar Dzhrbashyan. Dans [D1, D2],
il définit pour tout réel α > −1 une classe Nα de fonctions méromorphes sur D caractérisées
cette fois par une propriété de croissance de l’intégrale fractionnaire d’ordre α de log |f |. Il a
démontré un théorème de factorisation des fonctions dans cette classe Nα qui est l’analogue
du théorème de factorisation de Nevanlinna, et qui a comme conséquence que les fonctions de
la classe Nα sont paramétrées à une constante multiplicative près par leurs zéros, leurs pôles et
une mesure de Radon signée sur le cercle unité.

Dans la première section, nous allons rappeler le théorème de factorisation de Nevanlinna.
Nous nous restreindrons aux fonctions holomorphes. En effet, son énoncé est plus simple — l’une
des notions introduites par Nevanlinna, celle de caractéristique d’une fonction méromorphe a une
définition plus directe pour une fonction holomorphe que pour une fonction méromorphe générale
— mais les idées majeures de la démonstration apparaissent déjà toutes dans ce cas. Bien que ce
résultat soit très classique et soit démontré dans de nombreux ouvrages (cf. [Du],[Ru]), nous en
donnerons la démonstration car celle de Dzhrbashyan suit vraiment le même schéma directeur.

Les espaces Nα de Dzhrbashyan dépendent d’un paramètre réel α > −1. Ils sont construits
en termes d’intégrales fractionnaires d’ordre α de fonctions sur le disque, plus précisément en
termes d’intégrales fractionnaires de fonctions log |f |, avec f méromorphe. Dans la section 2,
nous rappelons la définition de l’intégrale de Riemann-Liouville dans le cas des fonctions d’une
variable réelle. Nous présenterons ensuite l’opérateur d’intégration fractionnaire de Dzhrbashyan
h 7→ hα dans le cas des fonctions holomorphes, puis des fonctions harmoniques et finalement
dans le cas des fonctions de la forme log |f | avec f méromorphe. Ces opérateurs ont une ac-
tion remarquablement simple sur certaines fonctions utilisées par Dzhrbashyan : les noyaux de
Cauchy, de Poisson et de Herglotz d’ordre α. Ces propriétés seront vérifiées dans la section 2.

Pour sa démonstration, Dzhrbashyan a introduit de nouveaux outils qui sont des théorèmes
de reproduction. Il a donné d’abord une généralisation de la formule de Cauchy qui exprime une
fonction holomorphe h en un point z en termes des valeurs de son intégrale fractionnaire d’ordre
α hα sur une courbe fermée entourant z. Il a aussi donné une généralisation de la formule
de Poisson qui exprime une fonction harmonique u en un point z en termes des valeurs de la
fonction uα sur un cercle entourant z. Il en déduit une généralisation de la formule de Herglotz.
Ces théorèmes de reproduction seront démontrés dans la section 3.

Dans la section 4, nous introduisons pour tout réel α > −1 la classe de Dzhrbashyan Nα. Une
fonction holomorphe f est dans Nα si et seulement si les moyennes de (log |f |)α sur les cercles
de rayon r < 1 sont bornées. Dzhrbashyan a défini la classe Nα comme ensemble des fonctions
méromorphes sur D dont la caractéristique d’ordre α est bornée. Nous ne donnons la condition
que pour les fonctions holomorphes car la caractéristique est plus facile à définir dans ce cas
(comme pour la classe de Nevanlinna habituelle). Toutefois, toutes les idées nécessaires pour
montrer la factorisation dans le cadre méromorphe, apparaissent déjà dans l’étude des fonctions
holomorphes dans Nα. Nous donnerons la propriété fondamentale de l’ensemble des zéros Z =

1
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{z1 ≤ · · · ≤ zi ≤ · · · } d’une fonction holomorphe dans Nα, à savoir la propriété de Blaschke-

Dzhrbashyan d’ordre α :
∑

(1−|zi|)α+1 <∞. Cette propriété permet de construire une fonction

holomorphe (un produit, fini ou infini) Aα(z, (zi)) ∈ Nα dont l’ensemble des zéros est exactement
Z. Cette fonction que nous appellerons le produit de Blaschke-Dzhrbashyan construit sur la
suite Z, joue le même rôle que joue le produit de Blaschke pour la factorisation d’une fonction
holomorphe dans la classe de Nevanlinna. C’est un outil essentiel pour la démonstration du
théorème de factorisation de Dzhrbashyan : l’énoncé de ce théorème et sa démonstration seront
donnés dans la section 4, en admettant la construction du produit de Blaschke-Dzhrbashyan.

La construction du produit repose sur la construction d’une fonction “canonique” dans Nα
qui s’annule uniquement en un point u ∈ D, le facteur de Dzhrbashyan Aα(z, u). La définition
de cette fonction —que nous avons passé beaucoup de temps à comprendre— sera donnée dans
la section 4, et nous essaierons de la motiver. Toutefois la vérification de ses propriétés, comme
montrer qu’elle appartient à Nα, estimer sa norme sup sur les compacts de D, ou majorer sa
caractéristique de Dzhrbashyan, reposent sur des calculs pas difficiles mais un peu longs et seront
donnés plus loin, pour ne pas surcharger le texte, dans la section 5.

1. Le théorème de factorisation de Nevanlinna

Si h est une fonction à valeurs réelles, on note h+ la fonction égale à h où h est ≥ 0, et nulle
sinon.

Définition 1. Une fonction holomorphe f : D → C est dans la classe de Nevanlinna N si et
seulement si la fonction T : [0, 1[→ [0,∞[ définie par

r 7→ 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ

est bornée sur l’intervalle ]0, 1[.

La fonction T ci-dessus est appelée la caractéristique de Nevanlinna.

1.1. Les produits de Blaschke.
Le théorème de factorisation de Nevanlinna fait intervenir des produits de Blaschke, finis ou in-

finis. Soit Z = {z1, z2 · · · } un ensemble discret de points dans le disque ouvert D, éventuellement

répétés mais avec une multiplicité finie. Posons B(z, zi) =
|zi|
zi

zi − z
1− ziz

si zi 6= 0 et B(z, 0) = z.

Il est classique que le produit (fini ou infini)

(1) BZ(z) =
∏
i

B(z, zi)

converge uniformément sur les compacts du disque si et seulement si la condition de Blaschke

(2)
∑
i

(1− |zi|) <∞

est vérifiée. En effet, les fonctions B(z, zi) vérifient, pour tout z tel que |z| ≤ ρ < 1 :

|1−B(z, zi)| ≤
2

1− ρ
(1− |zi|).
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1.2. Propriétés des zéros des fonctions dans la classe de Nevanlinna.
Le fait d’appartenir à la classe de Nevanlinna pour une fonction holomorphe impose des

conditions sur l’ensemble de ses zéros.
Soit Z = {z1, z2 · · · } l’ensemble des zéros de f , répétés autant de fois que leur multiplicité.

Près de l’origine, f s’écrit sous la forme f(z) = azm +O(zm+1) pour un entier m ≥ 0 et a 6= 0.
Pour tout r < 1, la formule de Jensen [Ru] donne :

1

2π

∫ 2π

0
log |f(reiθ)|dθ =

∑
0<|zi|<r

log
r

|zi|
+ log(|a|rm).

On en déduit que si f ∈ N , la série à termes positifs
∑
i

log
1

|zi|
est convergente, et par

conséquent, la série
∑
i

(1 − |zi|) aussi. On obtient ainsi la propriété importante de la classe

de Nevanlinna N : si f ∈ N , la série
∑
i

(1− |zi|) est convergente. En particulier le produit de

Blaschke BZ est bien défini.

1.3. Le théorème de Nevanlinna.

Considérons alors la fonction holomorphe sans zéros F =
f

BZ
. Montrons que F ∈ N . Soit

r ∈]0, 1[. Puisque log+(ab) ≤ log+(a) + log+(b), on a∫ 2π

0
log+ |F (reiθ)|dθ ≤

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ +

∫ 2π

0
log+ | 1

BZ(reiθ)
|dθ

=

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ −

∫ 2π

0
log |BZ(reiθ)|dθ

car |BZ(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D. D’autre part,

∫ 2π

0
log |BZ(reiθ)|dθ est supérieur ou égal à

2π log |arm| d’après la formule de Jensen. On en déduit que F ∈ N .
Puisque F ne s’annule pas, il existe une fonction holomorphe g : D→ C telle que F = exp g.

La partie réelle de g est la fonction harmonique log |F |. L’hypothèse que F ∈ N signifie que

la fonction r 7→
∫ 2π

0
<g+(reiθ)dθ est majorée supérieurement. La formule de la moyenne pour

les fonctions harmoniques dit que <g(0) =
1

2π

∫ 2π

0
g(reiθ)dθ pour tout r. Donc la fonction

r 7→
∫ 2π

0
<g−(reiθ)dθ est minorée et finalement r 7→

∫ 2π

0
|<g(reiθ)|dθ est majorée ; en d’autres

termes les mesures |<g(reiθ)|dθ ont une masse totale majorée indépendamment de r. Soit alors
µ une mesure de Radon réelle sur le cercle unité qui est valeur d’adhérence faible des mesures
<g(reiθ)dθ lorsque r → 1. D’après la formule de Poisson,

<g(z) =
1

2π

∫ 2π

0
<
(
eiθ + z

eiθ − z

)
dµ(θ).

Comme µ est une mesure réelle,

g(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ) + iC

avec C ∈ R et par suite

F (z) = eiC exp

(
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

)
On a ainsi démontré la partie directe du théorème de Nevanlinna :
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Théorème 2. Pour toute fonction holomorphe f ∈ N , il existe une mesure de Radon signée µ
sur le cercle unité et c ∈ R tels que

f(z) = eicBZ(z) exp

(
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ)

)
,

où BZ est le produit de Blaschke construit sur les zéros de f .

2. L’intégration fractionnaire

Soit α ∈ C, avec <α > 0. Soit h : [0, r] → C une fonction mesurable. On définit, pour
x ∈ [0, r], une fonction mesurable Iα, l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α de h en posant

Iαh(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0
h(t)(x− t)α−1dt.

D’après Fubini, ∫ r

0
|Iαh(x)|dx ≤ 1

Γ(α+ 1)

∫ r

0
|h(t)|(r − t)<αdt.

Donc Iαh est intégrable si h l’est.
En particulier, pour tout réel γ > −1 et pour tout α ∈ C avec <α > 0, on a :

(3) Iα(
xγ

Γ(γ + 1)
) =

xγ+α

Γ(γ + α+ 1)
.

Soit h : [0, l[→ C une fonction dérivable avec une dérivée intégrable ; une intégration par
parties donne

Iαh(x) = Iα+1h′(x) + h(0)
xα

Γ(α+ 1)
.

Le membre de droite dans cette égalité est bien défini pour tout α avec <α > −1 ce qui permet
de définir Iαh pour ces valeurs de α. On a en particulier I0h = h. On définit par récurrence
Iαh pour toute fonction h de classe Ck lorsque <α > −k : c’est une fonction holomorphe de α.
Dans la suite, on supposera le plus souvent que <α > −1.

2.1. Intégration fractionnaire des fonctions holomorphes.
Soit Dρ le disque de rayon ρ centré à l’origine. Soit h : Dρ → C une fonction holomorphe.

Soit z 6= 0 un point du disque Dρ et soit c un chemin plongé de classe C1 par morceaux, joignant
l’origine à z. Il existe un seul chemin avec ces propriétés à isotopie près fixant les extrémités (on
peut choisir par exemple le segment euclidien).

Soit α ∈ C avec <α > 0. On pose

Iαh(z) =
1

Γ(α)

∫
c
h(ζ)(z − ζ)α−1dζ.

Pour définir (z − ζ)α−1 le long de c, on définit l’argument du nombre complexe (z − ζ) en
choisissant d’abord l’argument de z : ceci détermine de manière unique par continuité l’argument
de z− ζ pour ζ ∈ c. Par la formule de Cauchy, la valeur de l’intégrale ne dépend pas du chemin
c. Si on choisit comme chemin le segment t 7→ tz paramétré par [0, 1], on trouve :

(4) Iαh(z) =
1

Γ(α)
zα
∫ 1

0
h(tz)(1− t)α−1dt.

On voit ainsi que Iαh est une fonction holomorphe au voisinage de tout point de Dρ \ {0} et

la fonction z 7→ Iαh(z)

zα
est holomorphe sur Dρ \ {0}. Dans un voisinage de 0, on peut écrire :

h(z) = h(0) + zh′(0) + to1(z) avec o1(z)→ 0 quand |z| → 0. On en déduit que

Iαh(z)

zα
=

1

Γ(α)
h(0)

∫ 1

0
(1− t)α−1dt+ o2(z)
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où o2(z)→ 0 quand |z| → 0 Donc pour <α > 0, la fonction
Iαh(z)

zα
se prolonge continûment en

0 en y prenant la valeur
1

Γ(α− 1)
h(0) ; elle est donc holomorphe sur Dρ.

Si <α > −1, on raisonne comme dans le cas réel pour définir Iαh en utilisant la relation

Iαh(z) = Iα+1h′(z) + h(0)
zα

Γ(α+ 1)
(valide lorsque <α > 0). La relation (4) est toujours

vérifiée.

Définition. Soit α ∈ C, <α > −1. Soit h : Dρ → C une fonction holomorphe. On définit une
fonction holomorphe hα : Dρ → C, appelée l’intégrale fractionnaire d’ordre α de h en posant :

hα(z) =
1

Γ(α)zα

∫
c
h(ζ)(z − ζ)α−1dζ

où c est un chemin C1 par morceaux joignant 0 à z.

Remarque. D’après l’équation (3), on a :(
zk

Γ(k + 1)

)
α

=
zk

Γ(k + α+ 1)
.

Plus généralement, l’opérateur h 7→ hα agit au niveau des coefficients de Taylor d’une fonction

holomorphe h sur Dρ comme un muliplicateur de Fourier : si h(z) =

∞∑
0

hkz
k, alors

(5) hα(z) =

∞∑
0

Γ(k + 1)

Γ(k + α+ 1)
hkz

k.

2.2. Intégration fractionnaire des fonctions harmoniques.
Soit u : Dρ → R une fonction harmonique. L’intégrale d’une fonction harmonique le long d’un

chemin ne dépend pas que de la classe d’homotopie à extrémités fixes du chemin comme celle
d’une fonction holomorphe et il faut d’abord préciser le chemin d’intégration.

On suppose α ∈ R, α > −1.
Soit z = reiθ un point 6= 0. On utilise comme chemin le segment joignant 0 à z, et on

définit Iαu(reiθ) comme la valeur au point r de l’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction
t 7→ u(teiθ), c’est-à-dire :

Iαu(reiθ) =
1

Γ(α)

∫ r

0
u(teiθ)(r − t)α−1dt.

On montre comme dans le cas holomorphe, que cette fonction a une singularité en rα à l’origine
et que la fonction uα : Dρ → R, définie par

uα(reiθ) =
1

rα
Iαu(reiθ).

est continue. D’autre part, soit h : Dρ → C une fonction holomorphe dont la partie réelle est u.
Puisque α ∈ R, Γ(α) ∈ R et on remarque que uα = <(hα) (c’est-à-dire que la partie réelle de hα
ne dépend pas du choix de h).

Définition. Soit α ∈ R, α > −1. Soit u : Dρ → R une fonction harmonique et h : Dρ → C une
fonction holomorphe de partie réelle u. On définit l’intégrale fractionnaire d’ordre α de u par :

uα = < (hα) = <
(

1

Γ(α)zα

∫
c
h(ζ)(z − ζ)α−1dζ

)
.
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2.3. Intégration fractionnaire du logarithme du module des fonctions holomorphes.
Dans la suite, on aura besoin d’appliquer l’opérateur d’intégration fractionnaire à des fonctions

du type log |F | où F est une fonction méromorphe sur un ouvert Ω ⊂ C contenant 0. Le cas où
F est holomorphe et ne s’annule pas est un cas particulier du cas précédent puisque la fonction
log |F | est alors harmonique. Nous supposons maintenant que l’ensemble Z formé de zéros et
des pôles de F n’est pas vide.

Soit α ∈ C <α > −1. Supposons dans un premier temps que le point 0 n’est pas dans Z. Soit
z ∈ Ω \ Z et c : [0, 1]→ Ω un chemin de 0 à z disjoint de Z. On choisit une branche de logF le
long de c et on pose :

(6) Icα logF (z) =
1

Γ(α)

∫
c
logF (ζ)(z − ζ)α−1dζ.

Remarquons que ceci définit une fonction holomorphe au voisinage de tout point z0 ⊂ Ω \ Z.
En effet, soit c0 un chemin de 0 à z0 disjoint de Z. Alors, si z est suffisamment voisin de z0,

le chemin t 7→ z

z0
c0(t) = cz(t) est un chemin contenu dans Ω \ Z qui joint 0 et z. La fonction

logF est définie dans un voisinage de c0 donc le long de cz pour tout z suffisamment proche de
z0. Par définition de Icα logF , on a alors :

Icα logF (z) =
1

Γ(α)
zα
∫ 1

0
logF (z

c0(t)

z0
)(1− c0(t)

z0
)α−1 c

′
0(t)

z0
dt,

expression qui dépend de z de façon holomorphe lorsque z est suffisamment proche de z0.

Rappelons que le revêtement universel Ω̃ \ Z s’identifie au quotient de l’espace des chemins
c : [0, 1]→ Ω \ Z par la relation d’équivalence qui identifie les chemins homotopes à extrémités
fixes. C’est une surface de Riemann pointée en 0, qui revêt Ω \Z par l’application [c] 7→ c(1) et
la fonction logF y est définie de manière unique une fois qu’on a choisi logF (0). Les différentes
fonctions Icα logF associées aux différentes classes d’homotopie de chemin, définissent une fonc-

tion Iα logF holomorphe globale. On pose pour z ∈ Ω̃ \ Z, z 6= 0 :

(logF )α (z) =
1

zα
Icα logF (z).

C’est une fonction holomorphe qui se prolonge continûment en 0 d’après un argument déjà

utilisé, définissant une fonction holomorphe sur Ω̃ \ Z.

Supposons maintenant que 0 ∈ Z, c’est-à-dire que 0 est un pôle ou un zéro de F . On écrit
F (z) = zkh(z), avec k 6= 0 est h(0) ∈ C. Nous allons définir (logF )α comme fonction holomorphe

sur Ω̃ \ Z. Nous allons d’abord donner une façon de décrire ce revêtement. Fixons un chemin
plongé de classe C1, κ : [0, 1] → Ω avec κ(0) = 0 et κ]0, 1] disjoint de Z : ce chemin va jouer
le rôle de point base. Considérons l’ensemble C des chemins c : [0, 1] → Ω de classe C1 par
morceaux tels que

(1) c(t) = κ(t) pour tout t dans un voisinage de 0 et
(2) c(]0, 1]) est disjoint de Z.

On dit que deux chemins c0 et c1 appartenant à C sont équivalents lorsqu’ils sont homotopes
à travers une homotopie (cs)s∈[0,1], cs : [0, 1]→ Ω telle que

(1) s 7→ cs(1) est constant,
(2) cs(]0, 1]) est disjoint de Z pour tout s et
(3) pour tout t dans un voisinage de 0, cs(t) = κ(t) pour tout s.

Lorsqu’on munit C de la topologie de la convergence uniforme, l’espace des classes d’équivalence
est homéomorphe au revêtement universel de Ω \ Z, la projection de revêtement [c] 7→ c(1) est
holomorphe.

Le chemin κ se relève naturellement dans Ω \ Z et si on se donne une détermination de log z

le long de ce chemin, on en déduit une détermination de log z sur tout le revêtement Ω̃ \ Z. On
définit d’abord (log .)α pour α ∈ C, <α > 0 comme précédemment. Soit c : [0, 1]→ Ω un chemin
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appartenant à C avec c(1) = z. On pose :

Icα(log .)(z) =
1

Γ(α)

∫
c
log ζ(z − ζ)α−1dζ =

1

Γ(α)

∫ 1

0
log c(t)(z − c(t))α−1c′(t)dt,

l’intégrale étant bien définie car l’intégrande est équivalent à log t au voisinage de 0, et car

<α > −1. On calcule cette intégrale en écrivant : c(t) =
c(t)

z
.z. On a alors pour tout t 6= 0

log c(ct) = log z + log
c(t)

z
. Donc

Icα(log .)(z) =
1

Γ(α)

∫ 1

0
(log z + log

c(t)

z
)zα−1(1− c(t)

z
)α−1c′(t)dt.

=
zα log z

Γ(α)

∫ 1

0
(1− c(t)

z
)α−1 c

′(t)

z
dt+

zα

Γ(α)

∫ 1

0
log

c(t)

z
(1− c(t)

z
)α−1 c

′(t)

z
dt

=
zα log z

Γ(α+ 1)
+

zα

Γ(α)

∫ 1

0
log t(1− t)α−1dt.

L’intégrale dans le membre de droite est égale à

∫ 1

0
tα−1 log(1 − t)dt = −κα avec κα =

∞∑
k=1

1

k(k + α)
. Donc

(7) (log .)α (z) =
1

zα
Icα(log .) =

1

Γ(α+ 1)
log z − 1

Γ(α)
κα.

Par prolongement analytique, la formule reste valable pour tout α, <α > −1 car κα est
méromorphe avec pôles aux entiers strictement négatifs.

Revenons à la fonction F : Ω → C, F (z) = zkh(z), avec k entier 6= 0, et h(0) 6= 0. On avait
déjà défini hα comme fonction holomorphe sur le revêtement universel du complémentaire de

son lieu de zéros ; on gardera la même notation hα pour le relevé de celle-ci à Ω̃ \ Z. On a défini

(log .)α, directement comme fonction holomorphe sur Ω̃ \ Z (on aurait pu définir directement

(log .)α sur le revêtement universel de Ω \ {0} et ensuite relever celle-ci à Ω̃ \ Z). On pose

(8) (logF )α = k (log .)α + (log h)α .

On pourrait aussi raisonner de la manière suivante et obtenir le même résultat quand <α >

0. Soit z ∈ Ω̃ \ Z, identifié à l’extrémité d’un chemin c ∈ C. On a, comme ci-dessus une
détermination de log z le long de c, déterminée à partir d’une détermination de log z le long de
κ. Une détermination de logF est donc la fonction k log . + log h. L’expression (8) est aussi
égale à :

(logF )α (z) =
1

Γ(α)zα

∫
c
logF (ζ)(z − ζ)α−1dζ,

l’intégrale étant absolument convergente en 0 puisque l’intégrande est équivalent à log t au
voisinage de 0. On a ainsi défini (logF )α pour tout α ∈ C, <α > −1. C’est une fonction
holomorphe sur le revêtement universel de Ω \ {Z}.

Maintenant, nous allons définir (log |F |)α mais cette fois comme fonction sur D.
Nous supposerons α réel, α > −1.
L’intégrale fractionnaire d’ordre α (log .)α de la fonction log est la fonction holomorphe sur le

revêtement universel de C\{0} donnée par (7) : en particulier, sa partie réelle passe au quotient
en une fonction sur C \ {0} et on définit

(log |.|)α (z) = < (log .)α (z) =
1

Γ(α+ 1)
log |z| − 1

Γ(α)
κα.
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Donc, c’est une fonction harmonique sur C\{0}. Plus loin, nous définirons la fonction (log |.− u|)α
pour u ∈ D, u 6= 0. Mais, elle ne sera pas la partie réelle de (log .− u)α : ce sera une fonction

continue sur D \ {u}, harmonique dans le complémentaire du segment [u,
u

|u|
[.

Nous allons d’abord donner la définition de (log |F |)α mais en supposant que F (0) 6= 0. Soit
c un chemin dans Ω \ Z entre 0 et z. Une intégration par parties dans (6) donne alors :

Icα logF (z) =
1

Γ(α+ 1)

∫
c

F ′(ζ)

F (ζ)
(z − ζ)αdζ +

1

Γ(α+ 1)
logF (0)zα.

Si on raisonne comme dans le cas des fonctions harmoniques sur D, on peut bien définir une

fonction harmonique sur Ω̃ \ {Z} en posant : (log |F |)α = < ((logF )α) et on aura

(9) (log |F |)α (z) =
1

Γ(α+ 1)
<
(

1

zα

∫
c

F ′(ζ)

F (ζ)
(z − ζ)αdζ

)
+

1

Γ(α+ 1)
log |F (0)|.

Mais cette fonction ne passe pas toujours au quotient en une fonction sur Ω \ Z car l’intégrale
du membre de droite dépend du chemin choisi c. En effet, soient c1 et c2 deux chemins plongés
qui joignent 0 à z ; on peut supposer que c1 et c2 sont en position transverse et que c1 ∪ (−c2)
est le bord d’une 2-châıne à support compact ∆ ⊂ D. La différence

1

zα

(∫
c1

F ′(ζ)

F (ζ)
(z − ζ)αdζ −

∫
c2

F ′(ζ)

F (ζ)
(z − ζ)αdζ

)
est donnée par le théorème des résidus : elle est égale à 2iπ fois la somme des résidus de la

fonction
F ′(ζ)

F (ζ)
(1− ζ

z
)α en ceux de ses pôles qui sont contenus dans ∆. Elle vaut donc la somme

finie 2iπ
∑

εiki(1 −
zi
z

)α, où zi est un zéro ou un pôle de F sur lequel la châıne ∆ a un degré

non nul εi et où ki ∈ Z est l’ordre de zi. Comme la partie imaginaire de
∑

εiki(1 −
zi
z

)α est

en général non nulle, la partie réelle de l’intégrale dans le deuxième membre de (9) dépend du
chemin c. Toutefois, supposons que tous les zéros zi sont situés sur le segment [0z]. Comme

nous avons supposé α ∈ R, 1 − zi
z
∈ R de sorte que l’expression (9) est indépendante de c.

Considérons les chemins c entre 0 et z qui vérifient la condition (∗) suivante : ils sont isotopes
à extrémités fixes dans le complémentaire de Z à un chemin proche du segment [0z]. Alors
l’intégrale définie par le deuxième membre de (9) ne dépend pas du chemin c. On notera

(10) (log |F |)α(z) = <
(

1

Γ(α+ 1)

1

zα

∫
c

F ′(ζ)

F (ζ)
(z − ζ)αdζ

)
+

1

Γ(α+ 1)
log |F (0)|,

mais en tenant compte de la restriction faite ci-dessus sur les chemins c.
Signalons toutefois que Dzhrbashyan définit directement (voir [D1, p. 580]) :

(log |F |)α(z) = <
(

z

Γ(α+ 1)

∫ 1

0

F ′(tz)

F (tz)
(1− t)αdt

)
+

1

Γ(α+ 1)
log |F (0)|.

Dans cette formule, puisque t 7→ F ′(tz)

F (tz)
(1− t)α n’est pas intégrable aux points ti tels que tiz

est un zéro ou un pôle de F , il faut préciser le sens donné à l’intégrale du membre de droite.
C’est celui de valeur principale, c’est-à-dire qu’on a :∫ 1

0

F ′(tz)

F (tz)
(1− t)αdt

= lim
ε→0

(∫ t1−ε

0

F ′(tz)

F (tz)
(1− t)αdt+

∫ t2−ε

t1+ε

F ′(tz)

F (tz)
(1− t)αdt+ · · ·+

∫ 1

tk+ε

F ′(tz)

F (tz)
(1− t)αdt

)
,

où on a noté t1 ≤ · · · ≤ tk les ti tels que tiz est un zéro ou un pôle de F . On vérifie en utilisant
la formule de Cauchy que la définition de Dzhrbashyan cöıncide avec (9). La fonction ainsi
définie est continue sur Ω\{Z} et harmonique dans le complémentaire dans Ω de la réunion des
demi-droites [0,∞[zi pour zi ∈ Z.
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Lorsque 0 est un zéro ou bien un pôle de F , on écrit F = zkh, avec k ∈ Z, k 6= 0 et h
une fonction méromorphe méromorphe sur D telle que h(0) ∈ C, h(0) 6= 0. On définit alors
(log |F |)α = (log |.|)α + (log |h|)α.

2.4. Les noyaux de Cauchy, d’Herglotz et de Poisson d’ordre α.
Dzhrbashyan introduit des déformations des noyaux de Cauchy, de Poisson et de Herglotz,

paramétrées par α ∈ C ([D2], p. 576).
Pour z et ζ ∈ C, avec |z| < |ζ|, le noyau de Cauchy d’ordre α est la fonction holomorphe

définie par

Cα(ζ, z) =
Γ(α+ 1)

ζ(1− z
ζ )1+α

.

On peut aussi le définir comme Cα(ζ, z) =
Γ(α+ 1)ζα

(ζ − z)1+α
(on définit les puissances d’ordre α

ou α + 1 qui apparaissent dans cette expression à partir de la détermination de l’argument
de (ζ − z) au dénominateur obtenue par continuité à partir de l’argument de (ζ − 0) égal à
l’argument de ζ choisi au numérateur). C’est une déformation du noyau de Cauchy classique :

C0(ζ, z) =
1

ζ − z
= C(ζ, z).

Remarquons que du développement en série :

1

(1− z)α+1
=
∞∑
k=0

Γ(α+ k + 1)

Γ(α+ 1)Γ(k + 1)
zk,

on déduit que

(11) Cα(ζ, z) =
1

ζ

∞∑
n=0

Γ(α+ k + 1)

Γ(k + 1)
(
z

ζ
)k.

On introduit le noyau d’Herglotz d’ordre α

Sα(ζ, z) = 2Cα(ζ, z)− Cα(ζ, 0)

qui pour α = 0, vaut S0(ζ, z) =
ζ + z

ζ − z
, c’est-à-dire le noyau S qui apparâıt dans la formule de

reproduction, dûe à Herglotz, des fonctions holomorphes sur le disque à partir de la valeur au
bord de leur partie réelle lorsque celle-ci est positive.

Et on introduit finalement le noyau de Poisson d’ordre α

Pα(ζ, z) = < (ζSα(ζ, z)) ,

qui cöıncide pour α = 0 avec le noyau de Poisson

P0(ζ, z) = <
(
ζ + z

ζ − z

)
= P (ζ, z).

Définition. Soit µ un mesure de Radon sur le cercle de rayon ρ. On appelle transformée de

Herglotz d’ordre α de µ la fonction Hα(µ)(z) =

∫ 2π

0
Sα(., z)dµ, holomorphe sur Dρ.

2.5. Les noyaux d’ordre α et l’intégration fractionnaire.
Les noyaux d’ordre α de Cauchy, d’Herglotz et de Poisson d’ordre α sont reliés aux noyaux

de Cauchy, d’Herglotz et de Poisson usuels par l’intégrale fractionnaire d’ordre α.
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Par exemple, sur le disque D|ζ| de rayon |ζ|, z 7→ Cα(ζ, z) possède le développement en série
(11). On peut donc écrire, d’après la remarque (5) :

(Cα(ζ, .)α(z) =
1

ζ

∞∑
k=0

(
z

ζ
)k = C0(ζ, z),

ce que l’on notera

(Cα)α = C0 = C.

On en déduit :

(Sα)α = S0 = S,

et, puisque Pα = < (Sα) :

(12) (Pα)α = <(S0) = P0 = P.

3. Les théorèmes de reproduction

Pour tout ρ ≤ 1, on notera Cρ le cercle de rayon ρ centré en l’origine, orienté comme bord du
disque Dρ de rayon ρ. Les résultats de cette section sont ceux du Théorème 9.1 de [D2].

3.1. Reproduction des fonctions holomorphes.

Lemme 3. Soit α ∈ C, avec <α > −1. Soit f : D→ C une fonction holomorphe. Soit ρ ≤ 1 et
z ∈ D, |z| < ρ. On a :

(13) f(z) =
1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, z)fα(ζ)dζ,

intégrale sur le circuit représenté par le bord orienté du disque Dρ. De plus, pour |z| < ρ < 1,

f(z) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)<fα(ζ)dζ + =f(0)(14)

=
1

2π

∫ 2π

0
Sα(ρeiθ, z)<fα(ρeiθ)ρeiθdθ + =f(0)(15)

Démonstration. Il suffit de vérifier la première équation sur les monômes. Le résultat en
découlera pour les polynômes, puis pour les fonctions holomorphes par densité. Soit zp un
monôme tel que p ≥ 0. Alors

(zp)α =
Γ(p+ 1)

Γ(α+ p+ 1)
zp.

D’autre part,

Cα(ζ, z) =
1

ζ

∞∑
k=0

Γ(α+ k + 1)

Γ(k + 1)
(
z

ζ
)k.

Donc

1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, z)ζpdζ =
1

2iπ

∫
Cρ

( ∞∑
k=0

Γ(α+ k + 1)

Γ(k + 1)
(
z

ζ
)k

)
ζp
dζ

ζ

=
1

2iπ

∞∑
k=0

(∫
Cρ

Γ(α+ k + 1)

Γ(k + 1)
(
z

ζ
)kζp

dζ

ζ

)
Dans la dernière somme, seul le terme d’indice k = p est non nul. On en déduit (13).

Le même raisonnement donne :
1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, z)ζ
p
dζ = 0 sauf quand p = 0, de sorte que

(16)
1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, z)fα(ζ)dζ = f(0)
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En additionnant (16) et (13), on obtient :

(17)
1

2iπ

∫
Cρ

2Cα(ζ, z)<fα(ζ)dζ = f(z) + f(0).

En revenant à l’expression de Cα(ζ, 0), on a :

1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, 0)<fα(ζ)dζ =
Γ(α+ 1)

2iπ

∫
Cρ

<fα(ζ)
dζ

ζ
= Γ(α+ 1)<fα(0)

d’après la formule de la moyenne appliquée à <fα. Donc

1

2iπ

∫
Cρ

Cα(ζ, 0)<fα(ζ)dζ = <f(0).

Finalement, en retranchant cette égalité à (17) membre à membre, on obtient (14). �

3.2. Reproduction des fonctions harmoniques.
On supposera α ∈ R, α > −1. Soit u : D→ R une fonction harmonique. Soit h : D→ C une

fonction holomorphe telle que u = <h. D’après (14), on a :

h(z) =
1

2π

∫ 2π

0
Sα(ρeiθ, z)<hα(ρeiθ)ρeiθdθ + =f(0).

Par définition de l’intégrale fractionnaire d’une fonction harmonique, uα = <hα. On a donc :

u(z) =
1

2π
<
(∫ 2π

0
Sα(ρeiθ, z)uα(ρeiθ)ρeiθdθ

)
.

Donc, d’après la définition du noyau de Poisson d’ordre α, Pα(ζ, z) = < (ζSα(ζ, z)), on a la
formule de reproduction des fonctions harmoniques :

Proposition 4. Soit α ∈ R, α > −1. Soit u : D → R une fonction harmonique. Alors pour
tout ρ < 1 et pour tout z tel que |z| < ρ, on a :

(18) u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
Pα(ρeiθ, z)uα(ρeiθ)dθ.

On en déduit la généralisation suivante du théorème d’Herglotz.

Proposition 5. Soit α ∈ R, α > −1. Soit f : D → C une fonction holomorphe. Alors pour
tout ρ < 1 et pour tout z tel que |z| < ρ, on a :

(19) f(z) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(<f)α(ζ)dζ + =f(0).

4. Les classes Nα de Dzhrbashyan

Nous allons étudier la classe de Dzhrbashyan Nα. Comme annoncé dans l’introduction, nous
donnerons seulement la condition pour qu’une fonction holomorphe sur le disque

Notation. Si g est une fonction D → [−∞,∞], on définit la fonction g+ : D → [0,∞[ par
g+ = g sur l’ensemble g−1{[0,∞]}, et g+ = 0 sur g−1{[−∞, 0[}.

Définition. Soit α ∈ R avec α > −1. Soit f : D → C une fonction holomorphe. On appelle
caractéristique d’ordre α de f la fonction [0, 1[→ [0,∞[ définie par :

Tα(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
(log |f |)+

α (reiθ)dθ.

On dit que f appartient à la classe Nα si sa caractéristique d’ordre α est bornée, c’est-à-dire si

mα(f) = sup
r<1

Tα(r, f) <∞.
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4.1. Zéros des fonctions de la classe Nα.
Une propriété importante des fonctions dans la classe Nα est que leurs zéros vérifient une

condition du même type que la condition de Blaschke satisfaite par les zéros des fonctions de la
classe de Nevanlinna.

Théorème 6. Soit α ∈ R, α > −1 et soit f ∈ Nα une fonction holomorphe. On note Z =
{zi, i = 1, · · · } l’ensemble des zéros non nuls de f ordonnés en une suite croissante |zi| ≤ |zi+1|
et répétés avec multiplicité. Alors la série

(20)
∞∑
1

(1− |zi|)α+1

est convergente.

Définition. On dira qu’une suite (zi, i = 1, · · · ) de points de D qui vérifie (20) satisfait la
condition de Blaschke-Dzhrbashyan d’ordre α.
Démonstration. On a déjà rappelé que le résultat analogue pour la classe de Nevanlinna
repose sur la formule de Jensen. Pour la classe Nα, l’argument repose sur une généralisation
dûe à Dzhrbashyan de la formule de Jensen.

Soit 0 < ρ < 1 ; supposons que f ne s’annule pas sur le cercle de rayon ρ. On note z1, · · · , zk
ceux des zéros dans Z qui sont contenus dans le disque Dρ de rayon ρ. On suppose que f s’annule
à l’ordre m ≥ 0 en l’origine avec un développement en série f(z) = czm + · · · , c 6= 0. Alors la
fonction

F (z) =
f(z)

zm
∏k

1(1− z
zi

)

est holomorphe et ne s’annule pas. On choisit une détermination de logF . C’est une fonction
holomorphe sur le disque D, sa partie réelle est la fonction harmonique log |F |. La théorème de
reproduction d’Herglotz (19) dit que pour tout z ∈ D, |z| < ρ, on a :

(21) logF (z) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |F |)α(ζ)dζ + = log c.

Par ailleurs les logarithmes des fonctions F , f , (1 − z

zi
) et z ne sont pas bien définis mais

chacun l’est dans le complémentaire des zéros, modulo un nombre imaginaire appartenant à
2iπZ. On écrira pour tout z dans le complémentaire des zéros :

(22) logF (z) = log f(z)−m log z −
k∑
1

log(1− z

zi
)

mais en comprenant que la différence entre les deux membres appartient à 2iπZ. Par ailleurs,
on a défini l’opérateur u 7→ uα, pour les fonctions u de la forme log |g| où g est holomorphe sur
D et cet opérateur vérifie (uv)α = uα + vα. On a donc

1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |F |)α(ζ)dζ =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |f |)α(ζ)dζ

− m

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |.|)α(ζ)dζ − 1

2iπ

k∑
1

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

zi
|)α(ζ)dζ.

La fonction (log |.|)α a été calculée (cf. (7)) ; elle vaut :

(log |.|)α (z) = < (log .)α (z) =
1

Γ(α+ 1)
log |z| − 1

Γ(α)
κα

pour la constante κα =
∞∑
1

1

k(k + α)
.
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En faisant z = 0 dans (21) et en utilisant l’expression de (log |.|)α, on obtient :

1

2iπ

k∑
i=1

∫
Cρ

(
log |1− .

zi
|
)
α

(ζ)
dζ

ζ

=
1

2iπ

∫
Cρ

(log |f |)α
dζ

ζ
− m

2iπ

∫
Cρ

(log |.|)α
dζ

ζ
− log |F (0)|

=
1

2iπ

∫
Cρ

(log |f |)α
dζ

ζ
−m(

log ρ

Γ(α+ 1)
− kα

Γ(α)
)− log |c|.

Cette formule est une généralisation de la formule de Jensen en ce sens qu’elle donne une
relation entre la moyenne de (log |f |)α sur le cercle de rayon ρ et les zéros de f de module ≤ ρ.

Nous étudierons en détail la fonction

(
log |1− .

zi
|
)
α

dans la prochaine section et donnerons en

particulier l’équivalent suivant de ses moyennes circulaires (33) :

c1(1− zi
ρ

)α+1 ≤
∫
Cρ

(
log |1− .

zi
|
)
α

(ζ)
dζ

ζ
≤ c2(1− zi

ρ
)α+1

pour des constantes c1 et c2 qui ne dépendent que d’un minorant non nul de |zi|.
On en déduit que

c1

k∑
i=1

(
1− |zi|

ρ

)α+1

≤ 1

2iπ

∫
Cρ

(log |f |)α (ζ)
dζ

ζ
−m(log ρ−<kα)− log |c|.

Comme f ∈ Nα, le membre de droite est majoré indépendamment de ρ. En faisant tendre

ρ→ 1, on obtient le résultat cherché :

∞∑
1

(1− |zi|)α+1 <∞. �

4.2. Factorisation des fonctions de la classe Nα.
Le résultat principal de Mkhitar Dzhrbashyan dans [D1, D2] est un théorème de factorisation

pour les fonctions dans la classe Nα qui est l’analogue du théorème de Nevanlinna : toute
fonction f ∈ Nα s’écrit de manière unique comme le produit d’une fonction Aα(z, (zi)) ∈ Nα qui
s’annule exactement aux zéros de f et d’une fonction qui est l’exponentielle de la transformée
de Herglotz d’ordre α d’une mesure de Radon sur le cercle ∂D. La fonction Aα(z, (zi)) est
l’analogue du produit de Blaschke, fini ou infini, associé à une suite de points dans D qui vérifie
la condition de Blaschke. Dzhrbashyan la définit comme un produit fini ou infini de fonctions
élémentaires Aα(z, zi) ; la fonction Aα(z, zi) qui appartient à Nα et s’annule uniquement en
zi, est ainsi l’analogue du facteur de Blaschke. Pour cette raison, on l’appellera le facteur de
Blaschke-Dzhrbashyan. L’une des difficultés principales des articles [D1, D2] est la construction
des fonctions Aα(z, zi) et l’étude de leurs propriétés.

Nous donnerons l’énoncé précis du théorème de factorisation pour la classe Nα un peu plus
loin. Pour le moment, nous allons essayer de motiver la définition des facteurs Aα(z, zi) :
lorsqu’on écrit la formule de reproduction d’Herglotz d’ordre α exprimant f à partir des valeurs
de (log |f |)α sur le cercle de rayon ρ, on voit aparâıtre des facteurs Aρα(z, zi). Ces facteurs seront
des approximations des facteurs de Blaschke-Dzhrbashyan. Venons-en aux détails et reprenons
les notations introduites dans la paragraphe précédent. En utilisant (21) et (22), on a pour tout
z, |z| < ρ :

log f(z) =m

(
log z − 1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |.|)α(ζ)dζ

)
(23)

+

k∑
1

(
log(1− z

zi
)− 1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

zi
|)α(ζ)dζ

)
(24)

+
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |f |)α(ζ)dζ,(25)
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toujours au sens que la différence des deux membres est un nombre ∈ 2iπZ.
Nous allons étudier les fonctions holomorphes qui apparaissent dans le membre de droite de

cette expression.

Pour la première intégrale du membre de droite, on a déjà vu que (log |.|)α (z) =
log |z|

Γ(α+ 1)
−

κα
Γ(α)

pour la constante κα =

∞∑
1

1

k(k + α)
(cf. (7)). Donc

1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |.|)α(ζ)dζ =
1

2iπ
(

log ρ

Γ(α+ 1)
− κα

Γ(α)
)

∫
Cρ

(
2

(1− z
ζ )α+1

− 1

)
dζ

ζ

=
log ρ

Γ(α+ 1)
− κα

Γ(α)
.

On en déduit que la première ligne du membre de droite ci-dessus vaut

m(log z +
log ρ

Γ(α+ 1)
− κα

Γ(α)
).

La deuxième ligne est plus difficile à calculer et son étude repose sur des estimées qui seront
faites dans le prochain chapitre.

Définition. Soit u ∈ D, u 6= 0. Soit ρ > |u|. On définit d’abord une fonction holomorphe sur
Dρ par :

(26) vρα(z, u) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ.

On définit une fonction holomorphe sur Dρ par :

(27) Aρα(z, u) = (1− z
u

) exp (−vρα(z, u)) = (1− z
u

) exp

(
− 1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

)
.

Lorsque ρ→ 1, on vérifie facilement en utilisant la continuité de
(

log |1− .

u
|
)
α

sur un voisi-

nage de C1 (Lemme 11) que Aρα(., u) converge uniformément sur les compacts de D vers la
fonction A1

α(., u). On notera pour simplifier

Aα(., u) = A1
α(., u) = (1− z

u
) exp

(
− 1

2iπ

∫
C1

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

)
.

Remarque. La fonction Aα(., u) a un zéro simple en z = u. Soit (ui)i∈N une suite dans D telle
que |ui| → 1 quand i → ∞ ; la suite (Aα(., ui)) converge alors uniformément sur les compacts
vers la fonction constante ≡ 1 d’après le Lemme 13. La fonction (Aα(., u)) va jouer le rôle des
facteurs de Blaschke dans le théorème de Nevanlinna. On vérifie d’ailleurs que pour α = 0,

c’est le facteur de Blaschke classique : A0(z, u) =
u− z
1− uz

|u|
u

. On appellera (Aα(., u)) facteur de

Blaschke-Dzhrbashyan.

Revenons à l’expression de log f sur Dρ (23). En prenant l’exponentielle des deux membres
de cette expression on obtient une première factorisation de f : pour tout z ∈ Dρ, on a :

(28) f(z) = ρ
m

Γ(α+1)κ
Γ(α)
m
α zm

(
k∏
i=1

Aρα(z, zi)

)
exp

(
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |f |)α(ζ)dζ

)
.
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La fonction

(
k∏
i=1

Aρα(z, zi)

)
joue le rôle d’un produit de Blaschke fini ; nous allons d’abord

montrer tout de suite que lorsque ρ→ 1, les fonctions

(∏
zi<ρ

Aρα(z, zi)

)
convergent uniformément

sur les compacts de D vers une fonction holomorphe Aα(z, (zi)) ∈ Nα qui s’annule exactement
aux points zi.

Quant au terme dans l’exponentielle, l’hypothèse f ∈ Nα entrâıne qu’il converge vers la
transformée de Herglotz d’une mesure de Radon sur ∂D. Nous donnerons les détails un peu plus
loin.

Nous allons d’abord construire les produits infinis de Blaschke-Dzhrbashyan. Leur construction
repose sur des estimées sur les fonctions (log |. − u|)α. Ces estimées, fines mais pas difficiles,
seront démontrées dans les chapitres suivants.

Proposition 7. Soit α ∈ R, α > −1. Soit (ui)
∞
i=1 une suite dans D telle que

∞∑
i=1

(1− |ui|)α+1 <

∞. Alors,

(1) la suite des produits
∏
|ui|≤ρ

Aα(z, ui) converge uniformément sur les compacts de D lorsque

ρ→ 1. La fonction holomorphe limite sera notée Aα(z, (ui)).

(2) la suite (
∏
|ui|<ρ

Aρα(z, ui)) converge uniformément sur les compacts de D vers Aα(z, (ui))

lorsque ρ→ 1.

Définition. L’ensemble des zéros de Aα(z, (ui)) est exactement (ui). La fonction holomorphe
Aα(z, (ui)) est appelée le produit de Blaschke-Dzhrbashyan associé à la suite (ui). Pour α = 0
c’est le produit de Blaschke habituel.

Démonstration. Nous utiliserons les lemmes (13) et (14) qui seront démontrés plus loin.
Rappelons que pour tout ρ ≤ 1,

Aρα(z, u) = (1− z

u
) exp

(
− 1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

)
.

Soit ρ′ < 1. D’après l’hypothèse
∞∑
i=1

(1− |ui|)α+1 <∞, le Lemme (13) entrâıne que la suite des

produits
∏

ρ′<|ui|≤ρ

Aρα(z, ui) est uniformément de Cauchy sur Dρ′ lorsque ρ → 1. Donc la suite∏
|ui|≤ρ

Aρα(z, ui) restreinte à Dρ′ converge uniformément lorsque ρ→ 1.

La démonstration de (2) est très proche. Pour ρ′′ > ρ′, on considère les quotients∏
ρ′′<|ui|≤ρA

ρ
α(z, ui)∏

ρ′′<|ui|≤ρAα(z, ui)
=

∏
ρ′′<|ui|≤ρ

Aρα(z, ui)

Aα(z, ui)
.

Si on choisit ρ′′ suffisamment proche de 1, on pourra rendre tous ces quotients arbitraire-
ment proches de 1 uniformément sur Dρ′ , d’après le Lemme (14). Quant au produit fini∏
|ui|≤ρ′′

Aρα(z, ui)

Aα(z, ui)
, il tend vers 1 lorsque ρ→ 1, toujours d’après le Lemme (14). Donc les quotients∏

|ui|≤ρA
ρ
α(z, ui)∏

|ui|≤ρAα(z, ui)
tendent vers 1 avec ρ. �
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Proposition 8. Soit α ∈ R, α > −1. Soit (ui)
∞
i=1 une suite dans D telle que

∞∑
i=1

(1− |ui|)α+1 <

∞. Alors Aα(., (ui)) et
1

Aα(., (ui))
appartiennent à Nα.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du résultat correspondant pour les facteurs
de Blaschke-Dzhrbashyan qui sera démontré plus loin (Lemme 15) : pour tout u ∈ D, |u| ≥ ρ′ >
0, Aα(., u) et

1

Aα(., u)
appartiennent à Nα et leurs caractéristiques d’ordre α sont toutes les

deux majorées par c(1− |u|)α+1 pour une constante c qui ne dépend que de ρ′. �

4.3. Le théorème de factorisation de Dzhrbashyan.
Nous ne donnerons l’énoncé de ce théorème que dans le cas des fonctions holomorphes.

Théorème 9. Soit α ∈ R, α > −1. Soit f ∈ Nα une fonction holomorphe. Alors, il existe
c ∈ C, m ∈ N, et une mesure de Radon réelle µ sur le cercle C1 telle que

(29) f(z) = czmAα(z, (zi)) exp

(
1

2π

∫ 2π

0
Sα(eiθ, z)eiθdµ(θ)

)
,

où Aα(z, (zi)) est le produit de Blaschke-Dzhrbashyan associé aux zéros non nuls de f . De plus
il existe une unique mesure de Radon µ sur le cercle ayant cette propriété.

Démonstration. Faisons tendre ρ→ 1 dans l’expression (28). Pour tout ρ > 0, on définit une
mesure absolument continue µρ sur le cercle en posant :

dµρ = (log |f |)α(ρeiθ)dθ.

On utilise la décomposition de µρ en partie positive et partie négative : µρ = µ+
ρ − µ−ρ ,

où µ±ρ = (log |f |)±α (ρeiθ)eiθdθ. Puisque f ∈ Nα, la partie positive de cette mesure µ+
ρ =

(log |f |)+
α (ρeiθ)eiθdθ a une masse totale bornée supérieurement indépendamment de ρ. Mon-

trons que la masse totale de la partie négative est aussi bornée indépendamment de ρ. On
considère la fonction holomorphe sans zéros F telle que f = czmAα(z, (zi))F . Comme F ne
s’annule pas, log |F | est harmonique et donc pour tout ρ ≤ 1, on a :

1

2π

∫ 2π

0
(log |F |)+

α (ρeiθ)dθ − 1

2π

∫ 2π

0
(log |F |)−α (ρeiθ)dθ = (log |F )|)α(0) = log |F |(0).

Donc F ∈ Nα si et seulement si
1

F
∈ Nα. Or F ∈ Nα : en effet, F = f

1

czm
1

Aα(z, (zi))
où

f ∈ Nα par hypothèse et où
1

Aα(z, (zi))
∈ Nα d’après la Proposition 8. Donc

1

F
∈ Nα. Par le

même argument, en écrivant
1

f
=

1

F

1

czm
1

Aα(z, (zi))
, on trouve que

1

f
appartient aussi à Nα ce

qui équivaut à dire que la masse totale de µ−ρ est bornée indépendamment de ρ. Donc, il existe
une suite (ρi) tendant vers 1 et une mesure de Radon réelle µ sur C1 telle que (µρi) converge
faiblement vers µ. Cette mesure vérifie la formule (29) du théorème.

Pour montrer l’unicité de la mesure µ, on suppose que µ1 et µ2 sont deux mesures de Radon
qui vérifient (29). Il existe alors k ∈ Z tel que la mesure de Radon ν = µ1−µ2 vérifie pour tout
z ∈ D :

(30)

∫ 2π

0
Sα(eiθ, z)eiθdµ(θ) = 2iπk

Donc

∫ 2π

0
<
(
Sα(eiθ, z)eiθ

)
dµ(θ) = <

(∫ 2π

0
Sα(eiθ, z)eiθdµ(θ)

)
= 0, c’est-à-dire, d’après la

définition du noyau de Poisson d’ordre α,

∫ 2π

0
Pα(eiθ, z)dµ(θ) = 0. En appliquant l’opérateur

d’intégration d’ordre α aux deux membres et en utilisant (12), on en déduit que

∫ 2π

0
P (eiθ, z)dµ(θ) =
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0, autrement dit, que la transformée de Poisson (usuelle) de la mesure µ est la fonction nulle.
Ceci signifie que µ est la mesure nulle. �

Dans le même article, Dzhrbashyan démontre aussi la réciproque du Théorème 9.

Théorème 10. Soit (zi) une suite dans D\{0} qui vérifie la condition de Blaschke-Dzhrbashyan
d’ordre α, soit µ une mesure de Radon réelle sur C1, soient c ∈ C et m ∈ N, alors la fonction
holomorphe

f(z) = czmAα(z, (zi)) exp

(
1

2π

∫ 2π

0
Sα(eiθ, z)eiθdµ(θ)

)
appartient à Nα.

Démonstration. Puisque la classe Nα est stable par multiplication, que zm et, sous notre
hypothèse, Aα(z, (zi)) appartiennent à Nα, il suffit de vérifier que la fonction

g(z) = exp

(
1

2π

∫ 2π

0
Sα(eiθ, z)eiθdµ(θ)

)
appartient aussi à Nα. Or

log |g|(z) =
1

2π

∫ 2π

0
<
(
Sα(eiθ, z)eiθ

)
dµ(θ)

et donc

(log |g|)α(z) =
1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)dµ(θ).

Écrivons la décomposition µ = µ+ − µ− comme différence de deux mesures de Radon positives.
Alors, pour tout r < 1,

1

2π

∫ 2π

0
(log |g|)+

α (reiψ)dψ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, reiψ)dµ+(θ)dψ =

=
1

2π

∫ 2π

0
dµ+(θ).

Donc g ∈ Nα �
Une conséquence des deux derniers théorèmes est qu’on peut paramétrer les fonctions holo-

morphes dans Nα avec un énoncé analogue au théorème de paramétrisation de Nevanlinna.

5. Quelques calculs

Le but de cette section est de démontrer les résultats techniques que nous avons admis dans
la section précédente dans l’étude des fonctions holomorphes appartenant à Nα. Dans les deux
premiers paragraphes, nous étudierons la fonction (log |.− u|)α qui est à la base de la définition
de vρα(., u). Dans le premier paragraphe, nous étudierons son comportement au voisinage de u.
Dans le second, nous calculerons ses moyennes sur les cercles centrés à l’origine. Nous donnerons
en particulier l’encadrement (33) que nous avons utilisé pour montrer que les zéros des fonctions
holomorphes de Nα vérifient la condition de Dzhrbashyan d’ordre α. Ensuite, nous étudierons
les facteurs de Blaschke-Dzhrbashyan Aρα(z, u) et Aα(z, u). Nous montrerons les lemmes 13 et
14 qui estiment la vitesse à laquelle ces facteurs tendent vers 1 uniformément sur les compacts
de D lorsque |u| → 1. Dans le quatrième paragraphe, nous montrerons (Lemme 15) qu’ils
appartiennent à Nα en donnant un majorant explicite de leur caractéristique de Dzhrbashyan
d’ordre α.
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5.1. Étude de la fonction (log |.− u|)α.
L’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction log a été donnée dans (7). Nous supposerons

toujours dans la suite u 6= 0.

Lemme 11. Soit u ∈ C, 0 < |u| ≤ 1. Alors

(1) si α > 0, (log |.− u|)α est continue sur le disque fermé D;

(2) si −1 < α < 0, (log |.− u|)α est continue sur D \ {u} et | (log |.− u|)α (z)| ≤ C|z − u|α
pour une constante C qui ne dépend que d’un minorant > 0 de |u| ;

(3) (log |.− u|)α est harmonique dans le complémentaire du segment [u,
u

|u|
[ ;

(4) lorsque α > 0, (log |.− u|)α est sous-harmonique.

Démonstration. La fonction (log(.− u))α est holomorphe sur D̃ \ {u}. Considérons la sur-

face à bord Du définie comme l’adhérence dans D̃ \ {u} d’une composante de la préimage de

D \ {[u, u
|u|

[}, le complémentaire du segment [u,
u

|u|
[ dans D ; Du est homéomorphe à la réunion

de D \ {[u, u
|u|

[} et de deux copies du segment ]u,
u

|u|
[. Si z est un point de [u,

u

|u|
[, on notera

z+ et z− ses deux relevés dans Du. Choisissons l’indexation z+ ou z− de sorte que la variation
de log(. − u) entre z+ et z− soit égale à 2iπ. On compare les valeurs de (log(.− u))α en deux
points équivalents z+ et z− au-dessus d’un point z 6= u en revenant à la définition de l’intégrale
d’ordre α (pour α > 0 et aussi pour α > −1). On trouve :

(31) (log(.− u))α (z+)−(log(.− u))α (z−) =
1

zαΓ(α)

∫ z

u
2iπ(z−ζ)α−1dζ =

2iπ

Γ(α+ 1)
(1− |u|
|z|

)α.

Donc la partie réelle, < (log(.− u))α est bien définie dans D\{u} : c’est la fonction (log |.− u|)α
qui est donc harmonique (on aurait pu démontrer ce point avant, mais on aura besoin plus loin
de connâıtre la valeur exacte de la variation de (log(.− u))α).

Pour démontrer les points (1) et (2), on considère d’abord z 6= 0 tel que z /∈ [u,
u

|u|
]. Après

un changement de variables et une intégration par parties, on obtient :

(log(.− u))α (z) =
1

zαΓ(α)

∫ z

0
log(tz − u)(z − tz)α−1zdt

=
1

Γ(α+ 1)
log(−u) +

1

Γ(α+ 1)

∫ 1

0

(1− t)α

t− u
z

dt

modulo 2iπZ. Lorsque z ∈]u,
u

|u|
[, on a la même relation, l’intégrale étant prise au sens de valeur

principale (toujours modulo 2iπZ). Donc pour tout z 6= 0 et 6= u, on a :

(log |.− u|)α (z) =
1

Γ(α+ 1)
log |u|+ 1

Γ(α+ 1)
<
(∫ 1

0

(1− t)α

t− u
z

dt

)
,

en convenant que lorsque z ∈]u,
u

|u|
[, l’intégrale est au sens de valeur principale.

Pour simplifier les notations, on définit une fonction ωα pour tout α > −1 en posant pour
ξ ∈ C :

ωα(ξ) =

∫ 1

0

(1− t)α

ξ − t
dt

l’intégrale étant au sens de valeur principale lorsque ξ ∈]0, 1[. Si α ≥ 0, cette intégrale est définie
pour tout ξ ∈ C, ξ 6= 0 et si −1 < α < 0, elle est définie pour tout ξ 6= 0 et 6= 1. Ainsi

(log |.− u|)α (z) =
1

Γ(α+ 1)
log |u| − 1

Γ(α+ 1)
<
(
ωα(

u

z
)
)

Soit α > 0. Nous allons montrer que ωα est continue au point 1, ce qui entrâınera le point
(1) du Lemme. Soit ξ 6= 1 ; choisissons une branche du logarithme sur un ouvert simplement
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connexe bien choisi de C∗ et tel que log(1− ξ) + log(
1

1− ξ
) = 0. On aura alors :

ωα(ξ) =

∫ 1

0

sα

s− (1− ξ)
ds

= (1− ξ)α
∫ 1

1−ξ

0

σα

σ − 1
dσ

et aussi :

ωα(1) =
1

α
= (1− ξ)α

∫ 1
1−ξ

0
σα−1dσ.

Donc

ωα(ξ)− ωα(1) = (1− ξ)α
∫ 1

1−ξ

0

σα

σ(σ − 1)
dσ.

On en déduit que, pour tout ξ suffisamment proche de 1, < (ωα(ξ)− ωα(1)) ≤ C|ξ − 1| avec
une constante C indépendante de ξ.

On a utilisé ici la condition α > 0 pour garantir l’intégrabilité de σα−1 près de 0. Si −1 <
α < 0, on écrit

ωα(ξ) = (1− ξ)α
(∫ ξ2

0

σα

σ − 1
dσ +

∫ 1
1−ξ

ξ2

σα

σ − 1
dσ

)
,

où ξ2 est le point du rayon [0, 1
1−ξ ] à distance 2 de l’origine. Alors l’intégrale

∫ ξ2

0

σα

σ − 1
dσ est

majorée en module indépendamment de ξ ; et

∫ 1
1−ξ

ξ2

σα

σ − 1
dσ est O(

1

|ξ − 1|α
). On en déduit que

lorsque ξ est proche de 1, < (ωα(ξ)) ≤ C|ξ − 1|α avec une constante C indépendante de ξ. Le
point (2) du Lemme en découle.

Pour le point (3), rappelons qu’une fonction semi-continue supérieurement h : D → R est
sous-harmonique si et seulement si pour tout z ∈ D, pour tout r ≥ 0 tel que le disque de rayon

r centré en z est contenu dans D, on a : h(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(z + reiθ)dθ. Pour tout t ∈ [0, 1], la

fonction z 7→ log |tz − u| est sous-harmonique. D’autre part, pour α > 0, on a :

(log |.− u|)α (z) =
1

Γ(α)

∫ 1

0
log |tz − u|(1− t)α−1dt.

Donc (log |.− u|)α étant une moyenne de fonctions sous-harmoniques est elle-même sous-har-
monique. �

5.2. Étude des moyennes de (log |.− u|)α.
Les moyennes de (log |.− u|)α sur les cercles centrés en 0 sont données par le résultat suivant.

C’est le lemme suivant.

Lemme 12. Soit u 6= 0 ∈ D. Soit α > −1. Alors, pour tout ρ ≤ 1, on a :

1

2π

∫ 2π

0
(log |.− u|)α (ρeiθ)dθ =

1

Γ(α+ 1)
log |u|+ 1

Γ(α+ 1)

∫ 1

|u|
ρ

(1− t)α

t
dt.

Démonstration. Soit ρ ≤ |u|. Alors (log |.− u|)α est harmonique sur le disque de rayon ρ et
la formule de la moyenne donne :

1

2π

∫ 2π

0
(log |.− u|)α (ρeiθ)dθ = (log |.− u|)α (0) =

1

Γ(α+ 1)
log |u|.
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Supposons ρ > |u|. Rappelons que la fonction (log(.− u))α est holomorphe sur le revêtement

universel C̃ \ {u} de C \ {u}. On note C ′ρ la préimage du cercle de rayon ρ dans la surface Du ;

comme ρ ≥ |u|, c’est un arc joignant les points ρ
u

|u|
−

et ρ
u

|u|
+

.

On a

1

2π

∫ 2π

0
(log |.− u|)α (ρeiθ)dθ = <

(
1

2iπ

∫
C′ρ

(log(.− u))α (z)
dz

z

)
.

D’après la définition de (log(.− u))α,

1

2iπ

∫
C′ρ

(log(.− u))α (z)
dz

z
=

1

2iπ

∫
C′ρ

1

Γ(α)zα

∫ z

0
log(ζ − u)(z − ζ)α−1dζ

dz

z
,

où

∫ z

0
désigne l’intégration le long de la préimage dans Du du segment [0z]. Rappelons que si

α > 0, l’intégrale
1

Γ(α)

∫ z

0
log(ζ − u)(z − ζ)α−1dζ désigne l’intégrale au sens usuel, mais que si

−1 < α < 0, elle est définie par prolongement analytique.
Soit z ∈ D, |z| > |u|. Pour α > 0, un changement de variables donne :

1

Γ(α)zα

∫ z

0
log(ζ − u)(z − ζ)α−1dζ =

1

Γ(α)

∫ 1

0
log(tz − u)(1− t)α−1dt.

Pour −1 < α < 0, la même formule est vérifiée (à nouveau par prolongement analytique).
D’autre part, si α > 0, le théorème de Fubini permet d’écrire :

1

2iπ

∫
C′ρ

(log(.− u))α (z)
dz

z
=

1

2iπ

∫
C′ρ

1

Γ(α)

∫ 1

0
log(tz − u)(1− t)α−1dt

dz

z

=

∫ 1

0

1

Γ(α)

(
1

2iπ

∫
C′ρ

log(tz − u)
dz

z

)
(1− t)α−1dt

car l’intégrale double est absolument convergente. Quand −1 < α < 0, on montre que la
même formule est encore valide, en revenant à la définition de l’intégrale fractionnaire ou par
prolongement analytique.

Posons pour r ≤ 1 :

I(r) =
1

2iπ

∫
C′r

log(ζ − u)
dζ

ζ

de sorte que

1

2iπ

∫
C′ρ

(log(.− u))α (z)
dz

z
=

1

Γ(α)

∫ 1

0
I(tρ)(1− tα−1)dt.

Lorsque r ≤ u,
1

ζ
log(ζ − u) est méromorphe sur le disque de rayon r avec un unique pôle en

0. Le théorème des résidus donne : I(r) = log(−u).
Pour calculer Ir lorsque r > |u|, on considère la surface à bord obtenue en prenant la préimage

du disque de rayon r Dr dans Du et on applique la formule de Cauchy à log(.− u). Le bord de
cette surface est le circuit orienté C ′′r obtenu en parcourant C ′r dans le sens trigonométrique à

partir du point
r

|u|
u+ jusqu’au point

r

|u|
u−, puis en rajoutant un aller-retour le long du segment

[u,
r

|u|
u], c’est-à-dire [

r

|u|
, 1]u− puis [1,

r

|u|
]u+. Le théorème des résidus appliqué à ce nouveau

circuit donne

I(r) = log(
r

|u|
) + log(−u).
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On en déduit, en reportant cette valeur, puis en intégrant par parties :

1

2iπ

∫
C′ρ

(log(.− u))α (z)
dz

z
=

=
1

Γ(α)

∫ |u|
ρ

0
(1− t)α−1 log(−u)dt+

1

Γ(α)

∫ 1

|u|
ρ

(1− t)α−1

(
log(

tρ

|u|
) + log(−u)

)
dt

=
1

Γ(α+ 1)
log(−u) +

1

Γ(α)

∫ 1

|u|
ρ

(1− t)α−1 log tdt+
1

Γ(α)
log

ρ

|u|

∫ 1

|u|
ρ

α(1− t)α−1dt

=
1

Γ(α+ 1)
log(−u) +

1

Γ(α+ 1)

∫ 1

|u|
ρ

(1− t)α

t
dt.

En prenant la partie réelle des deux membres, on obtient le résultat cherché. �

Si au lieu de considérer |.− u| on considère la fonction |1− .

u
|, on a donc, pour tout ρ ≥ |u| :

(32)
1

2π

∫ 2π

0
(log |1− .

u
|)α(ρeiθ)dθ =

1

Γ(α+ 1)

∫ 1

|u|
ρ

(1− t)α

t
dt.

On en déduit un équivalent pour les moyennes circulaires qu’on utilisera dans le paragraphe
suivant. Pour tout ρ ≥ |u|, on a :

(33) c1(1− u

ρ
)α+1 ≤ 1

2π

∫ 2π

0
(log |1− .

u
|)α(ρeiθ)dθ ≤ c2(1− u

ρ
)α+1,

où les constantes c1 > 0 et c2 ne dépendent que d’un minorant non nul pour |u|.

5.3. Étude de la fonction vρα.
Soit α ≥ −1. Soit ρ ≤ 1. Soit u ∈ C, |u| ≤ 1. Pour tout z ∈ Dρ, on a défini (cf (26)) :

vρα(z, u) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
2

(1− z
ρeiθ

)α+1
− 1

)
(log |1− .

u
|)α(ρeiθ)dθ.

Lorsque ρ < |u|, log(1 − .

u
) est holomorphe sur Dρ. Donc d’après la formule d’Herglotz

généralisée, on a :

vρα(z, u) = log(1− z

u
).

Pour tout ρ, vρα(., u) est holomorphe : en effet, la fonction ζ 7→ (log |1− .

u
|)α(ζ) est intégrable

sur le cercle de rayon ρ d’après le Lemme 11 et z 7→ 2

(1− z
ρeiθ

)α+1
est holomorphe sur Dρ. Dans

ce paragraphe, nous allons étudier vρα(z, u) plus particulièrement lorsque ρ > |u|.

Lemme 13. Soit 0 < ρ′ < 1. Il existe une constante cρ′ qui ne dépend que de ρ′ ayant la

propriété que pour tout u ∈ D tel que |u| > ρ′, pour tout ρ tel que 1 − ρ ≤ 1− ρ′

2
, on a, pour

tout z ∈ Dρ′ : ∣∣∣vρα(z, u)− log(1− z

u
)
∣∣∣ ≤ cρ′(ρ− |u|)1+α.

Démonstration. On écrit :

(log |1− .

u
|)α(ζ) =

1

2

(
(log(1− .

u
))α(ζ) + (log(1− .

ū
))α(ζ̄)

)
.

Donc

vρα(z, u) =
1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ = I1(ρ) + I2(ρ)
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avec

I1(ρ) =
1

4iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log(1− .

u
))α(ζ)dζ

et

I2(ρ) =
1

4iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log(1− .

ū
))α(ζ̄)dζ.

Pour démontrer le lemme, nous allons majorer séparément I1(ρ)− log(1− z

u
) et I2(ρ).

On calcule d’abord I1(ρ) en raisonnant comme dans la démonstration de l’équivalent (33). Si

r ≤ |u|, la fonction
(

log(1− .

u
)
)
α

est holomorphe sur Dr. En particulier, d’après la démonstration

de la première partie du Lemme (3) et en tenant compte du fait que log(1 − .

u
) s’annule en 0,

on a pour tout z ∈ Dr :

I1(r) =
1

4iπ

∫
Cr

Sα(ζ, z)(log(1− .

u
))α(ζ)dζ = log(1− z

u
).

Dans le cas général, les fonctions log(1 − .

u
) et

(
log(1− .

u
)
)
α

sont holomorphes dans le

revêtement universel D̃ \ {u} de D \ {u}. On considère leurs restrictions à la surface à bord Du.
Pour calculer I1(ρ), quand ρ ≥ |u|, on utilise le circuit C ′′ρ défini dans le paragraphe précédent,

obtenu en parcourant C ′ρ dans le sens trigonométrique depuis le point
ρ

|u|
u+ jusqu’au point

ρ

|u|
u− puis en rajoutant un aller-retour le long de [u, ρ

u

|u|
], c’est-à-dire en rajoutant d’abord

d’abord le segment [
ρ

|u|
, 1]u+ puis [1,

ρ

|u|
]u−. Le circuit C ′′ρ est homologue dans Du à la courbe

Cr pour tout r, |z| < r < |u|. Donc∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log(1− .

u
))α(ζ)dζ −

∫ ρ u
|u|

u
Sα(ζ, z)

(
(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ−)

)
dζ

=

∫
Cr

Sα(ζ, z)(log(1− .

u
))α(ζ)dζ.

D’après l’égalité (31) et puisque, sous les hypothèses du lemme, |Sα(ζ, z)| est majoré par une
constante qui ne dépend que de ρ′, on en déduit que

I1(ρ) = I1(r) +

∫ ρ u
|u|

u
Sα(ζ, z)

(
(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ−)

)
dζ

= log(1− z

u
) +O((ρ− |u|)α+1).

Pour le calcul de I2(ρ) on écrit :

I2(ρ) =
1

4iπ

∫
Cρ

(
2

(1− z
ζ )α+1

− 1)(log(1− .

ū
))α(ζ̄)

dζ

ζ

=
1

4π

∫
Cρ

(
2

(1− z
ρeiθ

)α+1
− 1)(log(1− .

u
))α(ρe−iθ)dθ,

soit, en prenant les conjugués :

I2(ρ) =
1

4π

∫
Cρ

(
2

(1− z
ρe−iθ

)α+1
− 1)(log(1− .

u
))α(ρeiθ)dθ

=
1

4iπ

∫
Cρ

(
2

(1− zζ
ρ2 )α+1

− 1)(log(1− .

u
))α(ζ)

dζ

ζ
.

La fonction ζ 7→ 2

(1− zζ
ρ2 )α+1

est holomorphe sur un voisinage de Dρ dans D, donc son relevé

à Du est holomorphe sur un voisinage de la préimage de Dρ. La fonction (log(1 − .

u
))α est
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holomorphe sur Du et s’annule en l’origine. Donc d’après le théorème de Cauchy, on a pour tout
r ≤ |u| : ∫

Cr

(
2

(1− zζ
ρ2 )α+1

− 1)(log(1− .

u
))α(ζ)

dζ

ζ
= 0

En utilisant comme ci-dessus le fait que le circuit C ′′ρ est homologue à Cr, on en déduit que

I2(ρ) = − 1

4iπ

∫ ρ u
|u|

u
(

2

(1− zζ
ρ2 )α+1

− 1)
(

(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ−)

)
dζ.

Sous les hypothèses du lemme, | 2

(1− zζ
ρ2 )α+1

−1| est majoré par une constante qui ne dépend que

de ρ′ quand |z| < ρ′. On en déduit que I2(ρ) = O((ρ − |u|)α+1). Finalement, en additionnant
les estimations de I1(ρ) et de I2(ρ), on obtient :∣∣∣vρα(z, u)− log(1− z

u
)
∣∣∣ ≤ cρ′(ρ− |u|)α+1

pour une constante cρ′ qui ne dépend que de ρ′. �

Lemme 14. Soit ρ′ < 1. Il existe une constante dρ′ qui ne dépend que de ρ′ ayant la propriété

que : pour tout u ∈ D tel que 1− |u| ≤ 1− ρ′

2
, pour tout ρ avec |u| ≤ ρ ≤ 1 et pour tout z ∈ Dρ′,

on a :

|
∫
C1

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ −

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ| ≤ dρ′(1− |u|)α+1 1− ρ

1− |u|
.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour i = 1 et i = 2, il existe une constante ci qui ne
dépend que de ρ′ telle que |Ii(1)− Ii(ρ)| ≤ dρ′(1− |u|)α(1− ρ). Pour I1, on écrit

I1(1)− I1(ρ) =

∫ u
|u|

ρ u
|u|

Sα(ζ, z)
(

(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ.

On conclut en utilisant (31) et le fait que, sous les hypothèses du Lemme, |Sα(ζ, z)| est majoré
par une constante qui ne dépend que de ρ′. On utilise un argument similaire pour I2 :

I2(ρ) = − 1

4iπ

∫ ρ u
|u|

u
(

2

(1− zζ
ρ2 )α+1

− 1)
(

(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ

= − 1

4iπ

∫ ρ u
|u|

u
(

2

(1− zζ)α+1
− 1)

(
(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ

−
∫ ρ u

|u|

u
(1− ρ)g(ζ)

(
(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ

pour une fonction g(z, ζ) bornée par une constante qui ne dépend que de ρ′. Donc

I2(1)− I2(ρ) =− 1

4iπ

∫ u
|u|

ρ u
|u|

(
2

(1− zζ
ρ2 )α+1

− 1)
(

(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ

− (1− ρ)

∫ ρ u
|u|

u
g(ζ)

(
(log(1− .

u
))α(ζ+)− (log(1− .

u
))α(ζ)−

)
dζ.

Comme précédemment, on montre que chaque terme du membre de droite est majoré en module
par dρ′(1− |u|)α(1− ρ) où dρ′ ne dépend que de ρ′. �
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5.4. Étude des facteurs de Blaschke-Dzhrbashyan.
Définition. Soit u ∈ D, u 6= 0. Soit ρ ≤ 1. On a défini dans (27) une fonction holomorphe Aρα
sur Dρ en posant :

Aρα(z, u) = (1− z

u
) exp

(
− 1

2iπ

∫
Cρ

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

)
.

Rappelons que pour ρ = 1, la fonction A1
α(z, u) est appelée facteur de Blaschke-Dzhrbashyan.

Le résultat suivant correspond au Lemme 9.13 de [D2]

Lemme 15. Soit u ∈ D. Pour tout α > −1, Aα(., u) ∈ Nα. Plus précisément :

(1) si α ≥ 0, sa caractéristique de Dzhrbashyan mα vérifie : mα(Aα(., u)) = 0 ;
(2) si |u| ≥ ρ′ > 0, il existe une constante c(ρ′) qui ne dépend que de ρ′ telle que

mα(Aα(., u)) ≤ c(ρ′)(1− |u|)α+1

(3) si |u| ≥ ρ′ > 0, il existe une constante c′(ρ′) qui ne dépend que de ρ′ telle que

mα(
1

Aα(., u))
≤ c(ρ′)(1− |u|)α+1

mα(
1

Aα(., u)
) ≤ c(ρ′)(1− |u|)α+1.

Démonstration. Soit α > −1. Pour tout z ∈ D, z 6= u, on a l’égalité suivante modulo 2iπZ :

logAα(z, u) = log(1− z

u
)− 1

2iπ

∫
C1

Sα(ζ, z)(log |1− .

u
|)α(ζ)dζ

= log(1− z

u
)− 1

2π

∫ 2π

0
eiθSα(eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ,

et donc, d’après la définition du noyau de Poisson d’ordre α :

log |Aα(z, u)| = log |1− z

u
| − 1

2π

∫ 2π

0
Pα(eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ.

Par conséquent, en appliquant l’opérateur d’intégration d’ordre α et utilisant que (Pα)α = P
(cf. (12)), on a :

(log |Aα(., u)|)α(z) = (log |1− .

u
|)α(z)− 1

2π

∫ 2π

0
(Pα(eiθ, .))α(z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ

= (log |1− .

u
|)α(z)− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ.

Remarquons que z 7→ 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)(log |1 − .

u
|)α(eiθ)dθ est la transformée de Poisson de la

fonction θ 7→ (log |1− .

u
|)α(eiθ) qui est intégrable sur ∂D d’après le Lemme 11. Lorsque |u| < 1,

(log |1 − .

u
|)α(eiθ) est même continue. Il est classique que la transformée de Poisson d’une

fonction continue converge radialement vers cette fonction : pour tout ψ ∈ [0, 2π],

lim
r→1

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, reiψ)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ = (log |1− .

u
|)α(eiψ).

Puisque (log |1− .

u
|)α est continue sur un voisinage de ∂D (cf. Lemme 11), on a donc, pour tout

ψ ∈ [0, 2π] :

lim
r→1

(log |Aα(., u)|)α(reiψ) =

lim
r→1

(
log |1− .

u
|)α(reiψ)− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, reiψ)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ

)
= 0.

Supposons α > 0. Alors (log |1 − .

u
|)α est sous-harmonique d’après le Lemme 11 et donc

(log |Aα(., u)|)α l’est aussi, car la différence entre ces deux fonctions, c’est-à-dire
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1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, reiψ)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ, est harmonique. Donc d’après le principe du maximum

pour les fonctions sous-harmoniques, on a pour tout z ∈ D :

(log |Aα(., u)|)α(z) < 0.

En particulier, (log |Aα(., u)|)+
α ≡ 0. Ainsi Tα(r,Aα(., u)) = 0 pour tout r ≤ 1, mα(Aα(., u)) = 0

et donc Aα(., u) ∈ Nα.
Supposons maintenant −1 < α < 0. La fonction (log |Aα(., u)|)α(z) n’est pas partout

négative. Dzhrbashyan montre par un argument délicat qu’elle prend des valeurs négatives

dans le complémentaire d’un voisinage du segment [u,
u

|u|
]. L’intersection de ce voisinage et

du cercle de rayon r est un intervalle de longueur O(1 − |u|), ce qui permettra de conclure en
utilisant l’estimation de la fonction log |1 − .

u
|α donnée au Lemme (13). Plus précisément, on

part de l’expression

(log |Aα(., u)|)α(z) = (log |1− .

u
|)α(z)− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ

=
1

Γ(α)

∫ 1

0
log |1− tz

u
|(1− t)α−1dt− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

(
1

Γ(α)

∫ 1

0
log |1− teiθ

u
|(1− t)α−1dt

)
dθ.

Pour tout z ∈ D qui n’appartient pas au segment [u,
u

|u|
], on a :

1

Γ(α)

∫ 1

0
log |1− tz

u
|(1− t)α−1dt = <

(
1

Γ(α+ 1)

∫ 1

0

(1− t)α

tz − u
eiθdt

)
.

donc

(log |Aα(., u)|)α(z) =
1

Γ(α+ 1)
<
(∫ 1

0

(1− t)α

tz − u
zdt− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)(

∫ 1

0

(1− t)α

teiθ − u
eiθdt)dθ

)
Nous allons d’abord justifier qu’on peut appliquer le théorème de Fubini à l’intégrale double
ci-dessus. Soit arg u l’argument de u. On approxime l’intégrale sur le cercle C1 par une intégrale
par rapport à θ ∈ [arg u+ ε, arg u+ 2π − ε], ε > 0. On applique alors le théorème de Fubini au
carré [arg u+ ε, arg u+ 2π − ε]× [0, 1] :∫ arg u+2π−ε

arg u+ε
P (eiθ, z)(

∫ 1

0

(1− t)α

teiθ − u
eiθdt)dθ =

∫ 1

0
(

∫ arg u+2π−ε

arg u+ε

P (eiθ, z)

teiθ − u
eiθdθ)(1− t)αdt

qui converge lorsque ε→ 0 vers

∫ 1

0
(

∫ 2π

0

P (eiθ, z)

teiθ − u
eiθdθ)(1− t)αdt. On a donc :

(log |Aα(., u)|)α(z) =
1

Γ(α+ 1)
<
(∫ 1

0
(

z

tz − u
− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

eiθ

teiθ − u
dθ)(1− t)αdt

)
.

Pour t ≤ |u|
|z|

,
z

tz − u
est holomorphe sur D, donc

z

tz − u
=

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

eiθ

teiθ − u
dθ. C’est

vrai en particulier pour t ≤ |u| ; on en déduit que

(log |Aα(., u)|)α(z) =
1

Γ(α+ 1)
<

(∫ 1

|u|
(

z

tz − u
− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

eiθ

teiθ − u
dθ)(1− t)αdt

)
.

Comme P (ζ, z) = <(
ζ + z

ζ − z
), on a :

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

eiθ

teiθ − u
dθ =

1

2

(
1

2iπ

∫
C1

ζ + z

ζ − z
1

tζ − u
dζ +

1

2iπ

∫
C1

ζ + z

ζ − z
1

tζ − u
dζ

)
.

D’après le théorème des résidus, la première intégrale vaut :

1

2iπ

∫
C1

ζ + z

ζ − z
1

tζ − u
dζ =

2z

tz − u
+

u+ tz

t(u− tz)
=

1

t
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et la deuxième :

1

2iπ

∫
C1

ζ + z

ζ − z
1

tζ − u
dζ =

1

2iπ

∫
C1

1 + ζz

1− ζz
1

tζ − u
dζ =

1

t

t+ uz

t− uz
.

En additionnant membre à membre les deux égalités, on obtient :

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)

eiθ

teiθ − u
dθ =

1

t− uz
.

Donc

(log |Aα(., u)|)α(z) =
1

Γ(α+ 1)
<

(∫ 1

|u|
(

z

tz − u
− 1

t− uz
)(1− t)αdt

)

=
1− |z|2

Γ(α+ 1)
<

(∫ 1

|u|

u

(tz − u)(t− uz̄)
(1− t)αdt

)

= −(
1− |z|2

Γ(α+ 1)
)

∫ 1

|u|
<
(

1

(1− tz
u )(1− uz̄

t )

)
(1− t)α

t
dt.

On a :

<
(

1

(1− tz
u )(1− uz̄

t )

)
=

1

|1− tz
u |2|1−

uz̄
t |2
<
(

(1− tz

u
)(1− uz̄

t
)

)
=

1

|1− tz
u |2|1−

uz̄
t |2

(
1 + |z|2 −<(

tz

u
+
uz̄

t
)

)
.

Écrivons arg z = arg u+ φ, avec φ ∈ [−π, π[. Alors,(
1 + |z|2 −<(

tz

u
+
uz̄

t
)

)
=

(
1 + |z|2 − |z|( |u|

t
+

t

|u|
) cosφ

)
.

Si |φ| ≥ π
2 , cosφ ≥ 0, et donc log |Aα(., u)|)α(z) > 0. Si cosφ ≥ 0, le minimum du membre de

droite pour t ∈ [|u|, 1] est atteint quand t = 1 et φ = 0 ; il vaut(
1 + |z|2 − |z|( 1

|u|
+ |u|)

)
= |z − 1

2
(u+

1

ū
)|2 − 1

4
(|u| − 1

|u|
)2.

Le membre de droite est l’équation du cercle de centre
1

2
(u +

1

ū
) et de rayon

1

2
(

1

|u|
− |u|). Il

résulte de ce qui vient d’être dit que les points z ∈ D tels que (log |Aα(., u)|)α(z) > 0 sont dans le
disque D(u) bordé par ce cercle. On remarque que ce disque est disjoint des cercles Cr, r < |u|
et qu’il intersecte les cercles Cr avec r ≥ |u| en un arc de cercle formé des points reiθ pour
θ ∈ [arg u− φr, arg u+ φr] où

(34) φr = O(1− |u|)

pour des constantes qui ne dépendent que d’un minorant non nul de |u|. On en déduit d’abord
que la caractéristique de Dzhrbashyan Tα(r,Aα(., u)) est nulle pour r ≤ |u|. Pour r ≥ |u|, elle
vérifie :

Tα(r,Aα(., u)) =
1

2π

∫ 2π

0
(log |Aα(., u)|)+

α (reiθ)dθ =
1

2π

∫ arg u+φr

arg u−φr
(log |Aα(., u)|)+

α (reiθ)dθ.

On va majorer (log |Aα(., u)|)+
α (reiθ) quand reiθ ∈ D(u) en utilisant l’expression

(log |Aα(., u)|)α(z) = (log |1− .

u
|)α(z)− 1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ.

D’après le Lemme 11 (2), |(log |1 − .

u
|)α(eiθ)| ≤ c1|z − u|α et donc, puisque −1 < α < 0, pour

tout θ on a :

|(log |1− .

u
|)α(eiθ)| ≤ c2(1− |u|)α
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pour une constante c2 qui ne dépend que d’un minorant non nul de |u|. Ceci entrâıne que

(35) |
∫ 2π

0
P (eiθ, z)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ| ≤ c2(1− |u|)α.

D’autre part, on remarque que |reiθ − u| ≥ c3|φ| pour une constante c3 qui ne dépend que d’un
minorant > 0 de |u| (par exemple en projetant reiθ sur le cercle C|u|). Donc

(36) |(log |1− .

u
|)α(reiθ)| ≤ c4|φ|α.

Les inégalités (35) et (36) donnent |(log |Aα(., u)|)α(z)| ≤ c4|φ|α + c2(1− |u|)α puis en intégrant
pour θ ∈ [arg u− φr, arg u+ φr],∫ arg u+φr

arg u−φr
|(log |Aα(., u)|)α(reiθ)|dθ ≤ c5(φα+1

r + (1− |u|)αφr).

D’après l’équivalent (34), cette inégalité termine la démonstration du point (2) du Lemme 15.
Pour le point (3), on écrit :

1

2π

∫ 2π

0
(log |Aα(., u)|)α(reiθ)dθ =

=
1

2π

∫ 2π

0
(log |1− .

u
|)α(reiθ)dθ − 1

2π

∫ 2π

0

1

2π

∫ 2π

0
P (eiθ, reiψ)(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθdψ

=
1

2π

∫ 2π

0
(log |1− .

u
|)α(reiθ)dθ − 1

2π

∫ 2π

0
(log |1− .

u
|)α(eiθ)dθ.

La valeur de ce deux intégrales est donnée par l’égalité (32). Pour tout r ≤ 1, on a :

− 1

Γ(α+ 1)

∫ 1

|u|

(1− t)α

t
dt ≤ 1

2π

∫ 2π

0
(log |Aα(., u)|)α(reiθ)dθ ≤ 0

On en déduit, en utilisant le point (2) du Lemme 15 que

mα(
1

Aα(., u)
) ≤ c(ρ′)(1− |u|)α+1

pour une constante c(ρ′) qui ne dépend que de ρ′.
�
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