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Note sur les polynomes de Kazhdan-Lusztig

Sophie Morel

21 aout 2018

Dans son article [B], Brenti a prouvé de maniere combinatoire une formule non-récursive
pour les polynomes de Kazhdan-Lusztig d’'un groupe de Coxeter (cf le théoreme 4.1 de [B]).
Le but de cette note est de donner une interprétation géométrique de cette formule pour les
groupes de Coxeter qui sont isomorphes a un groupe de Weyl. Cette interprétation utilise
un résultat de [M] (théoreme 3.3.5), qui exprime le prolongement intermédiaire d’un faisceau
pervers pur comme “tronqué par le poids” de son image.

Donnons rapidement le plan de 'article. La section 1 rappelle la définition, due a Kazhdan
et Lusztig, des polynomes de Kazhdan-Lusztig et des polynomes R. La section 2 rappelle le
résultat de [M] qui sera utilisé dans U'interprétation géométrique de la formule de Brenti. La
section 3 rappelle une décomposition des cellules de Bruhat due & Deodhar, et en donne une
nouvelle preuve, qui utilise des calculs de Harterich. Cette décomposition sera utile dans la
section 4, pour montrer que la cohomologie des cellules de Bruhat a une forme particulierement
simple. Enfin, la section 4 contient le résultat principal (théoreme , c’est-a-dire la preuve
géométrique de la formule de Brenti.

Je remercie Gérard Laumon de m’avoir signalé cette application de [M].

Dans toute la suite, F, est un corps fini, F, C F, est une cloture algébrique de F,, et £ est
un nombre premier inversible dans [F,.

1 Polynémes de Kazhdan-Lusztig et polyndmes R

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats de Kazhdan et Lusztig (cf [KLI] et
[KL.2]).

Soit G un groupe algébrique réductif connexe déployé sur IF,. Soient B un sous-groupe de
Borel de G (défini sur F,), T" C B un tore maximal déployé sur [, B* le sous-groupe de
Borel de G opposé a B (ie tel que BNB* =T'), N le normalisateur de 7" dans G et W = N/T
le groupe de Weyl. On note ® 1’ensemble des racines de T' dans Lie(G), @ le sous-ensemble
de racines positives associé a B (c’est-a-dire ’ensemble des racines de T dans Lie(B)), et
A C &1 I'ensemble des racines simples. Enfin, on note / la fonction longueur sur W associée
a A et < Pordre de Bruhat sur W.



Rappelons que ’algebre de Hecke H de W est I'algebre sur I’anneau Z[tl/ 2 41/ 2] engendrée
par des éléments T,,, w € W, soumis aux relations :

TwTw = Tww si f(ww') = L(w) + L(w')
(Ts+1)(Ts —t) =0 si s est la réflexion associée a une racine simple.

On définit des polynémes R, , € Z[t], v,w € W, v < w, par les formules (cf [KL1] § 2) :

TJI — Z(71)€(w)—é(v)RU7w(t)t—é(w)Tv.
v<w
Ry est de degré £(w) — £(v).
D’apres le théoreme 1.1 de [KLI] (cf aussi [KL2] § 2), il existe une unique famille de
polynémes P, ,, € Z[t], v,w € W, v < w, avec Py = 1 et Py, de degré < 1(¢(w) —€(v) —1)
si v < w, telle que : pour tous v,w € W tels que v < w,

Hw)—L(v) p Pyl t_l Z Ry( w(t).

v<y<w

Rappelons I'interprétation géométrique des polynomes P, ,, donnée par Kazhdan et Lusztig
dans [KL2].

Le choix de B détermine un isomorphisme entre la variété B des sous-groupes de Borel
de G et le quotient G/B. On a deux stratifications de B par des sous-variétés localement
fermées, B= |J X, = U X%, avec, pour tout w € W,

weWw wew
X, ={B € B|3g € BuB,B' = gBg™ '}
v = {B' e B|3g € B*wB, B' = gBg~'}.
La variété X, est isomorphe & Despace affine AY ™) et X est isomorphe & A%m(B)—t(w) Ppoyy
tout w € W, on note z, = wBw™! € X, N X".

L’adhérence X,, de X,, dans B est la variété de Schubert associée a w. C’est une variété

projective irréductible de dimension ¢(w), et on a

X=X
v<w

De méme, on a
~w
X" =[Jxv
v>w

On note F' : B — B le Frobenius. Pour tout w € W, on a F(X,) C F(Xy,), F(X") C
F(X"™) et F(xy) = . Pour tous v,w € W tels que v < w, on note jy, et iy, les inclusions
de X, et X, dans X, et

1C%, = (Gut(Qe[f(w)]) [-(w)]

le complexe d’intersection & coefficients constants de X,,.
Kazhdan et Lusztig ont démontré le théoreme suivant ([KL2], théoremes 4.2 et 4.3) :
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Théoréme 1.1 (Kazhdan-Lusztig) Soit w € W. Alors le faisceau de cohomologie (ordinaire)
Hi(ICyw) est nul si i est impair. Sii est pair et B' € X, est stable par une puissance F" de
F, alors les valeurs propres de (F")* sur la fibre %i(IC'yw)B/ sont toutes égales & q'/2.

De plus, pour tout v < w, on a

Pyu(t) = dim(H*(ICx, ), )t

120

2 Rappel d’un résultat de [M]

Soit X un schéma séparé de type fini sur ;. On note D? (X, Q) la catégorie des complexes
(-adiques mixtes sur [F,. Cette catégorie est munie de la t-structure donnée par la perversité
autoduale, et on note PH’ les foncteurs de cohomologie pour cette t-structure. (Les notions
de ce paragraphe sont définies dans le chapitre 5 du livre [BBD] de Beilinson, Bernstein et
Deligne.)

Pour tout a € Z U {#oc}, on note * DS¢(X) (resp. ¥ DZ%(X)) la sous-catégorie pleine de
Dfn(X ,Q¢) dont les objets sont les complexes mixtes K tels que pour tout i € Z, le faisceau
pervers PH'K soit de poids < a (resp. > a). Alors ([M], proposition 3.1.1 (iv)) :

Proposition 2.1 Pour tout a € ZU {£o0}, (* DSYX), ¥ DZT1(X)) est une t-structure sur
D?n(X> Qf)

On note wgq et Wxq4+1 = Wsq les foncteurs de troncature pour cette t-structure. Ce sont
des foncteurs triangulés (car “ DS?(X) et ¥ DZ**1(X) sont des sous-catégories triangulées de
D! (X,Qy)), et la dualité de Poincaré échange we, et ws_q.

Soit (So, ..., Sy,) une partition de X par des sous-schémas (localement fermés non vides)

telle que, pour tout k € {0,...,n}, Sk soit ouvert dans X — |J S;. En particulier, Sy est
<k
ouvert dans X. Pour tout k € {0,...,n}, on note i I'inclusion de Sy dans X.

Le théoreme suivant découle des résultats de la section 3 de [M] :

Théoréme 2.2 Soient a € Z et K un faisceau pervers pur de poids a sur Sy. Alors on a une
égalité de classes dans le groupe de Grothendieck de Db, (X,Qy) :

. rre 1 . NI
[ig K] = E (=) [in,1W<aly, - - - In1W<aly, 0 K]
1<n; <-<npr<n
rre N Nl . N
+ E (=) [in1W<aly, in, ) W<aly, | - - - inW<aly, io1 K].

1<ni <--<npr=n

Démonstration. On utilise les notations de la section 3 de [M]. D’apres la proposition [M]
3.4.2, on a des isomorphismes canoniques

w}(a,aJrl,...,aJrl)'iO!K = w}(a,a,...,a)iO!K = 1o KK,



d’oul un isomorphisme canonique

w}(a,a—i—l,...,a—i—l,a)iO!K = 1o K.
De plus, le théoréme [M] 3.3.5 donne pour tout a = (ag,...,a,) € (Z U {+oo})" ! tel que
a = ap une égalité dans le groupe de Grothendieck de D%, (X, Q) :
[weqRioe K] = > (“U)[RinsWsay, if, - - RingsWsa, in, RiguK],
1<n1 < <nr<n
d’ou par dualité :
(Wi K] = > (D) linWean, iy, - g Wea, iy i0 K.
I<ni < <n,r<n

Cette égalité, combinée avec I'isomorphisme ci-dessus, donne le résultat cherché.

3 Décomposition des X,

Dans [D2], Deodhar a construit une décomposition des cellules de Bruhat X,, qui induit
une décomposition agréable des X,, N X", pour v < w. Nous allons donner ici une autre
interprétation de cette décomposition.

Soit w € W. On fixe une décomposition w = s71...s, de w en réflexions simples, avec
r = {(w). Pour tout ¢ € {1,...,7}, on note «; la racine simple correspondant a s;. Soit
I'={1,s1} x--- x{1,s.}. Pour tout v = (y1,...,7) € I, on note

I ={ie{l,....;7}v = si}
Jy)={ie{1,....rHmvy2 ... vi(—a;) € T},
Pour tout v < w, on note
Ly = {(’713'--771”) S Fh/l’yr = ’U}.

Deodhar a montré le résultat suivant ([D2], théoreme 1.1 et corollaire 1.2) :

Proposition 3.1 (Deodhar) La cellule de Bruhat X,, s’écrit de maniére canonique comme
une union disjointe de sous-vari€tés localement fermées

X, =]V,
yel
avec Yy =@ si J(y) ¢ I1(v), et, pour tout v € I' tel que J(v) C I(v),

Y, ~ AcerdI()=J(M) » Gr—card(I(7)),
De plus, pour tout v e W tel que v < w, on a

X,NX'= ] v,
Y€y



En utilisant des calculs de Hérterich ([H], § 1), on peut donner une autre preuve de ce
résultat :

Soit A : G, — T un cocaractere tel que (o, \) > 0 pour tout a € ®*. On fait agir G,
sur B via A. Les points fixes de cette action sont les z,, z € W, et les deux décompositions
de Bialynicki-Birula (cf [BB]) de B sont :

- la décomposition en cellules contractantes, B= J X, ;
zeW
- la décomposition en cellules dilatantes, B= |J X~*.
zeW
On va décomposer X, en utilisant la décomposition de Bialynicki-Birula de la résolution

de Bott-Samelson de X, associée & la décomposition w = s ... s,.

Pour toute racine a, on note p, : A' — U, le sous-groupe & un parametre associé a av. Si
a est une racine simple, on note P, le sous-groupe parabolique (minimal) de G engendré par
B et par U_,.

Dans [D1], Demazure a associé & la décomposition w = s;...s, de w une résolution des
singularités 7 : BS — X,, (appelée résolution de Bott-Samelson), ot BS = P,, X -+ Xp
P,, /B et w envoie la classe [p1,...,p;] de (p1,...,pr) € Py, X -+ X P, dans BS sur la classe
de p1...p, dans X,, ~ BwB/B. La restriction de 7 & 7~ 1(X,,) induit un isomorphisme
(X)) — X

On fait agir B sur BS par multiplication & gauche sur le premier facteur. (Le morphisme
7 est alors B-équivariant.) En particulier, on a une action de G,, sur BS (via le cocaractere
A: Gy, — T), dont les points fixes sont les [y1,...,%], (71,...,7) € I'. Dans [H|, Harterich
a décrit la décomposition en cellules contractantes de BS. Nous allons rappeler ses résultats.

Pour tout (71,...,7-) € I', le morphisme uy = (py, (—ay)s - - s Pyr(—ay)) : A7 —> BS est une
immersion ouverte (cf [H], § 1). On note U, son image. On a U, ) = 77 1(Xy) et, pour
tout v = (v1,..., %) €T, Uy NU, s = uy({(1, -+ 20) € AT 2 # 0 81y = 1},

Soit v = (y1,...,7) € I'. Harterich ([H], formule 1.3) montre que la cellule contractante
associée & [v1,...,7r] est

C’Y = u’Y({(xla s 7xT) € Araxi =0sii € J(f)/)})
La méme méthode permet de montrer que la cellule dilatante associée a v est
C7" =u,({(z1,...,2,) € A" 2; =0 si i € J(7)}).

La variété BS est union disjointe des sous-variétés localement fermées C7, v € T, et le
morphisme 7 : BS — X, est un isomorphisme au-dessus de X,,, donc on a

Xy >~ U U(sl,...,sr) neo.
~yel

Pour tout v € T', on pose

Y, = U(sl y N cn.

yeensST
Soit v € I'. D’apres les formules ci-dessus pour C7 et Uy, . 5,) N U, on a

Y, =u,({(z1,....2;) €A, 2; #0 si it € I(y) et x; =0 si i € J(7)}).
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Donce Y, = @ si J(v) £ I(7) et, si J(y) C I(v),

Y, o AcordI0)=I()) o Grocard(I(),

Enfin, comme le morphisme 7 est T-équivariant, on a
I (XwnXY) = ],
'YGF'U

d’otu la deuxieme formule de la proposition.

4 Calcul des polynomes de Kazhdan-Lusztig en fonction des
polynomes R

Pour tout d € Q, on définit un endomorphisme Q-linéaire 7«4 de ’anneau des polynomes
de Laurent Q[t'/2,¢t=1/2] par :

T<d (Z aiti/2> = Zaitiﬂ.

1€ZL 1<d

Le but de cette section est de donner une preuve géométrique du résultat suivant, qui a été
prouvé de maniere combinatoire par Brenti (cf [B], théoréme 4.1) :

Théoreme 4.1 Avec les notations de la section 1, pour tous v,w € W tels que v < w, le
polynome P, ,, est égal a :

T<t(w)—b(v)—1 < > (1) Ry s Tet(u)—t(vn) Ruonws - -

V=01 < - <vp<wW
e T<t(w)—(or—1) Ry 00 T<t(w)—0(0,) (Ropw)) - - )) -

Pour tout schéma lisse X sur F,, notons 7(X) la sous-catégorie triangulée de D, (X, Q)
engendrée par les objets isomorphes aux faisceaux Qg(m), m € Z. Le groupe de Grothendieck
K(T(X)) de T(X) est le groupe abélien libre engendré par les [Qg(m)], m € Z. On définit
un isomorphisme de groupes ¢ : T(X) — Z[t,t~!] par p([Q(m)]) = t~™, pour tout m € Z.
Si K est un objet de 7(X) et j € N*, on a, pour tout z € X(F;),

e([K)(¢)) = Tr(F7*, Ky).

Lemme 4.2 (i) Soit X lisse connexe sur F,. Pour tout objet K de T(X) et tout a € Z,
on a :

p([w<aK]) = T<adim(x) (9([K]))-



(ii) Pour tous v,w € W tels que v < w et tout K € T(Xy,), le complexe i;ijng est dans

T(Xy), on a un isomorphisme Gal(Fq/F,)-équivariant

(ii),ij!K):cv = ch((Xw N Xﬂ)Fq’ K|XwﬂXU)

et p([iy wJu K]) = ¢([K]) Rou(t).
(iii) Pour tous v,w € W tels que v < w, le compleze iy ,,[C% ~est dans T(Xy).

Démonstration.

(i) On peut supposer que K = Qq(m). L’égalité est alors évidente.

(ii) On peut supposer que K = Qp(m). Le complexe z;w Juwt K est un complexe B-équivariant
sur X,,. Comme B agit transitivement sur X, et que les stabilisateurs des points de X,
sont connexes, les faisceaux de cohomologie de z;)w Jw! K sont constants. Il suffit donc
de montrer que (i}, ,,jut K )z, € T (20).

D’apres [KL2] 1.4, on a un diagramme commutatif T-équivariant

J

X
- T T
X’U X (YU)HXU)WXU X (Xw ﬁXv)
2 7]

Yy —
(id,zv)

ou les fleches verticales sont des immersions ouvertes et j est 'inclusion X,, N XV —
X N XY, D’apres la formule de Kiinneth (cf SGA 5 I1I 1.7), on a

iy i K = (id, )" (id, 5)1(Qe,x, B Qp x,,nx0 (M) = Qpx, B (z}51Qe(m)),
donc
. . . 1.
(it et K )y = i Qe (1) = oot (K| x0,,nx0)-

D’apres le sous-lemme (1| (qu’on peut appliquer par [KL2] 1.5), on a un isomorphisme

Gal(Fy/F,)-équivariant
(i ot B )y = @1 (K xnx0) = BT (X N X5, Kix,nxe)-

De plus, X, N X est union disjointe de schémas de la forme A" x G}, d’apres la
proposition donc on a bien (iL7ij!K)zv € T(zy).
Enfin, 'isomorphisme ci-dessus donne, pour tout j € N*|

@([ii),ij!K])(qj) = TT(Fj*’ (ii;,ij!K):L‘v) = TT(Fj*’ RFC((X’U/ N Xv)qu Qf(m)))

D’apres la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz (SGA 4 1/2 Rapport
1.3.2) et le sous-lemme

Tr(F7, RU((Xow N X "), Qe(m))) = > Tr(Fy, Q(m))
zE€(XwNX?)(F ;)
— q*jmcard((Xw NX")(F,)) = qiijuw(qj).



Donc, pour tout j € N*,
90([ii),ij!K])(qj) = q_ijv,w(qj) = ‘P([K])<qj)Rv,w(qj)7

ce qui implique la derniere égalité de (ii).
(iii) Le complexe iy ,,/C% =~ est un complexe B-équivariant sur X,, donc ses faisceaux de
cohomologie sont constants, et il suffit comme dans (ii) de montrer que IC% € T(xy).

Ceci résulte du théoreme [[.11
O

Le premier sous-lemme est prouvé par Springer dans [J], § 3, proposition 1.
Sous-lemme 1 Soit X une variété sur Fy munie d’une action de G, qui contracte X sur
un point a € X (c’est-a-dire que, pour tout v € X, )\Iimo Az =a). Soit K un compleze
_>

(-adique Gp,-équivariant sur X. Alors le morphisme d’adjonction aya' K — K induit un

isomorphisme
o' K = RU.(X, K).

Le deuxiéme sous-lemme est une observation de Kazhdan et Lusztig ([KLI] lemmes A3 et
A4, voir aussi [KL2] 4.6).

Sous-lemme 2 Pour tout v < w, pour tout j € N*, on a

R%w(qj) = card((Xy N X")(F,)).

Démonstration du théoréme [[.1 Avec les notations ci-dessus, le théoréme implique :
pour tous v, w € W tels que v < w, on a

Pyw(t) = cp([i;wICyw]).

Le résultat cherché résulte alors directement du théoreme 2.2 et du lemme 121
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