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RESUME. Afin d’améliorer les modélisations éléments finis des courants de Foucault
macroscopiques, nous proposons une approche originale de [’évaluation d’erreur pour le
maillage adaptatif. Un critére d erreur, fondé sur une conservation locale de la puissance, est
présenté. Nous proposons quelques points de réflexion sur l'importance de ['ordre des
élements dans cette approche. Quelques résultats de remaillage 1D sont présentés pour
valider le critere d’erreur proposé.

ABSTRACT. In order to improve the Finite Element modelings of macroscopical eddy-currents,
we propose an original approach of error evaluation for adaptive meshing. An error
criterion, based on a local power conservation, is presented. We propose to focus on the
importance of element order in this aproach. Some remeshing results for 1D cases are
presented to validate the error criterion proposed.

MOTS-CLES : courants de Foucault, critére d’erreur, maillage adaptatif, ordre des éléments.

KEYWORDS: eddy currents, error criterion, adaptive meshing, element order.




1. Introduction

Afin de répondre aux objectifs d’optimisation de I'efficécénergétique des dis-
positifs, il est nécessaire de disposer d’outils de moakitis & méme d’'évaluer préci-
sément les différentes énergies, sous forme noble ou d&gradses en jeu au cours
de la conversion électromécanique.

Les courants de Foucault macroscopiques sont induits paxgitation électrique
variable et/ou le mouvement de piéces conductrices mas€das phénomeénes dissi-
patifs amoindrissent les performances des actionnews@leécaniques et leur non-
prise en compte dans les phases de conception de produieanttss disfonctionne-
ments. Actuellement, ils sont correctement modélisés @mestts finis 2D, mais en
3D de nombreux problémes subsistent, & cause, entre autrggitlage. Le probleme
critique est lié a la prise en compte de I'effet pelliculagtea la nécessité de fournir un
maillage adapté a ce phénoméne physique. Nous proposasimiaritére d’erreur
novateur adapté au remaillage des conducteurs massifs.disruterons de I'impor-
tance de I'ordre des éléments dans cette approche, et mugspns un exemple 1D
en magnétoharmonique pour valider le critere.

2. Modélisation éléments finis et maillage adaptatif
2.1. Cadre thermodynamique

De récents travaux (Mazauric, 2003), (Mazauric, 2004) conitné que les équa-
tions de Maxwell peuvent étre déduites par une approchmtdymamique de I'élec-
tromagnétisme. L'équilibre magnétostatique est obtenéceimant la stationnarité de
I'enthalpie libre par rapport aux variations potentielieschamp magnétique. L'équa-
tion de Maxwell-Faraday, qui régit les phénoménes dynaesiagst déduite de la mi-
nimisation de la fonctionnelle [1]. Cette approche apporte justification intrinséque
aux éléments finis pour traiter les problemes d'électroréaigme. En effet, cette mé-
thode revient & construire une approximation des fornanatvariationnelles sur un
maillage et de trouver le champ H, dans un espace de fonetgechées, qui vérifie
le minimum de la fonctionnelle approchée.

. 0 (BH
£ Fonctionnelle = /// |:P _]2 + (8t ):| dv [1]

Conducteurs

ou p est la résistivité électriqug,la densité de couranB 'induction magnétique et
H le champ magnétique.

Cette approche permet de recadrer les différents objeldifaodélisation autour
d’'une méme problématique : I'énergie. La méthode des éléniimis apparait natu-
relle pour traiter les probléemes de conversion d’énergieetie repose sur la minimi-
sation de fonctionnelles énergétiques. Ainsi il étaitdaht’étendre la démarche au
maillage adaptatif.



2.2. Travaux précédents

En magnétostatique, le maillage adaptatif a été traité damombreux travaux.
(Janickeet al., 2004) propose une technique compléte, depuis I'évaludigd’erreur
au remaillage, le critere d’erreur utilisé restant classigCertains articles ont présenté
des approches énergétiques :

— dans (Pinchulet al, 1985), un critére d’'erreur local qui évalue la précision du
calcul de I'énergie stockée dans chaque élément est proposé

— pour les cas de magnétostatique avec mouvement, (Defaly 2001) propose
de travailler sur la maximisation de la fonctionnelle deéoergie en fonction de la
position des nceuds.

— (Rikabi et al., 1988a) propose d’'évaluer I'erreur sur la loi de comportamé
partir de la théorie des principes variationnels complégisgs, en utilisant le Ligu-
rien.

D’autres articles s'intéressent a des techniques de meaillaaptatif dédiées aux
problémes avec courants de Foucault :

— (Rikabiet al, 1988b) étend les travaux en statique aux problémes dergsura
induits, toujours avec I'utilisation des formulations qaémentaires

— (Li et al, 1994) propose 2 estimateurs d’erreur, le premier fondédtigurien
et l'autre sur une discontinuité numérique du champ

— (Dufour et al,, 2002) utilise une solution locale dans les régions comihest
pour batir un estimateur d’erreur

— (Sterzet al, 2006) présente un estimateur d’erreur qui évalue la pdasr
I'équation de Maxwell-Ampere.

En pratique, le maillage adaptatif n'est pas trés répandu les régimes transi-
toires. Les criteres utilisés se limitent & des considématgéomeétriques ou de conti-
nuité. Nous proposons ici un point de vue nouveau, dans liégueitere d'erreur
prend en compte la nécessité de précision sur les calcukdedayrs énergétiques.

2.3. Cas particulier des régimes dynamiques

Une premiére approche nous a conduit a une recherche de cfiséreura priori.
Il s’agissait d'étendre les travaux en magnétostatiqueDdgolr et al, 2000) aux
régimes variables. L'idée était de trouver un critére Valabla fois pour les régimes
transitoire et harmonique. Pour résoudre I'équation it tés courants de Foucault
[2] (en formulation H) dans les régions conductrices, otistaarise la fonctionnelle
[1] par rapport aux variations de H, en projection sur un lagd.
opH

tporotH — —— =0 2
rotpro 5 [2]

avecy la perméabilité magnétique du conducteur.



Le probléme des courants induits en régime harmonique nepasuétre trans-
formé sous forme variationnelle (Bossavit, 1998). La soluést un point-selle obtenu
en stationnarisant la fonctionnelle complexe [3] :

PComplexe = /// [pj j* + iwlla H- H*] dv [3]

Conducteurs

ou s phaseur complexe; la pulsation du champ d’excitation.

A cause de ce probléme, les idées de minimisation en fondtionaillage ont été
abandonnées au profit d’'une approche par critére d'earposteriori

3. Vers une nouvelle approche de I'évaluation de I'erreur
3.1. Critére d’erreur énergétique et critére classique

L'évaluation d’erreur que nous proposons se fait élémengigment, et consiste a
calculer I'écart entre la puissance rentrante dans un @éeetda puissance contenue
dans cet élément, qui doivent étre égales si le maillage patfait ». La puissance
contenue dans I'élémef; est la somme des pertes joule et de la puissance magné-

tique :
0B
PC'ontenue = /// |:P,]2 + H—:l dv [4]
ot
Q;

La puissance rentrante est obtenue gracueudu vecteur de Poynting a travers
le contourT’; de I'élément :

PEntrante = - \%\ [E A H] ds [5]
r;

OUE est le champ électrique.

Le nouveau critere d’erreur assurant la conservationdodalla puissance s’écrit
donc:

€ = |PContenue - PEnt’ru’nte|elti [6]

0B
S T
Q; T

Apreés quelques calculs, en utilisant le théoréeme Greenglastisky, I'erreur s’écrit :

€= ///Krotm%—]j’).ﬂ(rotﬂj)-]a] dv 8]
Q;



Ce critere est adapté au raffinement de maillage dans les zonductrices. Il est
évident que cette écriture générique [8] ne va pas donnenéeses résultats suivant
la formulation utilisée, mais le sens du critére reste le mém

—enA -V, le premier terme de [8] s’annule. Le critére évalue la [@iéni sur
I'équation de Maxwell-Ampeére.Cette évaluation est prodie critéres classiques,
mais I'information énergétique donnée par le produit agechlamp électriqui& ap-
porte une précision supplémentaire

—enT — ®, qui sont liées aux variables naturelles obtenues a partiagproche
thermodynamique (Mazauric, 2003), le second terme de §jmile. Cela donne un
sens plus puissant au critére qui évalue alors la précisiolésjuation de Maxwell-
Faraday, qui régit les phénoménes induits. De plus le prpdule champ magnétique
H s’adapte bien aux problémes par courants de Foucault a dal'szanescence du
champ.

Ce nouveau critére, robuste et suffisemment général est & mérmpiloter n'im-
porte quel remailleur. Nous allons discuter maintenanh digpect intéressant qui
concerne la nécessité de prendre en compte ou non les é&voains dans le calcul
des erreurs.

3.2. Importance de l'ordre des éléments

Lorsqu’on s'intéresse au calcul de [5] ou [9], on a le choitt@n

— utiliser les valeurs des champs dans I'élément, et aireuér exactement la
puissance « entrant » dans I'élémgnt

— utiliser les valeurs des champs dans les éléments voikins, évaluer la puis-
sance « sortant » des voisins.

Ce dernier calcul se rapproche d’un calcul de discontimuitéérique, entre gran-
deurs énergétiques certes, mais il reste assez semblaisi¢azproche avec les tra-
vaux passeés.

Le point de vue proposé dans cet article est d'utiliser |&srinations de I'élé-
ment lui-méme, dans la mesure ou il existe un couplage ggégue (lié a la matrice
éléments finis) entre cet élément et ses voisins. Mais ciit@ation est vraie uni-
guement si I'approximation du champ dans I'élément estzassiee, autrement dit si
I'ordre des éléments est suffisamment élevé.

Afin d'illustrer le propos, nous proposons le critere clgssisuivant :

€ = j[ Bds [9]
classique

r;

qui revient & estimer la précision sur le calcul magnétiogtat en évaluant la conser-
vation duflux magnétique. Ce critére est adapté aux formulatbrs®.



Ordre 1

Critére classique [9]

Ordre 2

Figure 1. Erreur selon le critére énergétique [6] et selon le critétassique [9]. Les

zones sensibles a la qualité du maillage sont situées vetmlels du cylindre et plus
particulierement sur 'aréte. Alors que le critére éneiigée [6] indique toujours les
bonnes zones, le critére classique [9] est mis en défautrdréal.

Nous allons présenter quelques résultats comparatifsgefirir les différentes
implications de I'ordre des éléments pour les criteres {{Je

3.3. Résultats sur I'ordre des éléments

Nous présentons le cas du chauffage par induction ou un rfepaumagnétique
est plongé dans un champ sinusoidal créé par une bobines@staaodélisé sous le
logiciel éléments finis Flux3D, qui utilise les formulat®™ — ®. Tous les criteres
d’erreur sont calculés sans utilisation des élémentsnaisi

La figure 1 montre les zones « a remailler » selon les critérésrdre des élé-
ments. Ces résultats sont explicités avec le tableau 1. dtaugnerons 2 points im-
portants :

— Le 1*" ordre ne permet pas de disposer d’erreur par élément samsriregux
éléments voisins pour le calcul. Cela se traduit par desatimrs avec le critere [9]

— Le critere énergétique [6] est égal a la puissance magieetiq £ ordre. Ce
n'est pas une erreur au sens stricte mais, on constate querles pointées sont co-
hérentes avec lI€'2ordre. Cette évaluation n’est donc pas aberrante, et ausaice



type de considérations dans (Labridis, 2000). Nous utilis® ce résultat pour le cas
1D proposé dans la suite, avec des éléments'dardre.

Critére énergétique Critére classique
€; 0

Ordre 1| ¢; = /// [HZ] dv (pointe des zones ou
o le raffinement est inutile)

Ordre 2 Erreur pertinente Erreur pertinente

Tableau 1. Signification de I'erreur pour les 2 critéres selon I'ordresl éléments,
en n'utilisant pas les voisins pour les calculs. A I'ordresgul le critére énergétique
conserve un sens. En effet/ax du vecteur de Poynting étant exactement égal aux
pertes joule, le critére est égal a la puissance magnétigutardre 2, les 2 critéres
rendent compte des zones a affiner

4. Validation du critere sur un cas 1D simple avec le remaillge d’'un conducteur

Ce cas test a pour but de valider le critere d’erreur propasgrscas simple. Nous
avons utilisé la plaque symétrique 1D excitée par un chartériexr sinusoidal. La
solution analytique étant connue, elle permettait d’éssalaiprécision dans les calculs
de puissance pour différents maillages. Le remaillage t&eété avec 2 techniques :

— par déplacement de nceyds
— par rajout de nceuds.

4.1. Déplacement de nceuds

Nous avons exploré une problématique qui consiste a essayenir le meilleur
maillage & nombre de nceuds donnés. La position des nceudstiestée sous une
contrainte d’espace (les nceuds ne doivent pas sortir duidejravec une fonction
objectif qui rend compte de la meilleure conservation lead# puisssance, en ac-
cord avec le critére [6]. Toutefois, cette approche nétasdsia prise en compte du
déplacement de tous les nceuds, nous avons d( adapter te,ayité se préte plus
a une approche de remaillage par ajout de nceuds. Nous avisés un algorithme
génétique : différentes configurations de nceuds ont été ax@®p, en analogie avec
les théories de I'évolution, et a chaque pas, la meilleurdigoration est gardée. La
fonction objectif devait prendre en compte la variance dedur locale par rapport &
la valeur moyenne. L'optimisation a donc consisté a évaluer

min [ Z lei — <€i>|‘| [10]

FElements

oue représente I'erreur relative étI'opérateur moyenne spatiale.
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Figure 2. Erreur relative sur la puissance totale par rapport a la vat@nalytique en
fonction du nombre de nceuds, pour les 2 techniques de ragailMéme si la tech-
nique par bouger de nceuds est plus efficace (les oscillammtslues a des problemes
de convergence liés a I'algorithme génétique utilisé) déten temps de calcul est tel
gu’il devient impossible de I'étendre a des cas plus corngkqg

Ainsi le maillage optimisé présente la méme erreur sur ahadgment. En plus,
nous Vvérifions que les différentes puissances convergenteg& valeurs analytiques
(figure 2). Linconvénient de cette technique est son coliesps de calcul. En 1D,
la méthode est séduisante, mais méme sur un cas 2D simplgdifficile de la mettre
en ceuvre.

4.2. Ajout de nceuds

Cette technique est classique, et a souvent été utiliséel@amaillage adaptatif.
L'erreur est évaluée sur chaque élément du maillage (efi6d) et on ajoute un nceud
dans I'élément ou l'erreur est la plus forte. On itére cettec@dure jusqu’a obtenir
une bonne convergence sur une grandeur globale. Nous avoiss comme critére
d’'arrét, la précision sur le calcul de la puissance totaefigure 3 montre la diminu-
tion de I'erreur locale entre le maillage initial & 2 noeuda ebnfiguration optimisée a
8 noceuds. L'erreur absolue sur chaque élément diminue eidsgnee totale converge
(figure 2). La figure 4 montre I'amélioration du profil du cham@agnétique. Cette
technique est comparée a la technique par bouger de nceuas @)gen comparant
les résultats sur la précision des calculs de puissande.tbtatechnique par bouger
de nceuds apparait plus précise car elle n'est pas tribdiaimaillage initial.
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Figure 3. « Erreur » sur chaque élément pour le maillage initial a 2 neseidpour la

configuration optimisée par rajout de nceuds. A cause deséltérdu premier ordre,
cette erreur est égale a la puissance magnétique, mais ostatenque ce critére
pointe toujours les zones pertinentes a remailler
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Figure 4. Module deH dans le conducteur pour 2 nceuds équirépartis, pour 8 noeuds
optimisés par rajout de nceuds sur le maillage initial a 2 ngeeti pour la solution
analytique. La position des nceuds est représentée. La deeisomet de diminuer de
facon notable les aberrations sur le profil du champ, duesé@éments du< ordre.

En effet, la valeur du champ magnétique aux nceuds est camglide module du
champ dans le conducteur n’est pas égal a l'interpolatiomuhdule du champ aux
nceuds

Ces résultats ne sont pas surprenants (la distribution deseait le phénomeéne
d’évanescence du champ). lls permettent de valider langexte du critére [6] comme
indicateur de I'erreur due au maillage.

5. Conclusion

Le critére énergétique présenté est novateur et permetametappréciation de
I'erreur dans les parties conductrices soumises a desrdsuraluits. |l apparait de
plus que les éléments d’ordre 2 sont plus a méme de rendreeadmgouplage entre
un élément et son entourage. Ainsi, en combinant le critespgsé et I'utilisation
d’éléments d'ordre 2, on obtient une démarche originalesguémarque de I'éva-
luation classique d’une discontinuité numérique. On éliesse en effet & la conserva-



tion intrinseque de la puissance sur chaque élément, en utilisant le champ calculé sur
I’élément lui-méme pour évaluer I’erreur. Le cas 1D permet de valider cette démarche.
Les travaux en cours consistent a mettre en place en 2D et 3D des procédures de
remaillage 8 méme de prendre en compte 1’effet pelliculaire. Le caractére modulable et
générique du critére permet de le coupler a n’importe quel remailleur. Une technique
de remaillage utilisant le bubble meshing (Shimada et al., 1998), qui combine le
déplacement et le rajout de nceuds, est a I’étude.
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