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LA COURBE

LAURENT FARGUES

RESUME. On présente un résumé de nos travaux sur la courbe que nous avons
introduite avec Jean-Marc Fontaine et ses applications en théorie de Hodge
p-adique ainsi qu’au programme de Langlands.

INTRODUCTION

La courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique a été introduite par Jean-
Marc Fontaine et auteur dans [37]. On présente d’abord celle-ci, I’étude des fibrés
vectoriels et de leurs modifications dans la section 1. Dans la section 2 on explique
nos résultats sur I’étude des G-fibrés et leurs applications aux espaces de périodes
p-adiques. Enfin, on conclut dans la section 3 par des résultats récents sur les
familles de fibrés et le lien conjectural avec la correspondance de Langlands locale.
Ce texte est en quelque sorte un récit du parcours qui nous a mené des filtrations
de Harder-Narasimhan des schémas en groupes finis et plats ([25]) a la conjecture
de géométrisation de la correspondance de Langlands locale (sec. 3).

1. COURBE ET FIBRES VECTORIELS

1.1. Fonctions holomorphes de la variable p. Soient E un corps local de corps
résiduel le corps fini F, et m une uniformisante de E. On a donc soit [E : Q,] < +o0,
soit E = F (7). Soit F|F, un corps perfectoide. On note w € F une pseudo-
uniformisante i.e. 0 < || < 1. Considérons I'anneau de Fontaine ([39],[41])

A {WoE(0F> st B|Q,
O[] si E = Fy((n).

La théorie de la courbe schématique ne nécessite pas la théorie des espaces per-
fectoides qu’elle prédate ou des espaces adiques. Néanmoins il est plus naturel main-
tenant de ’exposer en introduisant ces objets. Considérons donc ’espace adique

Y = Spa(A, A)\V(r[w]).

Si E = F4((m)) il s’agit d’un disque ouvert épointé de la variable w, D}, = {0 <
|m| < 1} C AL qui est exactement celui qui apparait dans les travaux d’Hartl-Pink
([52]). Néanmoins on ne le consideére pas ici comme un espace adique sur F' mais
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sur F,
Y =D
loc. de typcy Wc. de type fini
Spa(F) Dz, = Spa(Fq((7))-

Il est préperfectoide, si E|Q, et Ey est le complété de 'extension engendrée par
les points de torsion d’un groupe de Lubin-Tate, 'espace Y@ g Fo est perfectoide
de basculé le méme espace associé a Ego ie. D}’l/ P* disque perfectoide épointé
([30] sec. 2.2).
L’algebre de Fréchet O(Y) est obtenue par complétion des fonctions holomorphes
sur Y, méromorphes le long des diviseurs (7) et ([w]),
Al ),

w

relativement aux normes de Gauss |.|, pour des rayons p €0, 1]

> [z]7"| , = sup|zn|p".
n

n>—oo
Un élément & = > [z,]n" € A est dit primitif de degré d > 0 si 9 # 0,
To,...,Td—1 Emp et xq € O;' Le produit d’un élément primitif de degré d par un

de degré d' est primitif de degré d + d’ et on a donc une bonne notion d’élément
primitif irréductible. Deux tels éléments sont équivalents s’ils sont multiples par
une unité dans A*. Le résultat suivant est un un résultat clef pour toute la suite
(on renvoie également aux articles de revue [34], [35] et [30]).

Théoréme 1.1 ([37] théo. 2.4, coro. 2.2.23, théo. 3.1.11).

(1) Si F est algébriquement clos alors tout élément primitif dans A irréductible
est de degré 1, équivalent 4 m — [a] avec 0 < |a| < 1. En d’autres termes,
tout & primitif a une factorisation (de Weierstrass)

E=u(m—[a1])... (7 — [ad]), v € AX,0 <|a;] < 1.

(2) Pour & primitif irréductible dans A, A[2]/(€) = O(Y)/(£) est un corps per-
fectoide de basculé une extension de degré deg(€) de F wia x — [x] mod €.
Cela induit une équivalence

{éléments primitifs irréductibles de degré 1} ~ — débasculements de F sur E.

Par définition les points classiques de Y, |Y|¢, sont les zéros des éléments pri-
mitifs de A. Les normes de Gauss |.|, sont multiplicatives et on dispose donc d’une
bonne notion de polygone de Newton pour les fonctions holomorphes f surY ainsi
que sur ses couronnes, ceci par application d’une transformée de Legendre inverse
appliquée a la fonction concave ]0,4+o00[> r — —log|f|,--. Par < bonne notion de
polygone de Newton > on entend typiquement le fait que le polygone d’un produit
est le concaténé des polygones ([37] sec. 1, [36] sec. 1). Par exemple, le polygone de
Newton de 3, s olzn]m™ € A[L, é} est enveloppe convexe décroissante des points
(n, v(@n))nez. S1 € =S, [xn]|m™ est primitif de degré d on définit sa valuation (la
« distance a l'origine m = 0 dans le disque épointé Y ) comme étant Lv(z).

Théoreme 1.2 ([37] théo. 3.4.4).
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(1) Pour f € O(Y) non nul les pentes de son polygone de Newton sont les
valuations des zéros de f dans |Y|, f(y) = 0 avec y € |Y|?, comptées
avec multiplicité ord, (f) deg(y) ot la valuation ord, est celle de 'anneau

de périodes de Fontaine (/Q\Y,y = Bin(k(y)) associé au corps perfectoide
k(y)-

(2) L’algébre de Banach des fonctions holomorphes sur une couronne com-
pacte {p1 < |w| < pa} de Y est un anneau principal de spectre mazimal
les éléments de |Y|? dans cette couronne (a une unité prés tout élément
irréductible est primitif irréductible dans A ).

Concretement, si F est algébriquement clos et si A est une pente du polygone de
f alors f = (7 — [a])g avec v(a) = X et la multiplicité de A dans le polygone de g
est une de moins. L’analyse p-adique d’une fonction d’une variable développée dans
[66] s’étend & ce cadre. On peut typiquement former des produits de Weierstrass et
vérifier ainsi que tout f € O(Y) se met sous la forme

[T (1-Ed)xg

n>0
avec T, — 0, g sans zéros au voisinage de m = 0 et donc méromorphe en m = 0,
de la forme Y~ o[z,]7" avec x,, € F et pour tout p €]0,1[, lim |z, |p" =0 ([37]
n——+oo

sec. 1.2). Cela permet de rendre concret les éléments de O(Y) puisqu’en général,
sauf st bien str si E = Fy((m)), un tel élément n’admet pas de développement unique
en série de Laurent de la forme >, cpz,|7™.

1.2. La courbe schématique. L’espace Y est muni d’un Frobenius ¢ induit par
le Frobenius x — xz¢ de F. Les théorémes de factorisation précédents permettent
d’analyser les périodes p-adiques. Typiquement un élément de O(Y)“":”d a un po-
lygone de Newton satisfaisant une équation fonctionnelle qui se résout facilement.
On peut alors lui appliquer les résultats de factorisation précédent. Utilisant ces
résultats on obtient le théoreme clef suivant.

Théoréme 1.3 ([37] théo. 6.2.1). Si le corps F est algébriqguement clos l’algébre

de périodes P = @g> O(Y)“":”d est graduée factorielle i.e. le monoide abélien
[as0 Pa\{0}/E> est libre de base Py\{0}/E*.

Concretement, si f € Py\{0}, f = f1... fq avec f; € P; et une telle écriture est
unique a des scalaires dans E* pres. Ce théoréme (qui se formule et se démontre
sans espaces adiques) s’est récemment retrouvé de nouveau au coeur de résultats
plus complexes a priori, cf. prop. 3.2. Il est au coeur méme de la courbe.

De la méme facon, en utilisant ces résultats d’analyse concernant les fonctions
de O(Y) et leurs zéros, on donne une démonstration rapide de la suite exacte
fondamentale de la théorie de Hodge p-adique dans ([37] théo. 6.4.1). En combinant
ces divers résultats on obtient la construction de la courbe schématique.

Théoréme 1.4 ([37] théo. 6.5.2, 7.3.3). Le schéma X = Proj(P) est noethérien
régulier de dimension 1, i.e. de Dedekind. De plus

(1) Il y a un morphisme d’espaces annelés Y — X qui induit une bijection
Y| /% — |X| (points fermés de X ) tel que si y v+ x alors k(y) = k(z) et
Bip(k(y)) = Oyy = Ox .
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(2) La courbe est < compléte > au sens ot si pour x € | X| on pose deg(x) :=
[k(x)° : F], alors pour tout f € E(X)*, deg(divf) = 0.

(8) Si F est algébriquement clos alors tout point est de degré 1, P1\{0}/E* —
|X| via t — V¥(t). De plus Ox(D¥(t)) = O(Y)[3]971% = Bepis(Cy)#=14
est un anneau principal o C; est le corps résiduel en VT (t), C? = F.

1.3. La courbe adique. Comme on I’a dit précédemment ’espace Y est adique
préperfectoide. On définit alors la courbe adique comme étant

X =v/o".

C’est un espace adique quasicompact partiellement propre (mais pas de type fini)
sur Spa(E). Il y a un morphisme d’espaces annelés X%¢ — X qui identifie les points
classiques de X et les points fermés de X ainsi que les complétés des anneaux
locaux correspondants. Bien que non localement de type fini on sait que Y et X ¢
sont localement noethériens ([30] conjecture 1 démontrée par Kedlaya dans [50]).
L’un des intéréts de ce résultat est que du coup Y et X*? rentrent dans le cadre de
la théorie « classique » développée par Huber ([53]). Ainsi, par exemple, si Z est
un F-espace rigide de Tate, i.e. un E-espace adique localement de type fini, on peut
former I’espace adique X% x Z et regarder les faisceaux cohérents dessus lorsque
Z varie (cf. [59] pour une exemple d’une version non perfectoide de cela).

1.4. Fibrés vectoriels. Bien que l'algebre graduée de périodes P utilisée pour
définir X dépende du choix de 7, X n’en dépend canoniquement pas. Ceci dit, le

choix de 7 définit un fibré < trés ample » O(1) = P[1] sur X tel que

P = H(X,0(d)).
d>0

On suppose maintenant que F' contient une cloture ihgébrique F, de F,. On note
E,, Vextension non ramifiée de degré n de E et E = E™ muni de son Frobenius o.
On a une identification (I'indice E signifie la courbe associée au choix de E)

Xp®p En = Xg,
et le revétement cyclique X%‘i — X4 gidentifie &

Y/t — Y/".
Ainsi,

trivialisation du revétement Y — Y/

T

ext. des scalaires non ramifiées

Xad
—

ext. des scalaires ramifiées
monde perfectoide.

Pour tout A = £ € Q, (d,h) = 1, on définit Ox (\) comme étant le poussé en avant
par le revétement étale fini X, — Xp de Ox,, (d). Un des points fondamentaux de
la théorie est maintenant le suivant : puisque la courbe est complete (théo. 1.4) on
peut définir naturellement le degré d’un fibré en droites et on dispose en particulier
du formalisme des filtrations de Harder-Narasimhan ([37] sec. 5.5). Ainsi le fibré
O(A) est stable de pente A.
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Théoreéme 1.5 ([37] théo. 8.2.10). Supposons F algébriqguement clos.

(1) Pour tout A € Q, un fibré sur X est semi-stable de pente \ si et seulement
st il est isomorphe & une somme directe de O(\).

(2) La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

(3) L’application (\;); = ®;O(N\;) induit une bijection entre suites décroissantes
de nombres rationnels et classes d’isomorphisme de fibrés sur X.

Ce résultat ressemble fortement & une généralisation du théoreme de Grothen-
dieck concernant la droite projective. Néanmoins sa preuve est beaucoup plus com-
plexe car contrairement a P!, H1(X,O(—1)) # 0 :si VT (t) = 0o avec t € P\ {0}
alors l"anneau principal O(Y)[1/t]*=1% muni du stathme —ord., n'est pas eucli-
dien ! La démonstration de ce résultat utilise des résultats fins de théorie de Hodge
p-adique concernant les périodes de groupes p-divisibles et leurs liens avec les mo-
difications de fibrés (cf. sec. 1.7.2).

Lorsque le corps F' n’est plus algébriquement clos des phénoménes monodro-
miques apparaissent. On vérifie typiquement que pour ¢t € P; \ {0}

Cl(O(Y)[1/1]#=14) = Pic®(X) = Hom(Gal(F|F), E*).
On a plus généralement le résultat suivant.

Théoréme 1.6 ([37] théo. 9.3.1, du type Narasimhan Seshadri [71]). Via le fonc-
teur & — HO(X%,éjXA), la catégorie des fibrés semi-stables de pente 0 sur Xg est
F

équivalente a celle des représentations p-adiques de Gal(F|F) a coefficients dans E.
Enfin, venons en au théoreme GAGA.

Théoréme 1.7 (GAGA, [30] théo. 3.5, [58] théo. 8.5.5). L’image réciproque par
le morphisme d’espaces annelés X% — X induit une équivalence entre faisceauz
cohérents sur X et X2,

La premiére démonstration de ce résultat ([30]) consistait & comparer le théoréme
de classification 1.4 avec celui de Kedlaya ([55]) lorsque E|Q,, ou bien le théoréme
d’Hartl Pink en égales caractéristiques ([52]). Plus précisément, les fibrés vectoriels
sur X g’identifient aux fibrés p-équivariants sur Y, qui eux-méme s’identifient
aux germes de fibrés vectoriels y-équivariants au voisinage de # = 0 sur Y (si
U est un tel voisinage alors Y = U,>0¢™(U)). L’anneau des germes de fonctions
holomorphes au voisinage de m = 0 s’identifie a l’anneau de Robba associé a F,
et donc les fibrés vectoriels sur X%¢ s’identifient aux p-modules sur cet anneau de
Robba.

Kedlaya et Liu ([58]) ont donné une autre démonstration reposant sur leur preuve
du fait que O(1) est ample sur X : pour tout fibré & sur X, pour d > 0, &(d)
est engendré par ses sections globales (bien str ce résultat est tautologique sur
la courbe schématique, c’est une des raisons pour laquelle elle est plus simple a
manipuler, ce résultat est intégré dans sa construction). Il s’agit de construire suf-
fisamment de sections de &(d), d > 0, par un processus itératif convergeant ([58]
sec. 6.2), les méthodes usuelles de séries de Poincaré ([10]) sur ¥ ne semblant pas
fonctionner (de plus, si F' est algébriquement clos, on ne sait pas & Uavance que le
tiré en arriere & Y d’un fibré sur X est trivial, i.e. quun tel fibré est donné par
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un facteur d’automorphie, alors que c’est une conséquence du théoreme de classifi-
cation).

Une facon plus intrinseque d’exposer le théoreme de classification des fibrés est
d’utiliser les isocristaux tels qu’ils apparaissent dans le théoreme de Dieudonné-
Manin; ¢—Mod; qui est la catégorie des couples (D, ) ol D est un Ev'fespace
vectoriel de dimension finie et ¢ un automorphisme o-linéaire. L’espace Y vit au
dessus de Spa(E). Des lors on peut construire pour un tel isocristal

ED,p) =Y x D — Y/l = X
qui est un fibré trivialisé de fibre D sur Y ayant pour facteur d’automorphie ¢

agissant sur D. Via GAGA cela correspond au fibré associé au P-module gradué
Ba>0(D® O(Y))Wg"p:”d. Des lors le théoreme 1.5 s’énonce en disant que

&(—) : p—Mod;, — Fibrés sur X
est essentiellement surjectif.

1.5. Simple connexité géométrique de la courbe. Du théoréeme de classifica-
tion des fibrés on peut déduire le résultat suivant.

Théoréme 1.8 ([37] théo. 8.6.1). Si I est algébriquement clos le schéma X4 est
simplement connexe : tout revétement étale fini est scindé.

En d’autres termes 71 (X) = Gal(E|E). Plus généralement, pour F quelconque,
71 (X) = Gal(F|F) x Gal(E|E) ([37] théo. 9.5.1). On dispose du méme résultat, soit
par la méme méthode soit par GAGA, sur la courbe adique : les revétements étales
finis de Spa(FE) correspondent & ceux de X*?. Ce résultat a d’importantes applica-
tions. Il se réinterprete de fagon formelle en disant que si F' est algébriquement clos
alors le diamant au sens de Scholze ([79],[31]) (cf. [33] par exemple pour ce diamant
en particulier et la section 3.3)

Divk = Spa(F) x Spa(E)®/¢%.

a pour 7 le groupe de Galois Gal(E|E) (X;id’o et Divy ont méme catégorie de
revétements étales). On a

Spa(F) x Spa(E)° = D" j0%

un disque perfectoide épointé divisé par I'action de Lubin-Tate de OF ([30] sec.2
et [81]). Des lors, si F' = (C; on trouve comme corollaire du théoreme 1.8 que le

groupe de Galois Gal(E|E) classifie les revétements étales finis O} -équivariants
de Dt /p% (Weinstein [37]). Ce résultat a motivé l'article [63] de Kucharczyk et
Scholze qui est la recherche d’un résultat analogue sur les corps de nombres.

Le théoreme 1.8 est également a la base de la preuve du lemme de Drinfeld-
Scholze ([31]) qui affirme que < 1 ((Div')?) = m(Div')? » (cf. [33] sec. 4 pour une
signification précise de cet énoncé en termes de Divl).

1.6. Fibrés et espaces de Banach-Colmez. La découverte de la courbe re-
monte & 1’étude par Fontaine et ’auteur des résultats de Colmez sur les espaces de
Banach de dimension finie ([12], [14]). C’est en définissant des filtrations de Harder-
Narasimhan sur ceux-ci et en tentant de les classifier que nous sommes tombés sur
la courbe. Maintenant, le lien entre fibrés vectoriels sur la courbe et espaces de
Banach-Colmez est completement clarifié par le théoréme suivant.
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Théoréme 1.9 ([67]). Supposons que F = C” avec C algébriquement clos.

(1) La catégorie des espaces de Banach-Colmez est la plus petite sous-catégorie
abélienne de la catégorie des faisceaux pro-étales de E-espaces vectoriels
sur Spa(C) contenant G, E et stable par extensions.

(2) Le foncteur cohomologie relative induit une équivalence entre le coeur dans
Db, (Ox) de la t-structure
e dont la partie < 0 est formée des complexes &° satisfaisant H'(&®) = 0
sii>0 et HO(&®) est a pentes de HN > 0,
e la partie > 0 des complexes satisfaisant H'(E®) = 0 si i < —1 et
H=L(&E®) est a pentes de HN < 0,

et la catégorie des espaces de Banach-Colmez.

(8) L’équivalence précédente s’étend en une équivalence dérivée.

Ici par cohomologie relative on entend la chose suivante. On peut définir un
morphisme de (gros) topos pro-étales

T (Xg’(g)pro—ét — Spa(cb)pro—ét = Spa(c)pro—ét

grace & la fonctorialité de la courbe adique : S — X2 (cf. sec. 3.1) ot S est
un espace perfectoide sur Spa(F,). Dés lors, si &° est un complexe de faisceaux
cohérents sur Xg‘f on peut définir R7,&°.

Certains de ces faisceaux de cohomologie relative, ceux associés aux fibrés vecto-
riels & pentes dans [0, 1], sont représentables par des C-espaces perfectoides du type
h£1 G ot G est un groupe formel p-divisible sur O¢ (cf. sec. 4 de [37], c’est ce

X

qufe Scholze et Weinstein ont appelé plus tard le revétement universel d’un groupe
p-divisible ([82]). Néanmoins en général ils ne sont représentables que par des dia-
mants (et ces espaces de Banach-Colmez ont probablement été une forte source
d’inspiration pour I'introduction par Scholze de la théorie des diamants).

Via le théoreme de classification des fibrés 1.5 cela fournit une classification
des espaces de Banach-Colmez. Remarquons que la t-structure intervenant dans ce
dernier théoréme est analogue a celle utilisée par Bridgeland ([8]) qui a été une
inspiration pour ce résultat.

Dans ce cadre la, Fontaine a récemment fait le lien entre le coeur de la t-structure
analogue sur les fibrés Galois équivariants et sa théorie des presque C,-représenta-
tions ([13]). Cela permet de boucler la boucle puisque cette théorie a été une forte
inspiration pour la théorie des espaces de Banach-Colmez ([43] sec. 4.1 par exemple).

Enfin, les résultats de Berger ([3]) clarifient completement le lien entre fibrés
Galois équivariants et la théorie < classique » des (¢,T')-modules : si K est de

valuation discréte a corps résiduel parfait, C' = K et F = C” alors la catégorie
des fibrés Gal(K|K)-équivariants sur la courbe est équivalente a celle des (¢, I)-
modules.

1.7. Modifications de fibrés et théorie de Hodge p-adique.

1.7.1. Faiblement admissible implique admissible. La premiere application que nous
avons donnée de la courbe avec Fontaine dans [37], sec. 10, est une nouvelle preuve
du théoréme < faiblement admissible équivalent & admissible > de Colmez-Fontaine
([15], [1]). Cétait la seconde fois, apres la preuve du théoreme de classification des
fibrés, que sont apparues naturellement les modifications de fibrés qui sont devenues
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essentielles dans la suite (dans Uexposé [24], p.53, on dit appliquer une correspon-
dance de Hecke lorsqu’on modifie un fibré).

Plus précisément, prenons E = Q,, et soit K |Qp une extension de degré fini. On

note C = K et I' = Gal(K|K). La courbe associée & C* est munie d’une action
de T' et d’un point fermé oo de corps résiduel C' invariant sous ’action de I'. Cette
action < arithmétique > de I rigidifie completement la situation. On a en effet les
propriétés suivantes :

(1) oo est le seul point fermé dont la I'-orbite soit finie et donc la catégorie des
fibrés I'-équivariants sur X \ {oco} est abélienne ([37] 10.1.1, 10.1.3)

(2) si (D,yp) € w—MonP alors les sous-fibrés T-invariants de & (D, ¢)|x\{so}
sont en bijection avec les sous-isocristaux de (D, ¢) ([37] théo. 10.2.14).

Soit donc (D, ¢) € ¢—=Modg ~un isocristal. On s’intéresse aux modifications

I'-équivariantes de &(D,¢) en oco. Ce fibré est trivialisé en oo et &(D,p), =
D® B;'R = Dg ®x B;R. On dispose maintenant de I’énoncé suivant : pour W un

K-espace vectoriel de dimension finie il y a une bijection
Filtrations de W — réseaux I'-invariants dans W ® Bggr
Fil*W +— Fil®(W ® Byg).

Du point de vue < de la grassmanienne affine > ([81] ol Scholze montre que 'on
peut mettre une structure de ind-diamant sur ces objets), si p est un cocaractére
diagonal dominant a valeurs dans GL,, et

Gry = GLu(Bjp)u(t)GLa (B /GLu(B )
est une cellule de Schubert affine (comme ensemble), il y a une application de
Bialynicki-Birula ([9] prop. 3.4.3 pour la version en familles pour n’importe quel
groupe)
Gr, — GL,(C)/P.(C).
Le résultat précédent dit que cela induit une bijection
Gr}, = GL,(K)/Pu(K).

Il s’agit 1a d’un résultat analogue au résultat < classique > sur C qui dit que pour
action de Gy, sur la cellule affine Gry,, avec ici Gr(C) = GL, (C((t)))/GL, (C[t]),
induite par A\.t = At avec A\ € G,,, alors

Grlim =5 G/P,.

Du point de vue des espaces de lacets cette action algébrique de G,, correspond &
laction de U(1) de rotation des lacets. Il y a donc une forte analogie entre U(1) et
. Par exemple, pour o € I', 0(t) = X¢ye(0)t ol ici ¢ est le 2im p-adique de Fontaine.

Il résulte de cela que les modifications I'-équivariantes de & (D, ) sont en bijec-
tion avec les filtrations de Dg. Partant donc d’un ¢-module filtré (D, ¢, Fil* D)
au sens de Fontaine ([42]) on en déduit par modification un fibré T'-équivariant
&(D, ¢, Fil* D). Sa filtration de Harder-Narasimhan est I-invariante et provient
donc d’une filtration de (D, ). Partant de 14 < le théoréme faiblement admis-
sible > implique admissible est une conséquence facile du théoreme de classification
des fibrés qui implique que dimgp H°(X,.#) = 1g(F) ssi .F est semi-stable de
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pente 0.

On donne également dans [37], sec. 10.6, une preuve du théoréme de la mono-
dromie p-adique (de Rham implique potentiellement semi-stable ([13])) en utilisant
la courbe.

1.7.2. Modifications de fibrés et groupes p-divisibles. La preuve du théoreme de clas-
sification des fibrés utilise de fagon fondamentale deux résultats sur les modifications
de fibrés qui se déduisent de résultats sur les périodes de groupes p-divisibles. C’est
au cours de cette preuve que l'auteur a commencé a s’intéresser aux liens entre
groupes p-divisibles et modifications de fibrés. Plus précisément, supposons que
E=Qet F= C" avec C |Q, algébriquement clos. Si BT, désigne les groupes de
Barsotti-Tate sur O¢ il y a un foncteur

modifications minuscules de fibrés en co }

M:BTo, ®Q — { F — & avec Z semi-stable de pente 0 i.e. trivial

Ce foncteur admet les deux descriptions suivantes, si G — [F — &,
e [Périodes de de Rham] On a .Z = V,(G) ® Ox et & = &(D,p~ly) on
(D, ) est le module de Dieudonné covariant de G . Le morphisme .% — &
est alors donné par une application linéaire

Vp(G) = H(E(D,p~'p)) = (D®O(Y))*"

qui est une application de périodes cristallines de Fontaine. Le faisceau
coker(F — &) est alors le faisceau gratte-ciel Lie(G) [%] en oo.

o [Périodes de Hodge-Tate] Il y a un morphisme de Hodge-Tate agp :
Vp(gD) — wg [%] ([40], [23], [26]) qui induit une surjection Vp(gD) ®O0x —»
TooxWg [%] et donc une modification. La modification duale de cette modifi-
cation est [ — &.

Ces deux types de périodes ont été unifiées plus tard via I'introduction des -
modules sur Aj,s (cf. sec. 1.7.3). Le théoréme de classification des fibrés utilise les
deux résultats suivants :

(1) (Lafaille/Gross-Hopkins) Tout élément de P"~1(C) est la période de de
Rham d’un groupe formel de hauteur n et de dimension 1

(2) (Drinfeld) Tout élément de P"‘l(C)\UHGPn,l(Qp) H(C) est la période de de
Rham d’un Op-module formel spécial et donc (principe des tours jumelles,
cf. sec. 2.3) la période de Hodge-Tate d'un groupe formel de hauteur n et
de dimension 1.

1

est isomorphe & O™. Le point (2) implique que tout modification de degré —1 ge

O™ est isomorphe & O"~" @& O(L), 1 <r < n (cf. sec. 8.3 de [37]).

Réciproquement, le théoreme de classification fournit de nouveaux résultats concer-

nant les espaces de périodes p-adiques (cf. sec. 2.3). Ainsi, la courbe est une machine

qut recycle les deux résultats précédents pour en produire de nouveaux.

Via le foncteur M le point (1) implique que toute modification de degré 1 de O(:)

La catégorie de modifications précédente dans le but de M s’identifie (du point
de vue des périodes de Hodge-Tate) & celle des couples (V,W) ot : V est un Q,-
espace vectoriel de dimension finie et W C V¢ est un sous-espace. On introduit



10 LAURENT FARGUES

dans [27] la notion de groupes rigides analytiques de type p-divisible. 11 s’agit de
groupes rigides analytiques abéliens G sur C tels que
e Xp: G — G est surjectif de noyau fini
e xXp: G — G est topologiquement nilpotent i.e. « G est topologiquement de
p°°-torsion >.
On a alors le théoreme suivant.

Théoréme 1.10 ([27]). (1) Le foncteur G — G de la catégorie des groupes
formels p-divisibles sur O¢ vers les groupes rigides analytiques de type p-
divisible est pleinement fidéle, d’image essentielle les groupes G tels que
G~ Bdo comme espaces Tigide pour un entier d.

(2) La catégorie des groupes rigides analytiques p-divisibles s’identifie a celle
des triplets (A, W,u) ot A est un Z,-module libre de rang fini, W un C-
espace vectoriel de dimension finie et u: W — Ag est C-linéaire.

Dans le point (2), au triplet (A, W,u) on associe le groupe rigide analytique
(log®Id)~ (W ® G,) dans la suite exacte

0 — (A[2]/A)(1) — G @z, A —E% G, © Ac — 0.

Les groupes G associés aux triplets (A, W,u) avec w injectif correspondent aux
groupes G < hyperboliques > i.e. tels que tout morphisme rigide analytique A! — G
soit constant. Les groupes rigides analytiques de type p-divisible hyperboliques &
isogénie pres sont donc équivalents aux modifications minuscules dans le but du
foncteur M. Ce méme foncteur M est donc de plus pleinement fidele d’apres le
point (1) du théoréme précédent. Scholze et Weinstein on complété ce résultat en
montrant qu’il est en fait essentiellement surjectif.

Théoreme 1.11 ([82]). Le foncteur M est une équivalence de catégories.

Leur preuve consiste a montrer que si C' est sphériquement complet avec comme
groupe de valuations R, alors pour tout groupe rigide analytique de type p-divisible
G < hyperbolique » on a G ~ IB%dC Ils montrent ensuite que ’'on peut descendre du
cas C sphériquement complet au cas C' quelconque en utilisant le fait que les orbites
de Hecke, comme fibres des applications de périodes de de Rham de Rapoport-Zink,
sont des espaces rigides de dimension 0.

1.7.3. p-modules sur Ay, et modifications de fibrés. 11 s’est alors posé la question
de savoir comment faire le lien par un objet intermédiaire entre périodes de Hodge-
Tate et de de Rham. Le point de départ est la remarque suivante qui résulte du
théoréme de factorisation 1.3 : les modifications de O < O(d) sont toutes obtenues
par un procédé itératif qui est le suivant. Partant de £ primitif de degré d tel que
£=>,>0lzn]m" avec x4 € 1 + mp on peut former le produit de Weierstrass

25 <« [[er© > comy=
n>0 n<0

le produit entre guillemets n’étant pas convergeant mais pouvant étre défini comme
solution de 1’équation fonctionelle ¢(x) = &x dans A (cf. [37] sec. 6.3). Cela a
conduit ([30]) & la < version perfectoide » suivante des ¢-modules de Breuil-Kisin
([60]). Soit & primitif de degré 1 qui engendre le noyau de 6 : A — O¢. Par
définition un ¢-module sur A est un couple (M, ¢) ot M est un A-module libre et
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@ : M — M est semi-linéaire de conoyau annulé par une puissance de £. On a alors
le résultat suivant.

Théoréme 1.12 ([30], [81]). Il y a une anti-équivalence entre p—Moda et la
catégorie des modifications de fibrés en oo, F — G avec .F trivial muni d’un
réseau dans H°(X, 7).

Partant d’un ¢-module (M, ) on construit un < Shtuka > (M,p) = (M ®

Oy, ¢ ® @) sur Y dont le zéro est localisé en V(€), coker(M 2> M) est supporté

en V(§). On forme alors ([30] sec. 4.4)
Moo =1lim ;50 ™M et M™ =1lim ,,<g "M,
— = L

(opération qui est lanalogue du produit de Weierstrass précédent pour GLj).
Puisque ¢ <« dilate sur le disque épointé Y » les deux limites précédentes sont
essentiellement constantes sur tout ouvert quasicompact de Y, et M, et M sont
donc des fibrés (-équivariants i.e. des fibrés sur X¢. La modification associée a
(M, p) est alors la duale de My, — M.

Dans 'autre sens une telle modification fournit par un procédé inverse un tel Shtuka
(M, ) sur Y. On utilise alors la compactification par deux diviseurs ([81])

% = Spa(A, A)\V (7, [w]) =Y UV (1) UV ([w]).

En utilisant le théoreme 11.1.7 de [37] on vérifie que M s’étend automatiquement
grace & la structure de Frobenius le long du diviseur ([w]). En utilisant la condi-
tion de trivialité de .# couplée au choix du réseau dans H°(X,.7) on vérifie que M
s’étend en m = 0. Le fibré M s’étend donc canoniquement & %. On peut alors appli-
quer le résultat GAGA de Kedlaya ([57]) qui dit que les fibrés sur Spec(A)\V (m, [wo])
et Spa(A, A)\V(r, [w]) s’identifient et que ceux-ci sont triviaux pour conclure (A
se comporte en quelque sorte comme un anneau local régulier de dimension 2).

Partant de (M, ¢) € p—Moda, si (N, ) = (M, ¢) @ Oy :
e si V(m) = {ye} (diviseur étale) : (N, , ) fournit le fibré trivial .#" ainsi
que le réseau dans H°(X,.#"),
o si V([@]) = {Yeris} (diviseur cristallin) : (N,,.,.., ) fournit le fibré ¢V qui est
associé a l'isocristal (Ny,,.. @ k(Yeris), ),
e si V(¢) = {yar} (diviseur de de Rham) : l'inclusion de Bj,-réseaux ¢ :
ﬁso(ym) < Ny, fournit la filtration de Hodge i.e. la modification ¢V — .ZV.
C’est en ce sens 14 que 'on a unifié les différentes périodes. On renvoie & [31] pour
plus de détails.

Comme corollaire du théoréme précédent on déduit comme dans [60] que la
catégorie des groupes p-divisibles sur O¢ s’identifie a celle des p-modules sur A,
(M, ), tels que coker ¢ soit annulé par & ([30] sec 4.8). Ce résultat a été repris par
Lau sur des bases affinoides perfectoides plus générales dans [65] par les méthodes
de Displays/Windows de Zink. Remarquons enfin que sur O¢ 'hypothese p # 2 de
[30] et [65] n’est en fait pas nécessaire puisque tout groupe p-divisible G sur O¢ est
somme directe d'un groupe étale et d’un groupe connexe.

Si X est un schéma propre et lisse sur Ok de valuation discrete a corps résiduel

parfait avec C' = K, les différents théorémes de comparaison cristallins/semi-stables
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([44], [86], [73] par exemple) fournissent automatiquement de telles modifications
de fibrés avec .# = H$ (X3, Q,)®0x et 4 = &(D, ¢), (D, p) étant la cohomologie
cristalline de la fibre spéciale Xy, . On peut donc définir grace a 1.12 une théorie
cohomologique sur de tels X a valeurs dans les p-modules sur A.

A la suite de cela Bhatt, Morrow et Scholze ([5], [6]) ont défini de manitre
géométrique une telle théorie cohomologique sur les schémas formels propres et
lisses sur O¢, a valeurs dans des complexes de p-modules sur A et ont donné des
applications a 1’étude de la torsion dans la cohomologie étale de ces variétés. Le
point est qu’ils ne construisent pas seulement des w-modules sur A mais plutot
un complexe de cohomologie, ce qui raffine la construction précédente et donne des
informations sur la torsion. En effet, I’équivalence du théoreme 1.12 n’est pas une
équivalence exacte et ne passe pas aux complexes de cohomologie.

Notons également que Niziol a interprété la conomologie syntomique géométrique
en termes de fibrés sur la courbe dans [72]. Plus précisément, la cohomologie de
Deligne s’interprete parfois comme groupes d’extensions de structures de Hodge
mixtes, les régulateurs archimédiens envoyant une extension de motifs mixtes sur
I’extension correspondante de structures de Hodge. Niziol donne une interprétation
similaire dans [72] pour la cohomologie syntomique en termes d’extensions de mo-
difications de fibrés vectoriels.

Enfin concluons par la conjecture suivante, apparue au cours de nombreuses
discussions avec Le Bras et Scholze, également inspirée par les travaux de Colmez
et Niziol ([16] sec. 5.2 ou les espaces de Banach-Colmez apparaissent naturellement)
qui devrait généraliser la cohomologie de Hyodo-Kato des schémas propres et lisses
a réduction semi-stable.

Conjecture 1.13. Soit C|Q, complet et algébriqguement clos. On peut définir une
théorie cohomologique sur les C'-espaces rigides lisses quasicompacts séparés, a va-
leurs dans les fibrés vectoriels sur la courbe associée o C° qui généralise la coho-
mologie de Hyodo-Kato des schémas propres et lisses a réduction semi-stable. Cette
théorie cohomologique devrait se factoriser par la catégorie des motifs rigides de

Ayoub ([2]).

On espeére méme la construction d’un complexe de cohomologie dans ]D)léoh(O x).
Par semi-simplification de la filtration de Harder-Narasimhan cela fournirait une
théorie cohomologique a valeurs dans les isocristaux. Cependant la conjecture précé-
dente est plus subtile Bllisqu’on prédit 'existence d’un reléevement au niveau des

fibrés. Bien stir si C = K cela devrait définir une théorie cohomologique sur de tels
K-espaces rigides a valeurs dans les fibrés Galois équivariants.

2. GEOMETRISATION DE L'ENSEMBLE DE KOTTWITZ ET APPLICATIONS

2.1. Géométrisation. Dans cette section X est la courbe associée & un corps F'
algébriquement clos et £ comme précédemment. Soit G un groupe réductif sur E.
On considére Iensemble de Kottwitz B(G) = G(E)/o-conj. des classes d’isomor-
phismes de G-isocristaux. Ici par o-conjugaison on entend b ~ gbg™7. Si b € G(E)
on peut lui associer un G-fibré sur X par composition

Rep(G) — ¢—Mod ), fibrés sur X

(Vip) — (Vg p(b)o).
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On le note &, et on le voit également comme un G-torseur étale. Tiré en arriere sur
la courbe adique il s’agit du G*"-torseur localement trivial pour la topologie adique

Y X2 GY'
oll ¢ agit sur G ;; via bo. Le théoreme principal de [31] est alors le suivant (cf. [1] pour
le cas E = F,((m))). Il s’agit d’une généralisation du théoréme de classification 1.5.
Théoréme 2.1 ([31], [1]). Il y a une bijection d’ensembles pointés
B(G) = H§(X,G)
[b] — [é3].
Ce résultat est utilisé dans [9] afin de construire des applications de périodes

de Hodge-Tate pour des variétés de Shimura de type Hodge et stratifier par un
ensemble de Kottwitz la variété de drapeaux au but de ces applications de périodes.
Cette bijection satisfait des propriétés tres agréables :

e Il y a un dictionnaire entre théorie de la réduction de Harder-Narasimhan/

Atiyah-Bott et la description par Kottwitz de B(G). Par exemple :

— b est basique ssi &, est semi-stable

— le polygone de Harder-Narasimhan {vg, } vu comme classe de conjugaison
géométrique de cocaractere D — G est égal a {v, 1} I’inverse du polygone
de Newton.

e L’application « : B(G) — m1(G)r de Kottwitz s’interpréte comme 1'opposé
d’une premiére classe de Chern d’un G-fibré.

e On dispose d'un analogue du théoréme de Drinfeld-Simpson : lorsque G est
quasi-déployé, pour tout point fermé oo € | X|, & x\(o0} est trivial. Les fibrés
sur X s’obtiennent ainsi par recollement < a la Beauville-Laszlo > et donc si
{o0} = VT (t), de corps résiduel C, le groupoide des G-fibrés sur X s’identifie
au groupoide quotient

(GO 17 N\G(Bar(C))/G(BR(C))]-

2.2. Interprétation géométrique de certains résultats de Tate. On suppose
dans cette section que E|Q,. Durant la démonstration du théoréme 2.1 est apparu
un lien intéressant entre théorie du corps de classe et fibrés sur la courbe. Par
exemple, si B est une algebre a division sur E, d’apres la théorie du corps de
classe (calcul du groupe de Brauer), il existe un isocristal isocline (D, ) tel que
B ~ End(D, ). On a alors

B®p Ox — End(&(D, ¢)).

Il en résulte que le morphisme Br(E) — Br(X) est nul. Partant de ce résultat on
démontre dans [31] que le groupe de Brauer Br(X) est nul. On conjecture méme en
fait que le corps des fonctions de X est (C1) ([31]).

On peut aller plus loin dans les liens entre corps de classe et cohomologie de la
courbe. On note I' = Gal(E|E). D’apres le théoréme 1.8 les systémes locaux étales
finis sur X correspondent par tiré en arricre via X — Spec(E) aux I'-modules
discrets finis. On a alors le résultat suivant.

Théoréme 2.2 ([31]). Soit M un I'-module discret fini et F le faisceau étale
localement constant associé sur X par tiré en arriére via X — Spec(E). On a
alors :
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(1) H*(E,M) — H%(X, 7).

(2) Via cet isomorphisme pour M = Z/nZ(1), la classe fondamentale de la
théorie du corps de classe correspond a la classe fondamentale de la courbe
nx = c1(0(1)) € HZ (X, Z/nZ(1)), c’est a dire la classe de cycle d’un point
fermé sur la courbe.

On peut ainsi réinterpréter (mais pas redémontrer complétement jusqu’a main-
tenant i.e. par des méthodes purement géométriques) géométriquement les deux
théorémes suivants de Tate :

1) La dualité de Tate-Nakayama s’interprete comme la dualité de Poincaré sur
p
la courbe.

(2) La formule de Tate pour la caractéristique d’Euler-Poincaré de la coho-
mologie galoisienne s’interpréte comme une formule de Grothendieck-Ogg-

Shafarevich.
On espere pouvoir étudier les systemes locaux sur des ouverts de la courbe ainsi
que leur cohomologie (cf. [31] sec. 3.3 pour des conjectures précises et également

[28] sec. 7 pour une description conjecturale du groupe fondamental d’un ouvert).

2.3. Application aux espaces de périodes p-adiques. Rapoport a donné une
premiere application du théoréme 2.1 aux espaces de périodes de [78] dans [75] en
montrant que le lieu admissible coincide avec toute la variété de drapeaux unique-
ment dans le cas Lubin-Tate et son dual de Cartier. Il faut faire attention ici que,
bien que le théoreme de Colmez-Fontaine dise que <« admissible est équivalent a
faiblement admissible >, du point de vue géométrique des espaces de périodes cela
dit uniquement que les lieux admissible et faiblement admissible ont mémes points
a valeurs dans des corps p-adiques de valuation discréete, mais ils ne sont pas égaux
en général.

Rappelons le contexte de ce type de probléme ([78],[17]). On fixe une classe de
conjugaison géométrique de cocaractére minuscule {u} & valeurs dans G et on re-
garde la variété de drapeaux associée F (G, u) comme espace adique sur le complété
de l'extension maximale non ramifiée du corps de définition de {¢}. On fixe un iso-
cristal avec G-structure [b] € B(G, u), 'ensemble de Kottwitz ([62]) qui parametre
les strates de Newton dans les variétés de Shimura dont la donnée induit (G, p)
localement en p (la non vacuité des strates de Newton associées & un élément de
B(G, i), conjecturée dans [22], est connue dans de trés nombreux cas maintenant).
On regarde le lieu faiblement admissible F (G, u, ), un ouvert partiellement propre
obtenu en enlevant un nombre fini de J,(E)-orbites de variétés de Schubert ou la
condition de faible admissibilité de Fontaine n’est pas satisfaite. Rapoport et Zink
avaient conjecturé dans [78] I'existence d’un ouvert

F(G,p,b)* € F(G, p,b)™

ayant méme points classiques de Tate (& valeurs dans un corps de valuation discrete)
que F(G, 1)?, ainsi que Pexistence d'un E-systéme local étale avec G-structure des-
sus qui interpolerait les représentations cristallines a valeurs dans G(E) en les points
classiques. Ces dernieres représentations sont fournies par Fontaine via le théoréeme
< faiblement admissible équivalent & admissible > en ces points. L’existence de cet
ouvert est maintenant connue grace a la courbe, les travaux de Kedlaya-Liu ([58],
cf. le point (1) du théo. 3.1) et de Scholze ([79]), cf. sec. 3 de [11] pour un rapide
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survol. Grace a cela on peut construire les variétés de Shimura locales associées
([77]) comme espace de réseaux dans ce systeme local ([18]).

Dans [71] Hartl classifie les ;1 minuscules associés & G = GL,, tels que F* = Ffe,
Inspirés entre autre par ce résultat, Rapoport et 'auteur ont conjecturé le résultat
suivant qui est maintenant démontré.

Théoreme 2.3 ([11]). Pour [b] € B(G, u) basique sont équivalents
(1) F(G,u,b)* = F(G, u,b)e.
(2) L’ensemble B(G, ) est pleinement HN décomposable.

Par définition ’ensemble B(G, ) est pleinement HN décomposable si pour tout
[b'] € B(G, i) non basique son polygone de Newton, comme élément d’une chambre
de Weyl positive, < touche le polygone de Hodge défini par p en dehors de ses
extrémités >. Les espaces/variétés de Shimura associés aux ensembles B(G, i) plei-
nement HN décomposables jouissent de propriétés tout & fait remarquables ([47]).
Le premier exemple de tel ensemble qui a intrigué ’auteur remonte a < ’astuce de
Boyer » aka la décomposition de Hodge-Newton ([7] pour Iastuce originelle, [50]
pour sa variante variétés de Shimura, [69], [70], [31] pour des généralisations au cas
des variétés de Shimura, [17] pour le cas de la fibre spéciale, [19] and [15] pour des
versions "modernes” dans le cadre des espaces de module de Shtukas locaux).

Voici un exemple de (2) = (1) dans le théoreme précédent. Il avait été traité
auparavant ([29], appendice de [85]) et a servi de guide dans la démonstration de

(2) = (1).

Corollaire 2.4 (Application de la courbe aux surfaces). Supposons p # 2. Soit
F={¢=0}C ]P)?@O la variété de drapeaux formées des droites isotropes pour la
P

forme quadratique q telle que q(x) = Zfil TiZog—i. Sott Z = {w1g = -+ = x91 =
0} N F, une variété de Schubert pour G = SO(q). L’espace des périodes p-adiques
des surfaces K3 polarisées a réduction supersinguliére s’identifie o F\G(Qy) - Z.

La démonstration du théoréeme 2.3 repose sur la construction suivante. Aze
F(G, 1)(C) est associé une modification &, , de &,. En effet, &, est canoniquement
trivialisé en oo et on utilise le fait que p est minuscule afin d’associer a un tel x
une donnée de modification dans G(Bagr)/G(BJy). Via le théoréme 2.1 la classe
d’isomorphisme de &, ,, fournit un élément de B(G). On peut classifier ces éléments
possibles par un autre ensemble (fini) de Kottwitz B(G,0,v,u~1) ([75] coro. 0.10,
[11] sec. 4). Cela fournit une stratification de F(G, p1), la strate ouverte étant celle
associée & [1] € B(G) qui est exactement I'ouvert admissible i.e. le lieu ou le G-
fibré &, , est trivial (cf. [11] sec. 5). C’est I’étude de cette stratification qui mene
a la preuve du théoréme 2.3. Ce type de stratification apparait également dans [9]
par le méme type de construction. En effet, les périodes de Hodge-Tate et de de
Rham de la section 1.7.2 s’interprétent agréablement au sens ou si &, ~» &1 est une
modification minuscule de type p en oo :

e sa période de de Rham est donnée par I'élément « € F(G, u)(C) qui identifie
la modification & &, ~ &p »
e sa période de Hodge-Tate est donnée par I'élément y € F(G,u 1)(C) qui
identifie la modification a & 4 ~ &.
Ces périodes de Hodge-Tate et de de Rham sont l’ombre de deuz pattes du champ
de Hecke des modifications des G-fibrés (cf. sec. 3.3). Ce type de considérations
sur les périodes de Hodge-Tate et de de Rham a été une tres forte inspiration pour
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Iintroduction de la conjecture de géométrisation de la section 3.

Puisque nous I'utilisons dans la preuve du théoréeme 2.3, remarquons que la
considération des G-fibrés sur la courbe, pour G quelconque, clarifie complétement
Uisomorphisme entre les tours jumelles de Faltings [20] et [21] (cf. également [23] et
[32]). Plus précisément, pour [b] € B(G) basique le groupe réductif J, devient une
forme intérieure pure de G apres extension des scalaires a la courbe : Jp x X est la
torsion intérieure de G x X par le G-torseur &. 1l en résulte une équivalence de
groupoides entre Jp-fibrés sur X et G-fibrés sur X qui respecte les modifications.
A partir de 13 les espaces de modules de modifications sont identifiés. On renvoie &
la section 5.1 de [11] pour plus de détails.

Enfin, auteur a commencé a s’intéresser aux filtrations du type Harder-Narasi-
mhan en théorie de Hodge p-adique lors de la découverte de l'existence de telles
filtrations sur les schémas en groupes finis et plats ([25]). Ces filtrations permettent
de définir des domaines fondamentaux dans les espaces de modules de groupes
p-divisibles ([25] coro. 11 et [83]). On a alors la conjecture suivante concernant
lexistence de < domaines fondamentaux de Siegel » dans les espaces de périodes
p-adiques. Cette conjecture est liée au théoréme 2.3 via le fait que lorsque B(G, p)
est pleinement HN décomposé alors F(G, 1) \ F(G, i, b)* est < paraboliquement
induit » ([11] sec. 7).

Conjecture 2.5 ([11] sec. 7). Pour [b] € B(G, u) basique, sont équivalents :
(1) F(G,u,b)* = F(G,u,b)

(2) Il existe un ouvert quasicompact U C F(G,u,b)?* tel que F(G,u,b)* =
J(E)-U.

Si G est un modele entier de G, les filtrations de Harder-Narasimhan des schémas
en groupes finis et plats s’étendent aux p-modules de Breuil-Kisin avec G-structure
([68], [74]) ainsi qu’aux p-modules sur A,y de la section 1.7.3. En étudiant les G-
Shtukas sur ¢ il est probable que I'on puisse généraliser la preuve de 1.12 a cadre la.
On peut donc espérer des constructions générales de tels domaines fondamentaux
grace a ces techniques.

3. GEOMETRISATION DE LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE

3.1. La courbe en familles. Soit Perfr, la catégorie des IF -espaces perfectoides
([30]). On ne s’intéresse désormais qu’a la courbe adique et on note X ce que 'on
notait auparavant X ¢, Pour S € Perfr, on peut construire un E-espace adique Xg
que 'on peut voir comme étant < la famille de courbes adiques (Xj(s) k(s)+)ses >-
Comme dans le cas d’un point base

X5 =Ys/o"
olt Yg est < Stein ». Par exemple, si E = F (7)), Ys =D = {0 < |r] <1} C AL

et le Frobenius ¢ est donné par celui de S. Lorsque S = Spa(R, R™) est affinoide
perfectoide I'espace Yg se définit comme étant

Spa(A, A)\V(r[w])

ot A = Wo,(R") st E|Qp, A = RT[r] si E = Fy((7)) et @ est une pseudo-
uniformisante de R, 0 < |w| < 1. Ces E-espaces adiques sont pré-perfectoides et on



LA COURBE 17

montre que
YS$ =S x Spa(E)°
ol v <> pg x Id. Ici on utilise la notion de diamant introduite par Scholze ([31],
[79]). Si Z est un E-espace adique alors Z° est le faisceau sur Perfr, tel que
Z°(T) = {(T*, 1, f) |T* est perfectoide, s : T = T*> f:T% = Z}/ ~ .

Cette formule catégorique, bien que particulierement élégante, ne dit rien sur la
géométrie de Ys (par exemple elle ne dit rien sur ce qu'est un fibré vectoriel sur
Xs).

3.2. Résultats de Kedlaya et Liu sur les familles de fibrés. Kedlaya et Liu
ont montré que ’on dispose d’une bonne notion de fibré vectoriel sur des espaces
adiques du type Xg ([58] sec. 2.7). Ils ont également démontré les trois résultats
suivants qui sont au coeur de la structure du champ des G-fibrés sur la courbe
(leurs résultats sont énoncés de maniére moins < géométrique > en termes de -
modules sur des anneaux de Robba mais sont équivalents & ceux qui suivent). Dans
cet énoncé _ B
™5 (X8)prontr — Sprocét

est un morphisme de topos pro-étales obtenu par exemple grace a la fonctorialité
de la courbe en la base S.

Théoreme 3.1. Pour S un F,-espace perfectoide et & un fibré vectoriel sur Xg

1) La fonction |S| > s — HN(& x polygone de Harder-Narasimhan
‘ k(s),k(s)T
est semi-continue supérieurement. En particulier le lieu semi-stable dans S
est un ouvert partiellement propre.

(2) Les foncteurs Rt, et 7*(—)®g Ox induisent des équivalences inverses entre
fibrés vectoriels, fibre 4 fibre sur S semi-stables de pente 0, et E-systémes
locaux pro-étales sur S.

(3) Le fibré O(1) est ample au sens ot, si S est affinoide perfectoide, alors pour
d > 0 il existe une surjection Oy, — E(d).

Le point (1) se reformule de fagon agréable de la fagon suivante (c’est un exercice
de vérifier que les deux sont équivalents). Il y a deux fonctions additives (introduites
par Colmez dans [12]) sur la catégorie des espaces de Banach-Colmez sur C|E (cf.
sec. 1.6). Ce sont les fonctions dimension et hauteur déterminées par dimG, = 1,
dimE =0, ht G, = 0 et htE = 1 (par référence & la hauteur et la dimension du
revétement universel d’un groupe p-divisible, un cas particulier d’espace de Banach-
Colmez). Pour un fibré vectoriel .# sur la courbe Xy associée & F = C” on peut
alors définir la dimension et la hauteur des espaces de Banach-Colmez H®(Xr, %)
et HY(Xp, Z) (plus précisément, ces espaces sont définis par troncature via la t-
structure du théoreme 1.9, la fonction dimension sur le coeur de cette t-structure
coincide alors avec le degré et la hauteur avec le rang, les deux vues comme fonctions
additives sur D® , (Ox,.)). Le point (1) se reformule alors en le fait que pour e € N,
la fonction

S| — (dim H®(Xp(s),k(s)+> 6|x )y 0t H® (X (o) n(s)+» Elx )) ENXZ

k(s),k(s)F k(s),k(s)F
est semi-continue supérieurement (puisque dim H° — dim H! = deg& et ht H? —
ht H' = rg& qui sont localement constants, cela se rameéne au méme énoncé pour

le HY). Cela replace ce type de résultat dans le cadre conceptuel des résultats de
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semi-continuité de [48] (mais malheureusement ’auteur ne sait pas donner un sens
au fait que R7,.& soit un < complexe parfait de quoi que ce soit >, ce qui donnerait
une preuve rapide de cette semi-continuité).

Le point (2) est une vaste généralisation aux Q,-systémes locauzr du théoréme de
Lang (qui concerne les Z,-systémes locauz). Plus précisément, si S = Spa(R, R™)
alors d’apres Lang,

Opg-systémes locaux pro-étales = @—Modéﬁ&m

ol les p-modules sont ceux de la section 1.7.3 et la condition d’étre étale signifie
simplement que ¢ : M = M est un isomorphisme. Cette condition se réécrit
du point de vue du théoreme précédent en demandant que pour tout s € S,
(M, ) QA pt Aj(s),k(s)+ s0it étale. Le point (2) du théoreme précédent remplace
donc la condition d’étre étale fibre & fibre par la condition d’étre semi-stable de
pente 0 fibre a fibre et ’anneau A par un anneau de Robba.

Remarquons que le point (2) est également une généralisation du résultat < du type
Narasimhan-Seshadri » 1.6.

Pour le point (3) on renvoie & la discussion apres 1.7.

3.3. Le champ Bung et la conjecture de géométrisation. Motivé par I'appa-
rition systématique des modifications de fibrés vectoriels (sec. 1.7.2), le théoreme
2.1, les conjectures de Kottwitz décrivant la partie discrete de la cohomologie des
espaces de Rapoport-Zink ([76]), les travaux naissants de Scholze sur la construc-
tion de L-parameétres via la cohomologie des espaces de Shtukas locaux ([31],[64])
et bien str ceux de I’école russe autour du programme de Langlands géométrique
([19], [16]), on a formulé une conjecture de géométrisation de la correspondance de
Langlands locale ([32], [38]). Puisqu’il s’agit d’un travail en cours nous n’allons pas
nous étendre en détail dessus. Indiquons seulement quelques points en lien avec les
résultats précédents.

On définit le champ Bung sur Perfz comme étant S — {G-fibrés sur Xg}. On

q
le voit comme un champ pour la v-topologie ([79]). Le point de départ est que le
théoréme 2.1 donne une identification

B(G) = |Bung].

Il faut prendre garde au fait que la topologie quotient sur B(G) = G(E)/o-conj. est
la topologie discrete (si les matrices de Frobenius de deux isocristaux sont proches
elles sont o-conjuguées). Ce n'est pas la topologie qui nous intéresse, on regarde
plutot celle de |Bung| induite par les sous-champs ouverts. L’application premiére
classe de Chern , i.e. -k sur B(G) (cf. sec. 2.1), est localement constante ([38]) et
fournit une décomposition en sous-champs ouverts/fermés

Bung = H Bung..
acm (G)r

Il y a une application polygone de Harder-Narasimhan semi-continue a valeurs
dans une chambre de Weyl (cet énoncé peut se déduire de 3.1 (1)). Contentons
nous seulement de dire que le lieu semi-stable est ouvert. Cet énoncé est a mettre
en parallele avec le fait que le lieu basique dans la fibre spéciale d’'une variété
de Shimura est fermé; la cohérence entre les deux énoncés provenant du fait que
le tube, au sens de la géométrie rigide, au dessus d’un fermé est ouvert. D’apres
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Kottwitz ([61]) la restriction de x induit une bijection B(@)pasique —> m1(G)r.
Cela s’interprete géométriquement en : toute composante de Bung indexée par un
élément de m (G)r posséde un unique point semi-stable ('auteur n’avait jamais
vraiment compris la signification de cet énoncé de Kottwitz avant de tomber sur
ce simple énoncé géométrique). Soit donc [b] basique et « = —k(b). En utilisant le
point (2) de 3.1 on peut démontrer le résultat suivant qui calcule la gerbe résiduelle
en 'unique point semi-stable de la composante associée a « : via le G-fibré &, il y
a un isomorphisme

[Spa(Fy)/Js(E)] — Bung™.

(champ classifiant des J,(F)-torseurs pro-étales). C’est la une des différences ma-
jeures avec le champ < classique > des G-fibrés sur une courbe : le groupe des
automorphismes du G-fibré trivial est G(E) qui est totalement discontinu tandis
que dans la situation < classique > c’est le groupe algébrique connexe G. Cette
différence de nature entre champs classifiants, couplée aux travaux de Kaletha et
Kottwitz ([51] par exemple), est importante afin de comprendre la conjecture de
géométrisation. Plus précisément, si I’on prend la fibre en un point semi-stable
d’un faisceau f-adique sur Bung on obtient une représentation lisse de J,(E) (alors
que dans la situation « classique >, puisque G est connexe, on n’obtiendrait qu’un
simple espace vectoriel £-adique).

Venons en maintenant aux modifications de fibrés qui ont joué un role tres im-
portant dans l'intuition de la conjecture. Ici I'intuition vient du point (2) de 1.1.
En effet, les débasculements de S € Perfz sur E, § ¥ un E-espace perfectoide avec

q

S = S%° fournissent des diviseurs de Cartier
Sﬂ — Xg

donnés par S* = V(§) < Ys si S est affinoide perfectoide et £ € Ag g+ est primitif
de degré 1 définissant le débasculement S*. Posons alors

Divg = S x Spa(E)°® /%,

comme S-diamant. Cet objet est en quelque sorte <« le miroir » de X§ = S x
Spa(E)®/% (tous deux ont méme site étale puisque ¢g o ppo est le Frobenius ab-
solu de S x Spa(E)°, c’est ce que I'on utilise dans la section 1.5). Le faisceau Div*
est alors celui des < diviseurs de Cartier effectifs de degré 1 sur la courbe > (qui
n’est pas la courbe elle-méme contrairement & la situation « classique >).

Un autre point important est la construction d’un systéme de carte perfectoides
< lisses » (f-cohomologiquement lisses au sens de [79] pour étre plus précis) sur
le champ Bung, dont on montre au final qu’il est lisse de dimension 0 ([38]). Le
point de départ a été la remarque suivante liée aux espaces de Banach-Colmez
(sec. 1.6) : le champ classifiant [Spa(Fy)/GLy(Q,] est lisse. En effet, espace de
module des injections O™ — O(1)" s’identifie & Pouvert U du diamant relatif
HO(O(1))™ — Spa(F,) formé des matrices de déterminant dans H°(O(n)) \ {0}.
L’espace de Banach-Colmez relatif H°(O(1)) — Spa(F,) est représentable par un
disque ouvert perfectoide (le revétement universel d’un groupe de Lubin-Tate) et

U — Spa(F,) est donc lisse. Le groupe GL,(Q,) agit librement sur U, si K C
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GL,,(Qp) est un sous-groupe compact ouvert pro-p et F' = Fq ((Tl/ ”w)) alors
Up/K — [Spa(F,)/GLn(Qy)]

est une présentation lisse par un diamant lisse.

Finalement, on peut alors définir des correspondances de Hecke pour p une classe
de conjugaison de cocaractere

Hecke,,

Y
Bung Bung x Div'.

N
ou h est une fibration étale localement triviale en la cellule de Schubert associée
& p dans la Bygr-Grassmanienne de Scholze au dessus de Div' ([21], [9]). L’étude
des modifications de fibrés en lien avec les groupes p-divisibles (sec. 1.7.2) et le
lien avec les espaces de périodes (sec. 2.3) sont une motivation importante pour
I'introduction de ce type de diagramme.

La conjecture se formule alors sommairement de la fagon suivante. On suppose G
quasidéployé et on fixe une donnée de Whittaker (la construction devrait dépendre
de ce choix). On considére le L-groupe LG = G x Wg de G sur Q, construit
canoniquement a partir d’un isomorphisme de Satake géométrique associé a la Byg-
grassmanienne affine de Scholze ([38]). Considérons un L-parametre discret ¢ :
Wg — TG. On conjecture alors Iexistence d'un faisceau pervers F, sur Bung
muni d’une action de S,, propre pour l'action des correspondances de Hecke et
dont les fibres en les points semi-stables de Bung réalisent des correspondances de
Langlands locales pour toutes les formes intérieures pures de G (les J,, lorsque b
parcourt les éléments basiques). Sans rentrer dans les détails, outre le fait que cette
conjecture construise des correspondances de Langlands locales dans la direction

L-parametre —— représentation,

I'un de ses points forts est qu’elle prédit la structure interne des L-paquets associés
a ¢ via laction de S,. La propriété de Hecke spécialisée aux points semi-stables
implique automatiquement les conjectures de Kottwitz sur la cohomologie des es-
paces de Rapoport-Zink ([76]) via le lien entre modifications de fibrés vectoriels et
groupes p-divisibles (sec. 1.7.2).

On renvoie & [32] et [38] pour un énoncé précis de la conjecture et ses conséquences,
en espérant avoir expliqué au lecteur quelques éléments de la démarche qui a mené
a sa formulation.

3.4. Simple connexité des fibres d’une application d’Abel-Jacobi. Les résul-
tats présentés dans larticle [33] sont un cas particulier de la conjecture de géométri-
sation qui ne nécessite pas en quelques sortes de ’avoir comprise entierement. Il
s’agit du cas de GL; i.e. de la théorie du corps de classe géométrique. Dans ce cas
la, dans le cadre < classique >, il est bien connu que cette méme théorie résulte
de ce qu’en grand degré le morphisme d’Abel-Jacobi est une fibration localement
triviale en variétés algébriques simplement connexes (des espaces projectifs). On
démontre que c’est également le cas dans notre cadre dans [33].
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Voici tout d’abord comment recycler le théoreme de factorisation des périodes
1.3 dans un cadre joailler (ce recyclage n’était pas prévu a lorigine mais il montre
combien ce théoreme de factorisation des périodes est au coeur de la machine). Plus
généralement que Div', pour d > 1, on peut définir un un faisceau pro-étale Div?
des diviseurs de Cartier effectifs de degré d sur la courbe.

Proposition 3.2 ([33]). Le faisceau pro-étale Div? est un diamant. De plus le
morphisme somme de d-diviseurs 2 : (Divl)d — Div? est quasi-pro-étale surjectif
et induit un isomorphisme de faisceauz pro-étales (Div')? /&4 = Dive.

Il y a alors un morphisme d’Abel-Jacobi
AJ*: Div? — Pic? = Bund .
On démontre alors le résultat suivant.

Théoréme 3.3 ([33]). Le morphisme AJ? : Div? — Pict est une fibration pro-
étale localement triviale en diamants simplement connexes si d > 2.

D’apres le point (2) du théoréme 3.1, Papplication qui & un fibré en droites, fibre
a fibre de degré d, associe le torseur pro-étale des isomorphismes avec O(d) induit
une identification
Zict = [Spa(F,)/E"].
Le morphisme d’Abel-Jacobi se réécerit alors sous la forme
HO(O(d)\ {0}/ B — [Spa(F,)/E"].

Ici HY(O(d)), le faisceau S + H°(Xg,O(d)), est un < espace de Banach-Colmez
absolu > i.e. relatif au dessus de Spa(F,), 'objet final du topos pro-étale qui n’est
pas représentable par un espace perfectoide (les espaces de Banach-Colmez, qui sont
des diamants, tels qu’introduits par Colmez, vivent d’habitude au dessus d’une base
perfectoide fixée, cf. sec. 1.6). Bien que H°(O(d)) ne soit pas un diamant, on montre
que H°(O(d))\ {0} en est un et est simplement connexe lorsque d > 2.
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