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De nouvelles propriétés du pic épidémique

Nicolas Bacaér* Frédéric Hamelin T Hisashi Inaba

Quadrature 119 (2021)

Résumé

On étudie une épidémie modélisée par un systéme différentiel de type S-I-R
ou S-E-I-R. Pour le modéle S-I-R, on montre que la date du pic épidémique
n’est pas toujours une fonction décroissante du taux de contact. Pour le
modéle S-E-I-R, lorsque la population N est grande, de nouveaux éléments
tendent & confirmer la conjecture selon laquelle le pic épidémique a lieu
au temps T avec T ~ (In N)/)\, ou A est la plus grande valeur propre du
systéme linéarisé.

1 Introduction

Dans [2], on a commencé & étudier la date du pic épidémique du modéle
S-I-R de Kermack et McKendrick [1, chapitre 18]

s I dl I
— =aSs —bl,

a - N w

dt oI,

dans le cas o @ > b et ou la population N est grande. La variable S(t) est le
nombre de personnes susceptibles d’étre infectées, I(t) le nombre de personnes
infectées, R(t) le nombre de personnes retirées de la transmission. La population
totale N = S+ I+ R est constante. Le paramétre a est le taux de contact effectif
et b le taux auquel les personnes infectées cessent d’étre infectieuses. Lorsque la
population N est grande, on a montré que le pic épidémique (qui correspond au
maximum de I(t)) a lieu au temps T avec

In N
T~—
A 3
ol A = a—b. Autrement dit, A est le taux de croissance du nombre de personnes
infectées dans le systéme linéarisé dI/dt = (a — b)I au début de ’épidémie,
lorsque S ~ N.

*Unité de modélisation mathématique et informatique des systémes complexes, Institut de
recherche pour le développement, Les Cordeliers, Paris, France, nicolas.bacaer@ird.fr

TInstitut de génétique, environnement et protection des plantes; Institut national de re-
cherche pour ’agriculture, ’alimentation et ’environnement; Rennes, France

IDépartement de mathématiques, Université de Tokyo, Tokyo, Japon



Dans [3], on a briévement conjecturé que I’équivalent en (InN)/A pour la
date du pic épidémique était le méme dans le modéle S-E-I-R, qui inclut une
phase latente (notée E) avant que les personnes infectées ne deviennent infec-
tieuses,

Ccll—f = —aS%, (1)
Cil_f = aS% —bE, (2)
% — bE el 3)
Cfi—f = el (4)

avec a > ¢, a condition de prendre pour A la plus grande valeur propre du
systéme linéarisé au début de I’épidémie, c’est-a-dire la plus grande valeur propre

de la matrice )
— a
ue( )

Dans [7], N. Piovella s’est aussi intéressé a la date du pic épidémique dans le
modele S-E-I-R lorsque le rapport a/c est proche de 1, sans toutefois que ses
approximations soient parfaitement justifiées d’un point de vue mathématique.

Dans la section 2, on rappelle tout d’abord un résultat apparemment oublié
(y compris dans [2]) de [6, chapitre 2] pour le modéle S-I-R, qui donne le terme
suivant dans le développement asymptotique de 7" :

N
= M+O(1)7 N — +o0,
ol Ry = a/b est la reproductivité, A = a — b le taux de croissance, et f une
fonction assez compliquée. Ce résultat semble ne figurer dans aucun livre ou
article publié depuis [6], ce qui est un peu étonnant pour un modéle aussi simple
et aussi connu.
On montre dans la suite de la section 2 que

f(Ro) =In [2(720 - 1)2} +o(l), Ro— 1%,

On en déduit que la date du pic épidémique n’est pas toujours une fonction
décroissante du taux de contact effectif a, mais que ceci ne s’observe que pour
des valeurs de R proches de 1. La date du pic atteint un maximum pour

1(0)
Ro~1+ey —=,
0 2N
oll e est la base des logarithmes népériens. Cette observation semble nouvelle.
Dans la section 3, on se tourne vers le modéle S-E-I-R. On rappelle ce que
I’on sait sur la taille finale de 1’épidémie. On précise ce que 'on entend par



pic épidémique dans ce cadre, & savoir le point o F + I atteint un maximum.
On trouve une nouvelle borne inférieure pour la date de ce pic, compatible
avec la conjecture sur le comportement asymptotique. Nous présenterons ensuite
quelques simulations pour illustrer cette conjecture.

2 Le modéle S-I-R

2.1 Une expression intégrale de T
Pour le modéle S-I-R, supposons
S(0)=N—i, I(0)=14, R(0)=0,

avec 0 < i < N. Supposons a > b et N assez grand pour que a(l —i/N) > b,
c’est-a-dire 2£(0) > 0. Comme dans [2] (ot 'on avait pris i = 1), on a

1dS_ adR- o S50 ey
Sdt ~  bN dt O
bone g S S bN . S(t)
t
& e a2(N-S—R)=-a> (N-S+-—~In2~
o aN( S —R) aN( S+ . nS(O))

Le pic de I(t) a lieu au temps T ou dI/dt = 0, ce qui intervient lorsque S =
Nb/a. On en déduit que

1 [N ds
T=- b b . . (5)
a Jp/a s[l—s+2Ins—2In(1-1i/N)]

2.2 La formule de Lauwerier quand N — +o0o

Posons € = —g In(1— % ). En suivant astuce de [6, p. 12], on a T' = T 4+ T%

avec
1 [~ 1 1 ds
o= - b - b =
aje l+e—-s+7lns e—(1—-7)lns/ s

1 [t ds
Y _
aje sle—(1-2)Ins]

En réduisant au méme dénominateur,

Tl/lfiV —1+s—1Ins ds

Tals - (-Ds(Ife—s+Lins) s

Ona:en~ 3% — 0 quand N — 4o00. Observons que 'intégrale qui intervient
lorsqu’on passe formellement & la limite N — +oo

/1 —14+s—1Ins ds
o —(lns)(1—s+ glns) s




est a priori une intégrale généralisée en s = 1. Mais la fonction intégrée se
prolonge par continuité en s = 1 car

—1)2
1n$:$—1—(S 5 ) +o((s—1)%)
au voisinage de s = 1, de sorte que
—1+s—Ins 1

—(Ins)(1—s+2Ins)s - 2(1=b/a)’

En particulier, cette intégrale est convergente. On en déduit (voir ’appendice
1) que

Tl:a—b — +0o(1), N — +oo.

1/1 —1+s—1Ins ds
b —(Ins)(1—s+2LIns) s

Avec le changement de variable s = e™%,

1 e _J4e vty
T = du + o(1).
! a—b/o u(l — e — 2u) @

Par ailleurs, l'intégrale T5 se calcule explicitement :

Ty =

e[ ) (] w8
_ & 4 Inf(1—2)ng]
a—2b

1 lln{—gln(l — %) —(1- g)ms}] 1-%

En additionnant les deux résultats, on obtient ce que ’on peut appeler la formule
de Lauwerier [6, p. 13]

1 N b g 14
ln_,+1n[(1__>lnﬁ]+/ e e ST QY
a—b i a b o u(l—e"*— 2u)

qui est de la forme

T =

1 N
T=——<In— R 1
5w T+ o f o)
avec Rop =a/b> 1.
La figure 1 montre & quel point la formule de Lauwerier donne une bonne
approximation de la date 7" du pic épidémique. On a utilisé le logiciel libre Sci-
lab pour le calcul numérique des intégrales. On a choisi le parameétre b de sorte
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FIGURE 1 — La date T du pic épidémique du modéle S-I-R (en jours écoulés
depuis le début de ’épidémie) en fonction de In N selon la formule exacte (5)
(lignes continues) et selon la formule approchée de Lauwerier (petits cercles).
Valeurs des paramétres : i = 1, b = 1/4 par jour, Ro = a/b € {1,5; 2; 3}.

que la période infectieuse dure en moyenne 1/b = 4 jours.

Remarque. La formule de Lauwerier reste inchangée si ’on part de la condi-
tion initiale
S0)=N—-i—r, I(0)=1, R(0)=r,
aveci>0,7>0,i+7r <N et a(l — L) > b. En effet, posons

~

N=N-r=N(1-r/N), Rt)=R(t) —r, da=aN/N=a(l—r/N).
Alors

ds I dl I dR
T A TR AT ’
S(0)=N—i, I(0)=i, R(0)=0.

Donc

1 N -

T= = {ln—_ + f(a/b)} +o(1l), N — 4o0.
a — (3

Mais comme N — 400 équivaut & N — +00, et comme @ = a + O(1/N), on

retombe sur

r- 1o {mg + f(a/b)} Fo(l), N — +oo.



2.3 Etude de la fonction f(R,)

La figure 2 montre comment f(Ro) varie en fonction de Ry. On remarque
que f(Ro) semble étre une fonction croissante de Ry (ce n’est pas évident, méme
en calculant la dérivée) et f(Rg) = 0 pour Ro ~ 2,10.

FIGURE 2 — f(Ry) en fonction de Ry (ligne continue) et 'approximation (6) au
voisinage de Ry = 1 (en pointillé).

Lorsque Ry — 17, InRg = (Ro — 1)(1 + o(1)) et

In [(1 - Rio) 1n7z0} =In[(Ro —1)*] +0(1) = 2In(Ro — 1) + o(1).

Au voisinage de u = 0,

—l+e ™M 4+u u?/2 + o(u?)
u(l—e % —u/Ro)  u(u—u2/2+ o(u?) —u/Ro)
B 1+0(1)
C2(1-1/Ro) —u+o(u)’
Or
InRo du InRo
/0 21— 1/Ro) —u [—111{2(1 ~1/Ro) = “}}o
— 21-1/Rop) —InRo
N 2(1—1/Ry)
IIIRO
= —ln[l - m}
it —In(1/2) =1In2



On en déduit (voir appendice 2) que
J(Ro) =In[2(Ro = 1)?] + 0(1), Ro —1". (6)

Cette approximation coincide avec celle suggérée dans [2, p. 11] en partant de
lapproximation (non rigoureuse) de Kermack et McKendrick pour le modéle
S-I-R lorsque R est proche de 1.

2.4 La date du pic n’est pas une fonction monotone du
taux de contact

Ainsi, lorsque N est grand et R proche de 1 avec N(Ro—1)? pas trop petit,

In [&2(a/b—1)?]

T ~
a—2>

Donc

or _2—In[F2(a/b—1)?]
da (a —b)2 '

aN1+ 7
b~ %\ aNe

Avec cette valeur de a, notons-la a*, la valeur correspondante du maximum de
T est

On remarque que 2= ~ 0 si

2 2 [2N
Thax =~ ——— = — 1/ —.
T g —b be i
La date du pic n’est donc pas une fonction monotone décroissante du taux
de contact, comme on pourrait le croire a priori. La figure 3 illustre ceci avec

quelques exemples numériques.

3 Le systéme S-E-I-R

Considérons désormais le modéle S-E-I-R donné par le systéme (1)-(4). On
suppose N > 0, a > 0, b > 0 et ¢ > 0. On suppose aussi a > c; le rapport
a/c est la reproductivité du modéle S-E-I-R et joue un role analogue au Ry du
modéle S-I-R. Les conditions initiales sont

S(O)ZN—TLE—TL]>O, E(O)ZTLEZO, I(O)ZTL]ZO, R(O)ZO,
avec ng +ny > 0. Pour tout ¢ > 0, on a
S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. (7)

De plus, S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0 et R(t) > 0.
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FI1GURE 3 — La date T" du pic épidémique selon la formule exacte (5) en fonction
du taux de contact a pour a > b/(1 — ) si i = 1 et N € {100; 1000; 10000}.
On a choisi 'unité de temps de sorte que b = 1.

3.1 La taille finale de ’épidémie

La fonction S(t) est décroissante d’aprés I’équation (1) et minorée par 0,
donc elle converge vers une limite S. La fonction R(t) est croissante d’aprés
l’équation (4) et majorée par N, donc elle converge vers une limite Ro,. Comme
les fonctions E(t) et I(t) sont bornées par N pour t €]0; +oo[, la fonction dI/dt
est aussi d’aprés I’équation (3), de méme que d?R/dt*> d’aprés I’équation (4).
La fonction R(t) est donc convergente quand ¢ — +o00 avec une dérivée seconde
bornée; il en résulte que dR/dt — 0 (voir par exemple [5, I1.3.21] ou ’appendice
3). Avec l’équation (4), on voit que I(t) — 0. La fonction dF/dt est bornée
d’aprés I’équation (2), de méme que d?1/dt? d’aprés I'équation (3). Il en résulte
que dI/dt — 0 comme précédemment. D’aprés I’équation (3), E(t) — 0. Avec
I’équation (7), on obtient & la limite Soo + Roo = N. D’apreés les équations (1)
et (4),

dR __cNds
dt aS dt’
Donc N 0
c

A la limite, on en déduit que S, > 0 et que

cN S
S =N—Roo=N+""m2%
TS50



Posons xo = Soo /N, zg = S(0)/N et

g(:v)zl—x—i—flni.
a Zo

On a donc g(zeo) =0 et 0 < 2o < 1. Mais

g’(x)=—1+i>0 si 0<z<c/a,
ax

g (x) <0 si cla<z<l.
Par ailleurs,
1
g(1) = ‘lmh—> 0,
a i)
g(z) = —o0 si x—07,

slefay=1- S+ Em L

s1-S45miso.
a a a

a
Cette derniére inégalité vient de 'hypothése ¢/a < 1 et du fait que la fonction
h(u) =1 —u+wulnwu vérifie h'(u) = Inu < 0 pour u €]0; 1] et A(1) = 0, de sorte
que h(u) > 0 pour u €]0;1].

Par conséquent, la fonction g croit de —oco a g(e/a) > 0 sur lintervalle
10, ¢/al, puis décroit de g(c/a) > 0 & g(1) > 0 sur l'intervalle |¢/a, 1[. L’équation
g(x) = 0 a donc une unique solution dans 'intervalle ]0; 1] et cette solution se
trouve dans lintervalle 0; ¢/a[. On en conclut que

0 < Sx/N < ¢/a.

3.2 Le pic épidémique
Précisons notre définition du pic épidémique. On a

%ua+m:(myw_@L )
Supposons

S(0)/N=1—-(ng+n1)/N > c/a.

Avec ’hypotheése a > ¢, cette inégalité est vraie dés que N est assez grand. On
a I(t) > 0 pour tout ¢ > 0. La fonction S(¢) est strictement décroissante et
décroit de S(0) > Nc¢/a jusqu’a Se < Nc/a sur lintervalle [0; +o00]. Il existe
donc un unique T > 0 tel que S(T') = Nc¢/a. D’aprés 'équation (9), la fonction
E(t) + I(t) est strictement croissante sur Uintervalle [0; T] puis strictement
décroissante sur Uintervalle [T'; +00[. On appelle T le pic épidémique. Notons
qu’il ne correspond en général ni au maximum de I(¢), ni & celui de E(t).
D’aprés ’équation (8), on a aussi
eN  S(T)

B(T) +1(T) = N = $(T) = R(T) = N = $(T) + =l g (10)



Puisque S(T) = N¢/a, on a

BE(T)+I(T) = N (1 - 2 + glnag(co)) ,

comme H. Hethcote I’a déja observé dans [4, p. 35].

3.3 Borne inférieure

Comme S/N <1, on a

dE

— < —bFE I
= “+a
dl

— =bE —cl.
dt ¢

Dans la suite, 'inégalité < entre vecteurs signifie qu’il y a inégalité pour toutes
les composantes respectives. Nous rappelons le théoréme de comparaison pour
les systémes quasi-monotones (voir par exemple [8, appendice E| ou ’appendice
4) :

Théoréme 1 Si d > 2 est un entier, si F € C*(R% R?), X € C'([0, +o00[,RY)
et Y € CH([0, +oo[, R?) vérifient

oF;

5 () =0 Vi Vae RY,

Ty

dX ay

o F(X(t) < Fre F(Y(t) Vvt>o0,
X(0) <Y(0),

alors X (t) <Y (t) pour tout t > 0.

Posons d = 2,
_( E@®) _ am( ME _
X(t)_ ( I(t) )7 Y(t)_e ny 9 F(JJ)—M(E,
ot M est la matrice définie dans I'introduction. On a
dX - dYy
— ~FX(®) <0=—-F¥ () vi>0,

X (0) =Y(0) et ’hypothése sur la fonction F est vérifiée puisque les termes non
diagonaux de la matrice M sont positifs. Donc

E(t) M [ NE
<
< I(t) > = ¢ ng
pour tout t > 0. L’exponentielle de matrice ™ se calcule explicitement [9,

proposition 6] avec les valeurs propres de la matrice M, qui sont

—b—c+t+/(b—c)?+4ab
AL = > .

10



On a

e Mtper-t + c—b ettt (M —er")
2 V/(b—c)2+4ab 2 \/(b—c)2+4ab
tM
e =
b(e’\+t_e*ft) At yer—t " b—c At oA

v (b—c)?2+4ab 2 \/(b—c)2+4ab 2

pour tout ¢t > 0. On en déduit que

EM)+IT) < (1 1) eTM("E>

ny
AT 4 AT b+ c MT _ AT
- ( 2 * (b—c)? +4ab 2 )nE
eMT 4 AT 2a+b—c eMT AT
< 2 (b—¢)? + 4ab 2 ) "

Comme A_ < Aj, il existe une constante k > 0, qui dépend de a, b, ¢, ng et ny
(mais pas de N), telle que

E(T)+I(T) < keMT.

Mais (10) montre que
BT) + 1) = N (1= <+ Sin(c/a)) - % In(S(0)/N).
Comme S(0)/N < 1, on a donc
N (1 - 2 + 2 ln(c/a)) < B(T) + I(T) < ke

Il existe ainsi une autre constante K € R, qui dépend de a, b, ¢, ng et n; (mais
pas de N), telle que

T>—+K.
25t

Cette borne inférieure est compatible avec la conjecture
In N

T~— N — +o0.
A

3.4 Exemples

On a choisi b = 1/3 par jour, ¢ = 1/4 par jour, ng = 1, ny = 0, et trois
valeurs du taux de contact a de sorte que a/c € {1,5; 2; 3}. Ainsi, une période
infectieuse qui dure en moyenne 4 jours succéde & une période latente qui dure
en moyenne 3 jours. On a pris diverses valeurs pour la population N entre 102
et 108. On a résolu le systéme S-E-I-R (avec le logiciel libre Scilab) et repéré le

11



pic T qui correspond au maximum de E + I. La figure 4 montre comment T'
varie en fonction de In N (lignes continues). On a aussi tracé (In N)/A; (petits
ronds). Les pentes semblent coincider, comme le suggére la conjecture. La figure
suggére aussi que le terme suivant dans le développement asymptotique de 7" est
encore une constante, qui est négative quand a/c est proche de 1 et qui devient
positive quand le rapport a/c augmente. Déterminer cette constante en fonction
des paramétres du modéle semble une tache difficile.

300 1

FiGURE 4 — La date T du pic épidémique du modéle S-E-I-R en fonction de
In N d’aprés les simulations numériques (lignes continues) et (In N)/A; (petits
ronds).

Appendice 1

Pour b/a < s < 1, posons

_ —14+s—Ins
¥s) = —(a—b)(lns)(1—s+LIns)s’
¢N(8)=E —14+s—Ins

ale—(1-2)Insj(l1+e—s+Llns)s’

ote = —2In(l — £). On a: 0 < ¥n(s) < ¥(s) et Pn(s) — ¥(s) quand
N — +o00. On a vu dans la section 2.2 que fbl/a ¥ (s)ds était une intégrale
convergente. D’aprés le théoréme de convergence dominée,

1

1
Pn(s)ds — P(s)ds.
” (s)ds — » (s)

12



De plus,
1 1
og/ wN(s)dsg/ P(s)ds — 0.
1—4 1

—i/N N—+o00
Donc

1—4 1 1 1
/ YN (s)ds = YN (s) ds—/ Yn(s)ds —» P(s) ds.
b 1

/a b/a —i/N N=+oo Jp/q

Appendice 2

Soit
—14+e“+u 1

P(u) = u(l—e* —u/Ryp) B 2(1-1/Ro) — u

On va montrer que

InRo
/ d(u)du — 0.
0

R0—>1+
En réduisant au méme dénominateur, on remarque que
e —1+u—u?/2
(1—ev—u/Ro)(1—1/Ro—u/2)"

B(u) = (1-1/Ro) -

D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout u > 0, il existe 6 €]0,1[, tel
que

u? Wl
—u > 2 —bu
e u + 5 66
Donc pour tout u > 0,
2 ud
-1 - < —.
¢ AN G
2 3
1—e_“—u/Rozu—%—i—%e_‘g“—u/Ro
u2
>u———u/Ro=u(l—-1/Rp—u/2).

2

On remarque que pour 0 < u < InRyg,

1—1/R0—u/2> 1—1/R0—(1DR0)/2RN +(7?,0—1)/2>0.

0—}1
Pour Ry proche de 1, on a donc 1 —1/Ry — (InRp)/2 > 0. Ainsi,
In Ro 1 1/R0 InRo
u) du| < —du
A R e ol
1-— 1/R0 (IHR0)2 RO -1
~— —
1-1/Ro—(InRp)/2]2 12 Re—s1+t 3 Re—lt

0.

13



Appendice 3

Soit Z :]0,+oo[— R une fonction deux fois dérivable telle que Z(z) — L
quand z — +oo et |Z”(z)] < M pour tout z > 0. [5, 11.3.21] montre que
Z'(x) — 0 quand  — +00.

En effet, soit ¢ > 0. Il existe zog > 0 tel que Vz > xo, |Z(x) — L| < e2/(4M).
D’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour tout > 0, pour tout A > 0, il
existe 0 €]0, 1] tel que Z(x + h) = Z(x) + hZ'(x) + %QZ”(ZZ? + 6h). Donc pour
tout = > xg, pour tout h > 0,

Z@+h)— Z(@)|  Mh _ 2 Mh
h

2 - 2Mh+ 2
Avec h =¢/M, on obtient |Z'(z)| < e pour tout z > xo.

12" ()] <

Appendice 4

Avec les notations de la section 3.3, posons U(t) = Y (t) — X (¢) et

dy dX

1O =5 - P (o) - |5 - ).

Par hypotheése, on a I'inégalité vectorielle H(t) > 0. Par ailleurs,

W () + FOX) +U) ~ FXW) = 60,00,
avec 1 ‘
5.0.00) = 1)+ Y | [ G000+ 5000) as| w0

Sixz; > 0Vjetsiz =0, alors ¢;(t,z) > 0 en raison de I’hypothése sur le
signe des dérivées partielles de la fonction F. Le cone R‘i est donc une région
invariante. Comme U(0) > 0, il en résulte que U(t) > 0 et X (¢) <Y (¢) Vt > 0.
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