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概要

我们正在研究以SIR或SEIR类型的差分系统为模型的流⾏病。对于SIR模型，我们表明流⾏⾼峰的⽇期并不总是接触率的递减函数。对于
SEIR模型，当⼈⼝N很⼤时，新的元素倾向于证实这种推测，即在时间T出现了流⾏病⾼峰， ，其中λ是线性化系统的最⼤
特征值。

1.简介

在[ 2 ]中，我们开始研究Kermack和McKendrick的SIR模型的流⾏⾼峰⽇期[ 1，第18章]。

在a > b并且总体N⼤的情况下。变量  是未感染⼈数，  感染⼈数 从变速箱中移出的⼈数。总⼈⼝ 是恒定的。
参数a是有效接触率，b是 感染者不再具有传染性的⽐率。当⼈⼝Ñ⼤时，流⾏性峰（其对应于最⼤的我）发⽣在时间Ť，

和 。换句话说，λ是线性化系统中被感染⼈数的增长率  在流⾏开始时 。

在[ 3 ]中，我们简要地推测  因为在SEIR模型中，峰期的⽇期是相同的，其中包括在感染者开始传染之前的潜伏期（表⽰为E），

与 ，条件是  流⾏开始时线性化系统的最⼤特征值，即矩阵的最⼤特征值

在[ 7 ]中，Piovella还对当a / c⽐率接近1时SEIR模型中流⾏病⾼峰的⽇期感兴趣，但是从数学⾓度来看，其近似值是完全合理的。

在第2节中，我们⾸先回顾SIR模型的[ 5，第2章]的⼀个显然被遗忘的结果（包括[ 2 ]），该结果指定了T的渐近展开：

 是可复制性 的增长速度，并˚F⼀个相当复杂的功能。⾃[ 5 ]以来，此结果似乎未出现在任何书籍或⽂章中，这对于这
样⼀个简单⽽众所周知的模型有点令⼈惊讶。

我们在第2节的其余部分表明
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我们推论出流⾏病⾼峰的⽇期并不总是有效接触率a的递减函数，⽽是仅在接近1的⽣殖率值时才观察到。

其中e是⾃然对数的底数。这种观察似乎是新的。

在第3节中，我们转向SEIR模型。我们回想起我们对该流⾏病的最终规模所知。在这种情况下，我们指定流⾏⾼峰的含义，即E + I达到最
⼤值的点。我们发现此峰的新下界与渐近⾏为的猜想兼容。我们提出⼀些模拟来说明这个猜想。

2. SIR模型

2.1 T的积分表达式

对于SIR模型，假设

与 。假设  和  ⾜够⼤ ， 也就是说 。如[ 2 ]（我们取i = 1），我们有

因此

的⾼峰 发⽣在时间T，其中dI / dt = 0，这发⽣在 。我们推论

2.2 Lauwerier的公式何时 

我们定义 。随着[ 5的把戏。12 ]，我们有  与

通过简化为相同的分⺟，

我们有 ：  如果 。观察我们正式通过极限时出现的积分

是⼀个先验的⼴义积分 。但是由于s = 1的连续性，扩展了积分函数，因为

在...的附近 ， 以便

特别地，该积分是收敛的。我们推断（见附录1）
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随着变量的变化 ，

⽽且，积分  明确计算：

通过将两个结果加在⼀起，我们可以得到所谓的Lauwerier公式[ 5，p。。13 ]

要么

与 。

图1显⽰了Lauwerier的公式在多⼤程度上可以很好地估算出该流⾏病⾼峰的⽇期T。我们使⽤免费软件Scilab进⾏积分的数值计算。我们选
择参数b，以使传染期平均持续  天。

图1. SIR模型流⾏⾼峰的⽇期T（⾃流⾏开始以来经过的天数）与 （实线）根据精确公式（5）和近似Lauwerier公式（⼩
圆圈）。参数值： ，  每天， 。

注意。如果我们从初始条件开始，劳韦⾥耶的公式将保持不变

与 ， ，  和 。确实，让我们摆姿势
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但是像  等于 ，并且喜欢 ，我们跌倒了

2.3功能研究 

图2显⽰了  取决于 。我们注意到  似乎是⼀个增加的函数（即使在计算导数时也不是很明显），并且  如果 
。

图2。  就......⽽⾔  （实线）和（6）在附近  （虚线）。

⽤ ，  和

在附近 ，

但

我们推论（见附录2）

该近似值与[ 2，p。135中建议的近似值⼀致。[11]基于对SIR模型的Kermack和McKendrick的（⾮严格）近似，  接近1。

2.4⾼峰⽇期不是接触率的单调函数
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因此

我们注意到  如果

⽤a的值表⽰它 中，最⼤的相应值Ť是

因此，如⼈们可能会先验地认为，峰的⽇期并不是接触率的递减单调函数。图3通过⼀些数字⽰例对此进⾏了说明。

图3.⽇期Ť根据精确公式（5）的流⾏⾼峰的，作为接触的速率的函数⼀个与  如果  和 
。我们选择了时间单位，以使b = 1。

3. SEIR系统

现在考虑SEIR系统（1）-（4）。我们猜测 ， ，  和 。我们还假设 。初始条件是

与 。我们有

， ，  和 。

3.1流⾏病的最终规模

功能  根据等式（1）减⼩并为正，因此收敛到极限 。功能 根据等式（4）增长且⼩于N，因此收敛到极限 。由于函数E
（t）的和I（t）的被限定Ñ如果 ，功能  也受⽅程式（3）的限制，就像 根据等式（4）。功能  因此，当 

有界⼆阶导数；因此 （例如参见[ 4，II.3.21 ]或附录3）。通过等式（4），我们看到 。功能  由⽅程式
（2）限定 根据等式（3）。因此 像以前⼀样。从等式（2）， 。利⽤式（7），我们得到了极限
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我们定义 ，  和

所以我们有  和 。但

除此以外，

最后的不平等来⾃假设  以及功能  已检查  如果  和 ， 以便  如果
。

因此，函数g从-∞增加到  在间隔 ，然后减少  在  在间隔 。等式  因此在间隔中有⼀个
独特的解决⽅案  这个解决⽅案在 。我们得出结论

3.2流⾏⾼峰
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。因此，有⼀个独特的  与 。根据等式（9），函数E + I在区间[0; T]上严格增加，然后在区间上严格减⼩
。流⾏病⾼峰称为T。注意，它通常不是最⼤值I也不是E的最⼤值。
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所以 。

令M为 导⾔中定义的矩阵。我们选择 ，
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F的假设成⽴是因为矩阵M的⾮对⾓系数为正。因此

矩阵的指数 可以明确地计算[ 9，命题6 ]与矩阵的特征值中号，这是

我们有

我们推论

因为 ，有⼀个常数 ，这取决于a，b，c，n 
E
和n 

I
（但不取决于N），使得

但是（10）表明

因为 ，所以我们有

因此，存在另⼀个常数 ，这取决于a，b，c，n 
E
和n 

I
（但不取决于N），使得

这个下界与猜想兼容

3.4范例

∂Fi

∂xj
(x) ≥ 0 ∀i ≠ j, ∀x ∈ R

d,

dX

dt
− F(X(t)) ≤

dY

dt
− F(Y (t)) ∀t > 0,

X(0) ≤ Y (0),

X(t) ≤ Y (t) ∀t > 0

 d = 2

X(t) = ( ), Y (t) = etM( ), F(x) = Mx.
E(t)

I(t)

nE

nI

dX

dt
− F(X(t)) ≤ 0 =

dY

dt
− F(Y (t)) ∀t > 0,

X(0) = Y (0) 

( ) ≤ etM( ), ∀t ≥ 0.
E(t)

I(t)

nE

nI

 etM  

λ± =
−b − c ± √(b − c)2 + 4ab

2
.

etM = ∀t ≥ 0.

⎛⎜⎝ eλ+t+eλ−t

2 + c−b

√(b−c)2+4ab

eλ+t−eλ−t

2

a(eλ+t−eλ−t)

√(b−c)2+4ab

b(eλ+t−eλ−t)

√(b−c)2+4ab

eλ+t+eλ−t

2 + b−c

√(b−c)2+4ab

eλ+t−eλ−t

2

⎞⎟⎠E(T ) + I(T ) ≤ (1 1) eTM( )

≤ ( eλ+T + eλ−T

2
+

b + c

√(b − c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−T

2
)nE

+( eλ+T + eλ−T

2
+

2a + b − c

√(b − c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−T

2
)nI .

nE

nI

λ− < λ+  k > 0

E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .

E(T ) + I(T ) = N(1 −
c

a
+

c

a
ln(c/a)) −

cN

a
ln(S(0)/N).

S(0)/N < 1

N(1 −
c

a
+

c

a
ln(c/a)) ≤ E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .

K ∈ R

T ≥
lnN

λ+
+ K.

T ∼
lnN

λ+
, N → +∞.



我们选择  每天，  每天， ， 和接触率的三个值⼀个，使得 。因此，传染期平均持续4天，
⽽潜伏期平均持续3天。我们为之间的⼈⼝N取了各种值  和 。我们解决了差分系统（带有免费软件的Scilab）和返回的⾼峰⽜逼对
应于最⼤的E +我。图4显⽰了T是如何随函数变化的 （实线）。我们还展⽰ （⼩圆圈）。就像在猜测中⼀样，坡度似乎
是重合的。该图还表明，T的渐近展开的下⼀项仍为常数，当a / c接近1时为负，⽽当a / c⽐增加时变为正。根据模型的参数确定该常数似
乎是⼀项艰巨的任务。

图4. SEIR模型流⾏⾼峰的⽇期T与  来⾃数值模拟（实线）和  （⼩圆圈）。

附录1

⽤ ，我们定义

我们有 ： 。我们在2.2节中看到 是⼀个收敛积分。根据⽀配的收敛定理，

此外，

因此

附录⼆

我们定义

我们将证明

通过简化为相同的分⺟，我们注意到

b = 1/3 c = 1/4 nE = 1 nI = 0  a/c ∈ {1, 5 ;  2 ;  3}
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  lnN    (lnN)/λ+ 

  lnN (lnN)/λ+

b/a < s < 1

ψε(s) =
1

a
 

−1 + s − ln s

[ε − (1 − b
a ) ln s](1 + ε − s + b

a ln s)s
 ,

ψ(s) =
−1 + s − ln s

−(a − b)(ln s)(1 − s + b
a ln s)s

 .

0 < ψε(s) < ψ(s)   ∫ 1
b/a

ψ(s) ds 

∫
1

b/a
ψε(s) ds ⟶

N→+∞
∫

1

b/a
ψ(s) ds.

0 ≤ ∫
1

1−i/N
ψε(s) ds ≤ ∫

1

1−i/N
ψ(s) ds ⟶

N→+∞
0.

∫
1−i/N

b/a
ψε(s) ds = ∫

1

b/a
ψε(s) ds − ∫

1

1−i/N
ψε(s) ds ⟶

N→+∞
∫

1

b/a
ψ(s) ds.

ϕ(u) =
−1 + e−u + u

u(1 − e−u − u/R0)
−

1

2(1 − 1/R0) − u
.

∫
lnR0

0
ϕ(u) du ⟶

R0→1+
0.

ϕ(u) = (1 − 1/R0)
e−u − 1 + u − u2/2

u (1 − e−u − u/R0) (1 − 1/R0 − u/2)
.



根据泰勒-拉格朗⽇公式，

因此 ，

我们注意到 ，

⽤  接近1，因此我们有 。所以，

附录3

是  ⼆次可微的函数  什么时候  和 。[ 4，II.3.21 ]显⽰  什么时候 
。的确，令ε> 0。

根据泰勒-拉格朗⽇公式，

因此

⽤ ， 我们获得 。

附录四

使⽤第3.3节的符号，让我们设置  和

通过假设，我们有向量不等式 。除此以外，

与

如果我们假设  和 ，所以  由于函数偏导数符号的假设 。锥 因此是⼀个不变的区域。如 ， 它遵
循  和 。
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