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резюме

Мы изучаем эпидемию, моделируемую дифференциальной системой типа SIR или SEIR. Для модели SIR мы показываем, что дата пика эпидемии не
всегда является убывающей функцией частоты контактов. Для модели SEIR, когда популяция N велика, новые элементы, как правило, подтверждают
гипотезу о том, что пик эпидемии наступает в момент времени T , при этом , где λ - наибольшее собственное значение линеаризованной
системы.

1. Введение

В [ 2 ] мы начали изучать дату пика эпидемии по модели SIR Кермака и МакКендрика [ 1 , глава 18]

в случае, когда a > b и населенность N большая. Переменная  количество неинфицированных людей,  количество инфицированных, 
количество людей, снятых с передачи. Всего населения постоянно. Параметр a - это эффективная частота контактов, а b - скорость, с
которой инфицированные люди перестают быть заразными. Когда популяция N большая, пик эпидемии (который соответствует максимуму I ) приходится
на момент времени T ,

а также . Другими словами, λ - это скорость роста числа инфицированных в линеаризованной системе.  в начале эпидемии,
когда .

В [ 3 ] мы вкратце высказали предположение, что эквивалент в  дата пика была такой же в модели SEIR, которая включает латентную фазу
(обозначенную E) до того, как инфицированные люди станут заразными,

с участием , при условии принятия за  наибольшее собственное значение линеаризованной системы в начале эпидемии, т.е. наибольшее
собственное значение матрицы

В [ 7 ] Пиовелла также интересовался датой пика эпидемии в модели SEIR, когда отношение a / c близко к 1, однако его приближения не были полностью
оправданы с математической точки зрения.

В разделе 2 мы сначала вспоминаем явно забытый результат (в том числе в [ 2 ]) из [ 5 , глава 2] для модели SIR, который определяет асимптотическое
разложение T :

 воспроизводимость, скорость роста, а f - довольно сложная функция. Этот результат не появляется ни в одной книге или статье,
опубликованной после [ 5 ], что немного удивительно для такой простой и хорошо известной модели.

В оставшейся части раздела 2 мы покажем, что

Мы делаем вывод, что дата пика эпидемии не всегда является убывающей функцией от эффективной частоты контактов a , но это наблюдается только для
значений воспроизводимости, близких к 1. Дата пика достигает максимума для
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где e - основание натурального логарифма. Это наблюдение кажется новым.

В разделе 3 мы переходим к модели SEIR. Напомним, что мы знаем об окончательном размере эпидемии. Мы уточняем, что в данном контексте
подразумевается под пиком эпидемии, а именно точка, в которой E + I достигает максимума. Мы находим новую нижнюю оценку этого пика,
совместимую с гипотезой об асимптотическом поведении. Мы представляем некоторые модели, чтобы проиллюстрировать эту гипотезу.

2. Модель SIR

2.1 Интегральное выражение T

Для модели SIR предположим

с участием . Предположим  а также  достаточно большой, чтобы , то есть . Как и в [ 2 ] (где мы взяли i = 1),
имеем

Следовательно

Пик происходит в момент времени T, где dI / dt = 0, что происходит, когда . Мы делаем вывод, что

2.2 Формула Лауверье при 

Мы определяем . При помощи уловки [ 5, с. 12 ], имеем  с участием

Приведя к тому же знаменателю,

У нас есть :  если . Заметим, что интеграл, возникающий при формальном предельном переходе

является априори обобщенным интегралом в . Но интегральная функция расширяется непрерывностью по s = 1 , поскольку

по соседству с , так что

В частности, этот интеграл сходится. Мы заключаем (см. Приложение 1), что

С заменой переменной ,

Кроме того, интеграл  вычисляется явно:

Складывая два результата вместе, мы получаем то, что мы можем назвать формулой Лауверье [ 5, с. 13 ]
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или

с участием .

На рис. 1 показано, в какой степени формула Ловерье дает хорошее приближение к дате T пика эпидемии. Мы использовали бесплатное программное
обеспечение Scilab для численного расчета интегралов. Параметр b мы выбрали так, чтобы инфекционный период длился в среднем  дней.

Рисунок 1. дата Т эпидемической пика модели SIR (в днях , прошедших с начала эпидемии) как функция (сплошная линия) по точной
формуле (5) и приближенной формуле Лауверье (маленькие кружки). Значения параметров: ,  в день, .

Заметка. Формула Лауверье не изменится, если мы начнем с начального условия

с участием , ,  а также . Действительно, позвольте нам позировать

Так

Следовательно

Но, как  равно и подобное , мы возвращаемся к

2.3 Исследование функции 

На рисунке 2 показано, как  варьируется в зависимости от . Отметим, что  кажется возрастающей функцией (это не очевидно даже при
вычислении производной) и  если .
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Фигура 2.  с точки зрения  (сплошная линия) и приближение (6) в окрестности точки  (пунктирный).

С участием ,  а также

По соседству с ,

Но

Мы заключаем (см. Приложение 2), что

Это приближение совпадает с предложенным в [ 2 , с. 11] на основе (нестрогого) приближения Кермака и МакКендрика для модели SIR, когда  близко к
1.

2.4 Дата пика не является монотонной функцией скорости контакта

Итак, когда N велико и  близко к 1 с  не слишком маленький,

Следовательно

Отметим, что  если

При этом значении a обозначим его , соответствующее значение максимума T равно

Поэтому дата пика не является убывающей монотонной функцией скорости контакта, как можно было бы предположить априори. Рисунок 3
иллюстрирует это на некоторых числовых примерах.
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Рисунок 3. дата Т пика эпидемии в соответствии с точной формулой (5), в зависимости от скорости контакта а с  если  а
также . Мы выбрали единицу времени так, чтобы b = 1.

3. Система SEIR

Теперь рассмотрим систему SEIR (1) - (4). Мы предполагаем , ,  а также . Мы также предполагаем . Начальные условия:

с участием . У нас есть

, ,  а также .

3.1 Окончательный размер эпидемии

Функция  убывает согласно уравнению (1) и положительно, поэтому сходится к пределу . Функция возрастает согласно уравнению (4) и
меньше N , поэтому сходится к пределу . Поскольку функции E (t) и I (t) ограничены числом N, если , функция  также ограничено
уравнением (3), так же как согласно уравнению (4). Функция  поэтому сходится, когда с ограниченной второй производной;
следовательно (см., например, [ 4, II.3.21 ] или приложение 3). Используя уравнение (4), мы видим, что . Функция  ограничено
уравнением (2), так же как согласно уравнению (3). Следовательно как раньше. Из уравнения (2), . Используя уравнение (7), в
пределе получаем . Из уравнений (1) и (4),

Следовательно
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 поэтому имеет единственное решение в интервале  и это решение находится в . Мы делаем вывод, что
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Давайте уточним наше определение пика эпидемии. У нас есть

Предположим

При предположении a > c это неравенство выполняется, если N достаточно велико. У нас есть . Функция S строго убывает и убывает на
 до  на интервале . Таким образом, существует уникальный  с участием . Согласно уравнению (9)

функция E + I строго возрастает на интервале [0; T], затем строго убывает на интервале . Пик эпидемии называется T. Обратите внимание , что ,
как правило , не является максимальным , я ни у Е .

Из уравнения (8) также имеем

поскольку , у нас есть

как уже отмечал Хеткот в [ 6, с. 35 ].

3.3 Нижняя граница

В качестве , у нас есть

В дальнейшем неравенство ≤ между векторами означает неравенство для всех компонентов. Напомним теорему сравнения для квазимонотонных систем
(см., Например, [ 8, приложение E ] или приложение 4):

если  целое число, если ,  а также  проверять

так .

Пусть M - матрица, определенная во введении. Мы выбираем ,
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и гипотеза о F выполняется, потому что недиагональные коэффициенты матрицы M положительны. Следовательно

Экспонента матрицы можно вычислить явно [ 9, предложение 6 ] с собственными значениями матрицы M , которые равны
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Мы делаем вывод, что
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2
.

etM = ∀t ≥ 0.

⎛⎜⎝ eλ+t+eλ−t

2
+ c−b

√(b−c)2+4ab

eλ+t−eλ−t

2

a(eλ+t−eλ−t)
√(b−c)2+4ab

b(eλ+t−eλ−t)
√(b−c)2+4ab

eλ+t+eλ−t

2
+ b−c

√(b−c)2+4ab

eλ+t−eλ−t

2

⎞⎟⎠E(T ) + I(T ) ≤ (1 1) eTM( )

≤ ( eλ+T + eλ−T

2
+

b + c

√(b − c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−T

2
)nE

+( eλ+T + eλ−T

2
+

2a + b − c

√(b − c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−T

2
)nI .

nE

nI



Так как , есть постоянная , который зависит от a , b , c , n 
E

 и n 
I
 (но не от N ), так что

Но (10) показывает, что

Так как , Итак, у нас есть

Таким образом, есть еще одна постоянная , который зависит от a , b , c , n 
E

 и n 
I
 (но не от N ), так что

Эта нижняя оценка совместима с гипотезой

3.4 Примеры

Мы выбираем  в день,  в день, , , и три значения скорости контакта a так, чтобы . Таким образом,
инфекционный период, который длится в среднем 4 дня, следует за латентным периодом, который длится в среднем 3 дня. Мы взяли различные значения
для совокупности N между  а также . Мы решили дифференциальную систему (со свободным программным обеспечением Scilab) и возвратили пик
T , который соответствует максимуму E + I . На рисунке 4 показано, как T изменяется в зависимости от (сплошные линии). Мы также показываем

(маленькие кружочки). Склоны вроде бы совпадают, как в догадках. Рисунок также предполагает, что следующий член в асимптотическом
разложении T все еще является константой, которая отрицательна, когда a / c близка к 1, и становится положительной, когда отношение a / c
увеличивается. Определить эту константу по параметрам модели представляется сложной задачей.

Рисунок 4. дата Т эпидемической пика модели Сеир как функция  из численного моделирования (сплошные линии) и 
(маленькие кружочки).

Приложение 1
С участием , мы определяем

У нас есть : . В разделе 2.2 мы видели, что был сходящимся интегралом. Согласно теореме о доминирующей сходимости

Более того,

Следовательно

Приложение 2

λ− < λ+  k > 0

E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .

E(T ) + I(T ) = N(1 −
c

a
+

c

a
ln(c/a)) −

cN

a
ln(S(0)/N).

S(0)/N < 1

N(1 −
c

a
+

c

a
ln(c/a)) ≤ E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .

K ∈ R

T ≥
lnN

λ+
+ K.

T ∼
lnN

λ+
, N → +∞.

b = 1/3 c = 1/4 nE = 1 nI = 0  a/c ∈ {1, 5 ;  2 ;  3}
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  lnN  
 (lnN)/λ+ 

  lnN (lnN)/λ+

b/a < s < 1

ψε(s) =
1

a
 

−1 + s − ln s

[ε − (1 − b
a ) ln s](1 + ε − s + b

a ln s)s
 ,

ψ(s) =
−1 + s − ln s

−(a − b)(ln s)(1 − s + b
a ln s)s

 .

0 < ψε(s) < ψ(s)   ∫ 1

b/a
ψ(s) ds 

∫
1

b/a
ψε(s) ds ⟶

N→+∞
∫

1

b/a
ψ(s) ds.

0 ≤ ∫
1

1−i/N
ψε(s) ds ≤ ∫

1

1−i/N
ψ(s) ds ⟶

N→+∞
0.

∫
1−i/N

b/a

ψε(s) ds = ∫
1

b/a

ψε(s) ds − ∫
1

1−i/N

ψε(s) ds ⟶
N→+∞

∫
1

b/a

ψ(s) ds.



Мы определяем

Мы покажем, что

Приводя к тому же знаменателю, мы замечаем, что

Согласно формуле Тейлора-Лагранжа,

Следовательно ,

Мы замечаем, что для ,

С участием  близко к 1, поэтому . Так,

Приложение 3

Является  функция дважды дифференцируемая такая, что  когда  а также . [ 4, II.3.21 ] показывает,
что  когда . Действительно, пусть ε> 0. Тогда

Согласно формуле Тейлора-Лагранжа,

Следовательно

С участием , мы получаем .

Приложение 4

В обозначениях раздела 3.3 положим  а также

По условию имеем векторное неравенство . В противном случае,

с участием

Если мы предположим  а также , так  в силу предположения о знаке частных производных функции . Конус поэтому
является инвариантной областью. В качестве , следует, что  а также .
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ϕ(u) =
−1 + e−u + u

u(1 − e−u − u/R0)
−

1

2(1 − 1/R0) − u
.

∫
lnR0

0

ϕ(u) du ⟶
R0→1+

0.

ϕ(u) = (1 − 1/R0)
e−u − 1 + u − u2/2

u (1 − e−u − u/R0) (1 − 1/R0 − u/2)
.

∀u > 0,  ∃θ ∈]0, 1[,  e−u = 1 − u +
u2

2
−

u3

6
e−θu.

 ∀u > 0

e−u − 1 + u −
u2

2
≤

u3

6
.∣ ∣1 − e−u − u/R0 = u −

u2

2
+

u3

6
e−θu − u/R0

> u −
u2

2
− u/R0 = u(1 − 1/R0 − u/2).

0 < u < lnR0

1 − 1/R0 − u/2 > 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 − 1)/2 > 0.

R0 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 > 0

∫
lnR0

0
ϕ(u) du ≤

1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
∫

lnR0

0

u

6
du

=
1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
(lnR0)2

12
∼

R0→1+

R0 − 1

3
⟶
R0→1+

0.∣ ∣Z :]0, +∞[→ R Z(x) → L x → +∞ |Z ′′(x)| ≤ M  ∀x > 0
 Z ′(x) → 0 x → +∞

∃x0 > 0,  ∀x > x0,  |Z(x) − L| ≤ ε2/(4M).

∀x > 0,  ∀h > 0,  ∃θ ∈]0, 1[, Z(x + h) = Z(x) + hZ ′(x) +
h2

2
Z ′′(x + θh).

∀x > x0,  ∀h > 0, |Z ′(x)| ≤
|Z(x + h) − Z(x)|

h
+

Mh

2
≤

ε2

2Mh
+

Mh

2
.

h = ε/M |Z ′(x)| ≤ ε ∀x > x0

U(t) = Y (t) − X(t)

H(t) =
dY

dt
− F(Y (t)) − [ dX

dt
− F(X(t))].

H(t) ≥ 0

dU

dt
= H(t) + F(X(t) + U(t)) − F(X(t)) = ϕ(t,U(t)),

ϕi(t,U(t)) = Hi(t) + ∑
j

[∫
1

0

∂Fi

∂xj
(X(t) + sU(t)) ds]Uj(t).

xj ≥ 0 ∀j xi = 0 ϕi(t,x) ≥ 0 F  Rd
+ 

 U(0) ≥ 0 U(t) ≥ 0 X(t) ≤ Y (t) ∀t ≥ 0
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N. Bacaër : Sur le pic épidémique dans un modèle S − I − R.  Quadrature 117 (2020) 9 − 12.

N. Bacaër : Un modèle mathématique des débuts de l′ épidémie de coronavirus en France.  Math.  Model.  Nat.  Phenom.  15 (2020) 29.

W. J. Kaczor,  M. T.  Nowak (trad.  E.  Kouris) : Problèmes d′analyse II.  EDP Sciences,  Les Ulis (2008)
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