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resumo

Estamos estudando uma epidemia modelada por um sistema diferencial do tipo SIR ou SEIR. Para o modelo SIR, mostramos que a data do pico epidémico nem

sempre ¢ uma fung¢do decrescente da taxa de contato. Para o modelo SEIR, quando a populagdo N ¢ grande, novos elementos tendem a confirmar a conjectura de que

0 pico epidémico ocorre no tempo 7', com T ~ (In N) /X , onde X é o maior autovalor do sistema linearizado.

1. Introduciao

Em [ 2 ], comegamos a estudar a data do pico epidémico do modelo SIR de Kermack e McKendrick [ 1, capitulo 18]

ds I dI I dR
E:—a N, EZGSF—Z)I, E:bl,

no caso em que a > be a populagéo N ¢é grande. A variavel S(¢) é o nimero de pessoas ndo infectadas, I(¢) o nimero de pessoas infectadas, R(t)o niimero de

pessoas removidas da transmissao. Populagdo total NV = S + I 4+ R ¢ constante. O pardmetro a ¢ a taxa efetiva de contato eb é a taxa na qual as pessoas infectadas

deixam de ser infecciosas. Quando a populagdo N ¢ grande, o pico epidémico (que corresponde a0 maximo de /') ocorre no tempo 7,

InN

~ ——

e A = a — b. Em outras palavras, A ¢ a taxa de crescimento do nimero de pessoas infectadas no sistema linearizado dI/d¢ ~ (a — b)I no inicio da epidemia, quando

S~ N.

Em [ 3 ], conjecturamos brevemente que o equivalente em (In N) /X para a data do pico foi a mesma no modelo SEIR, que inclui uma fase latente (denotada E) antes

que as pessoas infectadas se tornem infecciosas,

Em [ 7 ], Piovella também se interessou pela data do pico epidémico no modelo SEIR quando a relag@o a / ¢ é proxima a 1, sem, no entanto, suas aproximagoes
serem completamente justificadas do ponto de vista matematico.

Na se¢do 2, primeiro relembramos um resultado aparentemente esquecido (incluindo em [ 2 ]) de [ 5, capitulo 2] para o modelo SIR, que especifica a expansao
assintotica de 7':

lnLJrf(’Ro)
T= %—&-o(l), N — 400,

Ry = a/b é areprodutibilidade, A = a — b a taxa de crescimento e fuma fungéo bastante complicada. Este resultado néo aparece em nenhum livro ou artigo
publicado desde [ 5 ], 0 que é um pouco surpreendente para um modelo tdo simples e conhecido.

Mostramos no restante da segio 2 que
F(Ro) =In[2(Ro — 12| +0(1), Ry —1".

Deduzimos que a data do pico epidémico nem sempre ¢ uma fungdo decrescente da taxa efetiva de contato a , mas que isso s6 € observado para valores de
reprodutividade proximos a 1. A data do pico atinge um maximo para

Ro=1+ey/ 10
0 — € IN ’

onde e ¢ a base dos logaritmos naturais. Esta observag@o parece nova.



Na se¢@o 3, nos voltamos para o0 modelo SEIR. Lembramos o que sabemos sobre o tamanho final da epidemia. Especificamos o que se entende por pico epidémico

neste contexto, ou seja, 0 ponto em que £ + / atinge um maximo. Encontramos um novo limite inferior para este pico compativel com a conjectura sobre o

comportamento assintotico. Apresentamos algumas simulagdes para ilustrar essa conjectura.

2. O modelo SIR

2.1 Uma expressao integral de T

Para o modelo SIR, suponha

S(0)=N—i, I(0)=4, R(0)=0,

com 0 < i < N. Suponha a > b e N grande o suficiente para a(1 — i/N) > b, quer dizer 4L (0) > 0. Como em [ 2 ] (onde pegamos i = 1), temos

1dS  a dR S(t)

S N d hl—S(o):_WR()

Portanto

as S _ S bN . S(¢)
E—faﬁ(NfoR)—faW(N S+—1 W)

O pico de I(t)ocorre no tempo 7 onde dI / dt = 0, que ocorre quando S = Nb/a. Nés deduzimos isso

T 1 1-i/N ds
“aly. s(1— s+ Llns— LIn(1 —i/N))

2.2 Féormula de Lauwerier quando N — +o00

Nos definimos € = 7%ln(1 — %). Com o truque de [ 5, p. 12 ], temos T = T + T com
T /1—— 1 1 ds
1=— - -
b l+e—s+2lns e—(1-2)lns 5’
- ds
n==["
2 2 (e-(1- %)lns)
Reduzindo ao mesmo denominador,
T /17_ —14+s—Ins ds
1=— P
b -1 —-L)ns]1+e—s+ Llns) s

i

Nés temos : € ~ % ~ — 0Ese N — +oo0. Observe que a integral que ocorre quando passamos formalmente para o limite N — +o0

/ ! —1+s—Ins ds
2 —(Ins)(1 —s+ %lns) s
¢ a priori uma integral generalizada em s = 1. Mas a func¢@o integrada ¢ estendida por continuidade em s = / , porque

(s 1)
lns:sflf—2 +o((s —1)%)

no bairro de s = 1, de modo a

—1+4+s—1Ins 1
- _—
—(Ins)(1—s+ 2lns)s 71 2(1-b/a)

Em particular, essa integral ¢ convergente. Deduzimos (ver apéndice 1) que

T 1 /1 —1+s—Ins ds+o(1)
YT a—b e —(Ins)(1—s+ Llns) s -

Com a mudanga de variavel s = e ™"

s

A
T = du + o(1).
a—b/ u(l—e v — Lu) M

Além disso, o integral T ¢é calculado explicitamente:

, :
T l[ln{aln(l L) -
a 1

“sfal i) (] ufa (o)

= > o(1).

Somando os dois resultados, obtemos o que podemos chamar de formula de Lauwerier [ 5, p. 13 ]

a

In ¢ _ —u
T:L lnﬁ,ﬁ-ln{(l—i)lng}-‘r/ b1+87+budu +o(1),
a—b v a b 0 u(l—e™—-2u)

a



ou

1
a—b

T= {m§+ﬂmﬁ+4n

comRg=a/b>1.

A Figura 1 mostra em que medida a formula de Lauwerier fornece uma boa aproximagédo da data 7 do pico epidémico. Utilizamos o software livre Scilab para o
célculo numérico das integrais. Escolhemos o pardmetro b para que o periodo infeccioso dure em médial/b = 4 dias.
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Figura 1. A data T do pico epidémico do modelo SIR (em dias decorridos desde o inicio da epidemia) em fun¢do de In NV (linha continua) de acordo
com a formula exata (5) e a formula de Lauwerier aproximada (pequenos circulos). Valores de pardmetro: I(0) = 1, b = 1/4 por dia,
Ro =a/be {1,5; 2; 3}.

Nota. A féormula de Lauwerier permanece inalterada se partirmos da condigao inicial

S(0)=N—i—r, I0)=i, R(0)=r,

comi>0,7>0,i+r<Nea(l— iNT) > b. Na verdade, vamos posar

N=N-r=NQ1-r/N), R(t)=R()-r, a=aN/N=a(l-r/N).

entdo
4S5 gL AL gy Ry
dt v dt IS dt
S(0)=N—i, I(0)=i, R(0)=0
Portanto
1 N -
T=— ; {ln—_ +f(f1/b)} +0o(1), N — 4oo.
a— i

Mas como N — 400 é igual a N — +00, e gosto & = a + O(1/N), n6s voltamos

T= ﬁ{lnTN +f(a/b)} +o(1), N — +oo.

2.3 Estudo da fungéo f(R)

A Figura 2 mostra como f(Ro) varia dependendo de Ro. Nos notamos que f(Rg) parece ser uma fungdo crescente (ndo ¢ 6bvio, mesmo ao calcular a derivada) e
f(Ro) = 0E se Ry ~ 2,10.
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Figura 2. f(Ro) em termos de R (linha continua) e a aproximago (6) na vizinhanga de Ro = 1 (pontilhado).

Com Ry — 1+, InRy = (Ro — 1)(1 + 0(1)) e

In [(1 - i) lnRo} =In[(Ro — 1)%] +o(1) = 2In(Ro — 1) + o(1).

Ro

Na vizinhanga de u = 0%,

—l+e“+u u?/2 + o(u?)

u(l—e v —u/Ry)  ulu—u?/2+ o(u?) — u/Ro)

1+ 0(1)

2(1—-1/Ro) —u+o(u)

/OlnRo o du {_ In{2(1 - 1/Ro) — U}]
2(1—-1/Ro) —InRyg

21— 1/Ro) —u

In R,

0

TR yR)
InRo
- 71“@ T 2(1-1/Ry)

— —1In(1/2) =1n2

Ro—1

Deduzimos (ver apéndice 2) que

F(Ro) =In [2(R0 - 1)2] +o(l), Re—1".

(6)

Esta aproximagdo coincide com a sugerida em [ 2, p. 11] com base na aproximagao (néo rigorosa) de Kermack e McKendrick para o modelo SIR quando R esta

proximo de 1.
2.4 A data do pico niio é uma funcio monoténica da taxa de contato

Entdo, quando N é grande e Ry perto de 1 com N(Ro — 1)% ndo muito pequeno,

In [(N/i)2(a/b— 1)%] .

T~
a—>b

Portanto

r 2-In [(N/i)2(a/b—1)?]
da (a —b)? '

@ 14 [ 1
Y

Com este valor de a , denote-o a* , o valor correspondente do maximo de 7' é

. aT .,
Nos notamos que 4, ~ 0 E se

2 2 2N
Thax 2 —— = 7— -

a*—b be 7

A data do pico ndo ¢, portanto, uma fung¢do monotdnica decrescente da taxa de contato, como se poderia acreditar a priori. A Figura 3 ilustra isso com alguns

exemplos numeéricos.
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figura 3. A data T do pico epidémico de acordo com a formula exata (5), em fungdo da taxa de contato a coma > b/(1 —i/N)Esei=1e
N € {100; 1000; 10000}. Escolhemos a unidade de tempo de modo que b = 1.

3. O sistema SEIR

Agora considere o sistema SEIR (1) - (4). Nos presumimos N > 0,a > 0,b > 0 e ¢ > 0. No6s também supomos a > c. As condigdes iniciais sao
S0)=N-ng—nr>0, E(Q)=ng>0, I0)=n;>0, R(0)=0,
com ng + ny > 0. Nos temos
S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t) =N, Vt>0, (M)
S(t) >0, E(t) >0, I(t) > 0e R(t) > 0.

3.1 O tamanbho final da epidemia

Fungdo S(¢) ¢ decrescente de acordo com a equagdo (1) e positivo, portanto, converge para um limite Ss. Fungdo R(t) estd aumentando de acordo com a equagdo
(4) e menor que N, portanto, converge para um limite R,,,. Uma vez que as fungdes E (%) ¢  (2) sdo limitadas por N se t €]0; +oco[funcdo dI/dt também ¢ limitado
pela equagdo (3), assim como d?R/dt? de acordo com a equagdo (4). Fungio R(t) é, portanto, convergente quando ¢ — 400 com uma segunda derivada limitada;
Portanto dR/dt — 0 (ver por exemplo [ 4,11.3.21 ] ou apéndice 3). Com a equagéo (4), vemos que I(t) — 0. Fungio dE/dt ¢ limitado pela equagéo (2), assim
como d?I/dt? de acordo com a equagdo (3). Portanto dI/d¢ — 0 como antes. Da equagdo (2), E(t) — 0. Com a equagdo (7), obtemos no limite Sy, + R, = N.
Das equagdes (1) e (4),

AR __cN ds
dt ~  aS dt’
Portanto
cN (t)
R(t) = ——1In——+. 8
6 =50 ®)

Em ultima analise, deduzimos que Soc > 0 ¢

N
Se=N-R, =N+
a

n

00

0"

n

N6s definimos oo = Soo/N, zo = S(0)/N e

g(m):l—w-ﬁ-ilni.
a o

Entdo nds temos g(z) = 0e 0 < 2o < 1. Mas
g’(z):—1+i>0, 0<z<c/a,
ar
g (z) <0, cla<z <l

De outra forma,

1

g(1) = ‘= > 0,
a o

g(z) = —o0, z— 0",
g(c/a):1—£+£lnc/—a >1- S+ 5mE s

a a 1w a a a
Esta Giltima desigualdade vem da hipétese ¢/a < 1 e o fato de que a fungdo h(u) = 1 — u + ulnu verificado A'(u) = Inu < 0 E se u €]0;1[ ¢ h(1) = 0, de modo a
h(u) > 0Eseu €]0;1].

Consequentemente, a fungéo g aumenta de —oo para g(c/a) > 0 no intervalo |0, ¢/a[, entdo diminui em g(c/a) > 0 em g(1) > 0 no intervalo |c/a, 1[. A equagdo
g(z) = 0 portanto, tem uma solugdo tnica no intervalo ]0; 1] e esta solugdo estd em |0; ¢/a[. Concluimos que

0<S,/N <c/a.

3.2 O pico da epidemia



Vamos esclarecer nossa defini¢do de pico epidémico. Nos temos

%(E +1) = (aS/N —¢)I. 9)

Suponha
S(0)/N =1— (ng+n1)/N > c/a.

Com a suposi¢do de a > ¢, essa desigualdade é verdadeira assim que N € grande o suficiente. Nos temos I(t) > 0 V¢ > 0. A fungdo S é estritamente decrescente e
diminui emS(0) > Nc/a até Sy, < Ne/a no intervalo [0; 4+-oo[. Portanto, ha um tnico T > 0 com S(T') = N¢/a. De acordo com a equagdo (9), a fungdo E + I
esta estritamente aumentando ao longo do intervalo [0; T] e entdo diminuindo estritamente ao longo do intervalo [T'; + oo[. O pico da epidemia ¢ denominado T.
Note-se que geralmente ndo € o maximo que eu nema de E .

Da equagéo (8), também temos

E(T) + I(T) = N — S(T) — R(T) = N — S(T) + %m % (10)

Desde a S(T') = Nc/a, temos

E(T) + I(T) :N<1 _ 5 . %hl aZ(i)) )

como Hethcote ja observou em [ 6, p. 35 1.
3.3 Limite inferior

Como S/N < 1, temos

@ < —bE+al
dt
ﬂ =bE —cl.
dt

A seguir, a desigualdade < entre vetores significa a desigualdade para todos os componentes. Lembramos o teorema de comparagao para sistemas quase
monotdnicos (ver por exemplo [ 8, apéndice E ] ou apéndice 4):

E se d > 2 é um inteiro, se F € CH(R4,R?), X € C([0, +0o[,RY) e Y € ([0, +-00[, RY) Verifica
OF,

— () >0 Vi#j, VzreR?
(9.’E]'
dX dy
- _ < — _
7 F(X(t)) < 7 F(Y(t)) vt>0,
X(0) <¥/(0),
tdo X(t) <Y(t) Vt>0.
Seja M a matriz definida na introdugdo. Nos escolhemos d = 2,
_ E(t) _ tM[TE _
x0 = (70)). vo=e ("), P -
Nos temos
dX dy
—_ — <0=——-FY
7 F(X(t)) <0 7 F(Y(t)) vt>o0,

X(0) = Y(0) e ahipotese em F ¢ valida porque os coeficientes ndo diagonais da matriz M sdo positivos. Portanto

() = () ez

_ —b—c# V(b —¢)? + 4ab

At 5
Nos temos
Myt n c—b At a(e)”rt—eL')
2 V/(b—c)?+4ab 2 v/ (b—c)?+4ab
tM
= vVt >0
b(eM!—e*") Pt n bc Art_At
V/(b—c)2+4ab 2 V/(b—c)2+4ab 2
Nos deduzimos isso
ET)+I(T)< (1 1)™ (”E)
nr
- eMT 4 eX-T N b+e erMT — e T
> ———— ng
2 V(b= ¢)? + 4ab 2

( eMT e T 2a+b—c eMT —erT )
+ nr

2 V(b —¢)? + 4ab 2



Porque A_ < ., existe uma constante k > 0, que dependede a,b,c,n _en | (mas ndo de N ), de modo que

E
E(T) 4+ I(T) < ke™T.
Mas (10) mostra que
E(T)+1(T) = N(1- % + Eln(c/a)) - %111(5(0) /N).
Porque S(0)/N < 1, Entdo nos temos
N(l - % + Eln(c/a)) < E(T) + I(T) < keMT.
Existe, portanto, outra constante K € R, que dependedea ,b,c,n E en I (mas ndo de N ), de modo que

InN
X

T>

+ K.

Este limite inferior ¢ compativel com a conjectura

InN
~ = , N — 4o0.
As

3.4 Exemplos

Nos escolhemos b = 1/3 por dia, ¢ = 1/4 por dia, ng = 1, ny = 0, e trés valores da taxa de contato a para que a/c € {1,5; 2; 3}. Assim, um periodo infeccioso
que dura em média 4 dias segue-se a um periodo latente que dura em média 3 dias. Tomamos varios valores para a populacdo N entre 10% e 10%. Noés resolvemos o
sistema diferencial (com software livre Scilab) e voltou a pico 7 que corresponde @ maxima de £ + /. A Figura 4 mostra como 7 varia em fung¢@o de In N (Linhas
solidas). Nos também mostramos (In V) /A (pequenos circulos). As inclinagdes parecem coincidir, como nas suposi¢des. A figura também sugere que o proximo

termo na expansdo assintotica de 7 ainda ¢ uma constante, que ¢ negativa quando a / ¢ esta proxima de 1 e torna-se positiva quando a relagdo a / ¢ aumenta.
Determinar essa constante de acordo com os parametros do modelo parece uma tarefa dificil.

300 7

Figura 4. A data T do pico epidémico do modelo SEIR em fungdo de In N de simulagdes numéricas (linhas solidas) e (In N) /A4 (pequenos circulos).
Apéndice 1

Comb/a < s < 1, nés definimos

1 —14+s—Ins
Yele) = a —(1—L)ns](1+e—s+ Llns)s
W(s) = —14+s—Ins

—(a—b)(Ins)(1 — s+ Llns)s

. . - 1 . o .
Nos temos : 0 < ¥ (s) < 1(s). Vimos na se¢do 2.2 que fb /a 1(s) ds era uma integral convergente. De acordo com o teorema da convergéncia dominada,

a

1 1
e Ye(s) ds ij/b P(s)ds.

Além disso,
1 1
OS/ sstS/ s)ds — 0.
H-/NM ) H/Nw( )ds 7
Portanto
1-i/N 1 1 1
[ s [ wwas- [ wsds, [ s
b/a b/a 1-i/N N=rtoo Jyq
Apéndice 2

Nos definimos



Vamos mostrar isso

Ao reduzir ao mesmo denominador, notamos que

e —1+u—u?/2
u(l—e*—u/Ro)(1—1/Ro—u/2)

$(u) = (1 - 1/Ro)

De acordo com a formula de Taylor-Lagrange,

2 3
Vu>0,30€0,1], e =1—u+ “7 - %e*f*u.
Portanto Vu > 0,
2 3

u u
1l u— —| < —.
€ 2 6

2 3
lfe’“fu/RO:uf%+%e’9"7u/720
2

>u— “? —u/Ro = u(l — 1/Ry — u/2).
Nos notamos que para 0 < u < In R,

01"

Com Ry perto de 1, portanto, temos 1 — 1/Rg — (InR¢)/2 > 0. Entdo,

In Ry 1-1/Ro Ry
/0 Plu)du| < [1—1/Ro— (InR)/2]? /o o
1-1/Ry (InRo)? Ro—1

= ~ — 0.
[1 - 1/R0 — (lnRo)/2]2 12 Ro—1* 3 Ro—1*
Apéndice 3

E Z :]0, +-00[— R uma funcio duas vezes diferencidvel de modo que Z(z) — L quando  — +oo e |Z"(z)| < M Vz > 0.[ 4,1L.3.21 ] mostra que Z'(z) — 0
quando  — +o00. Na verdade, seja &> 0. Entéo

Jz¢ > 0, Yz >z, |Z(z) — L| < €2/(4M).
De acordo com a féormula de Taylor-Lagrange,
h2
Vz >0, Vh >0, 30 €]0,1], Z(z+h) = Z(z) + hZ'(z) + 72”(35 + 6h).
Portanto

Vz > 2o, YA > 0 |Z'(w)|<w Mh e’ Mh,

Com h = €/M, nés obtemos |Z'(z)| < e Vz > xo.
Apéndice 4

Com as notagdes da segdo 3.3, vamos definir U(t) = Y (¢) — X(t) e

() = 5 - (o) - | 5 - Pxc)|.

Por hipétese, temos a desigualdade vetorial H(t) > 0. De outra forma,

I~ H) + FX() + VW) - F(X() = (.U (),

com

¢i(t, U(t)) = Hi(t) + Z { A gz (X(t) +sU(t)) ds|Uj(t).

Se assumirmos z; > 0 Vj e z; = 0, tdo ¢;(t, z) > 0 devido a hipdtese sobre o sinal das derivadas parciais da fungéo F. O cone Ri ¢, portanto, uma regido
invariante. Como U(0) > 0, segue que U(t) > 0e X(t) <Y (¢) vVt > 0.

obrigado
Agradecemos A. Moussaoui por apontar [ 7 ].
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