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resumo

Estamos estudando uma epidemia modelada por um sistema diferencial do tipo SIR ou SEIR. Para o modelo SIR, mostramos que a data do pico epidêmico nem
sempre é uma função decrescente da taxa de contato. Para o modelo SEIR, quando a população N é grande, novos elementos tendem a confirmar a conjectura de que
o pico epidêmico ocorre no tempo T , com , onde λ é o maior autovalor do sistema linearizado.

1. Introdução

Em [ 2 ], começamos a estudar a data do pico epidêmico do modelo SIR de Kermack e McKendrick [ 1 , capítulo 18]

no caso em que a > be a população N é grande. A variável  é o número de pessoas não infectadas,  o número de pessoas infectadas, o número de
pessoas removidas da transmissão. População total é constante. O parâmetro a é a taxa efetiva de contato eb é a taxa na qual as pessoas infectadas
deixam de ser infecciosas. Quando a população N é grande, o pico epidêmico (que corresponde ao máximo de I ) ocorre no tempo T ,

e . Em outras palavras, λ é a taxa de crescimento do número de pessoas infectadas no sistema linearizado  no início da epidemia, quando
.

Em [ 3 ], conjecturamos brevemente que o equivalente em  para a data do pico foi a mesma no modelo SEIR, que inclui uma fase latente (denotada E) antes
que as pessoas infectadas se tornem infecciosas,

com , com a condição de levar para  o maior autovalor do sistema linearizado no início da epidemia, ou seja, o maior autovalor da matriz

Em [ 7 ], Piovella também se interessou pela data do pico epidêmico no modelo SEIR quando a relação a / c é próxima a 1, sem, no entanto, suas aproximações
serem completamente justificadas do ponto de vista matemático.

Na seção 2, primeiro relembramos um resultado aparentemente esquecido (incluindo em [ 2 ]) de [ 5 , capítulo 2] para o modelo SIR, que especifica a expansão
assintótica de T :

 é a reprodutibilidade, a taxa de crescimento e f uma função bastante complicada. Este resultado não aparece em nenhum livro ou artigo
publicado desde [ 5 ], o que é um pouco surpreendente para um modelo tão simples e conhecido.

Mostramos no restante da seção 2 que

Deduzimos que a data do pico epidêmico nem sempre é uma função decrescente da taxa efetiva de contato a , mas que isso só é observado para valores de
reprodutividade próximos a 1. A data do pico atinge um máximo para

onde e é a base dos logaritmos naturais. Esta observação parece nova.
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Na seção 3, nos voltamos para o modelo SEIR. Lembramos o que sabemos sobre o tamanho final da epidemia. Especificamos o que se entende por pico epidêmico
neste contexto, ou seja, o ponto em que E + I atinge um máximo. Encontramos um novo limite inferior para este pico compatível com a conjectura sobre o
comportamento assintótico. Apresentamos algumas simulações para ilustrar essa conjectura.

2. O modelo SIR

2.1 Uma expressão integral de T

Para o modelo SIR, suponha

com . Suponha  e  grande o suficiente para , quer dizer . Como em [ 2 ] (onde pegamos i = 1), temos

Portanto

O pico de ocorre no tempo T onde dI / dt = 0, que ocorre quando . Nós deduzimos isso

2.2 Fórmula de Lauwerier quando 

Nós definimos . Com o truque de [ 5, p. 12 ], temos  com

Reduzindo ao mesmo denominador,

Nós temos :  E se . Observe que a integral que ocorre quando passamos formalmente para o limite

é a priori uma integral generalizada em . Mas a função integrada é estendida por continuidade em s = 1 , porque

no bairro de , de modo a

Em particular, essa integral é convergente. Deduzimos (ver apêndice 1) que

Com a mudança de variável ,

Além disso, o integral  é calculado explicitamente:

Somando os dois resultados, obtemos o que podemos chamar de fórmula de Lauwerier [ 5, p. 13 ]
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ou

com .

A Figura 1 mostra em que medida a fórmula de Lauwerier fornece uma boa aproximação da data T do pico epidêmico. Utilizamos o software livre Scilab para o
cálculo numérico das integrais. Escolhemos o parâmetro b para que o período infeccioso dure em média  dias.

Figura 1. A data T do pico epidêmico do modelo SIR (em dias decorridos desde o início da epidemia) em função de (linha contínua) de acordo
com a fórmula exata (5) e a fórmula de Lauwerier aproximada (pequenos círculos). Valores de parâmetro: ,  por dia, 

.

Nota. A fórmula de Lauwerier permanece inalterada se partirmos da condição inicial

com , ,  e . Na verdade, vamos posar

então

Portanto

Mas como  é igual a , e gosto , nós voltamos

2.3 Estudo da função 

A Figura 2 mostra como  varia dependendo de . Nós notamos que  parece ser uma função crescente (não é óbvio, mesmo ao calcular a derivada) e 
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Figura 2.  em termos de  (linha contínua) e a aproximação (6) na vizinhança de  (pontilhado).

Com ,  e

Na vizinhança de ,

Mas

Deduzimos (ver apêndice 2) que

Esta aproximação coincide com a sugerida em [ 2 , p. 11] com base na aproximação (não rigorosa) de Kermack e McKendrick para o modelo SIR quando  está
próximo de 1.

2.4 A data do pico não é uma função monotônica da taxa de contato

Então, quando N é grande e  perto de 1 com  não muito pequeno,

Portanto

Nós notamos que  E se

Com este valor de a , denote-o , o valor correspondente do máximo de T é

A data do pico não é, portanto, uma função monotônica decrescente da taxa de contato, como se poderia acreditar a priori. A Figura 3 ilustra isso com alguns
exemplos numéricos.
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figura 3. A data T do pico epidêmico de acordo com a fórmula exata (5), em função da taxa de contato a com  E se  e 
. Escolhemos a unidade de tempo de modo que b = 1.

3. O sistema SEIR

Agora considere o sistema SEIR (1) - (4). Nós presumimos , ,  e . Nós também supomos . As condições iniciais são

com . Nós temos

, ,  e .

3.1 O tamanho final da epidemia

Função  é decrescente de acordo com a equação (1) e positivo, portanto, converge para um limite . Função está aumentando de acordo com a equação
(4) e menor que N , portanto, converge para um limite . Uma vez que as funções E (t) e I (t) são limitadas por N se função  também é limitado
pela equação (3), assim como de acordo com a equação (4). Função  é, portanto, convergente quando com uma segunda derivada limitada;
Portanto (ver por exemplo [ 4, II.3.21 ] ou apêndice 3). Com a equação (4), vemos que . Função  é limitado pela equação (2), assim
como de acordo com a equação (3). Portanto como antes. Da equação (2), . Com a equação (7), obtemos no limite .
Das equações (1) e (4),

Portanto
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 portanto, tem uma solução única no intervalo  e esta solução está em . Concluimos que
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Vamos esclarecer nossa definição de pico epidêmico. Nós temos

Suponha

Com a suposição de a > c , essa desigualdade é verdadeira assim que N é grande o suficiente. Nós temos . A função S é estritamente decrescente e
diminui em  até  no intervalo . Portanto, há um único  com . De acordo com a equação (9), a função E + I
está estritamente aumentando ao longo do intervalo [0; T] e então diminuindo estritamente ao longo do intervalo . O pico da epidemia é denominado T.
Note-se que geralmente não é o máximo que eu nem a de E .

Da equação (8), também temos

Desde a , temos

como Hethcote já observou em [ 6, p. 35 ].

3.3 Limite inferior
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A seguir, a desigualdade ≤ entre vetores significa a desigualdade para todos os componentes. Lembramos o teorema de comparação para sistemas quase
monotônicos (ver por exemplo [ 8, apêndice E ] ou apêndice 4):
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O exponencial da matriz pode ser calculado explicitamente [ 9, proposição 6 ] com os autovalores da matriz M , que são
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Porque , existe uma constante , que depende de a , b , c , n 
E

 e n 
I
 (mas não de N ), de modo que

Mas (10) mostra que

Porque , Então nós temos

Existe, portanto, outra constante , que depende de a , b , c , n 
E

 e n 
I
 (mas não de N ), de modo que

Este limite inferior é compatível com a conjectura

3.4 Exemplos

Nós escolhemos  por dia,  por dia, , , e três valores da taxa de contato a para que . Assim, um período infeccioso
que dura em média 4 dias segue-se a um período latente que dura em média 3 dias. Tomamos vários valores para a população N entre  e . Nós resolvemos o
sistema diferencial (com software livre Scilab) e voltou a pico T que corresponde à máxima de E + I . A Figura 4 mostra como T varia em função de (Linhas
sólidas). Nós também mostramos (pequenos círculos). As inclinações parecem coincidir, como nas suposições. A figura também sugere que o próximo
termo na expansão assintótica de T ainda é uma constante, que é negativa quando a / c está próxima de 1 e torna-se positiva quando a relação a / c aumenta.
Determinar essa constante de acordo com os parâmetros do modelo parece uma tarefa difícil.

Figura 4. A data T do pico epidêmico do modelo SEIR em função de  de simulações numéricas (linhas sólidas) e  (pequenos círculos).

Apêndice 1
Com , nós definimos

Nós temos : . Vimos na seção 2.2 que era uma integral convergente. De acordo com o teorema da convergência dominada,
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Portanto
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Vamos mostrar isso

Ao reduzir ao mesmo denominador, notamos que

De acordo com a fórmula de Taylor-Lagrange,

Portanto ,

Nós notamos que para ,

Com  perto de 1, portanto, temos . Então,

Apêndice 3

É  uma função duas vezes diferenciável de modo que  quando  e . [ 4, II.3.21 ] mostra que
quando . Na verdade, seja ε> 0. Então

De acordo com a fórmula de Taylor-Lagrange,

Portanto

Com , nós obtemos .

Apêndice 4

Com as notações da seção 3.3, vamos definir  e

Por hipótese, temos a desigualdade vetorial . De outra forma,

com

Se assumirmos  e , tão  devido à hipótese sobre o sinal das derivadas parciais da função . O cone é, portanto, uma região
invariante. Como , segue que  e .

obrigado

Agradecemos A. Moussaoui por apontar [ 7 ].
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