Nieuwe eigenschappen van de epidemische piek
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Overzicht

We bestuderen een epidemie gemodelleerd door een differentieel systeem van het SIR- of SEIR-type. Voor het SIR-model laten we zien dat de datum van de
epidemische piek niet altijd een afnemende functie is van het contactpercentage. Voor het SEIR-model, wanneer de populatie N groot is, hebben nieuwe elementen
de neiging om het vermoeden te bevestigen dat de epidemische piek plaatsvindt op tijdstip 7, met T ~ (In N) /A , waarbij A de grootste eigenwaarde is van het
gelineariseerde systeem.

1. Inleiding

In [ 2 ] zijn we begonnen met het bestuderen van de datum van de epidemische piek van het SIR-model van Kermack en McKendrick [ 1 , hoofdstuk 18]
ds I dI I dR
E7ERE A e A

in het geval dat a > b en de populatie N groot is. De variabele S(t) is het aantal niet-geinfecteerde mensen, I(t) het aantal geinfecteerde mensen, R(¢)het aantal
mensen dat uit de uitzending is verwijderd. Totale populatie N = S + I + R is constant. Parameter a is de effectieve contactsnelheid en b is de snelheid waarmee
geinfecteerde mensen niet langer infectieus zijn. Wanneer de populatie N groot is, vindt de epidemische piek (die overeenkomt met het maximum van /) plaats op
tijdstip T,

In N

~ ——

en A = a — b. Met andere woorden, X is de groeisnelheid van het aantal geinfecteerde mensen in het gelineariseerde systeem dI/dt ~ (a — b)I aan het begin van de
epidemie, wanneer S ~ N.

In [ 3 ] hebben we kort vermoed dat het equivalent in (In V) /A want de datum van de piek was hetzelfde in het SEIR-model, dat een latente fase omvat (aangeduid
met E) voordat geinfecteerde mensen infectieus worden,

(fl_f = — aS%, (1)
C;—f = aS% _bE, 2)
% = bE —cI, (3)
% =cl, (4)

met a > ¢, op voorwaarde dat u voor A de grootste eigenwaarde van het gelineariseerde systeem aan het begin van de epidemie, d.w.z. de grootste eigenwaarde van

de matrix
—-b a
M= .
(v %)
In [ 7 ] was Piovella ook geinteresseerd in de datum van de epidemische piek in het SEIR-model wanneer de a / c- ratio dicht bij 1 ligt, zonder dat de benaderingen

echter vanuit wiskundig oogpunt volledig gerechtvaardigd zijn.

In sectie 2 herinneren we ons eerst een ogenschijnlijk vergeten resultaat (inclusiefin [ 2 ]) van [ 5, hoofdstuk 2] voor het SIR-model, dat de asymptotische expansie
van T specificeert :

N
:M+0(1) N — 400
)\ ? ?

Ro = a/bis de reproduceerbaarheid, A = a — b de groeisnelheid, en f'een nogal gecompliceerde functie. Dit resultaat lijkt in geen enkel boek of artikel dat sinds [ 5
] is gepubliceerd voor te komen, wat een beetje verrassend is voor zo'n eenvoudig en bekend model.

Dat laten we in de rest van sectie 2 zien
F(Ro) =In [2(730 - 1)2] +o(1), Ry—1*.

We leiden af dat de datum van de epidemische piek niet altijd een afnemende functie is van de effectieve contactfrequentie a , maar dat dit alleen wordt
waargenomen voor reproductiviteitswaarden dicht bij 1. De datum van de piek bereikt een maximum voor
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waarbij e de basis is van de natuurlijke logaritmen. Deze observatie lijkt nieuw.

In sectie 3 gaan we in op het SEIR-model. We herinneren ons wat we weten over de uiteindelijke omvang van de epidemie. We specificeren wat in deze context

wordt bedoeld met epidemische piek, namelijk het punt waarop E + [ een maximum bereikt. We vinden een nieuwe ondergrens voor deze piek die compatibel is met

het vermoeden over het asymptotische gedrag. We presenteren enkele simulaties om dit vermoeden te illustreren.

2. Het SIR-model

2.1 Een integrale uitdrukking van 7

Stel dat voor het SIR-model

S(0)=N—i, I(0)=4i, R(0)=0,

met 0 < ¢ < N. Veronderstellen a > b en N groot genoeg dat a(1 — i/N) > b, dat wil zeggen %(0) > 0. Netalsin [ 2 ] (waar we i = 1 hadden genomen ), hebben

we
L1dS _ _ a dR SO _ e gy
Sdt ~ wNat 80 en
Dus
as S s BN S(t)
ﬁf—aN(N—S—R)f QW(N S-‘rTan).

Het hoogtepunt van I(¢)vindt plaats op tijdstip 7 waar dI / dt = 0, wat optreedt wanneer S = Nb/a. We leiden dat af

T 1 1-i/N ds
Catya s(1-s+Llns— Lin(1—i/N))

2.2 Lauwerier's formule wanneer N — +oco

We definiéren € = —%ln(l — #) Met de truc van [ 5, p. 12 ], hebben we T' = T} + T met

- 1/1*4—% 1 1 ds
1= - >
aJj l+e—s+2lns e-(1-2)s/ s

T _1/1-% ds
T i3 s(a—(l—%)lns)‘

Door te reduceren tot dezelfde noemer,

T 1/1’# —14+s—Ins ds
1=— 5
aJr -1 —-L)nsj1+e—s+Llns) s

a

Men heeft : € ~ % % — 0 als N — +o00. Merk op dat de integraal die optreedt wanneer we formeel tot het uiterste gaan N — 400

/1 —1+s—Ins ds
2 —(Ins)(1—s+ %lns) s

is a priori een gegeneraliseerde integraal in s = 1. Maar de geintegreerde functie wordt uitgebreid met continuiteit in s = / , omdat

(s —1)?

2 +o((s —1)?)

Ins=s—-1-

in de buurt van s = 1, zodat

—1+s—Ins 1
—
~(lns)(1—s+2Llns)s 21 2(1-b/a)

In het bijzonder is deze integraal convergent. Dat leiden we af (zie bijlage 1)

1 — —
T - 1 / 1+s—Ins ﬁ—i—o(l).
a—bJ: —(Ins)(1—s+ Llns) s

Met de verandering van variabele s = e™",

1 In ¢ -1 —u
T, = / te fu du + o(1).
a—-bJ, u(lfe’“fgu)

Bovendien is de integraal T> wordt expliciet berekend:

T==

Door de twee resultaten bij elkaar op te tellen, krijgen we wat we de formule van Lauwerier kunnen noemen [ 5, p. 13 ]



of

met Ro =a/b> 1.

Figuur 1 laat zien in hoeverre de formule van Lauwerier een goede benadering geeft van de datum 7 van de epidemische piek. We gebruikten de gratis software
Scilab voor de numerieke berekening van de integralen. We hebben de parameter b gekozen zodat de besmettelijke periode gemiddeld duurtl /b = 4 dagen.
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Figuur 1. De datum T van de epidemische piek van het SIR-model (in dagen verstreken sinds het begin van de epidemie) als functie van In N
(ononderbroken lijn) volgens de exacte formule (5) en de geschatte Lauwerier-formule (kleine cirkels). Parameterwaarden: I1(0) = 1, b = 1/4 per dag,
Ro =a/b e {1,5; 2; 3}.

Notitie. De formule van Lauwerier blijft ongewijzigd als we uitgaan van de beginvoorwaarde
S0)=N—-i—r, I(0)=1i, R(0)=r,
meti >0,7>0,i+7< Nena(l — %) > b. Inderdaad, laten we poseren

N=N-r=NQ1-r/N), Rt)=R({t)—r, a=aN/N=a(l-r7/N).

Dus
a5 _ sl A el o 4R
dt o dt IS dt
S(0)=N—i, I(0)=i, R(0)=0
Dus

T= -
a—>b

{lng + f(&/b)} +0(1), N — +ooc.

Maar zoals N — 400 gelijk is N — +0c0, en zoals & = a + O(1/N), we vallen terug op

T ﬁ{m%] + f(a/b)} +o(l), N +oo.

2.3 Studie van de functie f(R,)

Figuur 2 laat zien hoe f(R) varieert athankelijk van Ry. We noteren dat f(R) lijkt een toenemende functie te zijn (het is niet duidelijk, zelfs niet bij het berekenen
van de afgeleide) en f(Rg) = 0 als Ry ~ 2,10.
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Figuur 2. f(Ro) aangaande met R (ononderbroken lijn) en de benadering (6) in de buurt van Ry = 1 (gestippeld).

Met Ry — 1+, InRy = (Ro — 1)(1 + 0(1)) en

In [(1 - R%) lnRo} =In[(Ro — 1)%] +o(1) = 2In(Ro — 1) + o(1).

In de buurt van u = 0™,

—14+e¥*+u _ u2/2+o(u2)
u(l = e u/Ry)  ulu— /2 ofw?) — u/Ry)
_ 1+0(1)
T 2(1-1/Ro) —uto(w)
Maar
e du InRy
[ iy = [t - -]
—1 2(1-1/Ro) —InRyo
8 2(1-1/Ro)
InRo
= - ln{l — m}
Ratt —1In(1/2) =1n2

Dat leiden we af (zie bijlage 2)
f(Ro) =1 [2(Ro — 1] +0(1), Ro—1".

Deze benadering valt samen met die voorgesteld in [ 2, p. 11] op basis van de (niet-rigoureuze) benadering van Kermack en McKendrick voor het SIR-model
wanneer R ligt dicht bij 1.

2.4 De datum van de piek is geen monotone functie van de contactfrequentie

Dus als N groot is en Ry dicht bij 1 met N(Ro — 1)? niet te klein,

In [(N/i)2(a/b— 1)%] .

T~
a—>b
Dus

r 2-In [(N/i)2(a/b—1)?]
da (a —b)? '

a 14 i

-~ e/ —-

b 2N
Geef het met deze waarde van a aan a* , de overeenkomstige waarde van het maximum van 7 is

2 2 2N
T = 5 " he VT

De datum van de piek is daarom geen afnemende monotone functie van de contactfrequentie, zoals men a priori zou kunnen geloven. Figuur 3 illustreert dit met
enkele numerieke voorbeelden.

We noteren dat 5—95 ~ (0 als
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figuur 3. De datum 7 van de epidemiepiek volgens de exacte formule (5), als functie van de contactsnelheid a meta > b/(1 —i/N) alsi = 1 en
N € {100; 1000; 10000}. We hebben de tijdseenheid zo gekozen dat b = 1.

3. Het SEIR-systeem

Beschouw nu het SEIR-systeem (1) - (4). Wij nemen aan N > 0,a > 0,b > 0 en ¢ > 0. Wij veronderstellen ook a > ¢. De beginvoorwaarden zijn
S0)=N-ng—nr>0, E(Q0)=ng>0, I0)=n;>0, R(0)=0,
met ng + ny > 0. Men heeft
S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t) =N, Vt>0, (7)
S(t) >0, E(t) >0, I(t) > 0en R(t) > 0.

3.1 De uiteindelijke omvang van de epidemie

Functie S(t) neemt af volgens vergelijking (1) en positief, dus convergeert het naar een limiet Ss. Functie R(¢) neemt toe volgens vergelijking (4) en kleiner dan N
, dus convergeert het naar een limiet R,,. Omdat de functies E (2) en I (¢) worden begrensd door N als t €]0; +oo[, functie dI /dt wordt ook begrensd door
vergelijking (3), net zoals d2 R/dt? volgens vergelijking (4). Functie R(t) is daarom convergent wanneer ¢ — --0o met een begrensde tweede afgeleide; dus

dR/dt — 0 (zie bijvoorbeeld [ 4,11.3.21 ] of bijlage 3). Met vergelijking (4) zien we dat I(¢) — 0. Functie dE/dt wordt begrensd door vergelijking (2), net zoals
d?1/dt? volgens vergelijking (3). Dus dI/dt — 0 zoals eerder. Uit vergelijking (2), E(t) — 0. Met vergelijking (7) krijgen we de limiet S, + Ry, = N. Uit
vergelijkingen (1) en (4),

4R __cN dS
dt ~  aS dt’
Dus
cN (t)
R(t) = ——In——. 8
6 =-"I 5 ®)

Uiteindelijk leiden we dat af So, > 0 en

N
Se=N-R,=N+mm
a

n

00

0"

n

We definiéren oo = Seo/N, zo = S(0)/N en

g(m):l—w-ﬁ-ilni.
a o

Dus we hebben g(zo) = 0en 0 < o, < 1. Maar
c
gdz)=-1+— >0, 0<z<c/a,
az
J(z) <0, cla<z <l

Anderszins,

1

g(1) = ‘= > 0,

a )
g(z) = —o0, z— 07,
g(c/a):1—£+£lnc/—a >1- S+ 5mE s

a a x a a a

Deze laatste ongelijkheid komt voort uit de hypothese ¢/a < 1 en het feit dat de functie h(u) = 1 — u + ulnu gecontroleerd A’ (u) = Inu < 0 als u €]0; 1] en
h(1) = 0, zodat h(u) > 0 als u €]0; 1].

Bijgevolg neemt de functie g toe van —co naar g(c/a) > 0 op het interval ]0, ¢/a[, neemt vervolgens af met g(c/a) > 0 Bij g(1) > 0 op het interval |¢/a, 1[. De
vergelijking g(z) = 0 heeft daarom een unieke oplossing in het interval ]0; 1] en deze oplossing is binnen |0; ¢/a|. We concluderen dat

0<S,/N <c/a.

3.2 De epidemische piek



Laten we onze definitie van de epidemische piek verduidelijken. Men heeft

%(E +1) = (aS/N —¢)I. 9)

Veronderstellen
S(0)/N =1—(ng+ns)/N > c/a.

Met de aanname a > ¢ is deze ongelijkheid waar zodra N groot genoeg is. Men heeft I(t) > 0 V¢ > 0. De functie S neemt strikt af en neemt af metS(0) > Nc/a tot
S < Ne/a op het interval [0; +-o0[. Er is dus een uniek 7' > 0 met S(T) = Nc/a. Volgens vergelijking (9) neemt de functie E + [ strikt toe over het interval [0; T]
en neemt vervolgens strikt af over het interval [T'; + oo[. De epidemische piek wordt 7 Merk op dat het over het algemeen niet de maximale 7 of die van E is .

Uit vergelijking (8) hebben we ook

E(T)+ I(T) :N*S(T)7R(T):N*S(T)+%ln%. (10)
Aangezien S(T') = Nc/a, men heeft
c ¢ Nc
E(T) + I(T) :N(l R 0 )

zoals Hethcote al heeft opgemerkt in [ 6, p. 35 ].
3.3 Ondergrens

Net zo S/N < 1, men heeft

d—E < —bE +al
dt

ﬂ =bE —cl.
dt

In het volgende betekent de ongelijkheid < tussen vectoren de ongelijkheid voor alle componenten. We herinneren ons de vergelijkingsstelling voor quasi-monotone
systemen (zie bijvoorbeeld [ 8, appendix E ] of appendix 4):

als d > 2 is een geheel getal, als F € C1(R%, R?), X € C1([0, +0o[, RY) en Y € C([0, +o0[, R%) controleren

E(z) >0 Vi#j, VzeRY

Oz;

ax dy

- < — —

o F(X(t)) < 7 F(Y(t)) Vt>0,
X(0) <Y(0),

dus X(t) < Y(£) Vt>0.

Laat M de matrix zijn die in de inleiding is gedefinieerd. We kiezen d = 2,

X(t) = (fg;) Y(t) = M (’:j) F(z) = Mz.
Men heeft
X _ F(X(t) <0= v _ F(Y(t)) Vt>0,

dt dt

X(0) =Y(0) en de hypothese over F geldt omdat de niet-diagonale coéfficiénten van de matrix M positief zijn. Dus

De exponentiéle matrix e*™ kan expliciet worden berekend [ 9, propositie 6 ] met de eigenwaarden van de matrix M , die zijn

 —b—cx/(b—c)2+4ab

A

2
Men heeft
Mtprt b it At Q(EMI,EA 9)
2 V/(b—c)?+4ab 2 v/ (b—c)2+4ab
tM
= vVt >0
b(eht*e)‘ [) Mttt + b—c et At
(b—c)?+4ab 2 V/(b—c)?+4ab 2
We leiden dat af
B 1) <y e ()
nr
< e)\+T + CA’T b+e e)\AT _ 8)"T
=~ e —— ng
2 V(b= c)? + 4ab 2
eMT + AT N 2a+b—c eMT —erT "
I
2 v (b—c)? +4ab 2



Omdat A_ < A4, eris een constante k > 0, die athangt vana ,b,c,n _enn | (maar niet van N ), zodanig dat

E
E(T) 4+ I(T) < ke™T.
Maar (10) laat dat zien
E(T)+1(T) = N(1- % + Eln(c/a)) - %111(5(0) /N).
Omdat S(0)/N < 1, Dus we hebben
N(l - % + Eln(c/a)) < E(T) + I(T) < keMT.
Er is dus nog een constante K € R, die athangt vana , b, c,n E enn I (maar niet van N ), zodanig dat

T> InN
W

+ K.

Deze ondergrens is compatibel met het vermoeden

InN
~ = , N — 4o0.
As

3.4 Voorbeelden

We kiezen b = 1/3 per dag, ¢ = 1/4 per dag, ng = 1, n; = 0, en drie waarden van de contactfrequentie a zodat a/c € {1,5; 2; 3}. Zo volgt een besmettelijke
periode die gemiddeld 4 dagen duurt een latente periode die gemiddeld 3 dagen duurt. We hebben verschillende waarden genomen voor de populatie N tussen 10% en
10%. We lossen het differenticel systeem (met gratis software Scilab) en terug de piek 7', die overeenkomt met het maximum van E + I . Figuur 4 laat zien hoe T
varieert als functie van In V (Solide lijnen). We laten ook zien (In N)/A4 (kleine cirkels). De hellingen lijken samen te vallen, zoals bij giswerk. De figuur
suggereert ook dat de volgende getal in de asymptotische expansie van 7 blijft een constante, die negatief wanneer a / ¢ dichtbij 1 en die positief wanneer het wordt
a / ¢ verhouding toeneemt. Het bepalen van deze constante aan de hand van de parameters van het model lijkt een moeilijke taak.

300 7

Figuur 4. De datum T van de epidemische piek van het SEIR-model als functie van In IV van numerieke simulaties (ononderbroken lijnen) en
(InN) /A4 (kleine cirkels).

Bijlage 1

Metb/a < s < 1, we definiéren

1 —1+s—1Ins
¢s($):— b b P
@ e—(1-2)lns](1+e—s+ Ins)s
—1+s—Ins
¥(s) =

a —(a—b)(Ins)(1 — s+ Lns)s ’

Men heeft : 0 < 9.(s) < (s). Dat zagen we in paragraaf 2.2 fbl/a 1(s) ds was een convergente integraal. Volgens de gedomineerde convergentiestelling,

1 1
e Ye(s)ds N7 /) ¥(s) ds.

a

Verder

Dus

1-i/N 1 1 1
/ u(s)ds = [ u(s)ds— / ve(s)ds — [ (s)ds.
b 1

a b/a —i/N N=too Jy/q

Bijlage 2



We definiéren

—1l+e“+u 1

$(u) = u(l—ev—u/Ry) B 2(1 = 1/Ro) —u’

We zullen dat laten zien

In Ry
/ o(u)du — 0.
0

Ro—1"
Door terug te brengen naar dezelfde noemer merken we dat

e —1+u—1u?/2

$(u) = (1 - 1/Ro) u(l—e ¥ —u/Ro)(1—1/Ro—u/2)

Volgens de Taylor-Lagrange-formule,

2 3

Yu > 0, 360 €]0, 1], e’":17u+%7%e’9“‘.
Dus Yu > 0,
u? u?
v -1 - < =
e +u 2155
2 3
1—e 7u/Ro:uf%+% T w/Re
2

>u— “7 —u/Ro = u(l — 1/Ro — u/2).
Dat merken we voor 0 < u < In Ry,

1-— l/R() 7u/2 >1-— 1/'R0 — (lnRO)/2RN1+(RO — 1)/2 > 0.
0—

Met Ry dicht bij 1 hebben we dus 1 — 1/Ro — (InRg)/2 > 0. Zo,

InR, 1-1/Ry Ry
L ewnl < w6
1-1/Ro (InRo)? Ro 1

Ao /Ro— (mRe)Z7 12 »or 3 =t
Bijlage 3

Is Z :]0, +00[— R een functie tweemaal differentieerbaar zodat Z(z) — L wanneer ¢ — +oo en |Z"(z)| < M Vz > 0.[ 4,11.3.21 ] laat zien dat Z'(z) — 0
wanneer £ — +o00. Inderdaad, laat > 0. Dan

Jz¢ > 0, Vz > z¢, |Z(z) — L| < €2/(4M).
Volgens de Taylor-Lagrange-formule,
h2
Ve >0, Vh >0, 30 €]0,1[, Z(z+h)=Z(z)+ hZ'(z) + 72"(:17 + 6h).

Dus

Ve >z, VA >0, |Z'(z)|< ——F—— 5+ — <
Met h = €/ M, we verkrijgen |Z'(z)| < e V& > z.
Bijlage 4

Laten we met de notaties van paragraaf 3.3 instellen U(t) = Y'(¢) — X(t) en

i) = 5 Pov - [ 25— rxen)

Door hypothese hebben we de vectorongelijkheid H(¢) > 0. Anderszins,

L = H(t) + FOX(0) + U() - F(X(6) = 6(6, U(0),
met
a(0000) = 10+ 3| [ SECx) + 500 as] 0.

J

Als we aannemen z; > 0 Vj en z; = 0, dus ¢;(t, z) > 0 vanwege de hypothese over het teken van de partiéle afgeleiden van de functie F'. De kegel ]Rd+ is daarom
een onveranderlijke regio. Net zo U(0) > 0, het volgt dat U(t) > 0 en X (¢) < Y (¢) V¢ > 0.

Bedankt

Wij danken A. Moussaoui voor het erop wijzen [ 7 ].
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