
流⾏のピークの新しい特性

  
  

、  
nicolas.bacaer@ird.fr

  
  

、 

 
東京

東京 数学⼤学 数学科

概要

SIRまたはSEIRタイプの差動システムによってモデル化された流⾏を研究しています。SIRモデルの場合、流⾏のピークの⽇付が必ず
しも接触率の減少関数であるとは限らないことを⽰します。SEIRモデルの場合、⼈⼝Nが⼤きい場合、新しい要素は、流⾏のピークが
時間Tで発⽣するという推測を確認する傾向があります。 、ここで、λは線形化されたシステムの最⼤固有値です。

1.はじめに

[ 2 ]では、KermackとMcKendrickのSIRモデルの流⾏のピークの⽇付の調査を開始しました[ 1、第18章]。

場合> Bと⼈⼝Nが⼤きいです。変数  感染していない⼈の数です、  感染者数、 送信から削除された⼈の数。総⼈⼝
⼀定です。パラメータaは実効接触率、bは 感染者が感染しなくなる率です。⼈⼝Nが⼤きい場合、流⾏のピーク（Iの

最⼤値に対応）は時間Tで発⽣します。

そして 。⾔い換えれば、λは線形化されたシステムにおける感染者数の増加率です。  流⾏の始まりに、いつ 
。

[ 3 ]で、私たちは簡単に  ピークの⽇付は、感染した⼈々が感染する前の潜伏期（Eで⽰される）を含むSEIRモデルでも同じで
した。

と 、取るという条件で  流⾏の開始時の線形化されたシステムの最⼤固有値、つまりマトリックスの最⼤固有値

[ 7 ]では、Piovellaは、a / c⽐が1に近いときの、SEIRモデルの流⾏のピークの⽇付にも関⼼を持っていましたが、その近似は数学的な
観点から完全に正当化されていません。

セクション2では、最初に、Tの漸近展開を指定するSIRモデルの[ 5、第2章]の明らかに忘れられた結果（[ 2 ]を含む）を思い出しま
す。
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 再現性です、 成⻑率、およびfはかなり複雑な関数です。この結果は、[ 5 ]以降に発⾏された本や記事には表⽰され
ないようです。これは、このような単純でよく知られているモデルにとっては少し驚くべきことです。

セクション2の残りの部分で、

流⾏のピークの⽇付は、必ずしも実効接触率aの減少関数ではないが、これは1に近い⽣殖率の値でのみ観察されると推測します。ピー
クの⽇付は、

ここで、eは⾃然対数の底です。この観察は新しいようです。

セクション3では、SEIRモデルに⽬を向けます。流⾏の最終的な規模について私たちが知っていることを思い出します。このコンテキ
ストでの流⾏のピーク、つまりE + Iが最⼤に達するポイントの意味を指定します。このピークの新しい下限は、漸近的振る舞いに関
する推測と互換性があります。この推測を説明するために、いくつかのシミュレーションを提⽰します。

2.SIRモデル

2.1の積分式T

SIRモデルの場合、

と 。仮定します  そして  ⼗分な⼤きさ 、つまり 。[ 2 ]（i = 1をとったところ）のように、

したがって、

のピーク dI / dt = 0である時間Tで発⽣します。 。私たちはそれを推測します

2.2Lauwerierの公式 

私たちは定義します 。[ 5、p。12 ]、私たちは持っています  と

同じ分⺟に減らすことによって、

我々は持っています ：  もし 。正式に限界に達したときに発⽣する積分に注意してください

先験的に⼀般化された積分です 。しかし、統合機能は、の連続で拡張され、S = 1ので、

の近所で 、 そのため
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特に、この積分は収束しています。私たちはそれを推測します（付録1を参照）

変数の変更に伴い 、

さらに、積分  明⽰的に計算されます：

2つの結果を加算することにより、Lauwerierの式[ 5、p。13 ]

または

と 。

図1は、Lauwerierの式が、流⾏のピークの⽇付Tの適切な近似値をどの程度与えるかを⽰しています。積分の数値計算には、無料のソ
フトウェアScilabを使⽤しました。感染期間が平均して続くようにパラメータbを選択しました  ⽇々。

図1.の関数としてのSIRモデルの流⾏ピークの⽇付T（流⾏の開始から経過した⽇数） （実線）正確な式（5）とおおよ
そのLauwerier式（⼩さな円）による。パラメータ値： 、  1⽇あたり、 。

注意。初期状態から始めても、ラウウェリエの式は変わりません

と 、 、  そして 。確かに、ポーズをとろう

そう
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したがって、

しかしのように  等しい 、および 、フォールバックします

2.3機能の研究 

図2はその⽅法を⽰しています  によって異なります 。私たちは注意します  増加関数のようです（導関数を計算しても
明らかではありません）そして  もし 。

図2。  の⾯では  （実線）との近傍の近似（6）  （点在）。

と 、  そして

の近所で 、

だが

私たちはそれを推測します（付録2を参照）

この近似は、[ 2、p。11] SIRモデルのKermackとMcKendrickの（厳密ではない）近似から開始する場合  1に近いです。
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2.4ピークの⽇付は、接触率の単調な関数ではありません

したがって、Nが⼤きい場合  1に近い  ⼩さすぎない、

したがって、

私たちは注意します  もし

のこの値で、それを⽰します 、Tの最⼤値の対応する値は

したがって、ピークの⽇付は、先験的に信じられているように、接触率の減少する単調な関数ではありません。図3は、いくつかの数
値例でこれを⽰しています。

図3.正確な式（5）に従った流⾏ピークの⽇付T 、との接触率の関数として  もし  そして 
。b = 1となるように時間の単位を選択しました。

3.SEIRシステム

次に、SEIRシステム（1）-（4）について考えます。私たちは仮定します 、 、  そして 。また、 。初期条
件は

と 。我々は持っています

、 、  そして 。

3.1流⾏の最終的な規模

関数  式（1）に従って減少し、正であるため、限界に収束します。 。関数 式（4）に従って増加し、N未満であるため、
限界に収束します。 。機能するためE（T）及びI（t）は、で囲まれるN場合 、 関数  同様に、式（3）によっても制
限されます。 式（4）による。関数  したがって、次の場合に収束します 有界⼆次導関数を使⽤。したがって、

（たとえば、[ 4、II.3.21 ]または付録3を参照してください）。式（4）を使⽤すると、次のことがわかります。 。
関数  と同じように、式（2）によって制限されます。 式（3）による。したがって、 以前のように。式（2）
から、 。式（7）を使⽤すると、限界で得られます。 。式（1）および（4）から、
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したがって、

最終的に、私たちはそれを推測します  そして

私たちは定義します 、  そして

だから私たちは持っています  そして 。だが

さもないと、

この最後の不平等は仮説から来ています  そしてその機能が  チェック済み  もし 
そして 、 そのため  もし 。

その結果、関数gは-∞から  間隔で 、その後減少します  で  間隔で 。⽅程式  したが
って、間隔内に独⾃のソリューションがあります  そしてこの解決策は 。私たちはそれを結論付けます

3.2流⾏のピーク

流⾏のピークの定義を明確にしましょう。我々は持っています

仮定します

a > cと 仮定すると、この不等式はNが⼗分に⼤きくなるとすぐに真になります。我々は持っています 。関数Sは厳密に
減少しており、  まで  間隔で 。したがって、ユニークなものがあります  と 。式
（9）によると、関数E + Iは、間隔[0; T]で厳密に増加し、その後、間隔で厳密に減少します。 。流⾏のピークはTと呼ばれ
ます。通常、これは最⼤IでもEの最⼤値でもないことに注意してください。

式（8）から、次のようになります。

以来 、 我々は持っています

Hethcoteがすでに[ 6、p。35 ]。

3.3下限

なので 、 我々は持っています
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以下では、ベクトル間の不等式≤は、すべてのコンポーネントの不等式を意味します。準単調システムの⽐較定理を思い出します（た
とえば、[ 8、付録E ]または付録4を参照）。

もし  が整数の場合 、  そして  ⼩切⼿

そう 。

してみましょうMが可能 冒頭で定義された⾏列。我々が選択しました 、

我々は持っています

⾏列Mの⾮対⾓係数が正であるため、Fに関する仮説が成り⽴ちます。したがって、

⾏列の指数 明⽰的に計算することができる[ 9、命題6 ]⾏列の固有値とMです、

我々は持っています

私たちはそれを推測します

なぜなら 、定数があります 、に依存する、B、C、N E及びN I（ただし、上のN）、その結果

しかし（10）はそれを⽰しています

なぜなら 、だから私たちは持っています

したがって、別の定数があります 、に依存する、B、C、N E及びN I（ただし、上のN）、その結果
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ln(c/a)) ≤ E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .

K ∈ R

T ≥
lnN

λ+
+ K.



この下限は推測と互換性があります

3.4例

我々が選択しました  1⽇あたり、  1⽇あたり、 、 、および接触率の三つの値Aとなるよう
。したがって、平均4⽇間続く感染期間は、平均3⽇間続く潜在期間の後に続きます。私たちは、⼈⼝のためのさま

ざまな値をとっているNとの間に  そして 。差分システムを（無料のソフトウェアScilabを使⽤して）解決し、E + Iの最⼤値に対
応するピークTを返しました。図4は、Tがの関数としてどのように変化するかを⽰しています。 （実線）。私達はまた⽰します

（⼩さな円）。当て推量のように、傾斜は⼀致しているように⾒えます。この図は、Tの漸近展開の次の項がまだ⼀定であ
ることを⽰しています。これは、a / cが1に近い場合は負であり、a / c⽐が増加すると正になります。モデルのパラメータに従ってこの
定数を決定することは難しい作業のようです。

図4.の関数としてのSEIRモデルの流⾏ピークの⽇付T  数値シミュレーション（実線）および  （⼩さな円）。

付録1

と 、定義します

我々は持っています ： 。セクション2.2で、 収束積分でした。⽀配的な収束定理によれば、

さらに、

したがって、

付録2

私たちは定義します

T ∼
lnN

λ+
, N → +∞.

b = 1/3 c = 1/4 nE = 1 nI = 0

 a/c ∈ {1, 5 ;  2 ;  3}
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  lnN  

 (lnN)/λ+ 

  lnN (lnN)/λ+

b/a < s < 1

ψε(s) =
1

a
 

−1 + s − ln s

[ε − (1 − b
a

) ln s](1 + ε − s + b
a

ln s)s
 ,

ψ(s) =
−1 + s − ln s

−(a − b)(ln s)(1 − s + b
a

ln s)s
 .

0 < ψε(s) < ψ(s)   ∫ 1
b/a ψ(s) ds 

∫
1

b/a

ψε(s) ds ⟶
N→+∞

∫
1

b/a

ψ(s) ds.

0 ≤ ∫
1

1−i/N

ψε(s) ds ≤ ∫
1

1−i/N

ψ(s) ds ⟶
N→+∞

0.

∫
1−i/N

b/a
ψε(s) ds = ∫

1

b/a
ψε(s) ds − ∫

1

1−i/N
ψε(s) ds ⟶

N→+∞
∫

1

b/a
ψ(s) ds.

ϕ(u) =
−1 + e−u + u

u(1 − e−u − u/R0)
−

1

2(1 − 1/R0) − u
.



それを⽰します

同じ分⺟に減らすことにより、

テイラー-ラグランジュの公式によると、

したがって、 、

私たちは 、

と  したがって、1に近い 。そう、

付録3

です  次のように2回微分可能な関数  いつ  そして 。[ 4、II.3.21 ]はそれを⽰して
います  いつ 。確かに、ε> 0とします。

テイラー-ラグランジュの公式によると、

したがって、

と 、 私達は⼿に⼊れました 。

付録4

セクション3.3の表記で、設定しましょう  そして

仮説により、ベクトルの不等式があります 。さもないと、

と

∫
lnR0

0
ϕ(u) du ⟶

R0→1+
0.

ϕ(u) = (1 − 1/R0)
e−u − 1 + u − u2/2

u (1 − e−u − u/R0) (1 − 1/R0 − u/2)
.

∀u > 0,  ∃θ ∈]0, 1[,  e−u = 1 − u +
u2

2
−

u3

6
e−θu.

 ∀u > 0

e−u − 1 + u −
u2

2
≤

u3

6
.∣ ∣1 − e−u − u/R0 = u −

u2

2
+

u3

6
e−θu − u/R0

> u −
u2

2
− u/R0 = u(1 − 1/R0 − u/2).

0 < u < lnR0

1 − 1/R0 − u/2 > 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 − 1)/2 > 0.

R0 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 > 0

∫
lnR0

0

ϕ(u) du ≤
1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
∫

lnR0

0

u

6
du

=
1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
(lnR0)2

12
∼

R0→1+

R0 − 1

3
⟶
R0→1+

0.∣ ∣Z :]0, +∞[→ R Z(x) → L x → +∞ |Z ′′(x)| ≤ M  ∀x > 0

 Z ′(x) → 0 x → +∞

∃x0 > 0,  ∀x > x0,  |Z(x) − L| ≤ ε2/(4M).

∀x > 0,  ∀h > 0,  ∃θ ∈]0, 1[, Z(x + h) = Z(x) + hZ ′(x) +
h2

2
Z ′′(x + θh).

∀x > x0,  ∀h > 0, |Z ′(x)| ≤
|Z(x + h) − Z(x)|

h
+

Mh

2
≤

ε2

2Mh
+

Mh

2
.

h = ε/M |Z ′(x)| ≤ ε ∀x > x0

U(t) = Y (t) − X(t)

H(t) =
dY

dt
− F(Y (t)) − [ dX

dt
− F(X(t))].

H(t) ≥ 0

dU

dt
= H(t) + F(X(t) + U(t)) − F(X(t)) = ϕ(t,U(t)),

ϕi(t,U(t)) = Hi(t) + ∑
j

[∫
1

0

∂Fi

∂xj
(X(t) + sU(t)) ds]Uj(t).



仮定すると  そして 、 そう  関数の部分導関数の符号に関する仮説のため 。コーン したがって、は不
変の領域です。なので 、それはそれに続く  そして 。

ありがとう

指摘してくれたA.Moussaouiに感謝します[ 7 ]。
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