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De nouvelles propriétés du pi épidémiqueNiolas Baaër ∗ Frédéri Hamelin † Hisashi Inaba ‡Quadrature 119 (2021)RésuméOn étudie une épidémie modélisée par un système di�érentiel de type S-I-Rou S-E-I-R. Pour le modèle S-I-R, on montre que la date du pi épidémiquen'est pas toujours une fontion déroissante du taux de ontat. Pour lemodèle S-E-I-R, lorsque la populationN est grande, de nouveaux élémentstendent à on�rmer la onjeture selon laquelle le pi épidémique a lieuau temps T ave T ∼ (lnN)/λ, où λ est la plus grande valeur propre dusystème linéarisé.1 IntrodutionDans [2℄, on a ommené à étudier la date du pi épidémique du modèleS-I-R de Kermak et MKendrik [1, hapitre 18℄
dS

dt
= −aS I

N
,

dI

dt
= aS

I

N
− bI,

dR

dt
= bI,dans le as où a > b et où la population N est grande. La variable S(t) est lenombre de personnes suseptibles d'être infetées, I(t) le nombre de personnesinfetées, R(t) le nombre de personnes retirées de la transmission. La populationtotale N = S+I+R est onstante. Le paramètre a est le taux de ontat e�etifet b le taux auquel les personnes infetées essent d'être infetieuses. Lorsque lapopulation N est grande, on a montré que le pi épidémique (qui orrespond aumaximum de I(t)) a lieu au temps T ave

T ∼ lnN

λ
,où λ = a−b. Autrement dit, λ est le taux de roissane du nombre de personnesinfetées dans le système linéarisé dI/dt = (a − b)I au début de l'épidémie,lorsque S ≃ N .
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Dans [3℄, on a brièvement onjeturé que l'équivalent en (lnN)/λ pour ladate du pi épidémique était le même dans le modèle S-E-I-R, qui inlut unephase latente (notée E) avant que les personnes infetées ne deviennent infe-tieuses,
dS

dt
= −aS I

N
, (1)

dE

dt
= aS

I

N
− bE, (2)

dI

dt
= bE − cI, (3)

dR

dt
= cI, (4)ave a > c, à ondition de prendre pour λ la plus grande valeur propre dusystème linéarisé au début de l'épidémie, 'est-à-dire la plus grande valeur proprede la matrie

M =

(
−b a
b −c

)
.Dans [7℄, N. Piovella s'est aussi intéressé à la date du pi épidémique dans lemodèle S-E-I-R lorsque le rapport a/c est prohe de 1, sans toutefois que sesapproximations soient parfaitement justi�ées d'un point de vue mathématique.Dans la setion 2, on rappelle tout d'abord un résultat apparemment oublié(y ompris dans [2℄) de [6, hapitre 2℄ pour le modèle S-I-R, qui donne le termesuivant dans le développement asymptotique de T :

T =
ln N

I(0) + f(R0)

λ
+ o(1), N → +∞,où R0 = a/b est la reprodutivité, λ = a − b le taux de roissane, et f unefontion assez ompliquée. Ce résultat semble ne �gurer dans auun livre ouartile publié depuis [6℄, e qui est un peu étonnant pour un modèle aussi simpleet aussi onnu.On montre dans la suite de la setion 2 que

f(R0) = ln
[
2(R0 − 1)2

]
+ o(1), R0 → 1+.On en déduit que la date du pi épidémique n'est pas toujours une fontiondéroissante du taux de ontat e�etif a, mais que ei ne s'observe que pourdes valeurs de R0 prohes de 1. La date du pi atteint un maximum pour

R0 ≃ 1 + e

√
I(0)

2N
,où e est la base des logarithmes népériens. Cette observation semble nouvelle.Dans la setion 3, on se tourne vers le modèle S-E-I-R. On rappelle e quel'on sait sur la taille �nale de l'épidémie. On préise e que l'on entend par2



pi épidémique dans e adre, à savoir le point où E + I atteint un maximum.On trouve une nouvelle borne inférieure pour la date de e pi, ompatibleave la onjeture sur le omportement asymptotique. Nous présenterons ensuitequelques simulations pour illustrer ette onjeture.2 Le modèle S-I-R2.1 Une expression intégrale de TPour le modèle S-I-R, supposons
S(0) = N − i, I(0) = i, R(0) = 0,ave 0 < i < N . Supposons a > b et N assez grand pour que a(1 − i/N) > b,'est-à-dire dI

dt (0) > 0. Comme dans [2℄ (où l'on avait pris i = 1), on a
1
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a
ln
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)
.Le pi de I(t) a lieu au temps T où dI/dt = 0, e qui intervient lorsque S =

Nb/a. On en déduit que
T =

1

a

∫ 1−i/N

b/a

ds

s
[
1− s+ b

a ln s− b
a ln(1− i/N)

] . (5)2.2 La formule de Lauwerier quand N → +∞Posons ε = − b
a ln(1− i

N ). En suivant l'astue de [6, p. 12℄, on a T = T1+T2ave
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] .En réduisant au même dénominateur,
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s
.On a : ε ∼ b

a
i
N → 0 quand N → +∞. Observons que l'intégrale qui intervientlorsqu'on passe formellement à la limite N → +∞
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est a priori une intégrale généralisée en s = 1. Mais la fontion intégrée seprolonge par ontinuité en s = 1 ar
ln s = s− 1− (s− 1)2

2
+ o((s− 1)2)au voisinage de s = 1, de sorte que

−1 + s− ln s

−(ln s)(1− s+ b
a ln s)s

−→
s→1

1

2(1− b/a)
.En partiulier, ette intégrale est onvergente. On en déduit (voir l'appendie1) que

T1 =
1

a− b

∫ 1

b

a
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−(ln s)(1 − s+ b
a ln s)

ds

s
+ o(1), N → +∞.Ave le hangement de variable s = e−u,
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1
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∫ ln a
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au)

du+ o(1).Par ailleurs, l'intégrale T2 se alule expliitement :
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a− b
+ o(1).En additionnant les deux résultats, on obtient e que l'on peut appeler la formulede Lauwerier [6, p. 13℄
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}
+ o(1),qui est de la forme

T =
1

a− b

{
ln
N

i
+ f(R0)

}
+ o(1)ave R0 = a/b > 1.La �gure 1 montre à quel point la formule de Lauwerier donne une bonneapproximation de la date T du pi épidémique. On a utilisé le logiiel libre Si-lab pour le alul numérique des intégrales. On a hoisi le paramètre b de sorte4
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Figure 1 � La date T du pi épidémique du modèle S-I-R (en jours éoulésdepuis le début de l'épidémie) en fontion de lnN selon la formule exate (5)(lignes ontinues) et selon la formule approhée de Lauwerier (petits erles).Valeurs des paramètres : i = 1, b = 1/4 par jour, R0 = a/b ∈ {1,5; 2; 3}.que la période infetieuse dure en moyenne 1/b = 4 jours.Remarque. La formule de Lauwerier reste inhangée si l'on part de la ondi-tion initiale
S(0) = N − i− r, I(0) = i, R(0) = r,ave i > 0, r ≥ 0, i+ r < N et a(1− i+r

N ) > b. En e�et, posons
N̂ = N − r = N(1− r/N), R̂(t) = R(t)− r, â = aN̂/N = a(1− r/N).Alors

dS

dt
= −âS I

N̂
,

dI

dt
= âS

I

N̂
− bI,

dR̂

dt
= bI,

S(0) = N̂ − i, I(0) = i, R̂(0) = 0.Don
T =

1

â− b

{
ln
N̂

i
+ f(â/b)

}
+ o(1), N̂ → +∞.Mais omme N̂ → +∞ équivaut à N → +∞, et omme â = a + O(1/N), onretombe sur

T =
1

a− b

{
ln
N

i
+ f(a/b)

}
+ o(1), N → +∞.5



2.3 Étude de la fontion f(R0)La �gure 2 montre omment f(R0) varie en fontion de R0. On remarqueque f(R0) semble être une fontion roissante deR0 (e n'est pas évident, mêmeen alulant la dérivée) et f(R0) = 0 pour R0 ≃ 2,10.
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Figure 2 � f(R0) en fontion de R0 (ligne ontinue) et l'approximation (6) auvoisinage de R0 = 1 (en pointillé).Lorsque R0 → 1+, lnR0 = (R0 − 1)(1 + o(1)) et
ln

[(
1− 1

R0

)
lnR0

]
= ln

[
(R0 − 1)2

]
+ o(1) = 2 ln(R0 − 1) + o(1).Au voisinage de u = 0+,

−1 + e−u + u

u(1− e−u − u/R0)
=

u2/2 + o(u2)

u(u− u2/2 + o(u2)− u/R0)

=
1 + o(1)
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∫ lnR0

0
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=
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− ln
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}]lnR0

0

= − ln
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2(1− 1/R0)

= − ln
[
1− lnR0

2(1− 1/R0)

]

−→
R0→1+

− ln(1/2) = ln 26



On en déduit (voir l'appendie 2) que
f(R0) = ln

[
2(R0 − 1)2

]
+ o(1), R0 → 1+. (6)Cette approximation oïnide ave elle suggérée dans [2, p. 11℄ en partant del'approximation (non rigoureuse) de Kermak et MKendrik pour le modèleS-I-R lorsque R0 est prohe de 1.2.4 La date du pi n'est pas une fontion monotone dutaux de ontatAinsi, lorsque N est grand et R0 prohe de 1 ave N(R0−1)2 pas trop petit,

T ≃ ln
[
N
i 2(a/b− 1)2

]

a− b
.Don

∂T

∂a
≃ 2− ln

[
N
i 2(a/b− 1)2

]

(a− b)2
.On remarque que ∂T

∂a ≃ 0 si
a

b
≃ 1 + e

√
i

2N
.Ave ette valeur de a, notons-la a∗, la valeur orrespondante du maximum de

T est
Tmax ≃ 2

a∗ − b
=

2

b e

√
2N

i
.La date du pi n'est don pas une fontion monotone déroissante du tauxde ontat, omme on pourrait le roire a priori. La �gure 3 illustre ei avequelques exemples numériques.3 Le système S-E-I-RConsidérons désormais le modèle S-E-I-R donné par le système (1)-(4). Onsuppose N > 0, a > 0, b > 0 et c > 0. On suppose aussi a > c ; le rapport

a/c est la reprodutivité du modèle S-E-I-R et joue un r�le analogue au R0 dumodèle S-I-R. Les onditions initiales sont
S(0) = N − nE − nI > 0, E(0) = nE ≥ 0, I(0) = nI ≥ 0, R(0) = 0,ave nE + nI > 0. Pour tout t > 0, on a

S(t) + E(t) + I(t) +R(t) = N. (7)De plus, S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0 et R(t) > 0.7
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Figure 3 � La date T du pi épidémique selon la formule exate (5) en fontiondu taux de ontat a pour a > b/(1 − i
N ) si i = 1 et N ∈ {100; 1000; 10000}.On a hoisi l'unité de temps de sorte que b = 1.3.1 La taille �nale de l'épidémieLa fontion S(t) est déroissante d'après l'équation (1) et minorée par 0,don elle onverge vers une limite S∞. La fontion R(t) est roissante d'aprèsl'équation (4) et majorée par N , don elle onverge vers une limite R∞. Commeles fontions E(t) et I(t) sont bornées par N pour t ∈]0; +∞[, la fontion dI/dtl'est aussi d'après l'équation (3), de même que d2R/dt2 d'après l'équation (4).La fontion R(t) est don onvergente quand t→ +∞ ave une dérivée seondebornée ; il en résulte que dR/dt→ 0 (voir par exemple [5, II.3.21℄ ou l'appendie3). Ave l'équation (4), on voit que I(t) → 0. La fontion dE/dt est bornéed'après l'équation (2), de même que d2I/dt2 d'après l'équation (3). Il en résulteque dI/dt → 0 omme préédemment. D'après l'équation (3), E(t) → 0. Avel'équation (7), on obtient à la limite S∞ + R∞ = N . D'après les équations (1)et (4),

dR

dt
= −cN

aS

dS

dt
.Don

R(t) = −cN
a

ln
S(t)

S(0)
. (8)À la limite, on en déduit que S∞ > 0 et que

S∞ = N −R∞ = N +
cN

a
ln

S∞

S(0)
.8



Posons x∞ = S∞/N , x0 = S(0)/N et
g(x) = 1− x+

c

a
ln

x

x0
.On a don g(x∞) = 0 et 0 < x∞ ≤ 1. Mais

g′(x) = −1 +
c

ax
> 0 si 0 < x < c/a,

g′(x) < 0 si c/a < x < 1.Par ailleurs,
g(1) =

c

a
ln

1

x0
> 0,

g(x) → −∞ si x→ 0+,

g(c/a) = 1− c

a
+
c

a
ln
c/a

x0
> 1− c

a
+
c

a
ln
c

a
> 0.Cette dernière inégalité vient de l'hypothèse c/a < 1 et du fait que la fontion

h(u) = 1− u+ u lnu véri�e h′(u) = lnu < 0 pour u ∈]0; 1[ et h(1) = 0, de sorteque h(u) > 0 pour u ∈]0; 1[.Par onséquent, la fontion g roît de −∞ à g(c/a) > 0 sur l'intervalle
]0, c/a[, puis déroît de g(c/a) > 0 à g(1) > 0 sur l'intervalle ]c/a, 1[. L'équation
g(x) = 0 a don une unique solution dans l'intervalle ]0; 1] et ette solution setrouve dans l'intervalle ]0; c/a[. On en onlut que

0 < S∞/N < c/a.3.2 Le pi épidémiquePréisons notre dé�nition du pi épidémique. On a
d

dt
(E + I) = (aS/N − c)I. (9)Supposons

S(0)/N = 1− (nE + nI)/N > c/a.Ave l'hypothèse a > c, ette inégalité est vraie dès que N est assez grand. Ona I(t) > 0 pour tout t > 0. La fontion S(t) est stritement déroissante etdéroît de S(0) > Nc/a jusqu'à S∞ < Nc/a sur l'intervalle [0; +∞[. Il existedon un unique T > 0 tel que S(T ) = Nc/a. D'après l'équation (9), la fontion
E(t) + I(t) est stritement roissante sur l'intervalle [0 ; T ] puis stritementdéroissante sur l'intervalle [T ; +∞[. On appelle T le pi épidémique. Notonsqu'il ne orrespond en général ni au maximum de I(t), ni à elui de E(t).D'après l'équation (8), on a aussi

E(T ) + I(T ) = N − S(T )−R(T ) = N − S(T ) +
cN

a
ln
S(T )

S(0)
. (10)9



Puisque S(T ) = Nc/a, on a
E(T ) + I(T ) = N

(
1− c

a
+
c

a
ln

Nc

aS(0)

)
,omme H. Hethote l'a déjà observé dans [4, p. 35℄.3.3 Borne inférieureComme S/N ≤ 1, on a

dE

dt
≤ −bE + aI

dI

dt
= bE − cI.Dans la suite, l'inégalité ≤ entre veteurs signi�e qu'il y a inégalité pour toutesles omposantes respetives. Nous rappelons le théorème de omparaison pourles systèmes quasi-monotones (voir par exemple [8, appendie E℄ ou l'appendie4) :Théorème 1 Si d ≥ 2 est un entier, si F ∈ C1(Rd,Rd), X ∈ C1([0,+∞[,Rd)et Y ∈ C1([0,+∞[,Rd) véri�ent

∂Fi

∂xj
(x) ≥ 0 ∀i 6= j, ∀x ∈ R

d,

dX

dt
− F (X(t)) ≤ dY

dt
− F (Y (t)) ∀t > 0,

X(0) ≤ Y (0),alors X(t) ≤ Y (t) pour tout t > 0.Posons d = 2,
X(t) =

(
E(t)
I(t)

)
, Y (t) = etM

(
nE

nI

)
, F (x) =Mx,où M est la matrie dé�nie dans l'introdution. On a

dX

dt
− F (X(t)) ≤ ~0 =

dY

dt
− F (Y (t)) ∀t > 0,

X(0) = Y (0) et l'hypothèse sur la fontion F est véri�ée puisque les termes nondiagonaux de la matrie M sont positifs. Don
(
E(t)
I(t)

)
≤ etM

(
nE

nI

)pour tout t ≥ 0. L'exponentielle de matrie etM se alule expliitement [9,proposition 6℄ ave les valeurs propres de la matrie M , qui sont
λ± =

−b− c±
√
(b − c)2 + 4ab

2
.10



On a
etM =




eλ+t+eλ−
t

2 + c−b√
(b−c)2+4ab

eλ+t
−eλ−

t

2

a(eλ+t
−eλ−

t)√
(b−c)2+4ab

b(eλ+t
−eλ−

t)√
(b−c)2+4ab

eλ+t+eλ−
t

2 + b−c√
(b−c)2+4ab

eλ+t
−eλ−

t

2


pour tout t ≥ 0. On en déduit que

E(T ) + I(T ) ≤ (1 1) eTM

(
nE

nI

)

≤
(
eλ+T + eλ−

T

2
+

b+ c√
(b− c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−
T

2

)
nE

+

(
eλ+T + eλ−

T

2
+

2a+ b− c√
(b − c)2 + 4ab

eλ+T − eλ−
T

2

)
nI .Comme λ− < λ+, il existe une onstante k > 0, qui dépend de a, b, c, nE et nI(mais pas de N), telle que

E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .Mais (10) montre que
E(T ) + I(T ) = N

(
1− c

a
+
c

a
ln(c/a)

)
− cN

a
ln(S(0)/N).Comme S(0)/N < 1, on a don

N
(
1− c

a
+
c

a
ln(c/a)

)
≤ E(T ) + I(T ) ≤ k eλ+T .Il existe ainsi une autre onstante K ∈ R, qui dépend de a, b, c, nE et nI (maispas de N), telle que

T ≥ lnN

λ+
+K.Cette borne inférieure est ompatible ave la onjeture

T ∼ lnN

λ+
, N → +∞.3.4 ExemplesOn a hoisi b = 1/3 par jour, c = 1/4 par jour, nE = 1, nI = 0, et troisvaleurs du taux de ontat a de sorte que a/c ∈ {1, 5 ; 2 ; 3}. Ainsi, une périodeinfetieuse qui dure en moyenne 4 jours suède à une période latente qui dureen moyenne 3 jours. On a pris diverses valeurs pour la population N entre 102et 108. On a résolu le système S-E-I-R (ave le logiiel libre Silab) et repéré le11



pi T qui orrespond au maximum de E + I. La �gure 4 montre omment Tvarie en fontion de lnN (lignes ontinues). On a aussi traé (lnN)/λ+ (petitsronds). Les pentes semblent oïnider, omme le suggère la onjeture. La �guresuggère aussi que le terme suivant dans le développement asymptotique de T estenore une onstante, qui est négative quand a/c est prohe de 1 et qui devientpositive quand le rapport a/c augmente. Déterminer ette onstante en fontiondes paramètres du modèle semble une tâhe di�ile.
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Figure 4 � La date T du pi épidémique du modèle S-E-I-R en fontion de
lnN d'après les simulations numériques (lignes ontinues) et (lnN)/λ+ (petitsronds).Appendie 1Pour b/a < s < 1, posons

ψ(s) =
−1 + s− ln s

−(a− b)(ln s)(1− s+ b
a ln s)s

,

ψN (s) =
1

a

−1 + s− ln s

[ε− (1− b
a ) ln s](1 + ε− s+ b

a ln s)s
,où ε = − b

a ln(1 − i
N ). On a : 0 < ψN (s) < ψ(s) et ψN (s) → ψ(s) quand

N → +∞. On a vu dans la setion 2.2 que ∫ 1

b/a ψ(s) ds était une intégraleonvergente. D'après le théorème de onvergene dominée,
∫ 1

b/a

ψN (s) ds −→
N→+∞

∫ 1

b/a

ψ(s) ds.12



De plus,
0 ≤

∫ 1

1− i

N

ψN (s) ds ≤
∫ 1

1−i/N

ψ(s) ds −→
N→+∞

0.Don
∫ 1− i

N

b/a

ψN (s) ds =

∫ 1

b/a

ψN (s) ds−
∫ 1

1−i/N

ψN (s) ds −→
N→+∞

∫ 1

b/a

ψ(s) ds.Appendie 2Soit
φ(u) =

−1 + e−u + u

u(1− e−u − u/R0)
− 1

2(1− 1/R0)− u
.On va montrer que ∫ lnR0

0

φ(u) du −→
R0→1+

0.En réduisant au même dénominateur, on remarque que
φ(u) = (1− 1/R0)

e−u − 1 + u− u2/2

u (1− e−u − u/R0) (1− 1/R0 − u/2)
.D'après la formule de Taylor-Lagrange, pour tout u > 0, il existe θ ∈]0, 1[, telque

e−u = 1− u+
u2

2
− u3

6
e−θu.Don pour tout u > 0,

∣∣∣∣e
−u − 1 + u− u2

2

∣∣∣∣ ≤
u3

6
.

1− e−u − u/R0 = u− u2

2
+
u3

6
e−θu − u/R0

> u− u2

2
− u/R0 = u(1− 1/R0 − u/2).On remarque que pour 0 < u < lnR0,

1− 1/R0 − u/2 > 1− 1/R0 − (lnR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 − 1)/2 > 0.Pour R0 prohe de 1, on a don 1− 1/R0 − (lnR0)/2 > 0. Ainsi,
∣∣∣∣∣

∫ lnR0

0

φ(u) du

∣∣∣∣∣ ≤
1− 1/R0

[1− 1/R0 − (lnR0)/2]2

∫ lnR0

0

u

6
du

=
1− 1/R0

[1− 1/R0 − (lnR0)/2]2
(lnR0)

2

12
∼

R0→1+

R0 − 1

3
−→

R0→1+
0.13



Appendie 3Soit Z :]0,+∞[→ R une fontion deux fois dérivable telle que Z(x) → Lquand x → +∞ et |Z ′′(x)| ≤ M pour tout x > 0. [5, II.3.21℄ montre que
Z ′(x) → 0 quand x→ +∞.En e�et, soit ε > 0. Il existe x0 > 0 tel que ∀x > x0, |Z(x)− L| ≤ ε2/(4M).D'après la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x > 0, pour tout h > 0, ilexiste θ ∈]0, 1[ tel que Z(x + h) = Z(x) + hZ ′(x) + h2

2 Z
′′(x + θh). Don pourtout x > x0, pour tout h > 0,

|Z ′(x)| ≤ |Z(x+ h)− Z(x)|
h

+
Mh

2
≤ ε2

2Mh
+
Mh

2
.Ave h = ε/M , on obtient |Z ′(x)| ≤ ε pour tout x > x0.Appendie 4Ave les notations de la setion 3.3, posons U(t) = Y (t)−X(t) et

H(t) =
dY

dt
− F (Y (t))−

[
dX

dt
− F (X(t))

]
.Par hypothèse, on a l'inégalité vetorielle H(t) ≥ 0. Par ailleurs,

dU

dt
= H(t) + F (X(t) + U(t))− F (X(t)) = φ(t, U(t)),ave

φi(t, U(t)) = Hi(t) +
∑

j

[∫ 1

0

∂Fi

∂xj
(X(t) + sU(t)) ds

]
Uj(t).Si xj ≥ 0 ∀j et si xi = 0, alors φi(t, x) ≥ 0 en raison de l'hypothèse sur lesigne des dérivées partielles de la fontion F . Le �ne R

d
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