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resumen

Estamos estudiando una epidemia modelada por un sistema diferencial del tipo SIR o SEIR. Para el modelo SIR, mostramos que la fecha del pico epidémico no
siempre es una función decreciente de la tasa de contacto. Para el modelo SEIR, cuando la población N es grande, nuevos elementos tienden a confirmar la conjetura
de que el pico epidémico ocurre en el tiempo T , con , donde λ es el mayor valor propio del sistema linealizado.

1. Introducción

En [ 2 ], comenzamos a estudiar la fecha del pico epidémico del modelo SIR de Kermack y McKendrick [ 1 , capítulo 18]

en el caso en que a > by la población N sea   grande. La variable  es el número de personas no infectadas,  la cantidad de personas infectadas, el número
de personas eliminadas de la transmisión. Población total es constante. El parámetro a es la tasa de contacto efectiva yb es la tasa a la que las
personas infectadas dejan de ser infecciosas. Cuando la población N es grande, el pico epidémico (que corresponde al máximo de I ) ocurre en el tiempo T ,

y . En otras palabras, λ es la tasa de crecimiento del número de personas infectadas en el sistema linealizado.  al comienzo de la
epidemia, cuando .

En [ 3 ], conjeturamos brevemente que el equivalente en  para la fecha del pico fue la misma en el modelo SEIR, que incluye una fase latente (indicada E)
antes de que las personas infectadas se vuelvan infecciosas,

con , a condición de tomar por  el mayor valor propio del sistema linealizado al comienzo de la epidemia, es decir, el mayor valor propio de la matriz

En [ 7 ], Piovella también se interesó por la fecha del pico epidémico en el modelo SEIR cuando la relación a / c es cercana a 1, sin que sus aproximaciones estén
completamente justificadas desde un punto de vista matemático.

En la sección 2, primero recordamos un resultado aparentemente olvidado (incluido en [ 2 ]) de [ 5 , capítulo 2] para el modelo SIR, que especifica la expansión
asintótica de T :

 es la reproducibilidad, la tasa de crecimiento, yf una función bastante complicada. Este resultado no parece aparecer en ningún libro o artículo
publicado desde [ 5 ], lo cual es un poco sorprendente para un modelo tan simple y conocido.

Mostramos en el resto de la sección 2 que

Deducimos que la fecha del pico epidémico no siempre es una función decreciente de la tasa de contacto efectivo a , sino que esto solo se observa para valores de
reproductividad cercanos a 1. La fecha del pico alcanza un máximo para

donde e es la base de los logaritmos naturales. Esta observación parece nueva.
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En la sección 3, pasamos al modelo SEIR. Recordamos lo que sabemos sobre el tamaño final de la epidemia. Especificamos qué se entiende por pico epidémico en
este contexto, es decir, el punto donde E + I alcanza un máximo. Encontramos un nuevo límite inferior para este pico compatible con la conjetura sobre el
comportamiento asintótico. Presentamos algunas simulaciones para ilustrar esta conjetura.

2. El modelo SIR

2.1 Una expresión integral de T

Para el modelo SIR, suponga

con . Suponer  y  lo suficientemente grande que , es decir . Como en [ 2 ] (donde tomamos i = 1), tenemos

Entonces

El pico de tiene lugar en el tiempo T donde dI / dt = 0, que ocurre cuando . Deducimos que

2.2 Fórmula de Lauwerier cuando 

Definimos . Con el truco de [ 5, p. 12 ], tenemos  con

Reduciendo al mismo denominador,

Se tiene :  Si . Observe que la integral que ocurre cuando pasamos formalmente al límite

es a priori una integral generalizada en . Pero la función integrada se extiende por continuidad en s = 1 , porque

en el barrio de , de manera que

En particular, esta integral es convergente. Deducimos (ver apéndice 1) que

Con el cambio de variable ,

Además, la integral  se calcula explícitamente:

Al sumar los dos resultados, obtenemos lo que podemos llamar la fórmula de Lauwerier [ 5, p. 13 ]
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La Figura 1 muestra hasta qué punto la fórmula de Lauwerier da una buena aproximación de la fecha T del pico epidémico. Usamos el software gratuito Scilab para
el cálculo numérico de las integrales. Elegimos el parámetro b para que el período infeccioso dure en promedio  dias.

Figura 1. La fecha T del pico epidémico del modelo SIR (en días transcurridos desde el inicio de la epidemia) en función de (línea continua) de
acuerdo con la fórmula exacta (5) y la fórmula aproximada de Lauwerier (círculos pequeños). Valores paramétricos: ,  por día, 

.

Nota. La fórmula de Lauwerier se mantiene sin cambios si partimos de la condición inicial

con , ,  y . De hecho, planteemos

Entonces

Entonces

Pero como  es igual a , y como , nos apoyamos en

2.3 Estudio de la función 

La figura 2 muestra cómo  varía dependiendo de . Observamos que  parece ser una función creciente (no es obvio, incluso cuando se calcula la
derivada) y  Si .
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+ f(â/b)}+ o(1), N̂ → +∞.

N̂ → +∞ N → +∞ â = a + O(1/N)
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Figura 2.  en función de  (línea continua) y la aproximación (6) en la vecindad de  (punteado).

Con ,  y

En el barrio de ,

Pero

Deducimos (ver apéndice 2) que

Esta aproximación coincide con la sugerida en [ 2 , p. 11] sobre la base de la aproximación (no rigurosa) de Kermack y McKendrick para el modelo SIR cuando
está cerca de 1.

2.4 La fecha del pico no es una función monótona de la tasa de contacto

Entonces, cuando N es grande y  cerca de 1 con  no demasiado pequeño,

Entonces

Observamos que  Si

Con este valor de a , denotarlo , el valor correspondiente del máximo de T es

Por tanto, la fecha del pico no es una función monótona decreciente de la tasa de contacto, como se podría creer a priori. La Figura 3 ilustra esto con algunos
ejemplos numéricos.
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figura 3. La fecha T del pico epidémico según la fórmula exacta (5), en función de la tasa de contacto a con  Si  y 
. Hemos elegido la unidad de tiempo para que b = 1.

3. El sistema SEIR

Ahora considere el sistema SEIR (1) - (4). Asumimos , ,  y . También suponemos . Las condiciones iniciales son

con . Se tiene

, ,  y .

3.1 El tamaño final de la epidemia

La funcion  es decreciente según la ecuación (1) y positivo, por lo que converge a un límite . La funcion está aumentando según la ecuación (4) y es
menor que N , por lo que converge a un límite . Dado que las funciones E (t) e I (t) están limitadas por N si , la funcion  también está limitada
por la ecuación (3), al igual que según la ecuación (4). La funcion  es por tanto convergente cuando con una segunda derivada acotada;
Entonces (véase, por ejemplo, [ 4, II.3.21 ] o el apéndice 3). Con la ecuación (4), vemos que . La funcion  está limitado por la ecuación
(2), al igual que según la ecuación (3). Entonces como antes. De la ecuación (2), . Con la ecuación (7), obtenemos en el límite

. De las ecuaciones (1) y (4),
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 por lo tanto tiene una solución única en el intervalo  y esta solución está en . Concluimos que
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Aclaremos nuestra definición del pico epidémico. Se tiene

Suponer

Con el supuesto a > c , esta desigualdad es verdadera tan pronto como N es lo suficientemente grande. Se tiene . La función S es estrictamente
decreciente y disminuye en  hasta  en el intervalo . Por tanto, existe un  con . Según la ecuación (9), la
función E + I aumenta estrictamente durante el intervalo [0; T] y luego disminuye estrictamente durante el intervalo . El pico epidémico se llama T. Tenga
en cuenta que por lo general no es el máximo que ni la de E .

De la ecuación (8), también tenemos

Ya que , se tiene

como ya ha observado Hethcote en [ 6, p. 35 ].

3.3 Límite inferior
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Porque , hay una constante , que depende de a , b , c , n 
E

 y n 
I
 (pero no de N ), tal que

Pero (10) muestra que

Porque , Entonces tenemos

Hay, pues, otra constante , que depende de a , b , c , n 
E

 y n 
I
 (pero no de N ), tal que

Este límite inferior es compatible con la conjetura

3.4 Ejemplos

Nosotros elegimos  por día,  por día, , , y tres valores de la tasa de contacto a para que . Así, un período
infeccioso que dura en promedio 4 días sigue a un período latente que dura en promedio 3 días. Hemos tomado varios valores para la población N entre  y .
Hemos resuelto el sistema de diferencial (con software libre Scilab) y regresamos el pico T que corresponde al máximo de E + I . La figura 4 muestra cómo varía T
en función de (lineas solidas). También mostramos (círculos pequeños). Las pendientes parecen coincidir, como en conjeturas. La figura también
sugiere que el siguiente término en la expansión asintótica de T todavía es una constante, que es negativa cuando un / c está cerca de 1 y que se convierte en positivo
cuando el un / c proporción aumenta. Determinar esta constante según los parámetros del modelo parece una tarea difícil.

Figura 4. La fecha T del pico epidémico del modelo SEIR en función de  a partir de simulaciones numéricas (líneas continuas) y 
(círculos pequeños).

Apéndice 1
Con , definimos

Se tiene : . Vimos en la sección 2.2 que era una integral convergente. Según el teorema de convergencia dominado,
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Definimos

Te mostraremos que

Al reducir al mismo denominador, notamos que

Según la fórmula de Taylor-Lagrange,

Entonces ,

Notamos que por ,

Con  cerca de 1, por lo tanto, tenemos . Entonces,

Apéndice 3

Es  una función dos veces diferenciable tal que  cuando  y . [ 4, II.3.21 ] muestra que  cuando 
. De hecho, sea ε> 0. Entonces

Según la fórmula de Taylor-Lagrange,

Entonces

Con , obtenemos .

Apéndice 4

Con las notaciones de la sección 3.3, establezcamos  y

Por hipótesis, tenemos la desigualdad vectorial . Por otro lado,

con

Si asumimos  y , entonces  debido a la hipótesis sobre el signo de las derivadas parciales de la función . El cono es por tanto una
región invariante. Como , resulta que  y .

Gracias

Agradecemos a A. Moussaoui por señalar [ 7 ].

ϕ(u) =
−1 + e−u + u

u(1 − e−u − u/R0)
−

1

2(1 − 1/R0) − u
.

∫
lnR0

0

ϕ(u) du ⟶
R0→1+

0.

ϕ(u) = (1 − 1/R0)
e−u − 1 + u − u2/2

u (1 − e−u − u/R0) (1 − 1/R0 − u/2)
.

∀u > 0,  ∃θ ∈]0, 1[,  e−u = 1 − u +
u2

2
−

u3

6
e−θu.

 ∀u > 0

e−u − 1 + u −
u2

2
≤

u3

6
.∣ ∣1 − e−u − u/R0 = u −

u2

2
+

u3

6
e−θu − u/R0

> u −
u2

2
− u/R0 = u(1 − 1/R0 − u/2).

0 < u < lnR0

1 − 1/R0 − u/2 > 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 ∼
R0→1+

(R0 − 1)/2 > 0.

R0 1 − 1/R0 − (lnR0)/2 > 0

∫
lnR0

0
ϕ(u) du ≤

1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
∫

lnR0

0

u

6
du

=
1 − 1/R0

[1 − 1/R0 − (lnR0)/2]2
(lnR0)2

12
∼

R0→1+

R0 − 1

3
⟶
R0→1+

0.∣ ∣Z :]0, +∞[→ R Z(x) → L x → +∞ |Z ′′(x)| ≤ M  ∀x > 0  Z ′(x) → 0
x → +∞

∃x0 > 0,  ∀x > x0,  |Z(x) − L| ≤ ε2/(4M).

∀x > 0,  ∀h > 0,  ∃θ ∈]0, 1[, Z(x + h) = Z(x) + hZ ′(x) +
h2

2
Z ′′(x + θh).

∀x > x0,  ∀h > 0, |Z ′(x)| ≤
|Z(x + h) − Z(x)|

h
+

Mh

2
≤

ε2

2Mh
+

Mh

2
.

h = ε/M |Z ′(x)| ≤ ε ∀x > x0

U(t) = Y (t) − X(t)

H(t) =
dY

dt
− F(Y (t)) − [ dX

dt
− F(X(t))].

H(t) ≥ 0

dU

dt
= H(t) + F(X(t) + U(t)) − F(X(t)) = ϕ(t,U(t)),

ϕi(t,U(t)) = Hi(t) + ∑
j

[∫
1

0

∂Fi

∂xj
(X(t) + sU(t)) ds]Uj(t).

xj ≥ 0 ∀j xi = 0 ϕi(t,x) ≥ 0 F  Rd
+ 

 U(0) ≥ 0 U(t) ≥ 0 X(t) ≤ Y (t) ∀t ≥ 0
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