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resumen

Estamos estudiando una epidemia modelada por un sistema diferencial del tipo SIR o SEIR. Para el modelo SIR, mostramos que la fecha del pico epidémico no
siempre es una funcion decreciente de la tasa de contacto. Para el modelo SEIR, cuando la poblacion N es grande, nuevos elementos tienden a confirmar la conjetura
de que el pico epidémico ocurre en el tiempo 7', con T ~ (In N)/A , donde X es el mayor valor propio del sistema linealizado.

1. Introduccion

En [ 2 ], comenzamos a estudiar la fecha del pico epidémico del modelo SIR de Kermack y McKendrick [ 1, capitulo 18]

ds I dI I dR
— =-aS—, — =aS— —bl, — =bl
i ~ UN @ N e
en el caso en que a > by la poblacion N sea grande. La variable S(¢) es el numero de personas no infectadas, I(t) la cantidad de personas infectadas, R(t)el numero
de personas eliminadas de la transmision. Poblacion total N = S + I + R es constante. El parametro a es la tasa de contacto efectiva yb es la tasa a la que las
personas infectadas dejan de ser infecciosas. Cuando la poblacién N es grande, el pico epidémico (que corresponde al maximo de /) ocurre en el tiempo 7',
In N

y A = a — b. En otras palabras, X es la tasa de crecimiento del nimero de personas infectadas en el sistema linealizado. dI /dt ~ (a — b)I al comienzo de la
epidemia, cuando S ~ N.

En [ 3 ], conjeturamos brevemente que el equivalente en (In V) /A para la fecha del pico fue la misma en el modelo SEIR, que incluye una fase latente (indicada E)
antes de que las personas infectadas se vuelvan infecciosas,

@~ Yw @)
% = aS% bE, (2)
% =bE—cI, (3)
tfl—lf =cl, (4)

con a > c, a condicién de tomar por A el mayor valor propio del sistema linealizado al comienzo de la epidemia, es decir, el mayor valor propio de la matriz

b a
M= .
(v 2
En [ 7], Piovella también se intereso por la fecha del pico epidémico en el modelo SEIR cuando la relacion a / ¢ es cercana a 1, sin que sus aproximaciones estén

completamente justificadas desde un punto de vista matematico.

En la seccion 2, primero recordamos un resultado aparentemente olvidado (incluido en [ 2 ]) de [ 5, capitulo 2] para el modelo SIR, que especifica la expansion
asintotica de 7':

lnLJrf(’Ro)
T= %—&-o(l), N — 400,

Ry = a/b es la reproducibilidad, A = a — b la tasa de crecimiento, yf una funcién bastante complicada. Este resultado no parece aparecer en ningun libro o articulo
publicado desde [ 5 ], lo cual es un poco sorprendente para un modelo tan simple y conocido.

Mostramos en el resto de la seccion 2 que
F(Ro) =In [2(730 - 1)2] +o(1), Ry-—1*.

Deducimos que la fecha del pico epidémico no siempre es una funcioén decreciente de la tasa de contacto efectivo a , sino que esto solo se observa para valores de
reproductividad cercanos a 1. La fecha del pico alcanza un maximo para

Ro=1+ey/ 10
0 — € IN ’

donde e es la base de los logaritmos naturales. Esta observacion parece nueva.



En la seccion 3, pasamos al modelo SEIR. Recordamos lo que sabemos sobre el tamaiio final de la epidemia. Especificamos qué se entiende por pico epidémico en

este contexto, es decir, el punto donde £ + 7 alcanza un maximo. Encontramos un nuevo limite inferior para este pico compatible con la conjetura sobre el

comportamiento asintotico. Presentamos algunas simulaciones para ilustrar esta conjetura.

2. El modelo SIR

2.1 Una expresion integral de T

Para el modelo SIR, suponga

S(0)=N—i, I(0)=4, R(0)=0,

con 0 < ¢ < N. Suponer @ > by N lo suficientemente grande que a(1 — i/N) > b, es decir 4 (0) > 0. Como en [ 2 ] (donde tomamos i = 1), tenemos

1dS a dR S(t) a
Sa - wa 0 "s0 - wid
Entonces
s s s BN S(t)
i 7aﬁ(NfoR)— 7aW(NfS+ Tlnm).

El pico de I(t)tiene lugar en el tiempo T"donde dI / dt = 0, que ocurre cuando S = Nb/a. Deducimos que

T 1 1-i/N ds
@ Joja  s(1—s+Llns— LIn(1—i/N))

2.2 Formula de Lauwerier cuando N — +o00

Definimos ¢ = f%In(l — %) Con el truco de [ 3, p.

T 1/1—% 1 1 ds
1=— - -
a b l+e—s+2lns e—(1-2)lns s’

12 ], tenemos T' = T7 + T con

oo /11—% ds
S 2 s(e—(1-L)ms)
Reduciendo al mismo denominador,
1 -+ —1+s—Ins ds
Ti== - — .
aJe e—(1-—2)lns](1+e—s+ ¢Ins) S

i

Se tiene : € ~ % ﬁ — 0 Si N — +o00. Observe que la integral que ocurre cuando pasamos formalmente al limite N — +o0

/1 —1+s—1Ins ds
2 —(Ins)(1 —s+ %lns) s

es a priori una integral generalizada en s = 1. Pero la funcién integrada se extiende por continuidad en s = / , porque

(s — 1)

T +olls—1)?)

Ins=s—-1-—

en el barrio de s = 1, de manera que

—1+4+s—1Ins 1
- _—
—(Ins)(1—s+ 2lns)s 71 2(1-b/a)

En particular, esta integral es convergente. Deducimos (ver apéndice 1) que

T 1 /1 —1+s—Ins ds+o(1)
YT a—b e —(Ins)(1—s+ Llns) s -

Con el cambio de variable s = e™*,

1 ng 1 —u
T = / e TY guto(1).
a=bJo w(l-er-— -ty

Ademas, la integral T3 se calcula explicitamente:

, :
m_o L [111{;111(1 -L)-
a 1

Al sumar los dos resultados, obtenemos lo que podemos llamar la formula de Lauwerier [ 5, p. 13 ]

Ing —u
T:L lnﬁ,ﬁ-ln{(l—i)lng}-‘r/ b1+87+budu +o(1),
a—>b i a b 0 u(l-ev— L)



1
a—b

T= {m%v +f(Ro)} +o(1)

conRy=a/b> 1.

La Figura 1 muestra hasta qué punto la formula de Lauwerier da una buena aproximacion de la fecha 7 del pico epidémico. Usamos el software gratuito Scilab para
el calculo numérico de las integrales. Elegimos el pardmetro b para que el periodo infeccioso dure en promediol /b = 4 dias.
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Figura 1. La fecha T del pico epidémico del modelo SIR (en dias transcurridos desde el inicio de la epidemia) en funcién de In N (linea continua) de
acuerdo con la férmula exacta (5) y la formula aproximada de Lauwerier (circulos pequefios). Valores paramétricos: I(0) = 1, b = 1/4 por dia,
Ro =a/be {1,5; 2; 3}.

Nota. La formula de Lauwerier se mantiene sin cambios si partimos de la condicion inicial

S(0)=N—i—r, I0)=i, R(0)=r,

coni>0,7>0,i+7r<Nya(l-— %) > b. De hecho, planteemos

N=N-r=N1-7/N), R{t)=R(t)—r, a=aN/N=a(l-r/N).

Entonces
4 _ gl A1, 4R,
dt N dt N dt
S(0)=N—i, I(0)=i, R(0)=0
Entonces

-2 {111_]\_7 +f(f1/b)} +o(l), N +oo.
a—>b [

Pero como N — 400 es igual a N — +00, y como & = a + O(1/N), nos apoyamos en

T= ﬁ{lnTN +f(a/b)} +o(1), N — +oo.

2.3 Estudio de la funcion f(R,)

La figura 2 muestra como f(Ro) varia dependiendo de Ro. Observamos que f(Ro) parece ser una funcion creciente (no es obvio, incluso cuando se calcula la
derivada) y f(Ro) = 0 Si R ~ 2,10.
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Figura 2. f(Ro) en funcidn de Ry (linea continua) y la aproximacion (6) en la vecindad de Ry = 1 (punteado).

Con Ry — 1+, InRy = (Ro — 1)(1 + 0(1)) y

In [(1 - i) lnRo} =In[(Ro — 1)%] +o(1) = 2In(Ro — 1) + o(1).

Ro

Enel barriode u = 07,

—l+e"+u u?/2 + o(u?)

u(l—e—u/Ry)  ulu—u?/2+ o(u?) — u/Ro)

1+ 0(1)

2(1—-1/Ro) —u+o(u)

Pero

/OlnRo o du {_ In{2(1 - 1/Ro) — U}]
2(1-1/Ro) —InRyg

21— 1/Ro) —u

In R,

0

~1
ST - 1/R0)
InRo
- 71“@ T 21— 1/Ry)
— —In(1/2) =1In2
Ro—1+

Deducimos (ver apéndice 2) que

F(Ro) =In [2(R0 - 1)2] +o(l), Re—1".

(6)

Esta aproximacion coincide con la sugerida en [ 2, p. 11] sobre la base de la aproximacion (no rigurosa) de Kermack y McKendrick para el modelo SIR cuando R,

esta cerca de 1.
2.4 La fecha del pico no es una funciéon monétona de la tasa de contacto

Entonces, cuando N es grande y Ry cerca de 1 con N(Ry — 1) no demasiado pequefio,

In [(N/i)2(a/b— 1)%]
a—b ’

T~

Entonces

r 2-In [(N/i)2(a/b—1)?]
da (a —b)? '

@ 14 [ 1
N

Con este valor de a , denotarlo a* , el valor correspondiente del maximo de T es

Observamos que % ~ 0 Si

2 2 2N
Thax 2 —— = 7— -

a*—b be 7

Por tanto, la fecha del pico no es una funcion mondtona decreciente de la tasa de contacto, como se podria creer a priori. La Figura 3 ilustra esto con algunos

ejemplos numéricos.
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figura 3. La fecha T del pico epidémico segan la formula exacta (5), en funcion de la tasa de contacto a cona > b/(1 —i/N)Sii =1y
N € {100; 1000; 10000}. Hemos elegido la unidad de tiempo para que b = 1.

3. El sistema SEIR

Ahora considere el sistema SEIR (1) - (4). Asumimos N > 0,a > 0,5 > 0y ¢ > 0. También suponemos a > c. Las condiciones iniciales son
S0)=N-ng—nr>0, E(Q0)=ng>0, I0)=n;>0, R(0)=0,
conng + ny > 0. Se tiene
S(t)+ E(t)+ I(t) + R(t) =N, Vt>0, (7)
S(t) >0, E(t) >0,I(t) >0y R(t) > 0.

3.1 El tamaiio final de la epidemia

La funcion S(t) es decreciente segun la ecuacion (1) y positivo, por lo que converge a un limite S. La funcion R(t) estd aumentando segiin la ecuacion (4) y es
menor que N, por lo que converge a un limite R,,. Dado que las funciones E (2) e I (¢) estan limitadas por N si ¢ €]0; 40|, la funcion dI/dt también esta limitada
por la ecuacion (3), al igual que d2R/dt* segin la ecuacién (4). La funcion R(t) es por tanto convergente cuando ¢ — +oo con una segunda derivada acotada;
Entonces dR/dt — 0 (véase, por ejemplo, [ 4,11.3.21 ] o el apéndice 3). Con la ecuacion (4), vemos que I(t) — 0. La funcion dE/dt estéa limitado por la ecuacion
(2), al igual que dI/dt? segtin la ecuacién (3). Entonces dI/dt — 0 como antes. De la ecuacion (2), E(t) — 0. Con la ecuacién (7), obtenemos en el limite

So + Ro = N. De las ecuaciones (1) y (4),

AR __cN ds
dt ~  aS dt’
Entonces
cN (t)
R(t) = ——In——+. 8
0= -5 ®)

En ltima instancia, deducimos que Soc > 0y que

N
Se=N-R,=N+mm
a

n

00

0"

n

Definimos oo = Seo/N, 2o = S(0)/N'y

g(m):l—w-ﬁ-ilni.
a o

Entonces tenemos g(Z«) = 0y 0 < 2o < 1. Pero

g’(z):—1+i>0, 0<z<c/a,
azx
J(z) <0, cla<z <l

Por otro lado,

c 1
g9(1) = —In— >0,
a )

g(z) = —o0, z— 0",
g(c/a)zl—ﬁ—i-ilnc/—a>1—£+£ln£>0,
a a 1w a a a

Esta Giltima desigualdad proviene de la hip6tesis ¢/a < 1y el hecho de que la funcion h(u) = 1 — u + ulnu comprobado A'(u) = Inu < 0Siu €]0;1[y A(1) =0,
de manera que h(u) > 0 Siu €]0;1[.

En consecuencia, la funcion g aumenta de — a g(c/a) > 0 en el intervalo |0, ¢/a[, luego disminuye en g(c/a) > 0 a g(1) > 0 en el intervalo |c/a, 1]. La ecuacion
g(z) = 0 por lo tanto tiene una solucion Unica en el intervalo |0; 1] y esta solucion esté en ]0; ¢/a[. Concluimos que

0<S,/N <c/a.

3.2 El pico de la epidemia



Aclaremos nuestra definicion del pico epidémico. Se tiene

%(E +1) = (aS/N —¢)I. 9)

Suponer
S(0)/N =1— (ng +n1)/N > c/a.

Con el supuesto a > ¢, esta desigualdad es verdadera tan pronto como N es lo suficientemente grande. Se tiene I(¢) > 0 V¢ > 0. La funcion S es estrictamente
decreciente y disminuye enS(0) > Nc/a hasta Sox < Ne¢/a en el intervalo [0; +ool. Por tanto, existe un T' > 0 con S(T') = Nc¢/a. Segun la ecuacion (9), la
funcion E + I aumenta estrictamente durante el intervalo [0; T] y luego disminuye estrictamente durante el intervalo [T'; + ool. El pico epidémico se llama 7. Tenga
en cuenta que por lo general no es el maximo que nilade E .

De la ecuacion (8), también tenemos

E(T)+ I(T) = N — S(T) — R(T) = N — S(T) + %m % (10)

Ya que S(T') = Nc/a, se tiene

E(T) + I(T) :N<1 _ 5 . Eln aZ(i)) )

como ya ha observado Hethcote en [ 6, p. 35 ].
3.3 Limite inferior

Como S/N < 1, se tiene

@ < —bE+al
dt

ﬂ =bE —cl.
dt

A continuacion, la desigualdad < entre vectores significa la desigualdad para todos los componentes. Recordamos el teorema de comparacion para sistemas cuasi-
monotonicos (ver por ejemplo [ 8, apéndice E ] o apéndice 4):

Sid > 2 es un nimero entero, si ' € C1(RY,R%), X € C([0, +oo[,R?) y Y € C*([0, +o0[, R?) cheque
OF;

—(x) >0 Vi#j, VzreR?

(9.’E]'

dX dy

-~ FEX®) < — - F(Y(#) vt>0,
X(0) < Y(0),

entonces X(t) <Y (¢t) Vt>0.

Sea M la matriz definida en la introduccién. Nosotros elegimos d = 2,

Se tiene

% —F(Xt)<0= LA —F(Y () vt>o,

X(0) = Y(0) y la hipotesis de F se cumple porque los coeficientes no diagonales de la matriz M son positivos. Entonces

() = () ez

El exponencial de la matriz e*™ se puede calcular explicitamente [ 9, proposicion 6 ] con los valores propios de la matriz M , que son

_ —b—c# V(b —¢)? + 4ab

At 5
Se tiene
Mgt i b Pt a(e)”rt—eL')
2 v/ (b—c)?+4ab 2 v/ (b—c)?+4ab
tM
= vVt >0
b(eM!—e*") Pty n bc Art_At
V/(b—c)*+4ab 2 V-0t +dab 2
Deducimos que
ET)+I(T)< (1 1)™ (”E)
nr
- eMT 4 eX-T N b+e erMT — e T
>~ ng
2 V(b= ¢)? + 4ab 2

( eMT e T 2a+b—c eMT —erT )
+ nr

2 V(b= ¢)? + 4ab 2



Porque A_ < A; , hay una constante & > 0, que depende de a , b ,c,n gY (pero no de N ), tal que
E(T) 4+ I(T) < ke™T.
Pero (10) muestra que
E(T) +I(T) = N(1- = + Zin(c/a)) — N 1n(s(0)/N).
a a a
Porque S(0)/N < 1, Entonces tenemos
c ¢ T
N(l -+ Eln(c/a)) < E(T) + I(T) < keMT.

Hay, pues, otra constante K € R, que dependedea,b,c,n eV (pero no de V), tal que

T> InN

K.
250

Este limite inferior es compatible con la conjetura

InN
~ = , N — 4o0.
As

3.4 Ejemplos

Nosotros elegimos b = 1/3 por dia, ¢ = 1/4 por dia, ng = 1, ny = 0, y tres valores de la tasa de contacto a para que a/c € {1,5; 2; 3}. Asi, un periodo
infeccioso que dura en promedio 4 dias sigue a un periodo latente que dura en promedio 3 dias. Hemos tomado varios valores para la poblacién N entre 10% y 108,
Hemos resuelto el sistema de diferencial (con software libre Scilab) y regresamos el pico T que corresponde al maximo de £ + /. La figura 4 muestra como varia 7
en funcién de In NV (lineas solidas). También mostramos (In NV)/A (circulos pequeiios). Las pendientes parecen coincidir, como en conjeturas. La figura también
sugiere que el siguiente término en la expansion asintotica de 7' todavia es una constante, que es negativa cuando un / ¢ esta cerca de 1 y que se convierte en positivo
cuando el un / ¢ proporcion aumenta. Determinar esta constante segun los parametros del modelo parece una tarea dificil.

300 7

Figura 4. La fecha T del pico epidémico del modelo SEIR en funcién de In N a partir de simulaciones numéricas (lineas continuas) y (In N)/A+
(circulos pequefios).

Apéndice 1

Conb/a < s < 1, definimos

1 —1+s—1Ins
¢s($):— 5 5 ’
@ e—(1-—2)lns](1+e—s+ Ins)s
—1+s—1Ins
¥(s) =

B —(a—b)(Ins)(1 — s+ Lns)s '

Se tiene : 0 < 9. (s) < ¥(s). Vimos en la seccion 2.2 que fbl/a ¥(s) ds era una integral convergente. Segiin el teorema de convergencia dominado,

b/la Ye(s)ds — Al ¥(s) ds.

N—+o0 a

De mas,

Entonces

[ ot [ o [ o o [ v

a b/a —i/N

Apéndice 2



Definimos

—1l+e“+u 1

$(u) = u(l—ev—u/Ry) B 2(1 = 1/Ro) —u’

Te mostraremos que

In Ry
/ o(u)du — 0.
0

Ro—1"
Al reducir al mismo denominador, notamos que

e —1+u—1u?/2

$(u) = (1 - 1/Ro) u(l—e ¥ —u/Ro)(1—1/Ro—u/2)

Segun la formula de Taylor-Lagrange,

2 3

Yu > 0, 360 €]0, 1], e’":17u+%7%e’9“‘.
Entonces Vu > 0,
2 3
u u
“—1 - —| < =
e +u 2155
2 3
1—e 7u/Ro:uf%+% T w/Re
2

>u— “7 —u/Ro = u(l — 1/Ro — u/2).

Notamos que por 0 < u < InR,,

1-— l/R() 7u/2 >1-— 1/'R0 — (lnRO)/2RN1+(RO — 1)/2 > 0.
0—

Con Ry cerca de 1, por lo tanto, tenemos 1 — 1/Ry — (InR¢)/2 > 0. Entonces,

In R, 1-1/Rg By
A #(u) du| < [1-1/Ry— (InRy)/2]2 A 6

1-1/Ro (InRo)? Ro—1 o
[1 — 1/R0 — (lnRo)/2]2 12 Roy—1+ 3 Ro—1+

du

Apéndice 3

Es Z :]0, 4+o00[— R una funcion dos veces diferenciable tal que Z(z) — L cuando z — +oo y |Z"(z)| < M Vz > 0. [ 4,11.3.21 ] muestra que Z'(z) — 0 cuando
z — +00. De hecho, sea > 0. Entonces

3zy > 0, Vz > 2, |Z(z) — L| < €?/(4M).
Seguin la formula de Taylor-Lagrange,

h2
Ve >0, Vh >0, 30 €]0,1[, Z(z+h)=Z(z)+ hZ'(z) + 72"(:17 + 6h).

Entonces

Ve >z, VA >0, |Z'(z)|< ——F—— 5+ — <
Con h = £/M, obtenemos |Z'(z)| < e V& > .
Apéndice 4

Con las notaciones de la seccidn 3.3, establezcamos U(t) = Y (¢) — X(t) y

i) = 5 Pov - [ 25— rxen)

Por hipdtesis, tenemos la desigualdad vectorial H(¢) > 0. Por otro lado,

L = H(t) + FOX(0) + U() - F(X(6) = 6(6, U(0),
a(0000) = 10+ 3| [ SECx) + 500 as] 0.

J

Si asumimos x; > 0 Vj y x; = 0, entonces ¢;(t, ) > 0 debido a la hipotesis sobre el signo de las derivadas parciales de la funcion F'. El cono R‘i es por tanto una
region invariante. Como U(0) > 0, resulta que U(¢) > 0y X(t) < Y(¢) Vt > 0.

Gracias

Agradecemos a A. Moussaoui por sefialar [ 7 ].
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