
Neue Eigenschaften des Epidemiepeaks

  
  

,  
nicolas.bacaer@ird.fr

  
  

, 

Fakultät für Mathematik 
Universität Tokio 

Tokio, Japan

Zusammenfassung

Wir untersuchen eine Epidemie, die durch ein Differentialsystem vom Typ SIR oder SEIR modelliert wird. Für das SIR-Modell
zeigen wir, dass das Datum des epidemischen Peaks nicht immer eine abnehmende Funktion der Kontaktrate ist. Für das SEIR-
Modell bestätigen neue Elemente bei großer Population N tendenziell die Vermutung, dass der epidemische Peak zum Zeitpunkt T
auftritt, mit wobei λ der größte Eigenwert des linearisierten Systems ist.

1. Einleitung

In [ 2 ] haben wir begonnen, das Datum des epidemischen Höhepunkts des SIR-Modells von Kermack und McKendrick zu
untersuchen [ 1 , Kapitel 18].

in dem Fall, in dem a > b und die Population N groß ist. Die Variable  ist die Anzahl der nicht infizierten Personen,  die
Anzahl der infizierten Personen, die Anzahl der Personen, die aus der Übertragung entfernt wurden. Die Gesamtbevölkerung

ist konstant. Der Parameter a ist die effektive Kontaktrate und b ist die Rate, mit der infizierte Personen nicht
mehr infektiös werden. Wenn die Population N groß ist, tritt der epidemische Peak (der dem Maximum von I entspricht) zum
Zeitpunkt T auf, mit

und . Mit anderen Worten ist λ die Wachstumsrate der Anzahl infizierter Personen im linearisierten System
 zu Beginn der Epidemie, wenn .

In [ 3 ] haben wir kurz vermutet, dass das Äquivalent in  für das Datum des Peaks war das gleiche im SEIR-Modell, das
eine latente Phase (mit E bezeichnet) umfasst, bevor infizierte Menschen infektiös werden,

mit unter der Bedingung, dass für  der größte Eigenwert des linearisierten Systems zu Beginn der Epidemie genommen
wird, d. h. der größte Eigenwert der Matrix

In [ 7 ] interessierte sich Piovella auch für das Datum des epidemischen Peaks im SEIR-Modell, wenn das Verhältnis a/c nahe 1
liegt, ohne dass seine Annäherungen aus mathematischer Sicht vollständig gerechtfertigt sind.
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In Abschnitt 2 erinnern wir uns zunächst an ein scheinbar vergessenes Ergebnis (einschließlich in [ 2 ]) von [ 5 , Kapitel 2] für das
SIR-Modell, das die asymptotische Expansion von T spezifiziert :

 ist die Reproduzierbarkeit, die Wachstumsrate und f eine ziemlich komplizierte Funktion. Dieses Ergebnis
scheint in keinem Buch oder Artikel zu erscheinen, das seit [ 5 ] veröffentlicht wurde, was für ein so einfaches und bekanntes
Modell etwas überraschend ist.

Wir zeigen im Rest von Abschnitt 2, dass

Wir schließen daraus, dass das Datum des epidemischen Peaks nicht immer eine abnehmende Funktion der effektiven Kontaktrate
a ist, aber dass dies nur für Reproduktivitätswerte nahe 1 beobachtet wird. Das Datum des Peaks erreicht ein Maximum für

wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. Diese Beobachtung scheint neu zu sein.

In Abschnitt 3 wenden wir uns dem SEIR-Modell zu. Wir erinnern uns, was wir über die endgültige Größe der Epidemie wissen.
Wir spezifizieren, was in diesem Zusammenhang mit epidemischem Peak gemeint ist, nämlich den Punkt, an dem E + I ein
Maximum erreicht. Wir finden eine neue Untergrenze für diesen Peak, die mit der Vermutung über das asymptotische Verhalten
vereinbar ist. Wir präsentieren einige Simulationen, um diese Vermutung zu veranschaulichen.

2. Das SIR-Modell

2.1 Ein integraler Ausdruck für T.

Nehmen wir für das SIR-Modell an

mit . Sei  und  groß genug, so dass , das heißt . Wie in [ 2 ] (wo wir i = 1 genommen
hatten) haben wir

Deshalb

Der Höhepunkt von findet zum Zeitpunkt T statt, wo dI / dt = 0 ist, was auftritt, wenn . Daraus schließen wir

2.2 Lauwerier-Formel wenn 

Wir definieren . Mit dem Trick von [ 5, p. 12 ] haben wir  mit

Durch Reduzieren auf den gleichen Nenner
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Wir haben :  wenn . Beachten Sie, dass das Integral, das auftritt, wenn wir formal nehmen 

ist a priori ein verallgemeinertes Integral in . Die integrierte Funktion wird aber durch Kontinuität in s = 1 erweitert, weil

in der Nachbarschaft von , so dass

Insbesondere ist dieses Integral konvergent. Daraus schließen wir (siehe Anhang 1)

Mit der Änderung der Variable ,

Darüber hinaus kann das Integral  explizit berechnet werden :

Durch Addition der beiden Ergebnisse erhalten wir die sogenannte Lauwerier-Formel [ 5, S. 13 ]

oder

mit .

Die Abbildung 1 zeigt, inwieweit die Lauwerier-Formel eine gute Annäherung an das Datum T des epidemischen Peaks liefert . Für
die numerische Berechnung der Integrale haben wir die kostenlose Software Scilab verwendet. Wir haben den Parameter b so
gewählt, dass die Infektionsperiode durchschnittlich  Tage dauert.
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Abbildung 1. Das Datum T des Epidemiepeaks des SIR-Modells (in Tagen, die seit Beginn der Epidemie vergangen
sind) als Funktion von  gemäß der genauen Formel (5) (durchgezogene Linie) und der ungefähren Lauwerier-
Formel (kleine Kreise). Parameterwerte: ,  pro Tag, .

Bemerkung. Lauweriers Formel bleibt unverändert, wenn wir von der Ausgangsbedingung ausgehen

mit , ,  und . Definieren wir nämlich

Dann

Deshalb

Aber wie  wenn , und wie  greifen wir zurück

2.3 Untersuchung der Funktion 

Die Abbildung 2 zeigt wie  variiert je nach . Wir bemerken, dass  eine zunehmende Funktion zu sein scheint (es ist
nicht offensichtlich, selbst bei der Berechnung der Ableitung) und  wenn .



Figur 2.  bezüglich  (durchgezogene Linie) und die Näherung (6) in der Nachbarschaft von 
(gepunktet).

Mit ,  und

In der Nachbarschaft von ,

Aber

Daraus schließen wir (siehe Anhang 2)

Diese Annäherung stimmt mit der in [ 2 , S. 11], die aus der (nicht strengen) Näherung von Kermack und McKendrick für das SIR-
Modell stammt, wenn  nahe bei 1 liegt.

2.4 Das Datum des Peaks ist keine monotone Funktion der Kontaktrate

Also wenn N groß ist und  nahe 1 mit  nicht zu klein,

Deshalb

Wir bemerken, dass  wenn
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Mit diesem Wert von a, bezeichnet als , ist der entsprechende Wert des Maximums von T

Das Datum des Peaks ist daher keine abnehmende monotone Funktion der Kontaktrate, wie man a priori glauben könnte. Die
Abbildung 3 veranschaulicht dies anhand einiger numerischer Beispiele.

Abbildung 3. Das Datum T des Epidemiepeaks gemäß der genauen Formel (5) als Funktion der Kontaktrate a mit
 wenn  und . Wir haben die Zeiteinheit so gewählt, dass b = 1 ist.

3. Das SEIR-System

Betrachten Sie nun das SEIR-System (1) - (4). Wir nehmen an , ,  und . Wir nehmen auch an . Die
Anfangsbedingungen sind

mit . Wir haben

, ,  und .

3.1 Die endgültige Größe der Epidemie

Die Funktion  nimmt gemäß Gleichung (1) ab und ist positiv, so dass sie gegen einen Grenzwert  strebt. Die Funktion
nimmt gemäß Gleichung (4) zu und ist kleiner als N , so dass sie gegen einen Grenzwert  strebt. Da die Funktionen E (t) und I
(t) durch N begrenzt sind, wenn , ist die Funktion  ebenso wegen der Gleichung (3) begrenzt.  ist auch
wegen Gleichung (4) begrenzt. Die Funktion  ist daher konvergent, wenn , mit einer begrenzten zweiten Ableitung;
deshalb (siehe zum Beispiel [ 4, II.3.21 ] oder Anhang 3). Mit Gleichung (4) sehen wir dass . Die Funktion

 ist ebenso wegen der Gleichung (2) begrenzt, sowie wegen der Gleichung (3). Deshalb wie früher. Aus
Gleichung (2) ergibt sich . Mit Gleichung (7) erhalten wir für die Grenzwerte . Aus den Gleichungen (1)
und (4) ergibt sich

Deshalb

Letztendlich schließen wir daraus  und
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Wir definieren ,  und

Also haben wir  und . Aber

Andernfalls,

Diese letzte Ungleichung ergibt sich aus der Hypothese  und aus der Tatsache, dass die Funktion 
überprüft  wenn  und , damit  wenn .

Folglich steigt die Funktion g von −∞ auf  im Intervall , nimmt dann von  auf  im Intervall 
 ab. Die gleichung  hat daher eine eindeutige Lösung im Intervall  und diese Lösung ist in . Wir

schließen daraus

3.2 Der epidemische Höhepunkt

Lassen Sie uns unsere Definition des epidemischen Höhepunkts klarstellen. Wir haben

Nehmen wir an, dass

Mit der Annahme a > c ist diese Ungleichung wahr, sobald N groß genug ist. Wir haben . Die Funktion S nimmt
streng ab, von  bis  im Intervall . Es gibt also eine einzigartige  mit .
Gemäß Gleichung (9) nimmt die Funktion E + I über das Intervall [0; T] streng zu und dann über das Intervall  streng
ab. Der epidemische Höhepunkt heißt T. Beachten Sie, dass es im Allgemeinen weder das Maximum von I noch das von E ist.

Aus Gleichung (8) haben wir auch

Schon seit , wir haben

wie Hethcote bereits in [ 6, p. 35 ] bemerkt hat.

3.3 Untergrenze

Weil  haben wir

Im Folgenden bedeutet die Ungleichung ≤ zwischen Vektoren die Ungleichung für alle Komponenten. Wir erinnern uns an den
Vergleichssatz für quasi-monotone Systeme (siehe zum Beispiel [ 8, Anhang E ] oder Anhang 4):
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wenn  ist eine ganze Zahl, wenn ,  und 

dann .

Sei M die in der Einleitung definierte Matrix. Wir nehmen ,

Wir haben

und die Hypothese für F ist wahr, weil die nichtdiagonalen Koeffizienten der Matrix M positiv sind. Deshalb

Das Exponential der Matrix kann explizit [ 9, Satz 6 ] mit den Eigenwerten der Matrix M berechnet werden , die sind

Wir haben

Daraus schließen wir

Weil gibt es eine Konstante , die von a , b , c , n E und n I abhängt (aber nicht von N ), so dass

Aber (10) zeigt, dass

Weil  haben wir

Es gibt also eine andere Konstante , die von a , b , c , n E und n I abhängt (aber nicht von N ), so dass

Diese Untergrenze ist mit der folgenden Vermutung vereinbar
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3.4 Beispiele

Wir nehmen  pro Tag,  pro Tag, ,  und drei Werte der Kontaktrate a damit .
Somit folgt eine Infektionsperiode, die durchschnittlich 4 Tage dauert, eine Latenzperiode, die durchschnittlich 3 Tage dauert. Wir
haben verschiedene Werte für die Population N zwischen  und  genommen. Wir haben das Differentialsystem (mit der freien
Software Scilab) gelöst und den Peak T gefunden, der dem Maximum von E + I entspricht. Die Abbildung 4 zeigt, wie sich T in
Abhängigkeit von  ändert (durchgehende Linien). Wir zeigen auch (kleine Kreise). Die Steigungen scheinen wie
in der Vermutung zusammenzufallen. Die Abbildung legt auch nahe, dass der nächste Term in der asymptotischen Expansion von T
immer noch eine Konstante ist, die negativ ist, wenn a/c nahe 1 ist, und die positiv wird, wenn das Verhältnis a/c zunimmt. Diese
Konstante anhand der Parameter des Modells zu bestimmen, scheint eine schwierige Aufgabe zu sein.

Abbildung 4. Das Datum T des epidemischen Peaks des SEIR-Modells als Funktion von  aus numerischen
Simulationen (durchgezogene Linien) und  (kleine Kreise).

Appendix 1

Mit , wir definieren

Wir haben : . Wir haben in Abschnitt 2.2 gesehen, dass  ein konvergentes Integral war. Nach dem
Satz von der dominierten Konvergenz ist

Außerdem,

Deshalb

Appendix 2

Wir definieren



Wir werden das zeigen

Wenn wir auf den gleichen Nenner reduzieren, bemerken wir, dass

Nach der Taylor-Lagrange-Formel

Deshalb ,

Wir bemerken, dass für ,

Mit  nahe 1 haben wir also . Damit,

Appendix 3
Sei  eine Funktion, die zweimal differenzierbar ist, mit  wenn  und . [ 4,
II.3.21 ] zeigt, dass  wenn . In der Tat sei ε> 0. Dann

Nach der Taylor-Lagrange-Formel

Deshalb

Mit  erhalten wir .

Appendix 4

Mit den Notationen von Abschnitt 3.3, sei  und

Nach der Hypothese haben wir die Vektorungleichung  und
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mit

Wenn  und , dann  aufgrund der Hypothese über das Vorzeichen der partiellen Ableitungen der
Funktion . Der Kegel ist daher eine invariante Region. Weil  hat man  und .

Dank

Wir danken A. Moussaoui für den Hinweis [ 7 ].
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