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Résumé

Nous présentons un algorithme capable de partition-
ner les noeuds d’un graphe pondéré dirigé ou non, en
détectant la structure par blocs de sa matrice d’adja-
cence. Grâce à un équilibrage doublement stochastique
de cette matrice, l’intégralité de la structure par blocs
est détectée à l’aide d’un minimum de vecteurs singu-
liers (en théorie un couple suffit).

Nous présentons les différentes étapes de notre al-
gorithme, avant d’évaluer ses performances sur deux
tâches de classification non supervisée : la détec-
tion de communautés et la détection de formes dans
des nuages de points. En comparant les résultats
obtenus à ceux d’autres algorithmes spécifiquement
conçus pour ces tâches, nous montrons que notre al-
gorithme est compétitif—dans le cas de la détection de
communautés—, ou meilleur—dans le cas de la détec-
tion de formes—, par rapport aux méthodes existantes.

1 Introduction

Regrouper les éléments similaires dans un jeu de don-
nées sans information a priori est le but de la classifica-
tion non supervisée (ou clustering) pour lequel de nom-
breuses techniques ont été proposées. Un des moyens
couramment utilisés consiste à trouver des blocs dans
les matrices représentant le jeu de données–telles que
les matrices d’adjacence ou d’affinité, les tables de
contingences ou Laplacien du graphe.

Le lien entre les propriétés spectrales et structu-
relles des matrices est un élément-clé de nombreux
algorithmes de clustering [For10, Sch07, FMSV08].
Pour détecter des classes (ou clusters), les algorithmes
spectraux classiques séparent en deux l’ensemble des
noeuds de façon récursive, en suivant le signe des
entrées d’un vecteur singulier. Cela peut être nu-
mériquement coûteux puisqu’il est nécessaire de cal-
culer un nouveau vecteur singulier pour chaque bi-
partition. De plus, il se peut que la partition trou-
vée à chaque itération soit éloignée de la structure

par blocs réelle de la matrice (un exemple est fourni
Figure 3.1(c)). Les autres méthodes spectrales exis-
tantes [NJW01, VL07, LR+15] consistent à projeter
les données dans le sous-espace vectoriel généré par les
vecteurs propres dominants du Laplacien du graphe,
en prenant autant de vecteurs qu’il y a de classes at-
tendues, ce qui suppose que ce nombre est connu.

Dans ce papier, nous présentons une nouvelle ap-
proche spectrale pour le clustering. Notre but est de
partitionner l’ensemble des noeuds d’un graphe pon-
déré, dirigé, et fortement connexe. Nous travaillons sur
la matrice d’adjacence du graphe, notée A. La prin-
cipale nouveauté de notre méthode est de considérer
les éléments singuliers de l’équilibrage doublement sto-
chastique de la matrice A. Trouver un équilibrage dou-
blement stochastique pour une matrice A consiste à
trouver deux matrices diagonales D et F telles que
la somme sur chaque ligne et sur chaque colonne de
P = DAF est égale à 1. Nous montrons dans la Sec-
tion 2 que l’équilibrage doublement stochastique amé-
liore la fidélité de l’information structurelle contenue
dans les vecteurs singuliers dominants de P. En parti-
culier, un faible nombre de vecteurs permet d’obtenir
une information significative sur la structure par blocs
sous-jacente de la matrice, le tout sans information
complémentaire sur le nombre ou la taille des blocs.

En outre, travailler avec les vecteurs singuliers de P

rend possible l’analyse des graphes dirigés et permet
d’obtenir des clusterings précis, même lorsque la struc-
ture du graphe est très dissymétrique.

Le papier est construit de la manière suivante. En
Section 2, nous exposons la connexion entre les vec-
teurs singuliers dominants d’une matrice doublement
stochastique et sa structure par blocs. En Section 3
nous utilisons des outils du traitement du signal afin
de détecter les informations sur le clustering contenues
dans les vecteurs singuliers. Dans la Section 4, nous dé-
crivons comment récupérer au fil des itérations des vec-



teurs singuliers qui continuent de fournir des informa-
tions utiles. La Section 5 est dédiée au réarrangement
des blocs : nous devons compiler et analyser les cluste-
rings venant des vecteurs singuliers gauche et droit, et
éventuellement des itérations précédentes dans le cas
où plus d’un couple de vecteurs est analysé. Nous pré-
sentons aussi une mesure adaptée à l’évaluation de la
qualité de notre clustering et qui nous sert aussi pour
notre critère d’arrêt. Enfin, des résultats empiriques
sur des bancs d’essai sont présentés Section 6 afin d’in-
diquer l’efficacité de notre procédure.

2 Equilibrage doublement stochastique.

L’équilibrage doublement stochastique d’une matrice
A existe à condition que A soit bi-irréductible, c’est-
à-dire qu’il n’existe pas de permutations des lignes et
des colonnes permettant de mettre A sous forme tri-
angulaire par blocs. Comme cela est précisé Section 1,
nous travaillons sur la matrice d’adjacence d’un graphe
dirigé fortement connexe. A est donc carrée, positive,
et bi-irréductible dès lors que sa diagonale ne comporte
pas d’éléments nuls. Si nécessaire, nous ajoutons donc
des termes non nuls dans sa diagonale, ce qui n’a pas
d’effet sur la structure par blocs sous-jacentes que nous
recherchons.

Le théorème suivant est une conséquence directe du
théorème de Perron-Frobenius [Fro12, Per07].

Théorème 1 Soit S ∈ R
n×n symétrique, irréductible

et doublement stochastique. Alors 1 est valeur propre de
S de multiplicité 1, et le vecteur propre associé est un
multiple de e = (1...1)T . Par ailleurs, si S est symétri-
quement permutable en une matrice bloc diagonale avec
k blocs irréductibles, alors 1 est valeur propre de mul-
tiplicité k, et une base du sous-espace propre associé
est :

{v1,v2, . . . ,vk},

où vpq pour p ∈ {1, . . . , k} est tel que

vpq =

{

1, si q est dans le bloc p

0, sinon.

Ainsi, le calcul d’un vecteur propre associé à 1 d’une
telle matrice S sera de la forme

x = a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk.

En forçant x ∈ e
⊥, on peut raisonnablement supposer

ai 6= aj , ∀i 6= j. Puisque ces vecteurs forment une par-
tition disjointe de {1, . . . , n}, il est possible d’identifier
la contribution de chaque bloc précisément, et donc de
caractériser les partitions de manière exacte, en uti-
lisant l’ensemble {a1, . . . , ak}. En effet, réordonner le

vecteur singulier suivant un ordre adapté à la struc-
ture par blocs de S le mettra sous forme constante
par morceaux. Cette idée est proche de celle exploitée
dans [LN15], où les auteurs se servent de l’ordre crois-
sant des vecteurs singuliers dominants de deux équili-
brages stochastiques d’une matrice A afin de visualiser
la structure par blocs de A.

Comme corollaire du Théorème 1, considérons une
matrice doublement stochastique non symétrique P.
Alors PP

T et P
T
P sont toutes deux symétriques et

doublement stochastiques, on peut donc leur appliquer
le Théorème 1. Ainsi, si PP

T ou P
T
P possède une

structure par blocs, le vecteur singulier gauche ou droit
dominant de P aura une contribution de chaque vec-
teur de la base associée, et il sera possible, comme pré-
cédemment, d’identifier la structure par blocs de lignes
et/ou de colonnes de P.

Notre algorithme est conçu pour des matrices qui
sont des perturbations de matrices parfaitement dia-
gonales par blocs. Les vecteurs singuliers dominants
de telles matrices devraient avoir une structure proche
d’une structure constante par morceaux. Ainsi, en ré-
ordonnant dans l’ordre croissant les vecteurs calculés,
on devrait faire apparaître une structure proche d’une
structure par blocs, ou au moins des blocs de lignes ou
de colonnes faiblement corrélés les uns avec les autres.
Le calcul de l’équilibrage doublement stochastique se
fait avec la méthode de Newton décrite dans [KR13].
Cette méthode est peu coûteuse car elle ne fait inter-
venir que des produits matrices–vecteurs.
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Figure 2.1 – Deux représentations matricielles d’un
graphe et leurs vecteurs propres.



Afin de souligner l’avantage de l’équilibrage double-
ment stochastique par rapport à d’autres méthodes
spectrales, nous utilisons le petit exemple Figure 2.1.
Dans cet exemple, nous observons, pour un graphe
présentant trois clusters distincts faiblement liés entre
eux, l’information structurelle véhiculée par les vec-
teurs propres du Laplacien du graphe d’une part et
ceux de sa matrice d’adjacence équilibrée d’autre part.
Pour assurer la bi-irréducibilité, les termes diagonaux
de la matrice d’adjacence sont fixés à 10−8 avant l’équi-
librage. En bas de la Figure 2.1 on montre la struc-
ture numérique des vecteurs utilisés pour l’identifica-
tion des clusters : les vecteurs associés aux deux plus
petites valeurs propres pour le Laplacien (le vecteur
de Fiedler est en bleu) ne permettent pas de détecter
nettement les clusters (cela reste vrai pour le Lapla-
cien normalisé). A contrario, les deuxième et troisième
vecteurs propres dominants de la matrice stochastique
permettent de caractériser les clusters parfaitement et
sans ambiguïté.

3 Identification des clusters

Un point-clé de notre algorithme est d’identifier les
clusters à l’aide des vecteurs singuliers de la matrice bi-
irréductible doublement stochastique P, sans connais-
sance préalable du nombre de clusters ni des permu-
tations des lignes et des colonnes faisant apparaître la
structure par blocs sous-jacente.

Les algorithmes de partitionnement qui travaillent
sur des vecteurs analogues au vecteur de Fiedler di-
visent la matrice en deux blocs selon le signe des élé-
ments du vecteur. Mais avec notre équilibrage dou-
blement stochastique plus de deux blocs apparaissent
sur un même vecteur, comme expliqué Section 2. Si
PP

T ou P
T
P a une structure sous-jacente quasi par

blocs, ses vecteur propres dominants doivent avoir
une structure quasi constante par morceaux après ré-
ordonnancement dans l’ordre croissant de ses entrées,
comme dans la Figure 2.1. Notre problème est alors
de détecter les paliers du vecteur réordonné que nous
avons choisi d’envisager comme un problème de trai-
tement du signal. Le vecteur peut en effet être consi-
déré comme un signal 1D dont on cherche à détecter
les sauts–ou les arêtes. Ainsi, nous procédons à la dé-
tection des clusters en appliquant des outils de traite-
ment du signal, et notamment en effectuant un produit
de convolution entre notre vecteur courant et un filtre
spécifique. Les pics dans la convolution correspondent
aux sauts dans le signal. Ces outils ont l’avantage de ne
pas nécessiter la connaissance du nombre de clusters a
priori.

Nous avons choisi d’utiliser le filtre de

Canny [Can86], largement utilisé pour détecter
des arêtes en traitement du signal et de l’image. Pour
optimiser la détection des arêtes ce filtre combine trois
critères : une bonne détection, une bonne localisation
et la contrainte qu’une arête corresponde effectivement
à un pic dans une convolution appropriée. Afin de
satisfaire ces critères le filtre de Canny utilise un
opérateur construit à partir du produit de convolution
de la sortie d’un rapport signal/bruit (SNR) et d’une
fonction de localisation (le filtre). La fonction de
localisation optimale est la première dérivée du noyau
Gaussien [Can86].

Nous avons adapté l’implémentation de la détection
des arêtes afin de la rendre optimale pour notre ap-
plication. Lors de l’utilisation du filtre, un paramètre
nommé taille de la fenêtre glissante doit être fixé. Il
détermine la raideur du filtre et l’étroitesse de son sup-
port. Comme montré dans la Figure 3.1, une faible va-
leur résulte en un filtre raide à support étroit qui va
générer de nombreux pics dans la convolution, tandis
qu’une grande valeur donne un filtre lisse à support
large qui détectera moins de sauts.

(a)

(b) (c)

Figure 3.1 – (a) Le filtre pour différentes tailles de
fenêtre glissante. (b) et (c) Détection des paliers.

Pour éviter les effets indésirables de la taille de la
fenêtre, la détection des paliers est réalisée avec deux
tailles de fenêtre différentes, une grande et une petite
par rapport à la taille du vecteur. Nous travaillons en-
suite sur la somme des convolutions afin de détecter les
pics principaux et de s’assurer que nos sauts sont à la



fois nets et de taille suffisante.

La Figure 3.1(b) montre un exemple de l’effet de la
fenêtre glissante sur la détection des sauts, via la ma-
trice 480 × 480 rbsb480 issue de la collection SuiteS-
parse [DH11]. Sur cette figure, il est clair que les sauts
du vecteur sont mieux identifiés en utilisant la somme
des convolutions. Dans la Figure 3.1(c), le vecteur sin-
gulier gauche est affiché afin d’indiquer la qualité des
sauts détectés par les filtres. A contrario, la ligne rouge
horizontale de la Figure 3.1(c) indique la bi-partition
suggérée par le vecteur de Fiedler : en imposant d’avoir
précisément deux clusters la séparation obtenue ne cor-
respond finalement à aucun des paliers du vecteur.

4 SVD projetée

Si l’on suppose que P possède k blocs, alors les k

vecteurs singuliers dominants devraient quasiment cou-
vrir le sous-espace défini par les vi décrits Section 2.
En réalité, on peut trouver de nombreux blocs avec
un unique couple de vecteurs singuliers. Mais on peut
aussi itérer notre processus en utilisant une informa-
tion complémentaire permettant d’affiner notre cluste-
ring. Chaque itération va nécessiter une nouvelle infor-
mation spectrale, sinon nous redécouvrirons les mêmes
blocs en boucle. Pour s’assurer que les nouveaux vec-
teurs apportent une information complémentaire nous
travaillons avec les vecteurs propres dominants des
équations normales de P projetées dans le sous-espace
orthogonal à celui défini par les blocs déjà détectés.
A la première itération, la projection s’effectue contre
Span(e). En effet, e est vecteur propre dominant de
toute matrice doublement stochastique. Il sera renvoyé
comme vecteur propre dominant de PP

T et P
T
P si

l’on ne prend pas garde à l’éviter, auquel cas une ité-
ration sera allouée à l’analyse d’un vecteur ne fournis-
sant aucune information sur la structure par blocs de
la matrice. Après la première itération, e appartient
implicitement à l’espace des blocs identifiés.

La Figure 4.1 présente un exemple de ce procédé sur
une matrice stochastique symétrique P ayant 4 blocs
diagonaux. En utilisant le vecteur propre dominant de
P orthogonal à e on détecte 3 blocs. Les deux blocs
ayant les densités internes les plus faibles ne sont pas
séparés (illustré Figure 4.1(b) avec le vecteur, dans son
ordre naturel et dans l’ordre croissant de ses entrées).
On projette ensuite P dans le complémentaire ortho-
gonal de ces trois blocs. Le vecteur propre dominant
de cette projection est affiché Figure 4.1(c). Il permet
de séparer sans ambiguïté les blocs restés ensemble à
l’itération précédente. Dans la Section 5 nous décrirons
comment fusionner ces deux structures afin de décou-
vrir la structure par blocs complète.

5 Amélioration des clusters

Nous expliquons maintenant comment combiner les
différentes partitions en blocs de lignes ou de colonnes
trouvées pour chaque vecteur analysé individuellement,
ainsi que la superposition de la partition en blocs de
lignes et celle en blocs de colonnes une fois le processus
itératif terminé afin d’obtenir un clustering des noeuds
du graphe. Nous présentons ensuite une mesure adap-
tée à l’évaluation de la qualité de nos partitions, qui
permet aussi de fusionner certains petits blocs. Grâce à
cette mesure, nous développons un critère d’arrêt pour
déterminer la convergence du processus itératif.

Tout au long de cette section, nous illustrons nos
propos avec la matrice rbsb480 de la collection SuiteS-
parse [DH11] car elle possède une intéressante structure
par blocs relativement fine sur ses lignes et ses colonnes.
Nous remarquons que dans les Figures 5.1, 5.2 et 5.3,
nous ne présentons pas des clusterings à proprement
parler, mais des superpositions de partitions indépen-

(a)

(b)

(c)

Figure 4.1 – Récupération d’une information addi-
tionnelle via les vecteurs propres.



dantes de lignes et de colonnes.

5.1 Superposition des partitions. Chaque fois
que notre algorithme analyse un vecteur singulier droit
(respectivement gauche) de la matrice, il trouve une
partition des lignes (respectivement des colonnes). Evi-
demment, la partition peut être différente pour chacun
des vecteurs analysés. Il est donc nécessaire d’incorpo-
rer la combinaison de ces partitions dans l’algorithme.

Ce processus est illustré Figure 5.1. La première
étape de détection des blocs identifie 4 blocs de lignes
et 5 blocs de colonnes, tandis que le deuxième couple de
vecteurs analysés suggère une partition différente avec
3 blocs de lignes et 4 blocs de colonnes. Ces nouveaux
blocs sont complémentaires des premiers et la combi-
naison des partitions résulte en 12 blocs de lignes et 20
blocs de colonnes, ces blocs étant bien séparés dans la
matrice, comme le montre le schéma de gauche de la
Figure 5.2.

Figure 5.1 – Identification de blocs en utilisant diffé-
rents vecteurs singuliers.

Nos tests sur rbsb480 montrent l’intérêt d’analyser
plusieurs vecteurs à la suite et de superposer les parti-
tions en résultant. Cependant, ce processus peut aussi
produire un partitionnement trop fine de la matrice
initiale. Ce phénomène est illustré dans le schéma de
droite de la Figure 5.2, où la fusion des partitions trou-
vées après trois processus d’analyse renvoie un décou-
page trop fin de la matrice (48 par 100 blocs). Cela
motive le développement d’une méthode efficace pour
fusionner de petits blocs.

5.2 Mesure de qualité. Nous basons l’analyse
de nos blocs sur la mesure de modularité définie
dans [New04]. La modularité de Newman peut être in-
terprétée comme la somme sur toutes les classes de la
différence entre la fraction de liens à l’intérieur de la

is
it
e
i-

un
-
e.

Figure 5.2 – Identification récursive des blocs obtenus
en analysant plusieurs vecteurs à la suite.

classe et l’espérance de la fraction de ces liens dans un
graphe aléatoire possédant la même distribution des
degrés.

Dans le cas de notre matrice doublement stochas-
tique P, la partition des lignes peut être évaluée en
utilisant la formule suivante :

Qr =
1

n

rC
∑

k=1

(

v
T
k PP

T
vk −

1

n
|Jk|

2

)

. (5.1)

Cette équation est directement obtenue de la formula-
tion de la modularité fournie dans [Bag12], en remar-
quant que 2m = n dans le cas doublement stochas-
tique. Ici, n est le nombre de lignes de P et |Jk| est
le nombre d’éléments du bloc k. De la même façon, on
obtient une mesure de qualité Qc pour la partition des
colonnes en considérant la matrice P

T
P, et en som-

mant sur l’ensemble des blocs de colonnes.
Il peut être démontré que notre mesure de qualité

est comprise entre les bornes suivantes :

0 ≤ Qr ≤ 1−
1

rC
,

et que la borne supérieure ne peut être atteinte que si
les rC blocs ont la même taille.

En dépit des limites bien connues de résolution de
la modularité [FB07], cette mesure reste l’une des plus
employées dans le domaine de la détection de commu-
nautés, et elle est adéquate pour répondre à notre pro-
blématique. En outre, dans le cas spécifique des graphes
k-réguliers, plusieurs mesures incluant la modularité
de Newman se comportent de la même façon [CC13].
Puisque les matrices doublement stochastiques peuvent
être considérées comme les matrices d’adjacence de
graphes pondérés 1-réguliers, les mesures de qualité
communes donnent des résultats strictement équiva-
lents.

Pour éviter l’apparition de mini blocs, nous fusion-
nons récursivement la paire de blocs dont la fusion aug-
mente le plus la mesure de modularité, ce processus



s’arrêtant naturellement quand quelle que soit la paire
de blocs, sa fusion fait décroître la valeur de la mesure.

Ce processus est très utilisé en détection de commu-
nautés, domaine dans lequel il est connu sous le nom
d’algorithme glouton—voir par exemple [CNM04]—,
mais il est généralement initié avec le clustering tri-
vial dans lequel chaque classe contient un unique élé-
ment. Cette méthode est peu coûteuse numériquement
et s’arrête sur un maximum local, ce qui peut être mon-
tré en adaptant la démonstration de [CNM04]. Le pro-
cessus de fusion empêche ainsi une explosion du nombre
de blocs, et il est appliqué après chaque superposition
de partitions.

Le processus de fusion est illustré Figure 5.3. Le
schéma de gauche montre la partition en 7 par 5 blocs
obtenue après fusion de la partition en 12 par 20 blocs
du schéma de gauche de la Figure 5.2. La mesure de
qualité est alors de 0.5574 pour les lignes et 0.4932 pour
les colonnes. Le schéma de droite montre la partition en
7 par 5 blocs obtenue après fusion de la partition en 48
par 100 blocs du schéma de droite de la Figure 5.2. Ici,
les mesures de qualité valent 0.5574 pour les lignes et
0.502 pour les colonnes, et sont largement supérieures
à celles obtenues pour la partition initiale.

Figure 5.3 – Fusion des blocs paire à paire.

Pour arrêter le processus itératif, nous comparons la
qualité de la partition mise à jour par le processus de
fusion Qupd

r avec celle de l’itération précédente Qref
r .

Quatre cas peuvent être rencontrés :
— Si Qupd

r < Qref
r , on rejette le nouvel itéré.

— Si Qupd
r > Qref

r et le nombre de blocs est supé-
rieur, on accepte l’itéré si le gain de modularité
est significatif. Etant donnée la borne supérieure
Qr ≤ 1− 1

rC
, nous comparons le gain réel de mo-

dularité sur le gain théorique en utilisant le ratio

ρ =
Qupd

r −Qref
r

1

nbClustref
− 1

nbClustupd

.

Le seuil d’acceptation peut être ajusté pour

contrôler le nombre d’itérations et la finesse de la
partition. En pratique, une valeur du seuil entre
0.01 et 0.1 semble efficace.

— Si Qupd
r > Qref

r et le nombre de blocs n’est pas
supérieur, on accepte l’itéré.

— Si les partitions sont identiques à une permuta-
tion près, la convergence est atteinte.

6 Applications

Nous illustrons les performances de notre algorithme
sur la détection de communautés, et le testons ensuite
sur des jeux de données pour le clustering issus de la
librairie scikit-learn [PVG+11].

6.1 Détection de communautés. Nous testons
d’abord notre algorithme sur des réseaux simples. Pour
assurer la bi-irréducibilité avec un effet minimal sur la
structure, nous forçons les valeurs diagonales initiale-
ment nulles à 10−8.

Comme prétraitement, nous supprimons les entrées
dominantes (> 0.55) de la matrice après équilibrage,
en considérant qu’il s’agit de blocs préalablement dé-
tectés pendant le processus décrit dans la Section 4.
Sinon, ces entrées impliquent des vecteurs propres do-
minants quasiment canoniques dont les sauts seront
difficiles à détecter. Puisque ces éléments ne sont pas
réellement des communautés—il s’agit de hubs ou de
noeuds pendants—, nous réincorporons ces noeuds aux
communautés en utilisant notre processus de fusion des
blocs une fois la convergence de l’algorithme atteinte.

Nous avons comparé notre algorithme (US) avec
quatre algorithmes de détection de communautés re-
connus, à savoir Walktrap (WT) [PL05], Louvain (ML)
[BGLL08], Fast and Greedy (FG) [CNM04], et Leading
Eigenvector (LE) [New06], en utilisant l’implémenta-
tion de la librairie igraph [CN06]. WT et ML sont
conçus pour travailler directement sur la structure du
graphe, tandis que LE se concentre sur l’exploitation
de l’information spectrale. FG est l’algorithme glouton
mentionné dans la Section 5.2.

Nous avons appliqué ces algorithmes sur quatre
ensembles de réseaux de 500 noeuds, générés avec
le banc d’essai de Lancichinetti–Fortunato–Radicchi
(LFR) [LFR08], qui sont largement utilisés dans le do-
maine de la détection de communautés pour ses carac-
téristiques proches de celles des réseaux issus du monde
réel. Chaque ensemble de réseaux correspond à un de-
gré moyen différent k. Les détails sur la génération des
graphes sont donnés Table 6.1. Nous appelons “exp. db
des degrés" l’exposant de la loi de puissance utilisée
pour générer la distribution des degrés, et “exp. db des
tailles de communautés" l’exposant de la loi de puis-
sance utilisée pour générer la distribution des tailles



Table 6.1 – Paramètres pour générer les réseaux.

Paramètre Valeur

nombre de noeuds 500

degré moyen k {10,20,40,75}

degré maximum 2× k

exp. db des degrés -2
exp. db des tailles de communautés -1

des communautés.

Nous testons le comportement des algorithmes en
utilisant le paramètre de mélange qui quantifie la force
d’une structure en communautés. A l’origine, ce pa-
ramètre mesure la force d’appartenance d’un noeud à
une communauté via le ratio entre ses liens à l’extérieur
de la communauté et son degré. Plus ce paramètre est
grand pour chaque noeud, plus la structure est faible.
Le paramètre de mélange du réseau µ est la moyenne
des paramètres de mélanges nodaux.

Nous mesurons la précision de la structure trouvée
par les algorithmes en utilisant l’information mutuelle
normalisée (NMI). Cette mesure vient de la théorie de
l’information (voir par exemple [FJ03]). Elle mesure
l’écart entre deux partitions candidates qui n’ont pas
nécessairement le même nombre de classes. La NMI
est très utilisée en détection de communautés [YAT16].
Elle est à valeurs dans [0, 1], valant 1 si les deux parti-
tions sont identiques.

Les résultats sont donnés Figure 6.1. Chaque schéma
correspond à la valeur de k précisée au-dessus. Pour
générer ces courbes, nous avons généré 50 réseaux
pour chaque valeur de µ puis calculé la NMI moyenne.
Un point d’une courbe correspond donc à un couple
(µ,NMI moyenne). Nous pouvons diviser les algo-
rithmes existants en deux groupes : ML et WT, dont la
NMI est proche de 1 même pour de grandes valeurs de
µ, et FG et LE dont la NMI décroît rapidement. Notre
algorithme est entre ces deux groupes.

Nous notons que les comportements de ces deux
groupes se rapprochent quand k augmente. Ceci peut
être expliqué par les contraintes imposées lors de la
génération des réseaux qui vont fournir des commu-
nautés plus grosses quand k est grand, comme montré
Figure 6.2. Ici, les matrices d’adjacence de deux ré-
seaux de nos jeux de données sont affichées. Dans ces
réseaux, µ = 0.3. Dans le réseau de gauche, k = 10
avec 40 communautés ; dans celui de droite k = 75
avec 5 communautés. Les grosses communautés sont
généralement mieux détectées par les algorithmes. Ce-

Figure 6.1 – Courbes de NMI pour FG, LE, ML, WT,
US.

pendant, ce facteur n’est pas le seul déterminant pour
notre algorithme car sa courbe de NMI est plus sensible
à l’accroissement de k que FG et LE.

Figure 6.2 – Matrices d’adjacence de réseaux.

Nous avons souhaité savoir si ce comportement pou-
vait être lié au fait que les vecteurs propres dominants
de réseaux très creux véhiculent parfois d’autres in-
formations que la structure en communautés [FH16].
Nous avons donc comparé notre algorithme initial
(USd) à notre algorithme appliqué sur le réseau per-
turbé (USw), c’est-à-dire sur A+ ǫeeT avec A la ma-
trice d’adjacence du réseau. Nous avons fixé ǫ à 0.15
comme cela est suggéré pour l’algorithme Pagerank de
Google [BP98]. Ces deux versions sont comparées Fi-
gure 6.3 pour deux valeurs de k différentes. On observe
que les deux versions ont un comportement similaire
quand k = 0.75, tandis que USw (courbe bleue) est
bien plus précis que USd (courbe rose) pour k = 20.

Figure 6.3 – Courbes de NMI pour USd et USw.

Pour compléter cette étude, nous avons observé le



comportement de WT, ML, USd et USw pour des
valeurs croissantes de k, comme montré Figure 6.4.
ML, WT et USw commencent par accroître leur pré-
cision, semblent atteindre un seuil, puis voient leur
performance décroître à mesure que k augmente. USd
augmente d’abord aussi sa précision, mais ses perfor-
mances ne décroissent pas pour la valeur maximale de
k.

Figure 6.4 – Courbes de NMI de ML, WT, USd, USw
suivant des valeurs de k.

Ainsi, bien que notre algorithme ne soit pas nécessai-
rement meilleur que tous les algorithmes de détection
communautés existant sur des réseaux très creux, il est
capable de mieux détecter les communautés que des
algorithmes conçus à cet effet et largement utilisés. En
outre, il semble être une alternative très encourageante
quand les réseaux deviennent plus denses, puisque ses
performances ne décroissent pas dans ces circonstances.
Nous verrons d’ailleurs Section 6.2 qu’il obtient d’excel-
lents résultats pour détecter les structures par blocs de
matrices d’affinités, qui peuvent être envisagées comme
les matrices d’adjacence de graphes pondérés complets.

Enfin, notre algorithme n’est pas contraint à tra-
vailler avec des matrices symétriques et fournit donc
une méthode polyvalente pour la détection de com-
munautés dans les graphes dirigés, même lorsque ces
graphes présentent des flots déséquilibrés—i.e. un dés-
équilibre entre les arêtes entrantes et sortantes d’une
communauté—, alors que WT et ML—tout deux
contraints de travailler sur A+A

T—renvoient des ré-
sultats erronés dans ce cas. Un exemple est montré Fi-
gure 6.5, où deux communautés sont fortement connec-
tées de façon dissymétrique. Les résultats de ML, WT
et USd sont fournis, les lignes noires représentant les
séparations entre les communautés. Seul notre algo-
rithme renvoie ici un résultat cohérent.

6.2 Jeux de données pour clustering. Afin de
montrer les capacités de notre algorithme sur d’autres
tâches de clustering, nous l’avons testé sur les jeux
de données de la librairie scikit-learn [PVG+11]. Il

Figure 6.5 – Détection de classes dissymétriques.

s’agit pour l’algorithme de détecter des formes cohé-
rentes dans des nuages de 1500 points en 2D à partir
de la matrice d’affinité du nuage. Afin de montrer la
modulabilité de notre méthode, nous avons mis l’ac-
cent sur les différents types de formes à détecter : cer-
tains de ces nuages peuvent être séparés linéairement,
d’autres non et l’un d’eux est fortement anisotrope.
La matrice d’affinité [NJW01] d’un ensemble de points
{xi ∈ R

p, i = 1...n} est la matrice symétrique définie
par

Ai,j =

{

exp(−
‖xi−xj‖

2

2σ2 ), pour i 6= j,

0, sinon.
(6.1)

La précision de notre méthode va fortement dépendre
du choix du paramètre Gaussien σ. Nous le fixons
en suivant l’heuristique de [MNR08] pour prendre en
compte à la fois la densité et les dimensions du nuage.

Puisque la matrice d’affinité est à diagonale nulle,
nous forçons la bi-irréducibilité en fixant les éléments
diagonaux à 10−8. Comme en Section 6.1 nous sup-
primons les entrées dominantes de la matrice en guise
de pré-traitement. Comme post-traitement, chacune de
ces entrées est ensuite ajoutée à son plus proche clus-
ter, c’est-à-dire celui contenant le point qui lui est le
plus proche au sens de la distance Euclidienne.

Nous avons comparé notre méthode avec celles pro-
posées dans la librairie scikit-learn. Les résultats pour
cinq de ces méthodes sont fournies Figure 6.6. Chaque
ligne correspond à un jeu de données spécifique, chaque
colonne à une méthode précisée ci-dessus. Deux points
d’une même couleur ont été assignés au même clus-
ter. La colonne de droite montre les résultats de notre
méthode, que nous avons arrêtée après l’analyse d’un



Figure 6.6 – Comparaison d’algorithmes de clustering.

Table 6.2 – NMI des clusterings Figure 6.6.

M.B. Spect. Agglo. DB Gauss. Our
Kmeans Clust. Clust. SCAN Mixt. method

2.9.e
−4

1 0.993 1 1.3.e
−6

1

0.39 1 1 1 0.401 1

0.813 0.915 0.898 0.664 0.942 0.902

0.608 0.942 0.534 0.955 1 0.996

1 1 1 1 1 1

unique vecteur propre. Etant donnés ces résultats, il
est clair que ce vecteur fournit une information suffi-
sante pour séparer grossièrement les nuages en clusters
cohérents pour tous les jeux de données quelles que
soient leurs formes. La NMI est donnée Table 6.2, en
suivant le même ordre ligne/colonne que la Figure 6.6.
On voit qu’excepté pour deux jeux de données—le qua-
trième où un élément a été mal assigné pendant le post-
traitement, et le troisième pour lequel la NMI est su-
périeure à 0.9— notre méthode a toujours le meilleur
score. Nous remarquons aussi qu’à part DBSCAN (4eme

colonne), toutes ces méthodes nécessitent de connaître
à l’avance le nombre de classes.

7 Conclusions

Nous avons développé un algorithme spectral ca-
pable de partitionner une matrice avec peu de vec-
teurs singuliers, principalement grâce aux propriétés
de l’équilibrage doublement stochastique. Notre mé-
thode fonctionne en outre sans connaissance a priori
du nombre de classes, et ne nécessite pas de "symétri-
ser" la matrice artificiellement.

Nous l’avons ensuite utilisée sur des problèmes stan-
dards d’analyse de données, où nous l’avons confronté

avec des méthodes spécifiquement conçues pour ces
problèmes. Notre algorithme s’est avéré compétitif,
mais il est en plus polyvalent, car conçu pour être
appliqué à des matrices quel que soit ce qu’elles re-
présentent. Pour changer d’application, il suffit donc
d’adapter le pré- et le post-traitement.

Figure 7.1 – Détection de co-clusters.

Le but de nos travaux futurs sera de généraliser notre
méthode pour effectuer des tâches de co-clustering. En
effet, elle est capable de détecter des structures rectan-
gulaires dans les matrices carrées, comme le montre la
Figure 7.1. Ici, deux matrices présentant une structure
à blocs rectangulaires ont été générées avec la fonction
make_biclusters de scikit-learn [PVG+11]. A droite,
nous voyons que notre algorithme est capable de détec-
ter sans erreur ces blocs rectangulaires dans les deux
matrices, tandis que l’algorithme de Dhillon [Dhi01]–à
gauche–échoue à détecter certains des blocs de la ma-
trice du bas.

Ce court exemple fournit des perspectives encoura-
geantes pour le co-clustering. Cependant, les résultats
de la Figure 7.1 ne montrent que la superposition de
partitions indépendantes sur les lignes et les colonnes,
sans exploiter les liens entre ces partitions, alors qu’il
est connu ([DMM03, LN15]) que l’imbrication entre les
clusters lignes et colonnes est un paramètre important
de la qualité d’un co-clustering.

Une étude sur la complexité est en cours, no-
tamment au niveau du passage à l’échelle de l’algo-
rithme. En attendant, une implémentation simple de
l’algorithme en Matlab peut être téléchargée sur :
http ://cloud.irit.fr/index.php/s/2S6hZzO16R4JPJI.
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