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Résumé

Ce document résume les travaux de recherche de ma these d’informatique intitulée “Vérifi-
cation formelle de programmes de génération de données structurées”, dirigée depuis septembre
2012 par O. Kouchnarenko, professeur et co-encadrée par A. Giorgetti, maitre de conférences.

Les méthodes du génie logiciel, telles que la spécification formelle et la preuve déductive, rendent
la conception de programmes plus rationnelle, augmentent leur qualité et accroissent la confiance
du développeur dans la correction de sa production. En raison de leur fort cofit, ces méthodes n’ont
longtemps été appliquées que dans des domaines a fort enjeu de siireté ou de sécurité. De nombreux
progres récents rendent ces pratiques vertueuses accessibles a d’autres domaines du développement
logiciel.

Par différentes études de cas, ce travail de these évalue la faisabilité de démonstrations automa-
tiques de programmes manipulant des tableaux d’entiers. Le cadre d’investigation choisi est le do-
maine de la combinatoire énumérative car il fournit de nombreux algorithmes dont la difficulté et la
structure sont bien adaptées aux capacités des prouveurs actuels. Dans la combinatoire, les efforts de
formalisation et de démonstration se sont concentrés sur certains objets, appelés cartes.

La combinatoire est la partic des mathématiques discrétes qui étudie des ensembles finis ou dé-
nombrables d’objets appelés structures combinatoires. Les permutations de n objets distinguables
et les permutations particulieres, telles que les involutions, sont des exemples de structures combi-
natoires. La combinatoire énumérative propose des algorithmes pour générer ces structures et pour
compter le nombre de structures composées d’un nombre donné d’éléments. Le lecteur désirant da-
vantage de précisions peut par exemple se référer a [Sta97].

Les cartes sont des objets mathématiques qui apparaissent naturellement dans 1’ étude de nombreux
problemes, de nature mathématique ou physique. Une carte (combinatoire) étiquetée est un triplet
(D, R, L) ou D est un ensemble fini a 2n éléments (pour un entier naturel n > 0), appelés étiquettes
ou brins, R est une permutation sur D et L est une involution sans point fixe sur D, telles que le groupe
(R, L) engendré par R et L agit transitivement sur D [LZ04]. L’action transitive des permutations R
et L correspond au fait que deux brins quelconques d’une carte peuvent €tre envoyés 1’un sur 1’autre
par un nombre fini d’applications de R et L. Les combinatoriciens s’intéressent plus particulieérement
aux cartes enracinées. Combinatorialement, une carte enracinée est une classe d’équivalence de cartes
étiquetées isomorphes par les isomorphismes renommant leurs brins mais préservant ’un d’entre eux,
appelé racine.
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Dans cette these, la spécification formelle, la validation par test et la vérification déductive sont
appliquées a des implémentations d’algorithmes connus de combinatoire, mais également a des implé-
mentations de nouveaux algorithmes. L’ accent est mis sur les algorithmes qui facilitent la génération
ou le dénombrement des cartes.

Les travaux de vérification déductive concernant le domaine des cartes combinatoires sont peu
nombreux. Dans [DMO07], C. Dubois et J.-M. Mota proposent une formalisation des cartes générales
utilisant le formalisme B, tré¢s proche de leur définition mathématique a base de permutations et d’in-
volutions. J.-F. Dufourd et F. Puitg ont proposé¢ une spécification en ML des cartes combinatoires
pointées [DPOO0]. En utilisant des hypercartes combinatoires, J.-F. Dufourd a établi en Coq [Coq] une
preuve formelle du théoreme de Jordan [Duf09]. On trouve également une formalisation avancée des
hypercartes combinatoires dans le vaste projet aboutissant a la preuve formelle du théoreme des quatre
couleurs en Coq [Gon05].

L’ objectif d’effectuer des preuves formelles automatiques sur des objets complexes comme les
cartes enracinées est assez ambitieux. Une approche par étapes a donc été adoptée, d’une part pour en
évaluer sa faisabilité, et d’autre part pour identifier les limites des outils de vérification automatique
utilisés. Les algorithmes de génération présentés sont programmés en C et spécifiés en ANSI C Speci-
fication Language (ACSL) [BCFT13]. ACSL est un langage dédié 4 1’analyse statique de programmes
C qui permet de spécifier formellement des contrats qui doivent Etre vérifiés par le programme. L’ outil
principal utilisé est la plateforme d’analyse de programmes C Frama-C [KKP™15] développée par le
CEA LIST et INRIA Saclay, qui utilise le langage de spécification ACSL. Pour la vérification dé-
ductive, Frama-C utilise le greffon WP, qui implante le calcul de plus faible précondition pour des
programmes C annotés en ACSL, et les solveurs SMT Alt-Ergo [Alt], CVC3 [BT07] et CVC4 [CVC].
Ces solveurs sont utilisés par WP pour déterminer si une formule du premier ordre est satisfaisable.

Les cartes combinatoires étant définies a partir de permutations, il paraissait intéressant de consi-
dérer la génération des permutations et de diverses structures combinatoires proches, encodables en C
par un tableau d’entiers dit structuré, car satisfaisant une contrainte structurelle exprimée en logique
du premier ordre. Avec A. Giorgetti et G. Petiot, nous avons porté notre attention sur les algorithmes
d’énumération combinatoire qui génerent séquentiellement toutes les tableaux structurés de méme
longueur, selon un ordre total prédéfini. Un tel algorithme est nommé générateur séquentiel lorsqu’il
est composé de deux fonctions : la premiere fonction construit la plus petite structure de longueur don-
née selon ’ordre prédéfini, et la seconde fonction modifie une structure quelconque pour construire
la structure suivante de méme longueur selon cet ordre. Nous présentons une approche uniforme
pour la mise en ceuvre rationnelle de ces générateurs séquentiels de tableaux structurés, implantés par
des fonctions C. Nous considérons trois propriétés comportementales pour ces fonctions de généra-
tion. La propriété de correction affirme que les deux fonctions générent des tableaux satisfaisant leur
contrainte structurelle. La propriété de progression affirme que la deuxicme fonction génére un ta-
bleau supérieur a son tableau d’entrée selon I’ordre prédéfini. Cette propriété implique la terminaison
des appels répétés a la seconde fonction. La propriété d’ exhaustivité affirme que le générateur n’omet
aucune solution. Les propriétés de correction et de progression sont vérifi€es statiquement. Dans ce
but, nous spécifions formellement le comportement des fonctions de génération de tableaux. Nous les
annotons ensuite avec des invariants et variants de boucle de maniere a ce que leurs contrats formels
soient automatiquement prouvés. La propriété d’exhaustivité se traduit par le fait qu’il n’existe pas
de tableau structuré entre deux tableaux structurés successifs générés. Nous n’avons pas identifi¢ de
fragment décidable de la théorie des tableaux incluant la condition de vérification de cette propriété,
qui comporte une quantification (existentielle) sur un tableau. De fait, elle n’est pas déchargée par
les prouveurs automatiques actuels. En conséquence, nous validons la propriété d’exhaustivité par
comptage grace a une génération exhaustive bornée des structures. Cette approche a débouché sur
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la conception de patrons généraux d’aide a 1’écriture de ces programmes spécifiés, de générateurs
séquentiels génériques de tableaux structurés, et d’une bibliotheque de générateurs séquentiels vé-
rifiés !. Ce travail a fait 1’objet de deux publications, correspondant 2 deux stades successifs de son
avancement [GGP15a, GGP15b].

Il résulte de cette approche un certain nombre de constats. Afin de faciliter la démonstration auto-
matique de la correction de ces fonctions C, ces dernieres doivent utiliser un petit fragment du langage
C, et leurs spécifications doivent pouvoir &tre exprimées en logique du premier ordre. Plus précisé-
ment, il convient de considérer au sein de ces fonctions des tableaux d’entiers alloués préalablement
(pas de pointeur ni d’allocation dynamique), et uniquement des expressions d’arithmétique linéaire
sur les entiers. Ensuite, les difficultés dans I’ établissement des preuves sont liées a la correction et a la
précision des invariants de boucles, qui ne doivent étre ni trop faibles (ils ne permettent pas de prouver
les postconditions attendues), ni trop forts (les prouveurs peinent alors a prouver leur préservation).
De manicre générale, lorsque la preuve de la correction d’une fonction présente une difficulté, ajouter
des assertions ou décomposer cette fonction en sous-fonctions munies de contrats contenant des post-
conditions intermédiaires menant progressivement a 1’établissement des postconditions finales aide
grandement les prouveurs dans leur tiche.

Les cartes étiquetées étant des couples de permutations agissant transitivement sur un ensemble
fini D, nous avons complété cette bibliothéque avec de nouveaux générateurs génériques de couples
de structures transitives, puis nous les avons instanciés pour obtenir divers générateurs séquentiels de
familles de cartes étiquetées. Cela permet de visualiser ces objets et de valider des conjectures sur ces
cartes, par test exhaustif borné.

En complément de cette étude des cartes étiquetées, les cartes enracinées (non étiquetées) ont
été considérées a travers I’une de leurs premieres représentations par des mots. Avec J.-L. Baril, A.
Giorgetti et A. Petrossian, nous nous sommes intéressés plus particulierement aux cartes planaires,
qui sont des cartes qu’on peut représenter par un graphe dessiné sur une sphere. Une carte planaire
enracinée (non étiquetée) a 2n brins peut etre représentée par un mot a 2n lettres issues d’un alphabet
a 4 lettres. Pour tout mot 7 sur cet alphabet, appelé motif, nous définissons sur ces mots la relation
d’équivalence suivante : deux mots de méme longueur sont dits w-équivalents si et seulement s’ils
contiennent le motif 7 aux mémes positions. Pour quasiment tous les motifs de longueur au plus deux,
nous avons déterminé dans [BGGP16] la fonction génératrice du nombre de classes de m-équivalence.
La bijection entre mots et cartes planaires enracinées donne ainsi des résultats d’énumération pour
les classes d’équivalence de cartes planaires enracinées. En suivant la méthodologie présentée dans
[GGP15a, GGP15b], nous avons mis au point un générateur séquentiel de ces mots. Ce générateur
a été utilisé pour compter le nombre de classes de m-équivalence des mots de petite longueur. Cette
expérimentation a grandement facilité 1’établissement des résultats de [BGGP16].

Avec A. Giorgetti et C. Dubois, nous nous sommes également intéressés a d’autres modes de gé-
nération, notamment des générations arborescentes, basées sur des constructions inductives de cartes
combinatoires enracinées. Dans ce cadre, le choix d’une représentation formelle des cartes est primor-
dial. En effet, selon ce choix, 'implémentation et la vérification des constructions inductives seront
plus ou moins aisées et efficaces. Nous proposons a cet effet la notion de carte locale, codée par une
seule permutation, ainsi que deux opérations sur les permutations adaptées au mode de construction
inductive adopté. Nous avons formalisé cette notion, ces opérations et leur correction en Coq. Cette
correction est validée par test exhaustif borné et aléatoire, avant d’€tre prouvée interactivement en
Coq [DGG16].

1. Archive enum.*.tar.gz téléchargeable depuis la page http://members.femto-st.fr/
richard-genestier/en.
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Les deux opérations sur les permutations consistent a insérer un élément dans une permutation et
a fusionner deux permutations. Nous les avons implémentées en C, nous avons spécifié¢ leur correction
en ACSL et avons prouvé cette correction automatiquement [GG16] avec Frama-C et son greffon WP.

Remerciements. L’ auteur remercie O. Kouchnarenko, A. Giorgetti et les relecteurs pour leurs sug-
gestions.
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