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Vers une approche unifiée pour la modélisation des
onduleurs et l’expression des schémas de MLI

Paul-Etienne VIDAL, Simon CAILHOL, Frédéric ROTELLA
Laboratoire Genie de Production (LGP), Université Fédérale de Toulouse, INPT/ENIT

RESUME – Cette étude présente une approche pour exprimer
un modèle unifié des onduleurs à Modulation de Largeur d’Im-
pulsion. Ce modèle est applicable aux schémas de modulation
de type MLI numérique ou MLI intersective. L’étude démontre
sa généricité par son application aux onduleurs triphasés et
multiniveaux. L’utilisation des outils de calcul matriciel permet
la résolution de l’expression obtenue. Ainsi, le lien entre modèle
d’onduleur et schéma de modulation est établi formellement et
met en lumière l’ensemble des solutions et la manière de l’explorer.

Mots-clés – Modélisation, PWM, Onduleurs de tensions, calcul
matriciel.

1. INTRODUCTION

Cette étude porte sur le développement de modèles permet-
tant de décrire le comportement des onduleurs de tension à mo-
dulation de largeur d’impulsion. Pour de nombreuses applica-
tions, telles que la connexion au réseau de sources d’énergie
renouvelables ou l’entraînement variable dans les systèmes de
transport, l’utilisation d’onduleurs multiniveaux présente plu-
sieurs intérêts, [1]. De nombreuses études, qui démontrent leur
capacité à répondre aux exigences applicatives, peuvent être
trouvées, par exemple [2]. D’autres études tentent de déterminer
le meilleur schéma de modulation à appliquer pour une topolo-
gie donnée [3]. Néanmoins, à notre connaissance il n’existe au-
cune façon générique de modéliser toutes les architectures d’on-
duleurs de tension. Par ailleurs, la relation entre modèle d’ondu-
leur et schéma de modulation à appliquer n’est jamais présentée
sous une forme mathématique qui établisse un lien formel entre
elles.

Le but de cette étude est d’établir un modèle générique des
onduleurs de tension, à N niveaux, qui puisse être utilisé pour
générer une stratégie MLI. Le modèle défini doit :

— être adapté à la MLI intersective ;
— être adapté aux principes des MLI numériques ;
— mettre en évidence un schéma de modulation générique ;
— permettre de définir des solutions de modulation admis-

sibles.
La première partie de l’article est consacrée à la description

d’un modèle générique pour des structures d’onduleurs de ten-
sion. A partir de l’expression du modèle moyen appliqué à une
structure élémentaire de commutation, le modèle mathématique
est rendu générique pour plusieurs cellules de commutation, as-
sociées au sein d’un même bras. Enfin, le modèle défini est
étendu aux onduleurs de tension triphasés, et donc applicable
aux structures multiniveaux, pour un nombre N de niveaux a
priori non défini. La deuxième partie détaille comment la résolu-
tion du système linéaire précédemment établi, permet d’obtenir
les schémas de modulation à appliquer. Ainsi, la détermination
des stratégies de contrôle à l’aide d’une méthode mathématique
générique est définie.

2. EXPRESSION D’UN MODÈLE UNIQUE

Afin d’établir le modèle unifié, partons de la constitution élé-
mentaire d’un onduleur, la cellule élémentaire de commutation.
L’adaptation du modèle proposé à une cellule sera ensuite géné-
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Fig. 1. Cellule élémentaire de commutation considérée.
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Fig. 2. Exemple de séquence de commutation.

ralisé à un bras d’un onduleur multiniveau, puis à un onduleur
triphasé.

2.1. Modèle d’une cellule élémentaire de commutation

Comme illustré figure 1, la cellule de commutation consi-
dérée est constituée, pour un bras noté i, de 2 interrupteurs
complémentaires Kj K

′
j , reliant une source de tension conti-

nue VDC = E, à une charge se comportant comme une source
de courant. Comme illustré sur la figure 2, la tension de bras
vio peut être obtenue selon la séquence de commutation choisie.
Le signal de contrôle associé à l’interrupteur Kj est cj , tel que
cj ∈ {0, 1}. La convention retenue est queKj est fermé lorsque
cj = 1. Dans le cas des MLI intersectives, cj est généré par la
comparaison d’une modulante, portant une information liée au
rapport cyclique d’un bras αi, à une porteuse h(t), généralement
triangle.

2.1.1. Modèle moyen élémentaire

Ainsi, αi est le rapport cyclique du bras i associé à la tension
de bras. La valeur moyenne sur une période de commutation,



< vio >Ts, est notée Vio, et est :

< vio(t) >Ts
= Vio =

1

Ts

∫ t+Ts

t

vio(t)dt

= Eαi ,
(1)

avec
αi =

ti
Ts
. (2)

ti est le temps de fermeture de l’interrupteur Kj . Pour cette
structure élémentaire, αi est directement relié à la valeur
moyenne désirée Vioref telle que

αi =
Vioref
E

. (3)

2.2. Modèle générique aux bras de structures multiniveaux

Pour être générique, une matrice de structure S est défi-
nie. Cette matrice traduit le fait que chaque cellule élémen-
taire de commutation qui compose le bras d’onduleur i, par-
ticipe à la tension de bras par l’intermédiaire de son propre
rapport cyclique αij . L’ensemble des rapports cycliques est
alors inclus dans un vecteur colonne associé au bras i, αi =

[αi1 . . . αij . . . αi(N−1)]
T . La tension de bras est ensuite définie

par
Vio = E S αi. (4)

S est donc une matrice, qui d’une part, traduit le mode d’asso-
ciation des cellules entre elles, et d’autre part pondère la tension
maximale d’entrée.

2.3. Modèle étendu à l’onduleur triphasé

Dans une structure triphasée d’onduleur, le motif décrit par un
bras est reproduit trois fois tel que i ∈ {a, b, c}. En regroupant
les vecteurs tension de bras au sein d’un seul vecteur colonne
Vlo tel que Vlo = [Vao Vbo Vco]T , alors

Vlo = E (I3 ⊗ S)

[
αa
αb
αc

]
= E (I3 ⊗ S)α. (5)

Où α est un vecteur colonne qui rassemble tous les rapports cy-
cliques de chaque bras. Effectivement, chaque tension de bras
est établie par (4). Le produit de Kronecker, ⊗ [6], permet de
dupliquer la matrice S à chaque bras, par l’intermédiaire de I3.
Dans le cas d’une charge triphasée équilibrée, en définissant M
telle que,

M =
1

3

[
2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

]
, (6)

alors le vecteur tension de ligne Vln peut être exprimé par

Vln = MVlo

= EM (I3 ⊗ S)α .
(7)

2.4. Modèle appliqué à un onduleur à 2 niveaux

Lorsqu’une structure d’onduleur de tension à 2 niveaux est
utilisée, Fig. 3, la cellule de commutation est constituée de deux
interrupteurs au fonctionnement complémentaire. Il n’y a qu’un
cellule de commutation par bras, S est donc tel que S = 1.
Trois rapports cycliques sont à fournir pour piloter la structure,
un par bras : α = [αa αb αc]

T . Ainsi les relations usuelles sont
retrouvées pour la tension simple aux bornes de la charge, car
(I3 ⊗ S) = I3 :

Vln = MVlo
= EMα .

(8)
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Fig. 3. Onduleur triphasé à 2 niveaux.

2.5. Modèle appliqué aux onduleurs multiniveaux

Le modèle défini dans le cas d’une cellule de commutation
élémentaire sera étendu aux trois structures principales d’ondu-
leurs multiniveaux :

— un onduleur à pont en H, noté H-bridge ;
— un onduleur à point neutre clampé noté NPC;
— un onduleur à condensateur volant, noté FC.

Le nombre de niveaux N ne sera pas fixé, par conséquent, l’ap-
proche de modélisation sera générique. Pour les onduleurs mul-
tiniveaux, le modèle moyen établi précédemment sera étendu.
Le modèle pour un bras est développé en définissant la matrice
S correspondante. Le modèle de l’onduleur triphasé sera obtenu
en utilisant les relations (5) et (7). Rappelons que pour des ar-
chitectures multiniveaux,

N > 2. (9)

2.5.1. Modèle appliqué à un onduleur H-bridge

2E

N − 1

2E

N − 1

Ki,1

K
′

i,1

Ki,2

K
′

i,2

K
i,

(N−2)
2

K
′

i,
(N−2)

2

K
i,

(N−1)
2

K
′

i,
(N−1)

2

•i
Ii

• •

×NStuctures intermediaires
vin

Fig. 4. Bras isolé d’un onduleur de type H-bridge.

Un pont en H est une structure de base composée de deux
cellules de commutation élémentaires. Le potentiel des points
médians des deux cellules peut prendre deux valeurs chacune,
conduisant à trois niveaux pour la tension entre ces points. Cette



tension est réglée en modulant le cycle de service de chaque cel-
lule. Pour produire des onduleurs à N niveaux, plusieurs ponts
en H peuvent être reliés les uns aux autres, pour N > 3. Tous
les ponts en H sont connectés en série par les points intermé-
diaires de leurs cellules de commutation, qui seront indexées k.
La charge est connectée entre le point médian restant du haut et
du bas de la chaîne du pont en H, comme représenté dans 4. Les
onduleurs impliquant une telle topologie ont un nombre impair
de niveau N . Ainsi, la tension de bras Vio est obtenue telle que

Vio=
∑N−1

2

k=1

2E

N − 1
(αi,2k−1 − αi,2k)

=
∑N−1

2

k=1

2E

N − 1
[1 −1]

[
αi,2k−1
αi,2k

]
.

(10)

En agrégeant tous les rapports cycliques αi,j d’un bras i dans un
vecteur colonne αi = [αi,1 . . . αi,j . . . αi,N−1]

T permet
d’écrire la tension de bras sous une forme simplifiée :

Vio =
2E

N − 1
[1 −1 . . . 1 −1]︸ ︷︷ ︸

N−1

αi. (11)

Définir le vecteur structure SH tel que

SH = [1 −1 . . . 1 −1] (12)

simplifie encore cette expression en

Vio =
2E

N − 1
SHαi. (13)

L’utilisation du produit de Kronecker permet de décrire le fonc-

tionnement d’un onduleur triphasé à
N − 1

2
cellules de commu-

tations imbriquées :

Vlo =
2E

N − 1
(I3 ⊗ SH)α (14)

ou α regroupe tous les αi. Puis les tensions de ligne sont obte-
nues par (7) :

Vln = MVlo =
2E

N − 1
M(I3 ⊗ SH)α. (15)

2.5.2. Modèle appliqué à un onduleur NPC

Un bras d’un onduleur de type NPC est composée de N − 1
cellules de commutation imbriquées comme illustré dans la fi-
gure 5. Chaque cellule commute une source de tension E

N−1 . Le
réseau de diodes relaie les potentiels intermédiaires pour per-
mettre leur multiplexage et obtenir ainsi les différents niveaux
de tension. La particularité d’une telle topologie est que ci,j = 1
et ci,j+1 = 0 n’est pas souhaitable car dans un tel cas, la ten-
sion de ligne de la branche i dépend du signe de son courant.
Dès lors que nous ne considérons pas le courant pour le contrôle
de l’onduleur, ces configurations sont appelées configurations
indéterminées et évitées. Notons αi,j le rapport cyclique de la
j ème cellule de commutation du bras i. Nous définissons que
tout ordre de commande ci,j d’un bras i est généré en compa-
rant une porteuse unique à tous les rapports cycliques αi,j . Les
configurations indéterminées sont évitées en assurant la condi-
tion suivante

αi,j ≤ αi,j+1. (16)

La tension du bras i est alors,

Vio =

N−1∑
j=1

VK′i,j
=

N−1∑
j=1

E

N − 1
αi,j . (17)
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Fig. 5. Bras isolé d’un onduleur multiniveaux triphasé de type NPC.

Le vecteur rapport cyclique par bras, αi, est défini :

αi = [αi,1 . . . αi,j . . . αi,N−1]
T
. (18)

En définissant un vecteur structure de dimension (1× (N − 1))
tel que

SNPC = [1 . . . 1] (19)

alors,

Vio =
E

N − 1
SNPCαi (20)

Puis pour un onduleur triphasé les tensions de bras s’expriment
par,

Vlo =
E

N − 1
(I3 ⊗ SNPC)α (21)

ou α regroupe les rapports cycliques αi des trois bras dans un
seul vecteur colonne. Finalement, les tensions de lignes sont

Vln = MVlo =
E

N − 1
M(I3 ⊗ SNPC)α. (22)

2.5.3. Modèle appliqué à un onduleur FC
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Fig. 6. Bras isolé d’un onduleur multiniveaux de type FC.



Un onduleur de type FC à N niveaux est composé N − 1 cel-
lules de commutation élémentaires imbriquées, avec un conden-
sateur par niveau comme illustré figure 6. Chaque condensateur
doit maintenir un ratio de la source de tension E. Pour un bras
d’onduleur à N niveaux, la tension de ligne Vio est

Vio =

N−1∑
j=1

VKi,j
=

N−1∑
j=1

E

N − 1
αi,j . (23)

Où αi,j est le rapport cyclique associé à l’interrupteur Ki,j . Fi-
nalement, un vecteur colonne, αi, contenant tous les rapports
cycliques d’un même bras, est exprimé tel que

αi = [αi,1 . . . αi,j . . . αi,N−1]
T
. (24)

De plus, pour chaque bras i, une matrice de structure SFC de
dimension (1× (N − 1)), est définie

SFC = [1 . . . 1] (25)

et permet de simplifier (23) telle que

Vio =
E

N − 1
SFCαi. (26)

Enfin, une expression équivalente à (5) est obtenue par l’utilisa-
tion du produit de Kronecker.

Vlo =
E

N − 1
(I3 ⊗ SFC)α. (27)

Les tensions de ligne pour ce type d’onduleur sont donc

Vln = MVlo =
E

N − 1
M (I3 ⊗ SFC)α. (28)

2.6. Synthèse d’un modèle unique

Pour les configurations envisagées, pour des onduleurs tri-
phasés connectés à des charges équilibrées, si le nombre de
niveau n’est a priori pas fixé et vaut N , un modèle générique
moyen est établi. k est défini comme un facteur de pondération
de la tension commutée E. Pour chaque configuration d’ondu-
leur une matrice de structure S a pu être définie. Un modèle
moyen unique existe. Il permet d’exprimer une relation linéaire
liant les tensions de lignes en fonction des rapports cycliques α
et de la matrice M tel que :

Vln = kM (I3 ⊗ S)α (29)

3. EXPRESSION GÉNÉRIQUE DES ENSEMBLES DE SO-
LUTIONS

3.1. Constat

M est défini dans le cas de structures triphasées. Si d’autres
structures polyphasées sont envisagées, la démarche reste iden-
tique et une nouvelle matrice devra être déterminée.

Pour les systèmes décrits par cette étude, il existe une infinité
de solution, ceci est du aux matrices M et S comme cela sera
décrit par la suite. Ainsi, obtenir l’expression de α à partir de (7)
n’est pas possible en utilisant l’inverse usuelle.

3.2. Méthode pour l’obtention des solutions

Lorsqu’on est en présence d’une matrice A non singulière,
celle ci a une unique inverse A−1, telle que

AA−1A = A. (30)

Au début du XXth siècle, a été exprimé le besoin d’un inverse
généralisée appliquée au opérateurs différentiels [7]. Ainsi, pour

toute matrice A, une inverse généralisée notée A[1], est définie
et satisfait

AA[1]A = A . (31)
Quelques propriétés des inverses généralisées sont [8] : de ne
pas être uniques ; d’exister pour toute matrice ; d’avoir quelques
propriétés identiques à l’inverse usuelle. Il est évident que
lorsque A est non singulière, A−1 est l’inverse généralisée de
A.

Sur la base des travaux de Moore, [9], [10] et Penrose [11] une
inverse généralisée particulière, la pseudo-inverse, est définie.
Elle est notée A†, satisfait les 4 conditions suivantes :

AA†A = A , (P1)

A†AA† = A† , (P2)

(AA†)∗ = A†A , (P3)

(A†A)∗ = A†A , (P4)

où A∗ est la matrice transposée du conjugué de A. La princi-
pale propriété de A† est qu’elle existe toujours et est unique. De
plus, il existe des algorithmes stables de calcul numérique pour
l’obtenir.

Une application immédiate de l’inverse généralisée est l’ob-
tention les ensembles de solutions des systèmes linéaires [12]

AX = B, (32)

oùA est de dimension (n×m) etB de dimension (n×p). Ainsi,
si le système est compatible, alors l’ensemble des solutions est{

A[1]B + (Im −A[1]A)Y , Y ∈ IRm×p
}
, (33)

oùA[1] est une inverse généralisée deA. Y est choisi pour satis-
faire des contraintes associées aux limites de validité du modèle
(32).

Comme la pseudo-inverse A† est une inverse généralisée par-
ticulière, une solution du système peut être généré par

X = A†B + (Im −A†A)Z , (34)

où Z est une matrice arbitraire de dimension (m× p).
Le théorème de Sylvester statue que le nombre de degré de li-

berté nddl est lié à la taille du noyau de A.Par la suite, Z sera dé-
veloppé et simplifié pour mieux révéler les degrés de liberté qui
permettront l’exploration de l’ensemble des solutions de modu-
lation pour une configuration donnée.

3.3. Application à notre expression générique

Les matrices S sont de dimensions (1× (N − 1)), et le
rang(S) = 1. La matrice M est telle que rang(M) = 2. Le
problème linéaire est compatible car

rang (M (I3 ⊗ S)) = rang ([M (I3 ⊗ S) Vln]) . (35)

Une propriété du produit de Kronecker, [5], nous permet
d’écrire que

M(I3 ⊗ S) = M ⊗ S. (36)
Une autre [6], est que rang (M ⊗ S) = rang (M) ∗ rang (S),
ainsi

rang (M) ∗ rang (S) = 2 ∗ 1 = 2. (37)
Ainsi, il existe une infinité de solutions pour α, car

rang(M (I3 ⊗ S)) < Nombre de lignes de Vln. (38)

Par conséquent, dans notre problème, [M ⊗ S] est singulière.
La pseudo inverse est déterminée par

(M ⊗ S)† = M† ⊗ S† . (39)



De plus, le nombre de degré de liberté est obtenu par l’analyse
du nombre de colonne, nc, deM⊗S et de rang (M ⊗ S). Dans
nos configurations

nddl = nc − rang (M ⊗ S) . (40)

où nc vaut 3(N − 1). Notre expression générique nous donne
accès alors à la valeur du nddl :

nddl = 3(N − 1)− 2 . (41)

Un moyen simple de construire un vecteur, noté λ, ayant nddl
éléments, est la factorisation de rang maximal. Si n est le
nombre de ligne de M ⊗S, cela consiste à considérer deux ma-
trices, F de rang plein en colonne (n× nddl) et G de rang plein
en ligne (nddl × n) telles que

FG = In − (M ⊗ S)†(M ⊗ S) . (42)

Ainsi, si λ = Gz, pour un onduleur à N niveaux dont la struc-
ture est décrite par la matrice S, la solution générique pour les
rapports cycliques est :

α = k−1(M† ⊗ S†)Vref + F λ . (43)

Où λ est un vecteur de dimension (nddl × 1) qui permet d’ex-
plorer l’ensemble des solutions en partant de la solution de base
k−1(M† ⊗ S†)Vref . La matrice F est choisie telle qu’elle per-
mette de mettre en valeur les composantes du vecteur λ.

3.4. Expression des limites de l’ensemble des solutions

Un autre avantage de cette méthode est qu’elle permet de
construire immédiatement la plage de valeurs admissibles pour
les degrés de liberté. Effectivement, l’expression des contraintes
pour chaque rapport cyclique, 0 6 αi,j 6 1, autorise l’expres-
sion des valeurs limites pour λ ou des combinaisons linéaires de
ces composantes,

−k−1(M†⊗S†)Vref 6 Fλ 6 1−k−1(M†⊗S†)Vref . (44)

Selon les configurations d’onduleurs, des contraintes supplé-
mentaires aident à isoler les composantes de λ et ainsi obtenir
des inégalités. Par exemple, le type de contraintes supplémen-
taire peut être l’expression d’une relation entre deux compo-
santes, du type λi,j 6 λi,j+1. Ainsi, il est possible de définir
pour le vecteur λ un encadrement en exprimant les bornes basses
λi,jmin

et hautes λi,jmax
:

λi,jmin 6 λi,j 6 λi,jmax . (45)

Selon la stratégie retenue, une forme ou schéma de modulation
sera appliquée. Ainsi, dans le cas d’onduleurs triphasés, mainte-
nir un composante de λ a une borne tel que,

λi,j = λi,jmax (46)

correspond à appliquer des modulations de types discontinues,
ou un bras est maintenu à l’état fermé. Ainsi, bien que défini
dans le cas d’un fonctionnement linéaire d’un onduleur, selon
les valeurs choisies pour les composantes de λ, un fonctionne-
ment non linéaire de la modulation est obtenu.

4. CONCLUSIONS
Ce papier, présente une méthode de modélisation générique

pour les onduleurs à modulation de largeur d’impulsion. Cette
méthode permet d’établir un modèle générique défini pour un
nombre indéfini de niveaux et pour lequel la structure d’ondu-
leur, multiniveau ou pas, est décrit par une matrice de struc-
ture S. Ce modèle autorise ensuite, par résolution, de géné-
rer l’ensemble des solutions, dont l’expression met évidence la

structure d’onduleur concernée. Un vecteur contenant les de-
grés de liberté qui peuvent être fixés, est également révélé. Les
bornes d’évolution pour ces degrés de liberté, apparaissent sous
la forme de relations de contraintes.

Les perspectives de ce travail concernent, la mise en évidence
des liens entre critères à optimiser et degré de liberté. L’applica-
tion de cette méthode à d’autres structure de conversion néces-
sitant des schémas de modulation est également envisagée.
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