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Résumé :

Au cours de cette conférence invitée, nous discute-
rons de la commande des modeles flous de type Takagi-
Sugeno (T-S). La présentation sera divisée en trois par-
ties. La premiere sera consacrée a la genese de ce type
d’approches (depuis 1’introduction des modeles T-S en
1985, jusqu’a la fin des années 1990). Nous aborderons
ensuite une période que je considere comme étant le
boom des approches T-S (depuis la fin des années 1990,
jusqu’a nos jours) avec la multiplication des travaux
dans ce domaine, notamment la réduction du conserva-
tisme des conditions de synthese. Enfin, la troisieme par-
tie sera consacrée a une problématique qui m’intéresse
particulierement aujourd’hui : la synthése de lois de
commande a base de signaux échantillonnées pour les
systémes non linéaires.

Mots-clés :

Modeles flous de type Takagi-Sugeno, Conditions
de stabilité, Syntheése de lois de commande, Données
échantillonnées.

Abstract:

During this invited talk, we will discuss the control of
Takagi-Sugeno fuzzy models. The presentation will be
divided into three parts. The first part will be focussed on
the genesis of these control approaches (from the intro-
duction of the T-S fuzzy models in 1983, to the end of the
90’s). Then, we will come to a period that I consider to be
the boom of T-S approaches (from the end of the 90’s, un-
til today) with the multiplication of works in this field, in
particular dealing with the reduction of the conservatism
of the design conditions. Finally, the third part will be de-
voted to a problem that particularly interests me today :
the sampled data control of nonlinear systems.

Keywords:

Takagi-Sugeno fuzzy models, Stability conditions,
Controller design, Sampled data control.

1 Introduction

Depuis leur introduction en 1985, les modeles
flous de type Takagi-Sugeno (T-S) [43] ont ren-
contré un tres large succes au sein de la com-
munauté scientifique. En effet, historiquement
décrits par un formalisme a base de regles

floues, ils ont fourni un cadre prolifique pour
I’étude des systemes dynamiques non linéaires,
notamment pour I’analyse de leur stabilité, pour
la synthese de lois de commande (stabilisation),
d’observateurs (estimation), etc.

Avec la tres large étendue de la littérature re-
lative aux modeles T-S, il s’avere aujourd’hui
difficile d’en réaliser une revue exhaustive. De
ce fait, j’ai choisi de diviser cette présentation
en trois parties qui correspondent, selon mon
propre prisme, a trois phases chronologiques de
I’évolution du champ d’étude des modeles T-S
en automatique : La genese (de 1985 a la fin
des années 90), le boom (a partir de la fin des
années 90 et jusqu’a ce jour) avec notamment
de nombreux travaux relatifs a la réduction
du conservatisme des conditions de stabilité
ou de synthese, et enfin une problématique
actuelle qui m’intéresse particulierement : la
synthese de lois de commande a base de signaux
échantillonnées pour les systemes non linéaires.

2 La genese (de 1985 a la fin 90)

Sous sa forme originelle, un modele T-S [43]
est constitué¢ de I'inférence d’un ensemble de
r regles floues réalisant un partitionnement de
I’espace d’état (prémisses) d’un systeéme dyna-
mique non linéaire, et dont les conséquences
(sommets) décrivent une collection de modeles
dynamiques linéaires (dynamiques locales).
Celles-ci sont illustrées par la ™ regle floue
suivante (7 = 1,...,7):



Si 2y (t) est M{ et ... et z,(t) est M,

Alors x(t) = Ax(t) + Byu(t), (1)
y(t) = Ciz(t) + Diu(t),

qui, apres défuzzification barycentrique, per-
mettent ’expression d’un modele T-S sous la
forme compacte (défuzzifiée) donnée par :

r

@(t) =2 hi(2(1))(Aiz(t)+ Biu(t))

y(t) =3 hi((0) (Co(t)+ Dyu(t))

=1

2)

ou z(t) € R" représente le vecteur d’état,
u(t) € R™ le vecteur d’entrées, y(t) € R? le
vecteur de sorties; A, € R™" B, € R"™™,
C; € RP*" et D; € R?*™ sont des matrices
matrices constantes décrivant les dynamiques
locales; h;(z(t)) > 0 sont les fonctions d’ap-
partenances vérifiant les propriétés de sommes
convexes » ., h;j(z(t)) = Llet z(t) € RP le
vecteur de prémisses (dépendant uniquement de
I’état pour la commande).

I en résulte quun modele T-S est une
représentation  polytopique convexe d’un
systtme non linéaire, i.e. une collection de
modeles linéaires pondérés par des fonctions
d’appartenances captant les non-linéarités du
systtme. De ce fait, par le biais des outils
de I’optimisation convexe, il devient possible
d’étendre certains concepts de l’analyse des
systemes linéaires au cas des systemes non
linéaires. C’est ainsi que, sur la base d’une
fonction candidate de Lyapunov quadratique
donnée par :

V(x(t) = x" (t) Px(t) 3)

ou P € R™" est une matrice symétrique
définie positive, les premieres conditions de sta-
bilité en boucle ouverte (i.e. pour u(t) = 0) ont
été proposées par Tanaka et Sugeno (1992) pour
les modeles T-S (2) sous forme d’Inégalités
Linéaires Matricielles (LMI). Celles-ci sont
résumées par le lemme suivant.

Lemme 1. [44] Le modele T-S (2) en boucle
ouverte (u(t) = 0) est globalement asympto-
tiguement stable s’il existe une matrice P =
PT > 0 vérifiant les LMIs suivantes :

ATP+PA; <0, Vie{l,...,r} (&)

Ensuite, dans le but de stabiliser les modeles
T-S (2), le concept de Compensation Parallele
Distribuée (PDC) a été proposé [50]. Celui-ci
consiste a appliquer une loi de commande par-
tageant la méme structure floue que le modele
T-S considéré, donnée par :

u(t)=>_ hi(2(t) Fa(t) (5)

ou F; € R™™ sont les matrices de gains a
synthétiser. Ainsi, par substitution de (5) dans
(2), on obtient I’expression de la dynamique en
boucle fermée :

B(t)= > hi(z(t)h;(2(t)) (Ai+BiF)) a(t)

i=1 j=1

(6)
La synthese de la loi de commande PDC (5), ga-
rantissant la stabilité de la dynamique en boucle
fermée (6), peut dans ce cas étre réalisée a
I’aide des conditions LMIs présentées dans le
lemme suivant. Elles sont obtenues a 1’aide de

la fonction candidate de Lyapunov quadratique
Vi(x(t)) = 2T (t) P~ a(t).

Lemme 2. [50] Le modele T-S (2) est glo-
balement asymptotiquement stabilisé par la loi

de commande (5), s’il existe les matrices N; et
P = PT > 0 telle que :

Ty + Ty <0,Y(,5) € {1,...,r} /i< j (D)

Dans ce cas, les gains de la loi de commande
sont donnés par Fy = N;P~1.

Si les conditions présentées ci-dessus ont
constitué le fondement de la tres grande majo-
rit€ des travaux actuels sur la commande des
modeles T-S, il convient toutefois de préciser



qu’ils n’étaient alors pas unanimement admis
par la communauté automaticienne. En effet, les
détracteurs des modeles T-S voyaient en leur
connotation “floue” un caractere approxima-
tif. Ils arguaient alors que les contrdleurs PDC
ainsi synthétisés ne pouvaient garantir la stabi-
lité¢ en boucle fermée du systeme non linéaire
considéré. Aussi, malgré la démonstration de
la propriété d’approximateurs universels des
modeles T-S [5], il eu fallu attendre la fin
des années 1990 pour lever ce voile avec
I’introduction des approches de décomposition
en Secteurs Non Linéaires [45, 48]. Celles-
ci permettent 1’obtention d’un modele T-S
représentant exactement un modele non linéaire
sur un compact de son espace d’état. Qui
plus est, il est aujourd’hui communément ad-
mit que les modeles T-S équivalent strictement
les modeles quasi-LPV (quasi Linéaire a Pa-
rametres Variants) introduits par Shamma en
1993 [39]. Dans ce contexte et suite a ces tra-
vaux fondateurs, le caractere formel des ap-
proches d’analyse et de synthese a base de
modeles T-S ayant été établi, ils feront, des la
fin des années 90, I’objet de tres nombreux tra-
vaux pour I’extension a de plus larges classes
de systemes non linéaires, ainsi que pour une
grande variété de problémes en automatique.

3 Le boom (a partir de la fin des
années 90)

Comme le montre la Fig. 1, avec I’évolution du
nombre de citations de I’article séminal [43], de
tres nombreuses €tudes se réferent a lui. Ainsi,
depuis la fin des années 1990 et jusqu’'a ce
jour, une grande multitude de travaux ont été
réalisés pour étendre les approches d’analyse et
de synthese a base de modeles T-S présentées a
la section précédente. Parmi ceux-ci, on trouve
pour exemples et de manicre qui ne peut étre
exhaustive :

— La synthese d’observateurs [27]. Celle-ci
se faisant tout d’abord en considérant les
variables de prémisses enticrement mesu-
rables [24,45], puis dans le cas plus réaliste

ou ces dernieres sont non mesurées (voir
par exemple [7,19]).

— Des extensions a la classe des systemes
non linéaires sous la forme de descrip-
teurs [2, 11,47], notamment tres adéquate
pour I’étude des systemes mécaniques a
matrices d’inerties variables [14,40].

— La synthese de lois de commande par
retour de sorties [6, 8, 15, 33, 35, 53],
nécessaire dans la pratique lorsque les va-
riables d’état ne sont pas directement ac-
cessibles pour la partie commande.

— Le diagnostic et la commande tolérante
aux fautes [4,9, 20], essentiels pour la fia-
bilisation des systemes.

— Des extensions a la classe des systemes
non linéaires a commutations [1, 10, 22].

— La commande des systemes non linéaires a
retards [3,13,29,41].

— Etc.

Nombre de citations cumulées / années

22000
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Figure 1 - Evolution annuelle du nombre de
citations cumulées de 1’article séminal de
Takagi et Sugeno [43], selon Google Scholar.

Néanmoins, si les sujets abordées sont
extrémement variés, une grande majorité des
travaux réalisés pour 1’analyse et la synthese a
base de modeles T-S poursuivent un but com-
mun : la réduction du conservatisme [26, 38].
En effet, les conditions LMI d’analyse de
stabilit¢ et de syntheése (voir par exemple
les Lemmes 1 et 2) ne sont que suffisantes,



et donc induisent un certain degré de pessi-
misme vis-a-vis de I’ensemble des solutions
admissibles. Parmi les pistes de réductions du
conservatisme, plusieurs approches ont portées
leurs fruits.

Tout d’abord, 1’obtention des conditions LMI
de stabilité ou de stabilisation sont, la plu-
part du temps, extraites a partir d’inégalités
paramétrées impliquant une structure floue en
double somme du type :

i i hi(z(t))h;(2(t))Ti; <0 (8)

i=1 j=1

Dans contexte, et parmi les nombreuses pro-
positions, le lemme suivant est tres souvent
considéré car il constitue un bon compromis
entre complexité et colit de calcul [38].

Lemme 3. [49] : L’inégalité (8) est satisfaite
si les conditions suivantes sont vérifiées :

2
:Fiﬁrz‘jﬂLFji <0,V(,7)e{1,..., 7‘}2 )

Une autre piste de relaxation des conditions
LMI, qui a elle aussi fait I’objet de nombreuses
études, repose sur le choix des fonctions candi-
dates de Lyapunov. En effet, les fonctions qua-
dratiques (3) impliquent la recherche d’une ma-
trice commune P = PT > 0 a un ensemble
de contraintes LMI, ce qui constitue une impor-
tante source conservatisme. Afin de palier ce
probleme, des fonctions candidates de Lyapu-
nov non-quadratiques ont été introduites sous la
forme [23] :

V(a(t)) = 2" (t) Z hi(z(t)) Fix(t)  (10)

Si celles-ci ne posent pas de probleme dans
le cas des modeles T-S décrits en temps dis-
cret [17], elles comportent néanmoins un in-
convénient lorsque ceux-ci sont décrits en
temps continus. En effet, les conditions de sta-
bilité font, dans ce dernier cas, intervenir les
dérivées des fonctions d’appartenances qu’il

convient de majorer afin d’obtenir des condi-
tions LMI (e.g. |i(2(t))| < ¢;) [46]. Dans ce
contexte, les conditions LMI ne peuvent plus
garantir une stabilité globale. De ce fait, des
conditions locales permettant la synthese de
contrOleurs non-PDC, simultanément a 1’esti-
mation du domaine d’attraction, ont été pro-
posées dans [18].

Par ailleurs, afin de proposer des conditions
non-quadratiques globales, d’autres fonctions
candidates de Lyapunov ont été proposées. No-
tamment les fonctions de Lyapunov sous forme
d’intégrales curvilignes [37] qui conduisent
a des conditions LMI en stabilité, mais qui
présentent 1’inconvénient de ne fournir des
conditions LMI en stabilisation uniquement
pour les modeles T-S d’ordre inférieur ou égal
a 2 [16]. Plus récemment, une autre approche
considérant des fonctions de Lyapunov non-
quadratiques impliquant la valeur moyenne des
fonctions d’appartenances sur une fenétre tem-
porelle glissante a été proposée [34]. Si cette
approche reste malgré tout conservative, elle
présente I’avantage de permettre 1’extension a
I’analyse des systemes non linéaires a commu-
tations [10].

Enfin, une derniere piste importante pour la
réduction du conservatisme des conditions LMI
consiste en I’introduction de matrices de relaxa-
tion (voir par exemple [3, 10, 21, 34]). Celle-ci
peut étre effectuée au travers de 1’application
de transformations matricielles, par exemple les
transformations de Peaucelle [36] ou encore le
Lemme de Finsler [42].

4 Synthese de lois de commande a
base de signaux échantillonnées
pour les systemes T-S

Dans cette partie, j’ai choisi de faire un focus
sur une problématique qui m’intéresse tout par-
ticuliecrement aujourd’hui : la synthese de lois
de commande discrétisées (échantillonnées)
pour la stabilisation des modeles T-S décrits
en temps continus. En effet, si une majo-



rit€ des processus a contrdler sont décrits par
des modeles non linéaires en temps continus
(équations de la physique), leur commande est
quasiment toujours réalisée par des controleurs
digitaux (évoluant en temps discrétisé). C’est
le cas par exemple des systeémes mécatroniques
dont la partie commande est souvent em-
barquées, parfois sur des contrleurs ’low cost”
ne possédant pas une grande puissance de cal-
culs (Arduino, Raspberry pi,...).

Dans la pratique, de tels controleurs sont sou-
vent synthétisés a partir d’une discrétisassions
du modele du processus a piloter, e.g. [8,
9, 11, 17, 28, 30, 41]. Néanmoins, ces ap-
proches nécessitent de faibles fréquences
d’échantillonnage au regard de la dynamique
du systeme continu a stabiliser, ce qui n’est
pas toujours possible avec des contrdleurs
de faible colts. En effet, avec de larges
périodes d’échantillonage, la stabilité en boucle
fermée du systeme continu ne peut €tre ga-
rantie par ces méthodes entre deux instants
d’échantillonnage [25]. Une maniere élégante
de palier ce probleme a été introduite par
Fridman, Seuret et Richard pour les systemes
linéaires [12]. Celle-ci consiste a réécrire la
boucle fermée (systeéme continu + controleur
digital) sous la forme d’un systeme continu a
retard variable sur I’entrée. Afin d’introduire
cette approche, notons que les signaux de com-
mande échantillonnées sont maintenus, pour la
partie continue, par un bloqueur d’ordre zéro
entre deux instants d’échantillonnage ¢, et ¢y 1.
Ainsi, Vt € [ty,tgr1) (K € N), tout signal
échantillonné s peut étre réécrit sous la forme
s(t — 7(t)), ou 7(t) = t — t; est une fonc-
tion continue par morceau (dents de scie) avec
7(t) = 1, Vt # t, . Ce principe, appliqué a
la stabilisation des modeles T-S (2), permet de
proposer une loi de commande PDC a base de
données échantillonnées sous la forme :

ut) = hi=(tn)) Fiz(tr)
:Z hi(z(t — 7(t))) Fiz(t — 7(t))

qui, par substitution dans (2), permet d’expri-
mer la dynamique en boucle fermée par un
modele T-S a retard variable sur I’entrée :

i(t)= Z hi(z(t)) Az (t)

YD halz(O)h(=(t=7() BiFya(t—7(1))

i=1 j=1
(12)

Notons toutefois que la dynamique en boucle
fermée (12) fait maintenant intervenir une struc-
ture en double somme impliquant les fonctions
d’appartenance h;(z(t)) et h;(z(t—7(t))) qui
sont asynchrone. Dans ce cas, il n’est plus
possible d’appliquer directement les approches
de relaxation telles que le Lemme 3, impli-
quant par conséquent un degrés de conserva-
tisme élevé pour les conditions de synthese.
Ainsi, basé sur I’emploi d’une fonction can-
didate de Lyapunov-krasovskii, des conditions
LMI pour la synthese de loi de commande a
base de données échantillonnées pour la stabi-
lisation des modeles T-S ont été proposées dans
[52], avec toutefois un conservatisme élevé.
Afin de réduire ce dernier, des approches ont
également été proposées afin de majorer le
décalage |h;(2(t)) — h;(z(t—7(t))) <6 <1
(voir par exemple [51]). Néanmoins, celles-ci
nécessite la connaissance a priori du parametre
d, ce qui n’est pas aisé dans la pratique.

Afin de contourner ces problémes, nous avons
tres récemment proposé, dans le cadre des tra-
vaux de these d’Adriano N. D. Lopes, une ex-
tension du Lemme 3 pour réduire le conser-
vatisme des conditions de syntheése de lois
de commande des modeles T-S a base de si-
gnaux €chantillonnés [31]. Cette nouvelle ap-
proche faisant intervenir les bornes des dérivées
des fonctions d’appartenance, des résultats plus
complets, prenant également en compte des sa-
turations sur I’entrée et I’estimation du domaine
d’attraction en boucle fermée, sont détaillées
dans [32]. L’efficacité de ces résultats sera
illustrée au cours de la présentation au travers
d’un exemple de simulation sur la stabilisation



a base de données échantillonnées d’un simple
pendule inversé sur un chariot.
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