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Résumé :

Dans cet article, deux nouvelles définitions de mo-
notonie sont introduites pour les entropies d’ensembles
flous intuitionnistes (au sens d’Atanassov) et des entro-
pies d’ensembles flous définis par intervalles. Elles sont
basées sur I’utilisation de la représentation polaire de tels
ensembles qui permet alors de proposer des définitions
plus interprétables et plus proches de la définition de I’en-
tropie classique.

Mots-clés :

Entropie, mesure d’information, ensemble flou intui-
tionniste, ensemble flou défini par intervalles, monotonie

Abstract:

In this paper, two new definitions of monotony are pro-
posed for entropies of Atanassov Intuitionistic fuzzy sets
intuitionists and interval-valued fuzzy sets. These defini-
tions are based on a polar representation of such sets that
enables us to propose more interpretable definitions that
appear to be closer to the definition of the classical en-

tropy.
Keywords:

Entropy, information measure, intuionistic fuzzy sets,
interval-valued fuzzy sets, monotonicity

1 Introduction

Une propriété majeure des mesures d’entro-
pie réside dans leur monotonie vis-a-vis d’un
ordre donné, éventuellement partiel, sur les
ensembles sur lesquels elles s’appliquent [3].
Dans la littérature, il n’existe pas une unique
définition pour cette monotonie qui dépend
principalement du choix de 1’ordre qui est uti-
lisé pour la définir.

Dans le domaine des ensembles flous, et en par-
ticulier des ensembles flous intuitionnistes au
sens d’Atanassov (SFI) [2] et des ensembles
flous définis par intervalles (IVES) [15], plu-

sieurs entropies ont été proposées, souvent a
partir d’une définition spécifique de monotonie
[5, 6, 7]. Ces deux modeles de représentation
étant équivalents [6, 8], les entropies proposées
pour un des modeles sont facilement transpo-
sables a I’autre. De telles entropies sont utiles
pour mesurer I’information apportée par un SFI
ou un IVFS dans des applications d’aide a la
décision [14] ou de construction d’arbres de
décision flous en apprentissage automatique [4]
par exemple.

Dans notre approche, nous proposons d’intro-
duire la représentation polaire pour ces en-
sembles flous bipolaires afin de permettre une
étude plus interprétable des entropies dans ce
cadre [11, 12].

Cet article est composé des sections suivantes.
Dans la Section 2, un rappel sur les ensembles
flous intuitionnistes au sens d’ Atanassov et sur
les ensembles flous définis par intervalles est
présenté ainsi que le lien existant entre ces
deux modeles. Dans la Section 3, nous intro-
duisons la représentation polaire de tels en-
sembles et nous mettons en évidence le role
des deux composantes de cette représentation,
le module et I’argument, pour de tels ensembles
flous. Dans la Section 4, apres un rappel des
définitions de monotonie fréquemment utilisées
ainsi que des trois principales mesures d’en-
tropie d’ensembles flous intuitionnistes, nous
proposons deux nouvelles définitions de mono-
tonie pour de telles entropies. Ces deux nou-



velles définitions sont alors utilisées pour les
trois entropies présentées. Dans la Section 5,
nous concluons et présentons quelques perspec-
tives de ce travail.

2 Représentations intuitionniste et
par intervalles

Dans ce qui suit, on consideére un univers
discret U = {uy,...,u,} a partir duquel
on souhaite étudier des ensembles d’éléments.
On se focalise dans cette section sur deux
représentations de I'imprécision de I’apparte-
nance d’un élément v a un ensemble A de
U. Les ensembles flous intuitionnistes et les
ensembles flous définis par intervalles sont
deux modeles de représentation qui mettent en
évidence deux facons différentes de représenter
la méme connaissance sur 1’appartenance d’un
élément a A.

Comme cela a déja été montré dans la
littérature, ces deux modeles sont équivalents
mais on peut considérer qu’ils apportent chacun
une maniere différente de voir la définition de
I’ensemble A.

2.1 Ensembles flous intuitionnistes (SFI)

Au sens d’Atanassov, un ensemble flou intui-
tionniste A de U est défini [2] par :

A= {(u, pa(u), va(u)) |u € U}

avec g : U — [0,1] etvy : U — [0,1]
telles que 0 < pa(u) + va(u) < 1, Yu € U.
Ici, pua(u) et v4(u) représentent respectivement
le degré d’appartenance et le degré de non-
appartenance de u a A.

Ainsi, en particulier, I’ensemble U est donc le
SFI tel que py(u) = 1 et vy(u) = 0 pour tout
u € U et I’ensemble vide est, lui, le SFI tel que
po(u) =0etvy(u) =1 pour tout u € U.

La marge d’hésitation existant dans 1’apparte-
nance de u a A, donnée par my(u) = 1 —
(a(u) + va(u)), est appelée index intuition-
niste de u a A. Cet index renseigne sur un

manque de connaissance que 1’on a sur A.
Lorsque cette marge d’hésitation est nulle pour
tous les éléments de A, c’est-a-dire quand
pa(u) + va(u) = 1, Vu € U alors A est un
ensemble flou classique.

Un SFI A tel que pa(u) = va(u) =0,YVu € U
est dit completement intuitionniste [5], cela cor-
respond a un SFI pour lequel aucune informa-
tion sur I’appartenance ou la non-appartenance
des éléments n’est disponible et, donc, la marge
d’hésitation est maximale.

2.2 Ensembles flous définis par intervalles
(IVFS)

Les ensembles flous définis par intervalles
(“interval-valued fuzzy sets’’) ont été introduits
par Lotfi Zadeh en 1975 [15]. Dans ce qui suit,
on utilise les notations classiques utilisées dans
la littérature [7, 8].

Un IVFS A de U est défini par une fonc-
tion F4 de U dans I([0,1]), I’ensemble des
intervalles fermés de [0,1], telle que pour
tout u € U, Fa(u) = [iA(u),fA(u)] avec
[ ) < fa(u). On note alors I'TVFS A =

{(u, [f ,(u), Fa(w)]) |u € U}

Cet intervalle représente un encadrement du
degré d’appartenance de u a A : f (u)
représente la valeur minimale que 1’on peut
donner au degré d’appartenance de u a A, et
fa(u) représente la valeur maximale que 1’on
peut donner a ce degré. Plus cet intervalle est
grand, et moins on a de connaissance ou d’in-
formation fiable sur I’appartenance de u a A.

Dans le cas ou l'on a f, (u) = fa(u) pour tout
u € U alors on se trouve dans le cas ou A est
un ensemble flou classique.

2.3 Liens entre SFI et IVFS

De nombreux auteurs ont montré que le modele
de représentation intuitionniste et celui par in-
tervalles étaient, en fait, équivalent. En effet, il
existe une bijection entre I’ensemble des SFI de
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Figure 1 - Liens entre SFI et IVFS.

U et I’ensemble des IVES de U [1, 5, 7, 8]. En
d’autres termes, on peut construire un SFI a par-
tir d’un IVFES et réciproquement.

Le SFI A = {(u,pa(u),va(u))|u € U} se
représente sous la forme de 'IVFS

{(u; [pa(w), 1 = va(uw)]) [u € U}.

De mérrle, I’IVES A =
{(u,[f ,(u), fa()])|u € U} se représente

sous la forme du SFI

{(u7iA(u)v 1— TA(U)) ‘ u € U}

La Figure 1 montre la représentation en tant
qu’'IVES de A ainsi que équivalent sous la
forme d’un SFI.

3 Représentation polaire

Un SFI A = {(u, pa(u),va(u))|u € U} peut
étre représenté dans un espace cartésien par
I’ensemble des points (p4(u), v4(u)) pour tout
élément u € U, définis dans [0, 1] x [0, 1].

Il est aussi possible de choisir d’utiliser
une représentation polaire pour cet ensemble
de points [11, 12]. Chaque élément u est
alors représenté par (ra(u),f4(u)), c’est-a-
dire par son module r4(u) et son argument
0a(u). Le module est défini par ra(u) =

0.54—

va(upf-----mmmm e ‘
1—fa(u) )

Z
N 04(u)

0 fa(uw) 1
L4

Figure 2 — Représentations de SFI et de IVFS.

Via(u)? + v4(u)?, il correspond 2 la distance

du point a I'origine. L’argument 04 (u), tel

que tanfa(u) = Zﬁ((z)) si pa(u) # 0 ou
04(u) = 7 sinon, est ’angle entre ’axe des

abscisses et la droite passant par les points (0, 0)
et (ua(u),va(u)) (Figure 2).

Dans ce qui suit, pour alléger les notations,
ra(u) et 04 (u) sont notés respectivement r et ¢
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Dans [12], cette représentation polaire des SFI
permet de réaliser une étude des variations des
mesures d’entropie de SFI de facon plus aisée
et plus intuitive, et elle apporte une vue plus in-
terprétable de ces variations.

A partir de ce qui a été dit dans la Section 2.3,
il est facile de voir qu’il est aussi possible
de représenter ainsi un IVFS. U'IVFS A =
{(u, [iA(u),?A(u)]) |u € U} est représenté
dans un repere cartésien par 1’ensemble des
points de coordonnées (f ,(u),1— fa(u)) pour
tout u € U. La transformation en coordonnées
polaires se fait alors de la méme fagon que pour
les SFI (Figure 2).

La représentation polaire des SFI et des IVFS
est un outil intéressant pour les étudier, en ef-
fet, le module et I’argument combinent de facon
conjointe les 2 aspects d’appartenance et de
non-appartenance.



3.1 Roleder

Pour 6 fixé entre O et 5, le module r varie entre

0 et 72 sin(6 + %)’1 qui correspond 2 la dis-
tance entre le point origine (0,0) et le point
d’intersection entre la droite y = = — 1 et la
droite qui fait un angle 6 avec I’axe des abs-
cisses. Quand r vaut 0, on se trouve alors dans
un cadre completement intuitionniste, et quand

2
r vaut —- sin(6 + E)_1

cadre des ensembles flous classiques.

, cela correspond au

Ainsi, pour ¢ fixé, la valeur de r nous renseigne
donc sur la connaissance que I’on a sur I’appar-
tenance de 1’élément u de A : plus r est grand
et moins on manque d’information pour savoir
si u appartient ou non a A.

On retrouve ici un role proche de celui de I’in-
dex intuitionniste w4 (u) = 1—(pa(u)+va(u)).

3.2 Rolede?

Lorsque r est fixé entre 0 et \/75, I’argument ¢

peut varier entre 0 et 7 (remarque : si r est plus

grand que ‘/75, les variations de  sont plus res-

treintes pour conserver la propriété des SFI).

Dans ce cas, en dehors du cas ou A est
completement intuitionniste, on peut relever 3
valeurs remarquables de 6 :

— si # = 0, alors I’élément u correspon-
dant se trouve sur I’axe des abscisses, et
donc la valeur de v4 est nulle, dans ce
cas c’est donc que u appartient au moins
unpeua A;

— sif = g, alors 1’élément u correspon-
dant se trouve sur 1’axe des ordonnées,
et donc la valeur de 4 est nulle, dans
ce cas c’est donc que 1’élément u n’ap-
partient pas a A;

— si ¢ = %, alors I’élément u correspon-
dant se trouve sur la droite y = z, c’est-
a-dire que py = vy, I'information que
I’on possede sur I’élément u ne nous
permet pas de trancher sur son apparte-

nance ou sa non-appartenance a A.
Ainsi, pour r fixé, on peut remarquer que 1’écart
|0 — 7| nous donne une information sur la fagon
dont on peut décider si 1’élément u correspon-
dant appartient ou non a A : plus 0 s’écarte de
7 et plus un des degrés (appartenance ou non-
appartenance) prend le pas sur 1’autre.

4 Entropies et monotonies

Dans ce qui suit, nous présentons les entropies
du point de vue SFI ce qui, comme cela a été€ vu
dans la Section 2.3, est équivalent au point de
vue IVFS.

Une mesure d’entropie de SFI est une mesure £
qui a tout SFI associe une valeur dans [0, 1] (ou
parfois, dans R™). Cette mesure F doit &tre mo-
notone selon un certain ordre < donné. Ainsi,
toutes les entropies satisfont une propriété re-
lative a une certaine forme de monotonie [3].
Dans le cas des entropies de SFI, la définition
de cet ordre differe selon les auteurs.

4.1 Ordres et entropies

Dans la littérature, la relation d’ordre qui est
principalement utilisée pour définir des me-
sures d’entropie de SFI repose souvent sur la
définition de I’ordre partiel moins flou que.

Nous présentons ici deux relations d’ordre uti-
lisées dans les mesures d’entropie définies dans
[5, 10, 13].

M1 E(A) < E(B), si A est moins flou
que B,

c’est-a-dire que pa(u) < pp(u) et va(u) >
vp(u) quand pp(u) < vg(u), Yu € U, ou
pa(u) > pp(u) et va(u) < vp(u) quand
pp(u) > ve(u), Vu € U.

M2) E(A)<E(B)siA<B

c’est-a-dire que pa(u) < pp(u) et
va(u) < vg(u),Vu € U,

Ainsi, chaque définition de la monotonie peut



y=1—x

Yy==x

Zone ou A est

moins flou que B :

E(A) < E(B)

Figure 3 — Exemple pour I’ordre (M1).

étre le support d’une forme particuliere d’entro-
pie £/ [3, 11, 12].

Cependant, I’interprétation de ces relations
d’ordre peut étre assez peu intuitive. On peut
ainsi remarquer 1I’impact de la définition choisie
pour la définition de I’entropie qui est illustré
dans la Figure 3 pour (M1) et la Figure 4 pour
(M2).

Ces deux ordres amenent donc clairement deux
définitions bien distinctes de mesures d’entro-
pie. Par contre, on peut aussi noter qu’il peut
étre alors difficile de donner une interprétation
de la monotonie de I’entropie induite par la re-
lation d’ordre utilisée.

4.2 Deux nouvelles définitions de monoto-
nie

Dans le but de proposer une définition d’entro-
pie qui puisse étre basée sur une relation d’ordre
plus interprétable (dans le sens ou elle est plus
proche de ce que I’on peut attendre d’une telle
mesure), nous introduisons dans cette section
deux nouvelles définitions de monotonie pour
de telles entropies.

Dans ce qui suit, nous considérons A, un SFI
(ouun IVES)de U = {uy, ..., u,}.

Monotonie selon . Comme on I’a vu dans la
Section 3.1, pour un élément u € U, la valeur de

y=1—x

one ol A est
moins flou que B :
E(A) < E(B)

Figure 4 — Exemple pour I’ordre (M2).

r4(u) nous apporte une connaissance sur 1’ap-
partenance ou la non-appartenance de u a A.
Plus r4(u) est grand et plus on posseéde d’infor-
mation sur le fait que v appartient ou non a A.

On peut alors utiliser cela pour définir un ordre
partiel sur des SFI (ou des IVFES) : Soit A et
B deux SFI (ou IVFES) de U, on dit que A est
mieux connu que B quand r4(u) > rg(u) pour
toutu € U.

Ainsi, on peut proposer la monotonie relative a
r pour la mesure £ suivante :

Définition 4.1 (Monotonie relative a 7).
E(A) < E(B) si A est mieux connu que B.
C’est-a-dire : F(A) < E(B) sira(u) > rp(u)
pour tout u € U.

Monotonie selon /. Comme on 1’a vu dans
la Section 3.2, il est d’autant plus facile
de trancher entre 1’appartenance ou la non-
appartenance de u 2 A quand |04 (u) — I| est
grand. Ainsi, la valeur de ]9 a(u) — ﬂ donne
une information sur la possibilité de décider
entre 1’appartenance de v a A ou sa non-
appartenance. La décision porte donc ici sur
le fait de pouvoir déterminer de quel coté de
la frontiere (floue) de I’ensemble se trouve
I’élément considéré.

Ceci nous permet d’introduire un ordre partiel
sur les SFI (ou IVES) : Soit A et B deux SFI (ou



des IVES) de U, on dit que A est plus informa-
tif sur la décision que B quand }QA(u) — %‘ >
|05 (u) — Z| pour tout u € U.

Définition 4.2 (Monotonie relative a 6.).
E(A) < E(B) si A est plus informatif sur la
décision que B. C’est-a-dire : E(A) < E(B)
quand ‘QA(U) -3l = }QB(U) — 2| pour tout
uel.

4.3 Application aux entropies de SFI

Dans [12], trois mesures d’entropie de SFI
ont été étudiées sous leur forme polaire.
Nous présentons dans cette section cette
représentation polaire de ces mesures.

Dans ce qui suit, pour simplifier les notations,
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, 4 (u;), va(u;),
ra(u;) et 04(u;) sont notés p;, v;, ; et 0; res-
pectivement..

La mesure d’entropie d’un SFI A de U intro-
duite par [13] s’écrit en représentation polaire :

V2 &
Ei(A) . 2 r;

szn(% —0;)].

La mesure introduite par [5] s’écrit :

n . -
Ey(A)=n— ﬁ; r;sin(6; + Z)

Et la mesure proposée par [10] s’écrit :

By(4) = =3 (1= rev2|sin(S - 6)

:2n

)

. <2 - riﬂsin(% + 91)> :

i=

Monotonie selon ». On considére U réduit a un
seul élément u, on peut alors vérifier que les
trois mesures F;, Fy et 5 vérifient la mono-
tonie selon r telle qu’elle a été¢ définie dans la
Section 4.2. Cela se vérifie aisément : les trois
mesures sont décroissantes en r pour une valeur
de 0 fixée.

Le fait que ces trois mesures sont monotones
selon r nous renseigne sur le fait qu’elles res-
pectent donc une caractéristique souhaitée pour
les entropies. Une entropie est une mesure d’un
certain désordre, I’amélioration de la connais-
sance sur le phénomene étudié entraine donc
une réduction de la valeur de son entropie. On
retrouve ici, pour ces trois mesures, ce Compor-
tement souhaité.

Monotonie selon 6. Toujours en considérant U
réduit a un seul élément u, on peut remarquer
un comportement différent pour les mesures.

Pour une valeur de r fixée, les deux mesures
E, et Ej3 sont croissantes pour § € [0, 7] et
décroissantes pour ¢ € [7, 7], elles sont donc
monotones selon 6.

Par contre, pour r fixé, la mesure Fs est
décroissante pour 6 € [0, 7] et croissante pour

¢ < [}, 5], elle n’est donc pas monotone se-

lon 6.

La monotonie selon 6 est liée a la fagcon dont
il est possible de décider de quel coté de la
frontiere d’un ensemble se trouve un élément
considéré. Elle est donc utile pour des mesures
d’entropie qui doivent mesurer la facilité avec
laquelle il est possible de prendre une décision
pour un ensemble donné.

5 Conclusion et perspectives

Dans cet article, deux nouvelles définitions de
monotonie pour les mesures d’entropie d’en-
sembles flous intuitionnistes ou d’ensembles
flous définis par intervalles sont introduites.
Elles utilisent la représentation polaire de ces
ensembles afin de mettre en avant une meilleure
interprétabilité pour la définition de ces entro-
pies. Ainsi, on retrouve plus particulierement
des définitions d’entropie pour ce type d’en-
sembles flous plus proches sémantiquement de
la définition de I’entropie classique.

Dans des futurs travaux, ces définitions seront
utilisées pour proposer un cadre plus général de
définition d’entropies de SFI et de IVFS. De



plus, cette étude pourrait aussi étre proposée
pour des entropies définies a partir d’ordres
différents comme, par exemple I’ordre “sharpe-
ned” [9].
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