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Par Pierre Charollois à Paris

Abstract. We extend the construction of Dedekind sums to the case of an arbitrary
totally real number field of class number one. Our method is based on the choice of some
convenient analogue of the logarithm of Dedekind’s h function in this context. We deduce
its modular transformation from a Kronecker limit formula established by Asai. It allows
us to introduce a generalization of Rademacher’s F function. We use this function to define
the corresponding Dedekind sums and derive their main properties. These sums are not
rational numbers but real-analytic functions.

1. Introduction

Le but de cet article est d’étendre la construction des sommes de Dedekind au cas
d’un corps de nombres totalement réel de nombre de classes 1. Notre approche, assez stan-
dard, repose sur le choix d’un analogue convenable du logarithme de la fonction h de De-
dekind dans ce contexte, et sur sa formule de transformation modulaire.

Avant de détailler les résultats que nous avons obtenus, nous commençons par rap-
peler le formalisme introduit par Dedekind (voir [De], [R-G] ou encore [La], chap. 9). La
fonction h de Dedekind est définie sur le demi plan de Poincaré H par le produit

hðzÞ ¼ eipz=12Qy
n¼1

ð1 � e2ipnzÞ:

Sa puissance 24�eeme est la forme modulaire D de poids 12 sur le groupe SL2ðZÞ. Par consé-
quent, la fonction log h possède une formule de transformation modulaire explicite, à un
multiple entier de ip=12 près. Pour donner un énoncé précis, on fixe comme logarithme de
h la branche holomorphe

log hðzÞ :¼ ip

12
z �

Py
m¼1

Py
n¼1

e2ipmnz

m
;

et l’on note log la branche principale du logarithme. Soit A ¼ a b

c d

� �
une matrice de

SL2ðZÞ. La formule



log h
az þ b

cz þ d

� �
¼ log hðzÞ þ

ip

12
FRðAÞ si c ¼ 0;

1

4
log
�
�ðcz þ dÞ2�þ ip

12
FRðAÞ si c3 0

8>><>>:ð1Þ

permet ainsi de définir la fonction

FR : SL2ðZÞ ! Z

dite fonction de Rademacher. Dans [De], Dedekind associe à deux entiers c3 0 et d pre-
miers entre eux le nombre rationnel sðd; cÞ définit à partir de FRðAÞ par la relation

sðd; cÞ :¼ 1

12
�signðcÞFRðAÞ þ a þ d

jcj

� �
:ð2Þ

Il déduit alors de la formule de transformation (1) la loi de réciprocité fondamentale
des sommes de Dedekind

sðd; cÞ þ sðc; dÞ ¼ � 1

4
þ 1

12

d

c
þ c

d
þ 1

cd

� �
si ðc; dÞ ¼ 1; c > 0; d > 0:ð3Þ

Grâce au travail de Riemann, il démontre ensuite l’égalité

sðd; cÞ ¼
Pjcj
k¼1

�
k

c

� ���
kd

c

� ��
; o�uu ððxÞÞ ¼

0 si x A Z;

x � ½x� � 1

2
sinon;

8<:ð4Þ

qui permet d’étendre la définition de la somme de Dedekind sðd; cÞ au cas où c et d ne sont
pas premiers entre eux. Enfin, Dedekind obtient pour tout nombre premier p l’identité

sðdp; cÞ þ
P

r mod p

sðd þ cr; cpÞ ¼ ðp þ 1Þsðd; cÞ;ð5Þ

qui signifie que les sommes de Dedekind sont des fonctions propres pour certains opéra-
teurs de Hecke.

Nous généralisons la construction précédente au cas où c et d sont des entiers d’un
corps de nombres F totalement réel de nombre de classes 1. On note OF l’anneau des entiers
de F , n le degré de F sur Q, et l’on fixe une fois pour toutes les n plongements i1; . . . ; in de F

dans R. Le groupe modulaire de Hilbert SL2ðOF Þ opère alors sur Hn par homographies.

Pour z A Hn et s A C, on désigne par EF ðz; sÞ la série d’Eisenstein non-holomorphe de
poids 0 associée à l’unique pointe de SL2ðOF ÞnHn. La ‘‘formule limite de Kronecker’’ de
EF ðz; sÞ (i.e. son développement en série de Laurent en s ¼ 1) a été étudiée par Asai [As1].
Le terme constant de ce développement laisse apparaı̂tre une fonction hF ðzÞ que Asai con-
sidère à maints égards comme un analogue pour F de logjhðzÞj (théorèmes 2.1 et 2.2).

La fonction hF ðzÞ nous permet de définir sur Hn un analogue h de h. Il y a en fait n

fonctions hj ð1e j e nÞ, chacune privilégiant un plongement di¤érent de F dans R.
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La formule de tranformation modulaire de hj fait intervenir, à part un facteur auto-
morphe, un nombre complexe de module 1. Nous parvenons à extraire de cette constante
multiplicative de module 1 d’abord un analogue Fj de la fonction de Rademacher, puis les
sommes de Dedekind attachées à F (définitions 2.3 et 3.1 respectivement). Elles dépendent
d’un point de Hn�1.

Nous établissons ensuite les principales propriétés des sommes généralisées : réalisa-
tion comme valeur limite de fonctions modulaires (proposition 3.2), loi de réciprocité (thé-
orème 3.4), comportement sous l’action d’opérateurs de Hecke (proposition 4.1).

La loi de réciprocité met en évidence la somme particulière sð0; 1; :Þ. Lorsque F est
quadratique, nous utilisons le travail de Hecke [He] pour l’écrire sous la forme d’une série
remarquable dont le terme général fait intervenir des valeurs spéciales de fonctions L

(proposition 3.6).

Le formalisme de Dedekind a déjà permis d’étendre la construction des sommes de
Dedekind dans le cas d’un groupe fuchsien de première espèce, à l’initiative de Goldstein
[G]. Le cas particulier de GðNÞ est étudié plus en détail dans [Ta], et celui des groupes de
Hecke GðlÞ dans [Br].

Le problème de la généralisation des sommes de Dedekind à un corps de nombres est
un problème ancien ([R-G], chap. 5). Rademacher suggère de s’intéresser à la fonction C
introduite par Hecke dans [He], §5 (voir aussi (27)) comme analogue du logarithme de h.

D’une certaine manière, nous répondons dans cet article au problème posé par Rade-
macher. Nos résultats confirment son intuition, excepté que nous ne considérons pas exacte-
ment la fonction C comme l’analogue approprié, mais plutôt la fonction réelle-analytique
introduite en 2.1. Le lien entre ces deux approches est expliqué dans la proposition 3.6.

Lorsque le corps de base est quadratique imaginaire, Sczech [Sc] a donné une défini-
tion directe des sommes de Dedekind qui repose sur les fonctions elliptiques. Ensuite, Ito
[It] a intégré ces sommes de Dedekind-Sczech dans le formalisme de Dedekind en les faisant
apparaı̂tre dans une formule de transformation modulaire.

On peut noter que nous avons restreint notre attention au cas où F est de nombre de
classes 1 pour alléger les notations. On peut sans aucun doute lever cette restriction. En
e¤et, l’article [J-L] généralise avec succès les résultats de Asai. On en dédiut aisément pour
chaque classe du groupe des classes une fonction modulaire et une formule de transforma-
tion appropriée, et donc une somme de Dedekind. Tous nos résultats s’étendent alors classe
par classe.

Par ailleurs, Gunnells et Sczech ont introduit récemment une généralisation des
sommes de Dedekind à un corps de nombres totalement réel, très di¤érente de celle que
nous proposons (comparer avec [G-S]). Leurs sommes de Dedekind sont des nombres ra-
tionnels, tandis que celles que nous introduisons ici sont des fonctions réelles-analytiques
sur Hn�1 à valeurs réelles. Dans les deux cas, ces nouvelles sommes de Dedekind permet-
tent d’étudier des valeurs spéciales de fonctions L de Hecke (voir également [Ch] et [C-D]
pour des applications à la conjecture de Stark).
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2. La fonction Lj, analogue de log h

Nous commençons par introduire l’analogue pour F de la fonction log h, puis nous
étudions sa formule de transformation modulaire.

2.1. Définition. On désigne par dF le discriminant de F , d ¼ ðdÞ la di¤érente de F=Q,
UF (resp. Uþ

F ) le groupe des unités (resp. unités totalement positives) de F et RF son régu-
lateur. On note ak :¼ ikðaÞ l’image réelle d’un élément a de F par le k-ième plongement, et
xk (resp. yk) la partie réelle (resp. imaginaire) d’un nombre complexe zk de H.

Définition 2.1. Pour tout j A f1; . . . ; ng, on définit la fonction Wj comme la somme
de la série absolument convergente

WjðzÞ :¼
P

a AOF ;
aj=dj>0

s�1ðaÞe
2ip

aj

dj
zj Q

1eken;
k3j

e
2ip
�
ak
dk

xkþ
��ak
dk

��iyk

�
;ð6Þ

où la fonction s�1 : OFnf0g ! Q est définie par

s�1ðaÞ ¼
P

ðlÞ j ðaÞ
jNF=QðlÞj�1;

la sommation portant sur les idéaux entiers ðlÞ qui divisent l’idéal ðaÞ.

On introduit alors la fonction Lj : H
n ! C en posant

LjðzÞ :¼ ipkF

�
zj

Q
1eken;

k3j

yk

�
�

ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1RF

WjðzÞ;

où kF désigne la constante
dFzF ð2Þ

2nRFpnþ1
.

Remarque. Dans la définition de Wj, on impose la condition aj=dj > 0. On a donc
construit n ¼ ½F : Q� fonctions Lj en privilégiant successivement chaque plongement ij de
F . Une conséquence immédiate de ce choix est que Ljðz1; . . . ; znÞ est holomorphe par rap-

port à zj, mais ne l’est pas par rapport à zk pour k 3 j.

En fait, cette fonction apparaı̂t naturellement comme le morceau holomorphe par
rapport à zj de la fonction réelle-analytique �hF ðzÞ=4, où hF est l’application introduite
par Asai dans [As1]. Il démontre que �hF=4 est l’analogue pour F de Reðlog hÞ. Ceci
nous conduit à considérer, comme Hara ([Ha]), que Lj est l’analogue pour F de log h. Rap-
pelons plus précisément les résultats obtenus par Asai. On pose

hF ðzÞ :¼ �4 ReLjðzÞ;ð7Þ

où le membre de droite est indépendant de l’entier j. Nous introduisons également la série
d’Eisenstein non-holomorphe associée à F .
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Définition 2.2. Soit z ¼ ðz1; . . . ; znÞ A Hn. On définit la série d’Eisenstein non-

holomorphe EF ðz; sÞ comme somme de la série absolument convergente pour ReðsÞ > 1

EF ðz; sÞ :¼
P 0

ðm; nÞ AO2
F=UF

Qn
k¼1

ys
k

jmkzk þ nkj2s
:ð8Þ

Le groupe UF opère diagonalement sur O2
F . On note O2

F=UF l’espace quotient. La notationP 0 indique que la sommation porte sur les éléments non nuls.

Les propriétés fondamentales de la série EF ðz; sÞ et la ‘‘formule limite’’ qui la relie à
hF ðzÞ ont déjà été établies dans [As1], §2–3, théorème 3. Ces résultats sont rassemblés dans
le théorème suivant.

Théorème 2.1 (Asai). (i) Définie par une série absolument convergente pour ReðsÞ > 1,
la fonction s 7! EF ðz; sÞ se prolonge en une fonction holomorphe sur tout le plan complexe

sauf en s ¼ 1 où elle a un pôle simple.

(ii) Pour toute matrice A de G, on a EF ðAz; sÞ ¼ EF ðz; sÞ.

(iii) Pour tout z A Hn, elle vérifie l’équation fonctionnelle

GF ð2sÞEF ðz; sÞ ¼ GF ð2 � 2sÞEF ðz; 1 � sÞ;

où GF ðsÞ :¼ d
s

2

Fp
�ns

2G
s

2

� �n

est le facteur Gamma de la fonction zêta de Dedekind du corps F.

(iv) ‘‘Première formule limite de Kronecker généralisée’’. Au voisinage de s ¼ 1, on a le

développement en série de Laurent

EF ðz; sÞ ¼
ð2pÞn

RF

4dF

�
1

s � 1
þ gF � log

�Qn
k¼1

yk

�
þ hF ðzÞ

�
þ Oðs � 1Þ;

où gF est la constante
4
ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2
n

2RF

�
ðs � 1ÞzF ðsÞ

� 0ð1Þ � n log 2.

Nous rappelons aussi les propriétés de la fonction hF données dans [As1], théorèmes 4
et 5.

Théorème 2.2 (Asai). (i) La fonction hF ðzÞ est une fonction réelle-analytique à valeurs

réelles. Elle est pluri-harmonique.

(ii) Pour toute matrice A ¼ a b

c d

� �
A G, on a la relation modulaire

hF ðzÞ ¼ hF ðAzÞ þ
Pn
k¼1

logjckzk þ dkj2:
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(iii) La fonction hF ðzÞ � 4pkF y1 � � � yn est de carré intégrable sur un domaine fonda-

mental pour l’action de SL2ðOF Þ sur Hn. Elle tend vers 0 à la pointe infini.

(iv) On a l’égalité hQðzÞ ¼ �4 Re log hðzÞ.

(v) Les fonctions hF ðzÞ et zF ðsÞzF ðs þ 1Þ sont associées via la transformée de Mellin.

Ces propriétés ainsi que la première formule limite de Kronecker généralisée permet-
tent à T. Asai de considérer que �hF=4 ¼ ReðLjÞ est l’analogue pour F de la fonction
Reðlog hÞ.

Remarque. On peut démontrer que les trois propriétés (i)–(ii)–(iii) caractérisent la
fonction hF (voir [Ch], théorème 3.2.3). La démonstration est proche de celle du théorème
4 de [It].

2.2. L’analogue de la fonction FR de Rademacher. Sous l’action du groupe modu-
laire de Hilbert, la partie réelle de LjðzÞ vérifie une formule donnée par la propriété (ii) du
théorème 2.2. Nous allons en déduire que la partie imaginaire de LjðzÞ vérifie une formule
de transformation où apparaı̂t naturellement une fonction Fj à valeurs réelles.

On se donne une matrice A ¼ a b

c d

� �
de G. On remarque tout d’abord que, si

c ¼ 0, la formule de transformation de LjðzÞ sous l’action de A est complètement explicite.
En e¤et, l’entier a ¼ d�1 est alors une unité de F . La transformation modulaire associée est
donc du type z 7! a2z þ ab. Ces transformations laissent invariante la fonction WjðzÞ défi-
nie par (6). On déduit alors de la définition 2.1 que

LjðAzÞ �LjðzÞ ¼ ipkF

�
ða2

j zj þ ajbjÞ
Q

k3j

a2
k yk � zj

Q
k3j

yk

�
¼ ipkF bjdj

Q
k3j

yk:

Pour obtenir la formule de transformation modulaire de Lj sous l’action d’une ma-
trice A A G quelconque, on considère la fonction hjðzÞ :¼ eLjðzÞ analogue de la fonction h

de Dedekind. Par construction, elle est holomorphe par rapport à zj et elle ne s’annule pas
sur Hn. On sait d’après la propriété (ii) du théorème 2.2 que la fonction jhjj ¼ eReðLjÞ vérifie

jhjðAzÞj4 ¼ jhjðzÞj
4jcjzj þ djj2

Q
1eken;

k3j

jckzk þ dkj2:ð9Þ

Le lemme suivant résulte immédiatement de cette formule.

Lemme 2.3. Soient A ¼ a b

c d

� �
une matrice de G et z ¼ ðz1; . . . ; znÞ un élément de

Hn. Alors le quotient

h4
j ðAzÞ

h4
j ðzÞ

�
�ðcjzj þ djÞ

�2 Q
k3j

jckzk þ dkj2

est un nombre complexe de module 1 indépendant de zj A H.
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Démonstration. On déduit de l’égalité (9) qu’il s’agit d’un nombre complexe de
module 1. En outre, c’est une fonction holomorphe de la variable zj A H. On en conclut
qu’elle est constante par le principe du maximum. r

Pour c et d réels, c3 0, le nombre complexe �ðctþ dÞ2 est un élément de CnR� pour
tout t A H. On peut donc considérer la détermination principale du logarithme sur cet
ouvert simplement connexe de C. On écrit donc

�ðcjzj þ djÞ2 ¼ e log½�ðcjzjþdjÞ2�:

On déduit du lemme 2.3 que

e
4LjðAzÞ�4LjðzÞ�log½�ðcjzjþdjÞ2�� T

k3 j

logjckzkþdk j2

est une constante de module 1. Par conséquent, la fonction

zj ! Im½4LjðAzÞ � 4LjðzÞ � log½�ðcjzj þ djÞ2��

est une fonction continue sur H à valeurs discrètes. Elle est donc constante. Ceci nous con-
duit à la définition suivante.

Définition 2.3. Soit z ¼ ðz1; . . . ; znÞ dans Hn. Pour tout j A f1; . . . ; ng, on note
ẑzj A Hn�1 le ðn � 1Þ-uplet ẑzj :¼ ðz1; . . . ; zj�1; zjþ1; . . . ; znÞ associé et l 0on définit la fonction
Fj : G�Hn�1 ! R en posant

Fj

�
a b
c d

� �
; ẑzj

�
:¼

kF bjdj

Q
k3j

yk si c ¼ 0;

1

p
Im LjðAzÞ �LjðzÞ �

1

4
log½�ðcjzj þ djÞ2�

� �
si c3 0:

8>><>>:
La fonction FjðA; ẑzjÞ est à valeurs réelles. En comparant la partie réelle et la partie

imaginaire des deux membres, on conclut que la fonction Lj satisfait la formule de trans-
formation modulaire

LjðAzÞ ¼ LjðzÞ þ
dc

4

�
log½�ðcjzj þ djÞ2� þ

P
k3j

logjckzk þ dkj2
�
þ ipFjðA; ẑzjÞ;ð10Þ

où dc vaut 0 si c ¼ 0 et 1 sinon.

La fonction FjðA; ẑzjÞ est une généralisation de la fonction FR : SL2ðZÞ ! Z de Rade-

macher ((1) et [Ra2], §71). Notons que notre normalisation donne dans le cas rationnel
F1 ¼ FR=12.

La fonction FR satisfait l’identité fondamentale suivante due à Rademacher [Ra2],
§71 : pour toutes matrices A et B de SL2ðZÞ, on a

FRðABÞ �FRðAÞ �FRðBÞ ¼ �3 signðcc 0c 00Þ;ð11Þ
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où c (resp. c 0 et c 00) désigne le coe‰cient de la première ligne, deuxième colonne de A (resp.
B et AB). Avant d’étudier ce que devient cette relation dans notre situation, nous rappelons
brièvement quelle est son interprétation en termes cohomologiques.

Pour toute matrice A ¼ � �
c d

� �
de SL2ðRÞ et tout z A H, on définit le logarithme du

facteur automorphe par lðA; zÞ :¼ dc log½�ðcz þ dÞ2�. On est conduit à poser

DðA;BÞ :¼ 1

ip

�
lðA;BzÞ þ lðB; zÞ � lðAB; zÞ

�
:ð12Þ

La fonction D ainsi définie ne dépend pas du choix de z A H. En outre, D est un 2-cocycle
sur SL2ðRÞ à valeurs dans Z. Ces deux assertions se déduisent immédiatement du lemme
qui suit ([Ra2], §71) :

Lemme 2.4. Soient A ¼ � �
c d

� �
et B ¼ � �

c 0 d 0

� �
des matrices de SL2ðRÞ. On note

AB ¼ � �
c 00 d 00

� �
leur produit. On a alors l’égalité

DðA;BÞ ¼ �signðcc 0c 00Þ;ð13Þ

où signðxÞ ¼ 0 si x ¼ 0; signðxÞ ¼ 1 si x > 0 et �1 si x < 0.

Démonstration du lemme 2.4. Un calcul direct permet d’obtenir l’identité

ðcBz þ dÞðc 0z þ d 0Þ ¼ ðc 00z þ d 00Þ:ð14Þ

Nous allons exprimer cette égalité en termes de logarithmes. La démonstration du lemme
repose sur les propriétés élémentaires de la branche principale du logarithme (voir [Di],
§VII.9) :

(i) logðzz 0Þ ¼ logðzÞ þ logðz 0Þ à condition que jArgðzÞ þ Argðz 0Þj < p.

(ii) logðz�1Þ ¼ �logðzÞ.

Nous devons distinguer trois cas.

1. On suppose d’abord que deux des trois réels c, c 0, c 00 sont nuls. Dans ce cas, ils sont
tous les trois nuls car les matrices triangulaires supérieures forment un groupe. Ainsi
dc ¼ dc 0 ¼ dc 00 ¼ 0 et les deux membres de (13) sont nuls donc égaux.

2. On traite à présent le cas où c ¼ 0 et c 0c 00 3 0. L’égalité (14) se réduit alors à
dðc 0z þ d 0Þ ¼ ðc 00z þ d 00Þ. On déduit donc de (i) que

logðd 2Þ þ log½�ðc 0z þ d 0Þ2� ¼ log½�ðc 00z þ d 00Þ2�:

On en conclut que l’identité (13) est vérifiée. Le cas où c 0 ¼ 0 et le cas où c 00 ¼ 0 se traitent
de façon analogue en utilisant les propriétés (i) et (ii).
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3. On suppose enfin que cc 0c 003 0. On note que les deux membres de l’égalité sou-
haitée ne dépendent que de la classe de A et B dans PSL2ðRÞ. Ainsi, quitte à changer A

ou B en leur opposé, on peut supposer que c > 0 et c 0 > 0.

Sous cette hypothèse, les complexes �iðcBz þ dÞ et �iðc 0z þ d 0Þ sont deux éléments
du demi-plan ReðwÞ > 0, donc leur argument est dans l’intervalle ��p=2; p=2½. Ainsi, on
déduit de (i) et (14) que

lðA;BzÞ þ lðB; zÞ ¼ 2 log½�ðc 00z þ d 00Þ�:

La définition de D permet de conclure que

ipDðA;BÞ ¼ �lðAB; zÞ þ 2 log½i2ðc 00z þ d 00Þ�:ð15Þ

Distinguons pour finir les deux sous-cas c 00 < 0 et c 00 > 0.

– Sous-cas 3.1 : si c 00 < 0, alors le complexe iðc 00z þ d 00Þ est dans le demi-plan
ReðwÞ > 0. On a donc d’après la propriété (i) :

lðAB; zÞ ¼ 2 log
�
iðc 00z þ d 00Þ

�
¼ 2
�
log½i2ðc 00z þ d 00Þ� � logðiÞ

�
:

Par suite, l’égalité (15) devient

ipDðA;BÞ ¼ 2 logðiÞ ¼ ip:

– Sous-cas 3.2 : si c 00 > 0, alors Re
�
�iðc 00z þ d 00Þ

�
> 0. On en conclut que

ipDðA;BÞ ¼ 2 logð�iÞ ¼ �ip de façon similaire au sous-cas précédent.

On réunit ces deux sous-cas en écrivant DðA;BÞ ¼ �signðcc 0c 00Þ. r

Remarque 2.1. Le 2-cocycle D a une interprétation géométrique ( je remercie E.
Ghys de m’avoir signalé ce fait). Pour voir ceci, identifions H avec le disque de Poincaré
et fixons arbitrairement un point x sur le cercle à l’infini. Le réel pDðA;BÞ apparaı̂t alors
comme l’aire algébrique du triangle idéal de sommets x, Ax, ABx. Par suite, le cocycle D
est appelé le 2-cocycle d’aire de SL2ðRÞ (voir [K-M], p. 238).

Pour tout couple ðA;BÞ de matrices de G on définit DjðA;BÞ ¼ DðAj;BjÞ. On obtient
donc ainsi n cocycles de G à valeurs dans Z.

Lorsque n ¼ 1; l’image naturelle de D1 dans le deuxième groupe de cohomologie ra-
tionnelle H 2

�
SL2ðZÞ;Q

�
est nulle car H 2

�
SL2ðZÞ;Q

�
¼ 0. On en déduit que

D1 ¼ df ; o�uu f A C1
�
SL2ðZÞ;Q

�
:

La relation précédente caractérise la 1-cochaı̂ne f à valeurs rationnelles. En e¤et, le groupe

SL2ðZÞ est engendré par les matrices d’ordre fini
0 �1

1 0

� �
et

1 �1

1 0

� �
. Il en résulte

que

H 1
�
SL2ðZÞ;Q

�
¼ Hom

�
SL2ðZÞ;Q

�
¼ 0;
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donc f est unique. L’égalité (11) montre que cette 1-cochaı̂ne f n’est autre que l’application
�FR=3.

Nous nous proposons de généraliser l’identité (11) au cas des corps totalement réels
de nombre de classes 1. Le théorème suivant conforte les fonctions Fj dans leur rôle d’ana-
logue de la fonction de Rademacher dans ce contexte.

Théorème 2.5. Soient n ¼ ½F : Q� et j A f1; . . . ; ng. Pour tout ẑzj A Hn�1 et toutes ma-

trices A et B de G, on a la relation

FjðAB; ẑzjÞ �FjðA;cBzBzjÞ �FjðB; ẑzjÞ ¼ � 1

4
signðcjc

0
j c

00
j Þ;

où l’on a noté cBzBzj le ðn � 1Þ-uplet ðB1z1; . . . ;Bj�1zj�1;Bjþ1zjþ1; . . . ;BnznÞ.

Démonstration du théorème 2.5. L’égalité (10) permet d’écrire successivement

ImLj

�
ðABÞz

�
¼ Im

�
LjðzÞ

�
þ 1

4
lðAjBj; zjÞ þ pFjðAB; ẑzjÞ;

ImLj

�
AðBzÞ

�
¼ Im

�
LjðBzÞ

�
þ 1

4
lðAj;BjzjÞ þ pFjðA;cBzBzjÞ;

ImLjðBzÞ ¼ Im
�
LjðzÞ

�
þ 1

4
lðBj; zjÞ þ pFjðB; ẑzjÞ:

En combinant ces trois équations, il vient

4p
�
FjðAB; ẑzjÞ �FjðA;cBzBzjÞ �FjðB; ẑzjÞ

�
¼ pDðAj;BjÞ:

Le résultat souhaité se déduit donc du lemme 2.4. r

Etude du cas nF 2. Je remercie Henri Darmon de m’avoir signalé l’interprétation
suivante des calculs ci-dessus. On suppose n ¼ 2 et on fixe j ¼ 1. On adopte alors les nota-
tions suivantes. On écrit un élément de H2 ¼ H�H sous la forme ðx; tÞ. Pour tout A A G,
l’élément noté ðAx;AtÞ de H2 désigne avec les notations précédentes ðA1x;A2tÞ. Par souci
de simplification, on note L la fonction L1, D le cocycle D1, et lðA; xÞ le nombre réel
lðA1; xÞ; . . . etc.

Soit ðx; tÞ un élément de H2 fixé. Pour tout couple de matrices A, B de G, on pose

kx; tðA;BÞ :¼ ½½L�ABx
Ax �At

t � ip

4
DðA;BÞ

¼ LðABx;AtÞ �LðABx; tÞ þLðAx; tÞ �LðAx;AtÞ � ip

4
DðA;BÞ:

Il n’est pas di‰cile de voir que kx; t définit un 2-cocycle pour G à valeurs complexes.
Le résultat suivant dit que l’on a en fait beaucoup mieux.
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Théorème 2.6. Pour tout ðx; tÞ de H2, le cocycle kx; t est un cobord de G. Plus pré-

cisément, on a l’égalité

kx; t ¼ drx; t;ð16Þ

où rx; t A C1ðG;CÞ est la cochaı̂ne définie

rx; tðAÞ ¼ LðAx; tÞ �Lðx; tÞ � 1

4
lðA; xÞ:

Remarque. Puisque HomðG;CÞ ¼ f0g, on note que rx; t est l’unique solution de
l’égalité

kx; t ¼ df :

Démonstration. On a par définition

drx; tðA;BÞ ¼ rx; tðAÞ þ rx; tðBÞ � rx; tðABÞ:

En reportant la valeur de rx; t, on obtient

drx; tðA;BÞ ¼ LðAx; tÞ þLðBx; tÞ �LðABx; tÞ �Lðx; tÞ

� 1

4

�
lðA; xÞ þ lðB; xÞ � lðAB; xÞ

�
:

La di¤érence ðdrx; t � kx; tÞðA;BÞ est donc égale à

ðdrx; t � kx; tÞðA;BÞ ¼ LðBx; tÞ �LðABx;AtÞ þLðAx;AtÞ �Lðx; tÞð17Þ

� 1

4

�
lðA; xÞ þ lðB; xÞ � lðAB; xÞ

�
þ ip

4
DðA;BÞ:

La formule de transformation de L sous l’action de A permet alors d’exprimer les
di¤érences

LðBx; tÞ �LðABx;AtÞ ¼ � 1

4

�
lðA;BxÞ þ Re lðA; tÞ

�
� ipFðA; tÞ;

et

LðAx;AtÞ �Lðx; tÞ ¼ 1

4

�
lðA; xÞ þ Re lðA; tÞ

�
þ ipFðA; tÞ:

En reportant ces deux formules dans (17), on trouve

ðdrx; t � kx; tÞðA;BÞ ¼ 1

4

�
lðAB; xÞ � lðA;BxÞ � lðB; xÞ þ ipDðA;BÞ

�
:

On conclut grâce à la définition de D donnée en (12). r

135Charollois, Sommes de Dedekind



3. Sommes de Dedekind généralisées

La formule de transformation de la fonction Lj va nous permettre de définir formelle-
ment les sommes de Dedekind associées au corps F . Notre construction procède de manière
analogue au cas du logarithme de la fonction h et des sommes de Dedekind classiques.
Etant donnés deux entiers c3 0 et d de OF premiers entre eux, nous définissons la somme
de Dedekind généralisée qui leur est associée comme une fonction sðd; c; :Þ : Hn�1 ! R.

Les sommes généralisées vérifient une loi de réciprocité qui fait l’objet du théorème
3.4. La somme sð0; 1; z2; . . . ; znÞ y joue un rôle privilégié. Nous montrons dans la proposi-
tion 3.5 que toute somme de Dedekind généralisée s’écrit comme une somme finie de
sð0; 1; :Þ et de termes élémentaires.

Enfin, nous donnons dans la proposition 3.6 une formule qui exprime la fonction fon-
damentale sð0; 1; z2Þ sous la forme d’une série remarquable. Pour ce faire, nous nous ap-
puyons sur le travail de Hecke [He].

3.1. Définition et premières propriétés. Nous avons introduit la fonction FjðA; ẑzjÞ
qui apparaı̂t naturellement dans la formule de transformation modulaire de LjðzÞ. Comme
dans le cas rationnel, nous la normalisons à l’aide d’un facteur élémentaire pour définir les
sommes de Dedekind généralisées.

Définition 3.1. Soit c3 0 et d des entiers de OF premiers entre eux. Pour tout entier
j A f1; . . . ; ng, la somme de Dedekind généralisée sj associée à ðc; dÞ est la fonction
sjðd; c; :Þ : Hn�1 ! R définie par la formule

sjðd; c; ẑzjÞ :¼ �signðcjÞFj

 
a b

c d

� �
; ẑzj

!
þ kF

jcjj
½aj fjðd; c; ẑzjÞ þ dj fjð0; 1; ẑzjÞ�;ð1:8Þ

où a et b étant des entiers de OF tels que ad � bc ¼ 1 et kF ¼ dFzF ð2Þ
2nRFpnþ1

. On a noté
fjðd; c; ẑzjÞ la fonction

fjðd; c; ẑzjÞ ¼
Q

k3j

yk

jckzk þ dkj2
:

Notation. Quitte à renuméroter les plongements, on suppose désormais que j ¼ 1;
on note s la somme s1 et L, W, F, f les fonctions L1, W1, F1 et f1 respectivement.

Pour que sðd; c; ẑz1Þ soit bien défini, nous devons maintenant vérifier que le membre de
droite de l’égalité (18) ne dépend pas du choix des entiers a et b tels que ad � bc ¼ 1. Cela
résulte du lemme suivant, qui permet d’obtenir une autre expression des sommes de Dede-
kind généralisées. Cette expression est obtenue en étudiant le comportement de la fonction
W définie par (6) au voisinage du point �d1=c1 situé sur le bord de H.

Lemme 3.1. Soit A une matrice
a b

c d

� �
de G. On note sðA; ẑz1Þ le membre de droite

de l’égalité (18). Alors on a l’égalité

sðA; ẑz1Þ ¼ � signðc1Þ
ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1pRF

lim
t!0
t>0

ImW � d1

c1
þ it; ẑz1

� �
:ð19Þ
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Proposition 3.2. Soit c3 0 et d deux entiers de OF premiers entre eux, et

ẑz1 ¼ ðz2; . . . ; znÞ A Hn�1. Alors la somme sðd; c; ẑz1Þ est bien définie et l’on a

sðd; c; ẑz1Þ ¼ � signðc1Þ
ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1pRF

lim
t!0
t>0

ImW � d1

c1
þ it; ẑz1

� �
:

Cette égalité permet également de définir sðd; c; ẑz1Þ même si c et d ne sont pas premiers entre

eux. On a alors pour tout entier l3 0 de OF :

sðld; lc; ẑz1Þ ¼ signðl1Þsðd; c; ẑz1Þ:

Démonstration. La proposition est une conséquence immédiate du lemme 3.1 puis-
que le membre de droite de (19) ne dépend pas de a et b. Pour démontrer la formule limite
(19), nous suivons la méthode de Riemann-Dedekind ([De], [Si], p. 176). Elle suggère
d’abord de poser, pour t un nombre réel positif

z1 :¼ � d1

c1
þ i

t

jc1j
; d’o�uu A1z1 ¼ a1

c1
þ i

tjc1j
;

puis de faire tendre t vers 0. En substituant ces valeurs de z1 et A1z1 dans la formule de
transformation (10) et en notant que log t2 est un nombre réel, on obtient l’égalité

Im L
a1

c1
þ i

tjc1j
;cAzAz1

� �� �
¼ Im L � d1

c1
þ i

t

jc1j
; ẑz1

� �� �
þ pFðA; ẑz1Þ:ð20Þ

On rappelle que par définition LðzÞ ¼ ipkF z1 f ð0; 1; ẑz1Þ �
ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1RF

WðzÞ, où W est

donné par (6). On commence par étudier le comportement du membre de gauche de l’éga-
lité (20) quand t tend vers 0. Le terme général de la série

W
a1

c1
þ i

tjc1j
;
a2z2 þ b2

c2z2 þ d2
; . . . ;

anzn þ bn

cnzn þ dn

� �

tend vers 0 quand t tend vers 0. La somme tend donc vers 0 par convergence uniforme. Par
ailleurs, le nombre réel f ð0; 1;cAzAz1Þ est égal à f ðd; c; ẑz1Þ. Ainsi le membre de gauche de
l’égalité (20) a pour limite

Im ipkF

a1

c1
þ i

tjc1j

� �
f ð0; 1;cAzAz1Þ

� �
¼ a1

c1
pkF f ðd; c; ẑz1Þ:

Quant au membre de droite, il a pour limite

� d1

c1
pkF f ð0; 1; ẑz1Þ �

ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1RF

lim
t!0
t>0

Im W � d1

c1
þ it; ẑz1

� �� �
þ pFðA; ẑz1Þ:

On rassemble ces deux expressions pour écrire finalement :
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kF

c1
½a1 f ðd; c; ẑz1Þ þ d1 f ð0; 1; ẑz1Þ� �FðA; ẑz1Þ ¼ �

ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2n�1pRF

lim
t!0
t>0

ImW � d1

c1
þ it; ẑz1

� �
:

La formule souhaitée (19) s’en déduit en multipliant cette dernière égalité par signðc1Þ. r

Nous donnons quelques identités simples satisfaites par ces sommes généralisées. Elles
sont tout à fait analogues à celles que l’on connaı̂t pour les sommes de Dedekind classiques
([Ra2], §68), si ce n’est la dépendance en z2; . . . ; zn.

Proposition 3.3. Soient c3 0 et d des entiers de OF . On a pour tout

ẑz1 ¼ ðz2; . . . ; znÞ A Hn�1 les égalités :

(i)

sðd;�c; ẑz1Þ ¼ sðd; c;�ẑz1Þ:ð21Þ

(ii)

sð�d; c; ẑz1Þ ¼ �sðd; c;�ẑz1Þ:ð22Þ

(iii) Soit e une unité de F telle que e1 > 0. Etant donné zk ¼ xk þ iyk A H, on désigne

par jekj � zk A H le nombre complexe ekxk þ ijekjyk. Alors on a

sðd; ec; ẑz1Þ ¼ sðd; c; je2j � z2; . . . ; jenj � znÞ:ð23Þ

(iv) Pour tout entier q de OF , on a

sðd þ qc; c; z2 � q2; . . . ; zn � qnÞ ¼ sðd; c; z2; . . . ; znÞ:ð24Þ

(v) Soit a un entier de F vérifiant ad 1 1 mod c, et b tel que ad � bc ¼ 1. Alors on a

sða; c; z2; . . . ; znÞ ¼ s d; c;� d2z2 þ b2

c2z2 þ a2
; . . . ;� dnzn þ bn

cnzn þ an

� �
:ð25Þ

Démonstration. D’une part, il résulte immédiatement de la proposition 3.2 que
sð�d;�c; ẑz1Þ ¼ �sðd; c; ẑz1Þ. D’autre part, il est facile de voir que Wð�zÞ ¼ WðzÞ. Les deux
premières assertions s’ensuivent à l’aide de la proposition 3.2.

Pour démontrer l’assertion (iii), commençons par remarquer qu’en changeant a en ea

dans (6), on obtient Wðje1j � z1; . . . ; jenj � znÞ ¼ WðzÞ. La proposition 3.2 permet alors de con-
clure. On procède de même à partir de l’égalité facile Wðz � qÞ ¼ WðzÞ pour établir l’asser-
tion (iv).

Démontrons pour finir l’assertion (v). Soit A ¼ a b

c d

� �
A G. Le théorème 2.5 appli-

qué au couple de matrices ðA;A�1Þ donne immédiatement

0 ¼ FðAA�1; ẑz1Þ ¼ FðA; dA�1zA�1z1Þ þFðA�1; ẑz1Þ:ð26Þ
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D’après la définition 3.1, l’égalité précédente s’écrit aussi

sða;�c; ẑz1Þ ¼ sðd; c; dA�1zA�1z1Þ:

Le résultat s’en déduit en utilisant (21). r

3.2. Loi de réciprocité. Nous montrons que les sommes de Dedekind généralisées
introduites précédemment vérifient une loi de réciprocité qui étend la formule (3). Lorsque
F ¼ Q on observe que sð0; 1Þ ¼ 0 et kQ ¼ 1=12.

Théorème 3.4 (Loi de réciprocité). Soit ðc; dÞ un couple d’entiers de OF pre-

miers entre eux tels que c1 > 0 et d1 > 0. Notons kF :¼ dFzF ð2Þ
2nRFpnþ1

. On a pour tout

ẑz1 ¼ ðz2; . . . ; znÞ A Hn�1 l’identité

sðd; c; ẑz1Þ þ sðc; d; ẑz�1
1 Þ ¼ sð0; 1; ẑz1Þ �

1

4

þ kF

�
d1

c1
þ c1

d1

Qn
k¼2

jzkj�2 þ 1

c1d1

Qn
k¼2

jckzk þ dkj�2

�Qn
k¼2

yk:

Démonstration. Soient c et d premiers entre eux tels que c1 > 0 et d1 > 0. Soit
ða; bÞ A OF � OF vérifiant ad � bc ¼ 1. La loi de réciprocité se déduit du théorème 2.5
avec un choix judicieux de matrices A et B.

Choisissons en e¤et A ¼ a b

c d

� �
, B ¼ 0 �1

1 0

� �
dans ce théorème. On obtient une

identité qui s’écrit d’après la définition des sommes de Dedekind généralisées sous la forme

sð�c; d; ẑz1Þ � sðd; c;�ẑz�1
1 Þ ¼ sð0; 1; ẑz1Þ þ

1

4

� kF

"
c1

d1
þ d1

c1

Qn
k¼2

jzkj�2

Qn
k¼2

jck � dkzkj�2

c1d1

#Qn
k¼2

yk:

On veut changer ẑz1 en �ẑz�1
1 dans cette égalité. En utilisant à nouveau le théorème 2.5 avec

le couple de matrices ðB;B�1Þ, on trouve d’abord

sð0; 1;�ẑz�1
1 Þ ¼ �sð0; 1; ẑz1Þ:

Les deux identités précédentes entraı̂nent que

sðd; c; ẑz1Þ � sð�c; d;�ẑz�1
1 Þ ¼ sð0; 1; ẑz1Þ �

1

4

þ kF

�
c1

d1

Qn
k¼2

jzkj�2 þ d1

c1
þ 1

c1d1

Qn
k¼2

jckzk þ dkj�2

�Qn
k¼2

yk:

On conclut à la formule souhaitée grâce à la proposition 3.3 (ii). r
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3.3. La somme fondamentale s(0, 1; z2, . . . , zn). La loi de réciprocité montre que la
fonction sð0; 1; ẑz1Þ définie sur Hn�1 joue un rôle privilégié. On se propose dans ce paragra-
phe de l’étudier plus en détail. La proposition suivante justifie le nom de somme de Dede-

kind généralisée fondamentale pour cette fonction.

Proposition 3.5. Soit F un corps de nombres totalement réel de nombre de classes 1.

La loi de réciprocité et la proposition 3.3 permettent d’exprimer toute somme de Dedekind

généralisée sðd; c; ẑz1Þ comme une somme finie de sommes sð0; 1; :Þ et de termes élémentaires.

Démonstration. Commençons par supposer que OF est un anneau euclidien pour la
norme. La preuve consiste en un algorithme qui est calqué sur l’algorithme d’Euclide.

La boucle principale de l’algorithme est la suivante.

On e¤ectue la division de d par c. Le résultat s’écrit d ¼ cq þ r. On a donc
sðd; c; ẑz1Þ ¼ sðr; c; ẑz1 þ q̂q1Þ d’après (24). On se ramène ensuite au cas où c1 et r1 sont positifs
grâce à (21) et (22). La loi de réciprocité permet alors d’exprimer sðr; c; :Þ comme une
somme de sðc; r; :Þ, de sð0; 1; :Þ et d’un terme explicite. Cette expression est le résultat final
de la boucle. Il ne reste plus qu’à recommencer en remplaçant le couple ðd; cÞ par le couple
ðc; rÞ.

Puisque OF est euclidien pour la norme, l’entier jNF=QðrÞj diminue à chaque division.
Par conséquent l’algorithme se termine, et le dernier reste ~rr est nul. Notons de plus que
l’identité cOF þ dOF ¼ OF est préservée à chaque étape de l’algorithme. Le dernier couple
ð~cc; ~rrÞ est donc du type ð~cc; ~rrÞ ¼ ðe; 0Þ, où e est une unité de F . Il su‰t pour conclure de trans-
former la somme de Dedekind sð0; e; :Þ en sð0; 1; :Þ à l’aide de l’identité (23). La proposition
demandée est donc établie dans le cas où OF est euclidien pour la norme.

Pour établir la démonstration dans le cas général, il nous faut introduire une général-
isation de la notion d’anneau euclidien due à Cooke ([Co], définition 2). Un anneau d’ent-
iers OF est dit euclidien en k-étapes pour la norme si pour tous c3 0 et d éléments de OF , on
a besoin de ne k divisions successives d ¼ cq1 þ r1, c ¼ r1q2 þ r2, etc. pour obtenir un
reste rn vérifiant jNF=QðrnÞj < jNF=QðcÞj. En particulier, les anneaux euclidiens en une étape
sont les anneaux euclidiens.

Ceci étant, on a le résultat suivant ([Co], théorème 1) : si F est un corps de nombres
de nombre de classes 1 dont le groupe des unités est de rangf 1, alors OF est euclidien en
k-étapes pour la norme pour un certain entier k.

Ce théorème permet de conclure car l’algorithme précédent s’adapte sans peine au
cas d’un anneau d’entiers euclidien en k-étapes. En e¤et, sous cette hypothèse, il su‰t d’ef-
fectuer au plus k divisions avant que la norme ne diminue. On utilise la boucle donnée pré-
cédemment à chacune de ces divisions. L’algorithme se termine donc après avoir e¤ectué au
plus kjNF=QðcÞj divisions. On en déduit que l’on peut écrire sðd; c; ẑz1Þ en utilisant au plus
kjNF=QðcÞj termes du type sð0; 1; :Þ. La proposition 3.5 s’ensuit. r

Remarque. Au cours de l’algorithme précédent, la fonction sð0; 1; :Þ est évaluée en
des points de Hn�1 images de ẑz1 A Hn�1 sous l’action de SL2ðOF Þ et des involutions
zk 7! �zk pour k A f2; . . . ; ng.
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Nous donnons un exemple qui va rendre la proposition 3.5 explicite. On renvoie le
lecteur à [Le] pour une bibliographie très complète sur les corps de nombres euclidiens.

Exemple. Le corps F ¼ Qð
ffiffiffi
7

p
Þ est euclidien pour la norme. On va exprimer

sðd; c; z2Þ en fonction de sð0; 1; :Þ pour c1 ¼ 3 þ
ffiffiffi
7

p
et d1 ¼ �2 �

ffiffiffi
7

p
.

La division euclidienne donne d ¼ cq þ r, avec q ¼ �1 et r ¼ 1. D’après (24), il vient
sðd; c; z2Þ ¼ sð1; c; z2 � 1Þ.

Les hypothèses de la loi de réciprocité étant satisfaites, on obtient

sð1; c; z2 � 1Þ þ s
�
c; 1; ðz2 � 1Þ�1� ¼ sð0; 1; z2 � 1Þ � 1

4
þ kF Tðz2Þ;

où Tðz2Þ est le terme explicite

Tðz2Þ ¼
1

3 þ
ffiffiffi
7

p þ 3 þ
ffiffiffi
7

p

jz2 � 1j2
þ 1

ð3 þ
ffiffiffi
7

p
Þjð3 �

ffiffiffi
7

p
Þz2 � 2 þ

ffiffiffi
7

p
j2

 !
Imðz2Þ:

On note enfin grâce à (24) que s
�
c; 1; ðz2 � 1Þ�1� ¼ s

�
0; 1; ðz2 � 1Þ�1 � 3 þ

ffiffiffi
7

p �
.

En mettant bout à bout toutes ces égalités, on trouve en définitive

sðd; c; z2Þ ¼ sð0; 1; z2 � 1Þ � s
�
0; 1; ðz2 � 1Þ�1 � 3 þ

ffiffiffi
7

p �
� 1

4
þ kF Tðz2Þ:

On se propose maintenant d’étudier plus en détail la fonction sð0; 1; :Þ qui intervient
de manière cruciale dans la proposition précédente. Lorsque F est un corps quadratique
réel, la somme de Dedekind fondamentale sð0; 1; z2Þ apparaı̂t déjà en filigrane dans le tra-
vail [He], §5, de Hecke. Dans cet article, Hecke étudie la primitive de la série d’Eisenstein
de poids 2 de SL2ðOF Þ définie par

Cðz1; z2Þ :¼ zF ð2Þz1z2 þ
ð2ipÞ2ffiffiffiffiffiffi

dF

p
P

a AOF ;
a
d
g0

s�1ðaÞe
2ip
�
a1
d1

z1þ
a2
d2

z2

�
;ð27Þ

où la sommation porte sur les entiers a de OF tels que a=d est totalement positif. Il considère
cette fonction holomorphe sur H2 comme une généralisation pour F de log h. Il s’agit, à
une constante multiplicative près, du morceau holomorphe par rapport à z1 et z2 de la fonc-
tion hF ðz1; z2Þ de Asai. En particulier, la fonction L ¼ L1 peut être interprétée comme la
‘‘partie réelle par rapport à z2’’ de la fonction C.

A l’aide de la transformation de Mellin, Hecke relie CðzÞ à une famille de fonctions L

de Hecke du corps F . Il déduit alors de l’équation fonctionnelle des fonctions L une for-
mule qui exprime Cð�z�1Þ en fonction de CðzÞ et d’une série.

Précisons ce point. On note wm le Grössencharakter de F � défini par

wmðmÞ :¼
m2

m1

���� ���� ipm

log e

;
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où m est un entier, e est le générateur > 1 du groupe Uþ
F . Soit u1 le caractère de F � défini

par u1ðmÞ :¼ signðm1m2Þ. La formule de Hecke fait apparaı̂tre des valeurs spéciales des fonc-
tions Lðs; wmu1Þ de Hecke sur la droite ReðsÞ ¼ 1. Ce résultat se traduit en termes de somme
de Dedekind généralisée sð0; 1; z2Þ dans la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit F un corps quadratique réel de nombre de classes 1. On note lF

la constante � dF

2p2R2
F

, et l’on écrit un élément z2 de H sous la forme z2 ¼ ireip
2
y où

y A ��1; 1½ et r > 0. La fonction somme de Dedekind fondamentale sð0; 1; z2Þ est donnée par

la série

(i) si toutes les unités de F sont de norme 1 :

sð0; 1; ireip
2
yÞ ¼ lF

Py
m¼0

L 1 þ imp

RF

; wmu1

� ����� ����2 sinh
mp2

RF

y

� �
sinh

mp2

RF

� � cos 2mp
log r

RF

� �
;

où le terme correspondant à m ¼ 0 vaut
y

2
Lð1; u1Þ2

.

(ii) si F a une unité de norme �1 :

sð0; 1; ireip
2
yÞ ¼ lF

Py
m¼1;

m impair

L 1 þ imp

2RF

; wmu1

� ����� ����2 sinh
mp2

2RF

y

� �
sinh

mp2

2RF

� � cos mp
log r

RF

� �
:

Remarque 3.1. (i) La fonction CðzÞ se transforme sous l’e¤et d’une substitution
modulaire quelconque selon une formule donnée dans [DLT-G], Ex. 2. On peut obtenir
grâce à ces résultats une expression pour les sommes de Dedekind généralisées sðd; c; z2Þ
similaire à celle de la proposition 3.6. Elle fait apparaı̂tre, comme dans l’expression (4) des
sommes de Dedekind classiques, une contribution de chaque classe r mod c.

(ii) Toutes les valeurs spéciales L 1 þ imp

RF

; wmu1

� �
sont non nulles ([We], théorème

11, p. 288). Elles interviennent également dans le travail de Arakawa [Ar].

Démonstration de la proposition 3.6. A l’instar de Hecke [He], formule (17), nous
définissons pour t1 et t2 deux complexes du demi-plan ReðtÞ > 0 la série absolument
convergente

Gðt1; t2; uÞ :¼
P

m AOF

0s�1ðmÞuðmÞe
� 2pffiffiffiffi

dF

p ðt1jm1jþt2jm2jÞ
;

où u désigne l’un des deux caractères u0ðmÞ ¼ 1 ou u1ðmÞ ¼ signðm1m2Þ.

D’après l’égalité (6), la fonction G est reliée à W par la formule
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4Wðz1; z2Þ ¼ G
z1

i
;
z2

i
; u0

� �
� G

z1

i
;
z2

i
; u1

� �
ð28Þ

þ G
z1

i
; iz2; u0

� �
þ G

z1

i
; iz2; u1

� �
:

On doit à Hecke ([He], Satz 7) la formule de transformation de Gðt1; t2; u0Þ :

G
1

t1
;

1

t2
; u0

� �
� Gðt1; t2; u0Þ ¼ zF ð2Þ

ffiffiffiffiffiffi
dF

p

p2
t1t2 �

1

t1t2

� �
� 2RFffiffiffiffiffiffi

dF

p logðt1t2Þ:

On trouve également dans [He], Satz 8 (noter qu’il manque un facteur p�1 dans le
membre de droite de la dernière égalité p. 402) une formule pour la di¤érence

G
1

t1
;

1

t2
; u1

� �
� Gðt1; t2; u1Þ:

Cette di¤érence est égale àffiffiffiffiffiffi
dF

p

pRF

�
2Lð1; u1Þ2

p
logðt1t2Þ þ i

P
m AZ

0
am½t

�2imp
log e

1 þ t
�2imp

log e

2 �
�
;

où Lð1; u1Þ ¼ 0 par convention s’il existe une unité de norme �1, et

am ¼

L 1 þ imp

log e
; wmu1

� ����� ����2
sinh

mp2

log e

� � si wmu1ðmÞ ne d�eepend que de l’id�eeal ðmÞ;

0 sinon:

8>>>>>><>>>>>>:
Ces deux résultats de Hecke permettent d’obtenir une formule de transformation de W
sous l’action de l’homographie z 7! �1=z en utilisant l’égalité (28). Si on note S la matrice

0 �1

1 0

� �
, on obtient d’après la définition de F :

FðS; z2Þ ¼
1

p
Im LðSzÞ �LðzÞ � 1

4
logð�z2

1Þ
� �

¼ kF

y1y2

jz1z2j2
� y1y2

 !
�

ffiffiffiffiffiffi
dF

p

2pRF

Im

 
W � 1

z

� �
�WðzÞ

!
� 1

2p
Im log

z1

i

� �

¼ i
dF Lð1; u1Þ2

4p3R2
F

log � z2

z2

� �
� dF

8p2R2
F

P
m AZ

0
am ðiz2Þ�

2imp
log e � z2

i

� ��2imp
log e

" #
:

On pose lF ¼ � dF

2p2R2
F

. D’après la définition 3.1 et l’égalité précédente, la fonction

sð0; 1; z2Þ apparaı̂t naturellement comme la partie réelle de la fonction holomorphe sui-
vante :
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z2 7! � lF

p
Lð1; u1Þ2 logð�iz2Þ �

lF

2

P
m AZ

0
am½�iz2�

2imp
log e :

En écrivant z2 sous la forme z2 ¼ ireip
2
y avec y dans l’intervalle ��1; 1½, elle se réduit à

sð0; 1; ireip
2
yÞ ¼ lF

y

2
Lð1; u1Þ2 þ lF

2

P
m AZ

0
amr

�2imp
log e sinh

mp2

log e
y

� �
:

Il ne reste plus qu’à constater que a�m ¼ �am pour conclure. r

4. Opérateurs de Hecke

Soit pf 2 un nombre premier. On trouve déjà dans le travail de Dedekind [De], éga-
lité (28), l’identité suivante pour les sommes de Dedekind classiques

sðdp; cÞ þ
P

r mod p

sðd þ cr; cpÞ ¼ ðp þ 1Þsðd; cÞ:ð29Þ

L’interprétation de cette identité au moyen des opérateurs de Hecke est étudié dans [Kn] et
[Ma].

Nous nous proposons dans ce paragraphe de généraliser l’identité (29) dans le cas
d’un corps de nombres F totalement réel de degré n de nombre de classes 1. Lorsque le
corps de base est quadratique imaginaire, nous renvoyons le lecteur au résultat de Sczech
[Sc], §9, égalité 37.

On désigne par F le R-espace vectoriel formé des fonctions

g : OF � ðOFnf0gÞ �Hn ! R

qui vérifient la propriété d’invariance par translation :

gðd þ cq; c; z � qÞ ¼ gðd; c; zÞ;

où q est un entier quelconque de OF . On a noté z � q le n-uplet ðzk � qkÞ A Hn. Soit p A OF

un entier premier totalement positif. On lui associe l’opérateur de Hecke Tp : F ! F défini
par la règle

ðg jTpÞðd; c; zÞ :¼ gðdp; c; pzÞ þ
P

r mod p

g d þ cr; cp;
z � r

p

� �
;

avec des notations multiindices évidentes pour pz et
z � r

p
. Un calcul élémentaire montre

que les opérateurs Tp sont bien définis et qu’ils commutent deux à deux.

Soit F j le sous-espace de F formé des fonctions qui ne dépendent pas de la variable
zj A H. La restriction de Tp à F j est un endomorphisme de F j que l’on note T j

p .
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Dans le cas rationnel, la définition de l’opérateur T 1
p est essentiellement équivalente à

celle donnée dans [Ma], §3, où le lien entre les opérateurs T 1
p et les opérateurs de Hecke

standards est expliqué et exploité. Selon cette terminologie, l’identité de Dedekind montre
que la somme de Dedekind classique sð: ; :Þ A F1 est une fonction propre de T 1

p de valeur
propre associée p þ 1.

Dans le cas général, la somme sj peut être considérée comme un élément de F j

d’après la proposition 3.3 (iv). Le résultat suivant établit la généralisation souhaitée de
l’identité de Dedekind.

Proposition 4.1. Soit sj A F j la somme de Dedekind généralisée associée au j�eeme

plongement réel de F. Pour tout entier premier p de OF totalement positif on a l’égalité

sj jT j
p ¼

�
NF=QðpÞ þ 1

�
sj:

Autrement dit, la fonction sj est une fonction propre pour T j
p de valeur propre associée

NF=QðpÞ þ 1.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la proposition 3.2 et du lemme
suivant.

Lemme 4.2. Soit p A OF un nombre premier totalement positif, et z A Hn. Alors

WjðpzÞ þ
P

r mod p

Wj

z � r

p

� �
¼
�
NF=QðpÞ þ 1

�
WjðzÞ:

Démonstration du lemme 4.2. On rappelle la formule (6) qui définit la fonction Wj :

WjðzÞ ¼
P

a AOF ;
aj=dj>0

s�1ðaÞe2ipTr a
d
xþ a

dj jiyð Þ;

où l’on a noté Tr
a

d
x þ a

d

��� ���iy� �
¼
Pn
k¼1

ak

dk

xk þ
ak

dk

���� ����iyk

� �
. Comme on a par définition

s�1ðaÞ ¼
P

ðnÞ j ðaÞ
jNF=QðnÞj�1;

il su‰t de poser m :¼ a=n pour écrire WjðzÞ sous la forme

WjðzÞ ¼
P

n AOF=Uþ
F

0 ½UF : Uþ
F ��1

jNF=QðnÞj
P

m AOF ;
mjnj=dj>0

e2ipTr
mn

d
xþ mn

dj jiyð Þ:

On considère maintenant la somme
P

r mod p

Wj

z � r

p

� �
. Cette somme est bien définie car

WjðzÞ est invariante quand on translate z par un entier de OF . Elle est égale à

P
n AOF=Uþ

F

0 ½UF : Uþ
F ��1

jNF=QðnÞj
P

m AOF ;
mjnj=dj>0

e
2ipTr

�
mn

pd
xþ mn

pd

�� ��iy�� P
r mod p

e
�2ipTrF=Q

�
mnr

pd

��
:
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On remarque alors que

P
r mod p

e
�2ipTrF=Q

�
mnr

pd

�
¼ NF=QðpÞ si p divise mn;

0 sinon:

	
Puisque p est premier, on obtient une décomposition de la forme suivante :

P
r mod p

Wj

z � r

p

� �
¼
P
n;m
p j n

þ
P
n;m
p j m

�
P
n;m

p j n et p j m

:

La première de ces trois sommes est WjðzÞ, la deuxième est NF=QðpÞWjðzÞ, et la troisième
WjðpzÞ. Le lemme est démontré, et la proposition s’ensuit. r
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