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Sommes de Dedekind associees a un corps de
nombres totalement reel

Par Pierre Charollois a Paris

Abstract. We extend the construction of Dedekind sums to the case of an arbitrary
totally real number field of class number one. Our method is based on the choice of some
convenient analogue of the logarithm of Dedekind’s # function in this context. We deduce
its modular transformation from a Kronecker limit formula established by Asai. It allows
us to introduce a generalization of Rademacher’s ®@ function. We use this function to define
the corresponding Dedekind sums and derive their main properties. These sums are not
rational numbers but real-analytic functions.

1. Introduction

Le but de cet article est d’étendre la construction des sommes de Dedekind au cas
d’un corps de nombres totalement réel de nombre de classes 1. Notre approche, assez stan-
dard, repose sur le choix d’un analogue convenable du logarithme de la fonction # de De-
dekind dans ce contexte, et sur sa formule de transformation modulaire.

Avant de détailler les résultats que nous avons obtenus, nous commengons par rap-
peler le formalisme introduit par Dedekind (voir [De], [R-G] ou encore [La], chap. 9). La
fonction # de Dedekind est définie sur le demi plan de Poincaré 5 par le produit

7](2) — ezn:/lZH(l _ eZmnz)
n=1

Sa puissance 24°™ est la forme modulaire A de poids 12 sur le groupe SLy(Z). Par consé-
quent, la fonction log# possede une formule de transformation modulaire explicite, a un
multiple entier de iz/12 prés. Pour donner un énoncé précis, on fixe comme logarithme de
n la branche holomorphe

in © o eZinmnz
log#n(z) := B 21 ; et

b
et 'on note log la branche principale du logarithme. Soit 4 = (a d) une matrice de
SL»(Z). La formule ¢
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in .

az + b ECDR(A) sic=0,

(1) logn{ ) =logn(z) +1 in
Zlog(—(cz—kd)z) +ECDR(A) sic=+0

permet ainsi de définir la fonction
DOr:SLy(Z) —Z

dite fonction de Rademacher. Dans [De], Dedekind associe a deux entiers ¢ #+ 0 et d pre-
miers entre eux le nombre rationnel s(d, ¢) définit a partir de ®g(A) par la relation

(2) s(d,c) = 1 [—Sign(c)d)R(A) +

a-+d
12 '

]

I1 déduit alors de la formule de transformation (1) la loi de réciprocité fondamentale
des sommes de Dedekind

1 1/d ¢ 1 .
(3) S(d’c)+s(c’d):_Z+E<;+E+a> si(e,d)=1, ¢>0,d>0.

Grace au travail de Riemann, il démontre ensuite 1’égalité

=10 [ ICTER

qui permet d’étendre la définition de la somme de Dedekind s(d, ¢) au cas ou ¢ et d ne sont
pas premiers entre eux. Enfin, Dedekind obtient pour tout nombre premier p 'identité

(5) s(dp,c) + 32 s(d +cr,ep) = (p+ 1)s(d, c),
rmodp
qui signifie que les sommes de Dedekind sont des fonctions propres pour certains opéra-
teurs de Hecke.

Nous généralisons la construction précédente au cas ou ¢ et d sont des entiers d’'un
corps de nombres F totalement réel de nombre de classes 1. On note (r I’anneau des entiers
de F, nle degré de F sur @, et ’on fixe une fois pour toutes les n plongements 1y, ..., 1, de F
dans R. Le groupe modulaire de Hilbert SL,((F) opere alors sur #" par homographies.

Pour z € #" et s € C, on désigne par Er(z,s) la série d’Eisenstein non-holomorphe de
poids 0 associée a I'unique pointe de SL,(0F)\#". La “formule limite de Kronecker” de
Er(z,s) (i.e. son développement en séric de Laurent en s = 1) a été étudi¢e par Asai [Asl].
Le terme constant de ce développement laisse apparaitre une fonction /5 (z) que Asai con-
sidére a maints égards comme un analogue pour F de log|#(z)| (théoremes 2.1 et 2.2).

La fonction /4 (z) nous permet de définir sur #" un analogue # de #. Il y a en fait n
fonctions #; (1 < j < n), chacune privilégiant un plongement différent de F dans R.
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La formule de tranformation modulaire de #; fait intervenir, a part un facteur auto-
morphe, un nombre complexe de module 1. Nous parvenons a extraire de cette constante
multiplicative de module 1 d’abord un analogue ®; de la fonction de Rademacher, puis les
sommes de Dedekind attachées a F (définitions 2.3 et 3.1 respectivement). Elles dépendent
d’un point de #"~!.

Nous établissons ensuite les principales propriétés des sommes généralisées : réalisa-
tion comme valeur limite de fonctions modulaires (proposition 3.2), loi de réciprocité (thé-
oréme 3.4), comportement sous 1’action d’opérateurs de Hecke (proposition 4.1).

La loi de réciprocité met en évidence la somme particuliére s(0, 1;.). Lorsque F est
quadratique, nous utilisons le travail de Hecke [He] pour I’écrire sous la forme d’une série
remarquable dont le terme général fait intervenir des valeurs spéciales de fonctions L
(proposition 3.6).

Le formalisme de Dedekind a déja permis d’étendre la construction des sommes de
Dedekind dans le cas d’un groupe fuchsien de premiére espéce, a I'initiative de Goldstein
[G]. Le cas particulier de I'(V) est étudié plus en détail dans [Ta], et celui des groupes de
Hecke G(/) dans [Br].

Le probléme de la généralisation des sommes de Dedekind a un corps de nombres est
un probléme ancien ([R-G]J, chap. 5). Rademacher suggere de s’intéresser a la fonction ¥
introduite par Hecke dans [He], §5 (voir aussi (27)) comme analogue du logarithme de 7.

D’une certaine maniere, nous répondons dans cet article au probléme posé par Rade-
macher. Nos résultats confirment son intuition, excepté que nous ne considérons pas exacte-
ment la fonction ¥ comme I’analogue approprié, mais plutot la fonction réelle-analytique
introduite en 2.1. Le lien entre ces deux approches est expliqué dans la proposition 3.6.

Lorsque le corps de base est quadratique imaginaire, Sczech [Sc] a donné une défini-
tion directe des sommes de Dedekind qui repose sur les fonctions elliptiques. Ensuite, Ito
[It] a intégré ces sommes de Dedekind-Sczech dans le formalisme de Dedekind en les faisant
apparaitre dans une formule de transformation modulaire.

On peut noter que nous avons restreint notre attention au cas ou F est de nombre de
classes 1 pour alléger les notations. On peut sans aucun doute lever cette restriction. En
effet, l'article [J-L] généralise avec succes les résultats de Asai. On en dédiut aisément pour
chaque classe du groupe des classes une fonction modulaire et une formule de transforma-
tion appropriée, et donc une somme de Dedekind. Tous nos résultats s’étendent alors classe
par classe.

Par ailleurs, Gunnells et Sczech ont introduit récemment une généralisation des
sommes de Dedekind a un corps de nombres totalement réel, trés différente de celle que
nous proposons (comparer avec [G-S]). Leurs sommes de Dedekind sont des nombres ra-
tionnels, tandis que celles que nous introduisons ici sont des fonctions réelles-analytiques
sur #"~! a valeurs réelles. Dans les deux cas, ces nouvelles sommes de Dedekind permet-
tent d’étudier des valeurs spéciales de fonctions L de Hecke (voir également [Ch] et [C-D]
pour des applications a la conjecture de Stark).
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2. La fonction A;, analogue de log »

Nous commengons par introduire I’analogue pour F de la fonction log#, puis nous
¢tudions sa formule de transformation modulaire.

2.1. Définition. On désigne par dr le discriminant de F, d = (0) la différente de F/Q,
Ur (resp. U{) le groupe des unités (resp. unités totalement positives) de F et Rp son régu-
lateur. On note a; := 1;(a) 'image réelle d’un ¢élément a de F par le k-ieme plongement, et
Xy (resp. yx) la partie réelle (resp. imaginaire) d’un nombre complexe z; de 7.

Définition 2.1. Pour tout j € {1,...,n}, on définit la fonction Q; comme la somme
de la série absolument convergente

L (o .
(6) Qj(z) — z J—](OC)ezméﬂ H e””(i’“”ﬁ””)?
*€0r, 1<k<n,

ou la fonction o_ : Op\{0} — Q est définie par

o1(e) = > [Npja(A)|
()] (e)

)

la sommation portant sur les idéaux entiers (1) qui divisent I'idéal («).

On introduit alors la fonction A; : #” — C en posant

. . drlr(2)
ou xr désigne la constante W

Remarque. Dans la définition de €;, on impose la condition o;/d; > 0. On a donc
construit n = [F : Q] fonctions A; en privilégiant successivement chaque plongement 7; de
F. Une conséquence immédiate de ce choix est que A;(z1,...,z,) est holomorphe par rap-
port a zj, mais ne l'est pas par rapport a zj pour k = j.

En fait, cette fonction apparait naturellement comme le morceau holomorphe par
rapport a z; de la fonction réelle-analytique —hr(z)/4, ou hr est I'application introduite
par Asai dans [Asl]. Il démontre que —/r/4 est 'analogue pour F de Re(log#). Ceci
nous conduit a considérer, comme Hara ([Ha]), que A; est 'analogue pour F' de log#. Rap-
pelons plus précisément les résultats obtenus par Asai. On pose

(7) he(z) :== —4Re Aj(2),

ou le membre de droite est indépendant de ’entier j. Nous introduisons également la série
d’Eisenstein non-holomorphe associée a F.
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Définition 2.2. Soit z = (z1,...,z,) € #". On définit la série d Eisenstein non-
holomorphe Ef(z,s) comme somme de la série absolument convergente pour Re(s) > 1

N

(8) Er(zs) = Y []—%

25 °
(u,v) e O} Ur k=1 |\ iZk + Vi

Le groupe Uy opére diagonalement sur (2. On note 2/ Uy ’espace quotient. La notation
3" indique que la sommation porte sur les éléments non nuls.

Les propriétés fondamentales de la série Er(z,s) et la “formule limite” qui la relie a
hr(z) ont déja été établies dans [Asl], §2—3, théoréme 3. Ces résultats sont rassemblés dans
le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Asai). (i) Définie par une série absolument convergente pour Re(s) > 1,
la fonction s — Ep(z,s) se prolonge en une fonction holomorphe sur tout le plan complexe
sauf en s = 1 ot elle a un péle simple.

(i) Pour toute matrice A de I', on a Ep(Az,s) = Ep(z,s).

(1) Pour tout z € H", elle vérifie I'équation fonctionnelle
GF(ZS)EF<Z,S) = GF(Z — 2S)E}:<Z7 1-— S),

s

ou Gr(s) == déﬂn_?l“ <2

n
) est le facteur Gamma de la fonction zéta de Dedekind du corps F.

(iv) ““Premiere formule limite de Kronecker généralisée”. Au voisinage de s =1, on a le
développement en série de Laurent

27)"R 1 n
Ep(z,s) = (2m)"Rr +yp—log| IT v« | +he(z)| + O(s — 1),
4dF s—1 k=1
ou yp est la constante ‘;‘IfF ((s— I)CF(S))/(I) —nlog?2.
2RF

Nous rappelons aussi les propriétés de la fonction /4y données dans [Asl], théoremes 4
et 5.

Théoréme 2.2 (Asai). (i) La fonction hp(z) est une fonction réelle-analytique a valeurs
reelles. Elle est pluri-harmonique.

.. . a . .
(i) Pour toute matrice A = ( > eI', on a la relation modulaire
¢

d

hi(z) = he(Az) + 3 log|erzy + di |
k=1
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(i) La fonction hp(z) — 4ncpy) - -+ yy est de carré intégrable sur un domaine fonda-
mental pour l'action de SL,(COF) sur #". Elle tend vers 0 a la pointe infini.

(iv) On a l'égalité hg(z) = —4Relogn(z).
(v) Les fonctions hr(z) et {p(5) (s + 1) sont associées via la transformée de Mellin.

Ces propriétés ainsi que la premiere formule limite de Kronecker généralisée permet-
tent a T. Asai de considérer que —/r/4 = Re(A;) est 'analogue pour F de la fonction

Re(log7n).

Remarque. On peut démontrer que les trois propriétés (i)—(ii)—(iii) caractérisent la
fonction Ap (voir [Ch], théoréme 3.2.3). La démonstration est proche de celle du théoréme
4 de [It].

2.2. L’analogue de la fonction ® de Rademacher. Sous I’action du groupe modu-
laire de Hilbert, la partie réelle de A;(z) vérifie une formule donnée par la propriété (ii) du
théoreme 2.2. Nous allons en déduire que la partie imaginaire de A;(z) vérifie une formule
de transformation ou apparait naturellement une fonction @; a valeurs réelles.

b

d
¢ = 0, la formule de transformation de A;(z) sous I'action de A est complétement explicite.
En effet, 'entier a = d~! est alors une unité de F. La transformation modulaire associée est
donc du type z — a’z + ab. Ces transformations laissent invariante la fonction Q;(z) défi-
nie par (6). On déduit alors de la définition 2.1 que

. a .
On se donne une matrice 4 = ( ) de I'. On remarque tout d’abord que, si
c

Az) = 8y(2) = e (afz; + ) T o= T1 )
k=+j k+j

= inxrbid; [] yk.
k+j

Pour obtenir la formule de transformation modulaire de A; sous ’action d’une ma-
trice 4 € I' quelconque, on considere la fonction #;(z) = e analogue de la fonction #
de Dedekind. Par construction, elle est holomorphe par rapport a z; et elle ne s’annule pas

sur #". On sait d’apres la propriété (ii) du théoreme 2.2 que la fonction |;| = eReW) vérifie
4 4 2 2
©) ;(A2)" = ;) |¢jz; + ™ TT fewzi + dil™-
1<k<n,
k+j

Le lemme suivant résulte immédiatement de cette formule.

b
Lemme 2.3. Soient A = <CCZ d> une matrice de I et z = (zy,...,z,) un élément de
A", Alors le quotient

1} (4z)
1) (=7 + )" TT oz + i’
+J

est un nombre complexe de module 1 indépendant de z; € A .
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Démonstration. On déduit de 1’égalité¢ (9) qu’il s’agit d’'un nombre complexe de
module 1. En outre, c’est une fonction holomorphe de la variable z; € #. On en conclut
qu’elle est constante par le principe du maximum. []

Pour ¢ et d réels, ¢ = 0, le nombre complexe —(ct + d)? est un élément de C\R_ pour

tout 7 € #. On peut donc considérer la détermination principale du logarithme sur cet
ouvert simplement connexe de C. On écrit donc

—(¢jzi+dy)? = logl=(¢z+d)*]
On déduit du lemme 2.3 que

4A;(A2)—4A;(2)-log[—(¢;zj+d)) ]~ Y. log|ekzi+di|®
e k+j

est une constante de module 1. Par conséquent, la fonction
27 — Im[4A;(4z) — 4A,(2) — log[—(¢;z + )]

est une fonction continue sur # a valeurs discrétes. Elle est donc constante. Ceci nous con-
duit a la définition suivante.

Définition 2.3. Soit z = (zy,...,z,) dans #". Pour tout je {l,...,n}, on note
Zj € A" e (n— 1)-uplet Zi = (215, Zj-1,Zj41,- - -, Zn) associé et /'on définit la fonction
®;: T x #" ' — R en posant

krbid; 11 v sic=0,
a b\ .\ k4
q)f<<c d)’zf) 1 1 S
- Im (A;(Az) — Aj(z) — 2 log[—(¢jzj + d;)7]| sic#0.

La fonction ®;(4,Z;) est a valeurs réelles. En comparant la partie réelle et la partie
imaginaire des deux membres, on conclut que la fonction A; satisfait la formule de trans-
formation modulaire

¢ . .
(10) Aj(Az) = Aj(z) + vy [Iog[—(cjzj +d)’] + ké'log|ckzk + dk|2} +in®;(4, ),
J

oud, vaut 0 si ¢ =0 et 1 sinon.
La fonction ®;(4, Z;) est une généralisation de la fonction ®g : SLy(Z) — Z de Rade-
macher ((1) et [Ra2], §71). Notons que notre normalisation donne dans le cas rationnel

D, = Dg/12.

La fonction @y satisfait I'identité fondamentale suivante due a Rademacher [Ra2],
§71 : pour toutes matrices 4 et B de SL,(Z), on a

(11) Dg(AB) — Dr(A) — Dr(B) = —3sign(cc’c"),
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ou ¢ (resp. ¢’ et ¢") désigne le coefficient de la premiére ligne, deuxiéme colonne de A4 (resp.
B et AB). Avant d’étudier ce que devient cette relation dans notre situation, nous rappelons
brievement quelle est son interprétation en termes cohomologiques.

*

d

Pour toute matrice 4 = ( i
C
facteur automorphe par /(4, z) := 8. log[—(cz + d)?]. On est conduit & poser

) de SLy(R) et tout z € #°, on définit le logarithme du

(12) A(A, B) = % (£(4, Bz) + ((B,z) — /(AB,z)).

La fonction A ainsi définie ne dépend pas du choix de z € . En outre, A est un 2-cocycle
sur SL,(R) a valeurs dans Z. Ces deux assertions se déduisent immédiatement du lemme
qui suit ([Ra2], §71) :

Lemme 2.4. Soient A = (* Z’) et B= < *, ;/) des matrices de SL,(R). On note
c ¢

AB = (:ﬂ ;,,) leur produit. On a alors I'égalité

(13) A(4, B) = —sign(cc'c"),
ousign(x) =0si x =0,sign(x) =1six>0et —1 5i x <O0.

Démonstration du lemme 2.4.  Un calcul direct permet d’obtenir 1'identité
(14) (cBz+d)('z+d") = ("z+d").

Nous allons exprimer cette égalité en termes de logarithmes. La démonstration du lemme
repose sur les propriétés ¢lémentaires de la branche principale du logarithme (voir [Di],
§VILI) :

(i) log(zz") =log(z) + log(z’) a condition que |Arg(z) + Arg(z')| < =.
(i) log(z~!') = —log(z).
Nous devons distinguer trois cas.

1. On suppose d’abord que deux des trois réels ¢, ¢/, ¢’ sont nuls. Dans ce cas, ils sont
tous les trois nuls car les matrices triangulaires supérieures forment un groupe. Ainsi
0. =0 = 0. = 0 et les deux membres de (13) sont nuls donc égaux.

2. On traite a présent le cas ou ¢ =0 et ¢’c¢” + 0. L’égalité¢ (14) se réduit alors a
d(c'z+d'") = (¢"z+d"). On déduit donc de (i) que

log(d?) + log[—(c'z + d")*] = log|—(¢"z + d")?.

On en conclut que I'identité (13) est vérifiée. Le cas ou ¢’ = 0 et le cas ou ¢” = 0 se traitent
de fagon analogue en utilisant les propriétés (i) et (ii).
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3. On suppose enfin que cc’c” = 0. On note que les deux membres de I’égalité sou-
haitée ne dépendent que de la classe de A et B dans PSL,(R). Ainsi, quitte a changer A4
ou B en leur opposé, on peut supposer que ¢ > 0 et ¢’ > 0.

Sous cette hypothese, les complexes —i(c¢Bz + d) et —i(c’z + d’) sont deux éléments
du demi-plan Re(w) > 0, donc leur argument est dans I'intervalle |—n/2,7/2[. Ainsi, on
déduit de (i) et (14) que

/(A,Bz) +/(B,z) = 2log[—(c"z+ d")].
La définition de A permet de conclure que
(15) inA(A,B) = —((AB,z) + 2log[i*(¢"z +d")].
Distinguons pour finir les deux sous-cas ¢” < 0 et ¢” > 0.

— Sous-cas 3.1 : si ¢” <0, alors le complexe i(¢”"z+d") est dans le demi-plan
Re(w) > 0. On a donc d’apres la propriété (i) :

((AB,z) = 2log(i(c"z + d")) = 2(log[i*(¢"z + d")] — log(i)).
Par suite, 1’égalité (15) devient
inA(A, B) = 2log(i) = in.

— Sous-cas 3.2 : si ¢” >0, alors Re(—i(¢"z4+d")) >0. On en conclut que
inA(A, B) = 2log(—i) = —irn de fagon similaire au sous-cas précédent.

On réunit ces deux sous-cas en écrivant A(4, B) = —sign(cc’c”). [

Remarque 2.1. Le 2-cocycle A a une interprétation géométrique (je remercie E.
Ghys de m’avoir signalé ce fait). Pour voir ceci, identifions # avec le disque de Poincaré
et fixons arbitrairement un point x sur le cercle a I'infini. Le réel zA(A, B) apparait alors
comme I’aire algébrique du triangle idéal de sommets x, Ax, ABx. Par suite, le cocycle A
est appelé le 2-cocycle d’aire de SLy(R) (voir [K-M], p. 238).

Pour tout couple (4, B) de matrices de I" on définit A;(A4, B) = A(4;, B;). On obtient
donc ainsi n cocycles de I a valeurs dans Z.

Lorsque n = 1, 'image naturelle de A; dans le deuxiéme groupe de cohomologie ra-
tionnelle H?(SL>(Z), Q) est nulle car H?(SL>(Z), Q@) = 0. On en déduit que

Ay =df, oufeC'(SLy(2),Q).

La relation précédente caractérise la 1-cochaine f a valeurs rationnelles. En effet, le groupe

0 -1 1 -1
SL,(Z) est engendré par les matrices d’ordre fini ( L0 ) et < L 0 ) Il en résulte
que

H'(SL,(Z),Q) = Hom(SL»(Z), @) = 0,
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donc f est unique. L’égalité (11) montre que cette 1-cochaine f n’est autre que I’application
—Ogr/3.

Nous nous proposons de généraliser I'identité (11) au cas des corps totalement réels

de nombre de classes 1. Le théoreme suivant conforte les fonctions ®; dans leur role d’ana-
logue de la fonction de Rademacher dans ce contexte.

Théoréme 2.5. Soientn = [F : Q| et je {1,...,n}. Pour tout 2; € #"" et toutes ma-
trices A et B de T', on a la relation

_ 1
0;(4B, %) — ©;(4, Bzj) — ¥;(B, %)) = — sign(¢;;7),

ou l'on a noté B’Ej le (n — 1)-uplet (Byz1,...,Bj_1zj—1, Bis1Zj+1, - - -, Buzn).

Démonstration du théoréme 2.5. L’égalité (10) permet d’écrire successivement

m A ((4B)2) = Im(A)(2)) + 3 (4,8, 5) + nby(4B.2),

Im A, (A(B2) = Tm(A,(B2)) + 3/(4), Bzy) + 7®,(4, B),

I Ay(B2) = Im(A,(2)) + /(B 5) + 7B, 2).

En combinant ces trois équations, il vient
4n(®;(AB, 2;) — ®;(A, Bz;) — ¥;(B, %)) = nA(4;, By).
Le résultat souhaité se déduit donc du lemme 2.4. []

Etude du cas n = 2. Je remercie Henri Darmon de m’avoir signalé I'interprétation
suivante des calculs ci-dessus. On suppose n = 2 et on fixe j = 1. On adopte alors les nota-
tions suivantes. On écrit un élément de #> = # x # sous la forme (x,7). Pour tout 4 € T,
I’élément noté (Ax, At) de #* désigne avec les notations précédentes (A41x, A27). Par souci
de simplification, on note A la fonction Aj, A le cocycle Aj, et /(A4,x) le nombre réel
/(Ay,Xx),...etc.

Soit (x,7) un élément de # 2 fixé. Pour tout couple de matrices 4, B de I', on pose

ee(4,B) = [AT212 - T A4, B

= A(ABx, At) — A(ABx,7) + A(Ax, 1) — A(Ax, A7) — %A(A, B).

Il n’est pas difficile de voir que «, . définit un 2-cocycle pour I' a valeurs complexes.
Le résultat suivant dit que ’on a en fait beaucoup mieux.
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Théoréme 2.6. Pour tout (x,7) de #7, le cocycle i, . est un cobord de T. Plus pré-
cisement, on a I'égalité

(16) Ky,z = dpx,r?
oit p, . € CY(T', C) est lu cochaine définie

Pro(A) = A(Ax,7) — A(x,7) — %/(A,x).

Remarque. Puisque Hom(I', C) = {0}, on note que p, , est I'unique solution de
I’égalité '

Ky =df.

Démonstration. On a par définition

dpx.r(A’B) = px,r(A) +px7r(B) - px,r(AB)'

En reportant la valeur de p, ., on obtient
dp, (4, B) = A(Ax,7) + A(Bx,1) — A(4Bx,7) — A(x,7)
— % (/(4,x) + {(B,x) — {(AB,x)).
La différence (dp, , — kx ) (A, B) est donc égale a
(17) (dpy. — Kx<)(A,B) = A(Bx,7) — A(ABx, A7) + A(Ax, At) — A(x, 1)
- % (/(4,x) +¢(B,x) — {(AB,x)) + %ZA(A, B).

La formule de transformation de A sous I’action de 4 permet alors d’exprimer les
différences

A(Bx,t) — A(ABx, A7) = —% (/(4,Bx) + Re/(4,1)) — in®(4, 1),

et

A(Ax, At) — A(x,7) == (£(4,x) + Re/(4,7)) + in®(4, 7).

1
4
En reportant ces deux formules dans (17), on trouve

(/(AB,x) — ((A, Bx) — {(B,x) + inA(A4, B)).

Bl—

(dpx,f - KX,T)(A7 B) -

On conclut grace a la définition de A donnée en (12). []
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3. Sommes de Dedekind généralisées

La formule de transformation de la fonction A; va nous permettre de définir formelle-
ment les sommes de Dedekind associées au corps F. Notre construction procede de maniere
analogue au cas du logarithme de la fonction # et des sommes de Dedekind classiques.
Etant donnés deux entiers ¢ & 0 et d de Oy premiers entre eux, nous définissons la somme
de Dedekind généralisée qui leur est associée comme une fonction s(d, c;.) : #" ! — R.

Les sommes généralisées vérifient une loi de réciprocité qui fait ’objet du théoréme
3.4. La somme 5(0, 1;25,...,2,) y joue un role privilégi¢. Nous montrons dans la proposi-
tion 3.5 que toute somme de Dedekind généralisée s’écrit comme une somme finie de
5(0,1;.) et de termes élémentaires.

Enfin, nous donnons dans la proposition 3.6 une formule qui exprime la fonction fon-
damentale s(0, 1;z,) sous la forme d’une série remarquable. Pour ce faire, nous nous ap-
puyons sur le travail de Hecke [He].

3.1. Définition et premicres propriétés. Nous avons introduit la fonction ®@;(4, z;)
qui apparait naturellement dans la formule de transformation modulaire de A;(z). Comme
dans le cas rationnel, nous la normalisons a I’aide d’un facteur élémentaire pour définir les
sommes de Dedekind généralisées.

Définition 3.1. Soit ¢ & 0 et d des entiers de (F premiers entre eux. Pour tout entier
je{l,...,n}, la somme de Dedekind généralisée s; associée a (c,d) est la fonction
si(d,c;.) : #"7' — R définie par la formule

) b\ . . .
(1.8)  si(d,;2) == —Slgn(cj)q’j<<? d)’zf) +% a; £i(d, ¢; 2;) + d; £;(0, 15 2)],

On a noté

. d, 2
ou a et b étant des entiers de O tels que ad —bc=1 et kg :#F(W)rl.
fi(d, c; Z;) la fonction T

fld.eiz) = [] —2

kw) lerzi + di*

Notation. Quitte a renuméroter les plongements, on suppose désormais que j = 1;
on note s la somme s; et A, Q, @, f les fonctions A, Q;, @ et f; respectivement.

Pour que s(d, ¢; 21) soit bien défini, nous devons maintenant vérifier que le membre de
droite de 1’égalité (18) ne dépend pas du choix des entiers a et b tels que ad — bc = 1. Cela
résulte du lemme suivant, qui permet d’obtenir une autre expression des sommes de Dede-
kind généralisées. Cette expression est obtenue en étudiant le comportement de la fonction
Q définie par (6) au voisinage du point —d, /c; situé sur le bord de #.

b
Lemme 3.1. Soit A une matrice (a d) de I'. On note s(A4;z1) le membre de droite
de I'égalité (18). Alors on a l'égalité

_sign(e)Vdr Img<—ﬁ+it,21).

(19) SAA) = R, cl
>0
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Proposition 3.2. Soit ¢+ 0 et d deux entiers de O premiers entre eux, et
21 =(22,...,2,) € H" L. Alors la somme s(d, c;2,) est bien définie et I'on a

_sign(e))Vdr

s(d7c;21) = 2n_17TRF

d
lim ImQ<——1—|— it,21>.
(1

t—0
>0

Cette égalité permet également de définir s(d, c;z)) méme si c et d ne sont pas premiers entre
eux. On a alors pour tout entier . + 0 de O :

s(Ad, Ac; z2y) = sign(4y)s(d, ¢; 21).

Démonstration. La proposition est une conséquence immédiate du lemme 3.1 puis-
que le membre de droite de (19) ne dépend pas de a et b. Pour démontrer la formule limite
(19), nous suivons la méthode de Riemann-Dedekind ([De]|, [Si], p. 176). Elle suggere
d’abord de poser, pour ¢ un nombre réel positif

d t a i
Z1 :——1+l—, d’Ol\l A121:—1+—’
C1 |C]| ] Z|C]|

puis de faire tendre ¢ vers 0. En substituant ces valeurs de z; et 4;z; dans la formule de
transformation (10) et en notant que log #*> est un nombre réel, on obtient I’égalité

(20) Im[A<ﬂ+L,A§1>} = Im[A(—ﬂJriﬁ,él)} + (A4, 2).
1

] Z|Cl| |

_Vdr_
n=1pR r
donné par (6). On commence par étudier le comportement du membre de gauche de I’éga-
lité (20) quand ¢ tend vers 0. Le terme général de la série

On rappelle que par définition A(z) = inrpz f(0,1;2)) — Q(z), ou Q est

o (ﬂ i azr+ by anzy + b,1>
a1 tal en+d’ T epzy + d,

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. La somme tend donc vers 0 par convergence uniforme. Par
ailleurs, le nombre réel (0, 1;A4z;) est égal a f(d,c;z;). Ainsi le membre de gauche de
I’égalité (20) a pour limite

Im {imcp (ﬂ—i— L>f(0, 1;2121)] = ?mcpf(d, ¢ 21).
1

¢ e

Quant au membre de droite, il a pour limite

d : Vdr . d
—C—anFf(O, 1;21) — 2’171; lim Im |:Q <——1 + it, 21>:| + nd)(A,él).
| e

On rassemble ces deux expressions pour écrire finalement :
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=

arf(d,c;21) +dif(0,1;2))] — D(4,2)) = —ﬂ lim ImQ(—é—Ht,fl).
1

2”717ZRF t—0 Cl
>0
La formule souhaitée (19) s’en déduit en multipliant cette derniere égalité par sign(c;). [

Nous donnons quelques identités simples satisfaites par ces sommes généralisées. Elles
sont tout a fait analogues a celles que I’on connait pour les sommes de Dedekind classiques
([Ra2], §68), si ce n’est la dépendance en zy, .. ., z,.

Proposition 3.3. Soient ¢+ 0 et d des entiers de Op. On a pour tout
zZ1 =(z2,...,2y) € A"V les égalités -

()
1) s(d, —ei21) = s(d, ;).
(i)
(22) s(—d,¢;21) = —s(d,¢; =51).

(iii) Soit € une unité de F telle que & > 0. Etant donné zy = xj, + iyy € A, on désigne
par |ex| - zx € A le nombre complexe eixy + ilex| yi. Alors on a

(23) s(dyec;zy) =s(d,c;|ea] - 22y - -y |en| - zn)-
(iv) Pour tout entier q de O, on a
(24) s(d+qc,c;zo—qay . vz —qn) = S(d, ¢; 22, ..., zy).

(v) Soit a un entier de F vérifiant ad = 1 mod c, et b tel que ad — bc = 1. Alors on a

(25) s(a,¢;za,. .., 2p) :s<d,c;—

drz7 + by an_n—l-bn)
ant+a’ i tan)’

Démonstration. D’une part, il résulte immédiatement de la proposition 3.2 que

s(—d,—c;z1) = —s(d, c¢;z1). D’autre part, il est facile de voir que Q(—2z) = Q(z). Les deux
premicres assertions s’ensuivent a 1’aide de la proposition 3.2.

Pour démontrer I’assertion (iii), commengons par remarquer qu’en changeant o en &o
dans (6), on obtient Q(|e1| - z1, .. ., |&x| - z,) = Q(z). La proposition 3.2 permet alors de con-
clure. On procéde de méme a partir de 1’égalité facile Q(z — ¢) = Q(z) pour établir 1’asser-
tion (iv).

. . . . a b . .

Démontrons pour finir I'assertion (v). Soit 4 = <c d> e I'. Le théoréme 2.5 appli-

qué au couple de matrices (4, 4~') donne immédiatement

(26) 0=D(AA™ 7)) = (A, A1z)) + DA, 7).
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D’apres la définition 3.1, I’égalité précédente s’écrit aussi
s(a, —c;z1) = s(d, c; Ail\zl).
Le résultat s’en déduit en utilisant (21). [
3.2. Loi de réciprocite. Nous montrons que les sommes de Dedekind généralisées
introduites précédemment vérifient une loi de réciprocité qui étend la formule (3). Lorsque

F = Q on observe que 5(0,1) =0 et kg = 1/12.

Théoreme 3.4 (Loi de réciprocité). Soit (c,d) un couple d’entiers de (Op pre-

d 2
miers entre eux tels que ¢y >0 et dy > 0. Notons xp ::%F(W)rl. On a pour tout
Z1=(z2,...,2n) € H#" Iidentité F
. — o1
s(d,c;21) +s(e,d; 277) = 50,15 21) 7
dl 1 n B 1 n -~ n
+KF|:_+_H|Zk| > —— T lexze +di| | TT w
i dij c1dy = k=2

Démonstration. Soient ¢ et d premiers entre eux tels que ¢; > 0 et d; > 0. Soit
(a,b) € Op x Op vérifiant ad —bc = 1. La loi de réciprocité se déduit du théoréeme 2.5
avec un choix judicieux de matrices A4 et B.

¢ d 1 0
identité qui s’écrit d’apres la définition des sommes de Dedekind généralisées sous la forme

b 0 -1
Choisissons en effet 4 = <a >, B= < > dans ce théoréme. On obtient une

1
s(—e.di 21) = s(d, ¢; =271) = (0,1 21) +

n
Tt a5 [T s
k=2

4 )
[T lex = dizel "7,
di 1= cid, ]

On veut changer 2, en —27! dans cette égalité. En utilisant & nouveau le théoréme 2.5 avec
le couple de matrices (B, B~!), on trouve d’abord

5(0,1; =271 = —s(0, 1;2)).
Les deux identités précédentes entrainent que

1
s(d, ¢;21) = s(—e,d; —27") = 5(0,1; 21) ~1

c n B dl 1 n B n
+Kr a0 A =t — [T |ckzi + di| 2 IT v
| k=2 i ad = k=2

On conclut a la formule souhaitée grace a la proposition 3.3 (ii). []
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3.3. La somme fondamentale s(0,1;z5,...,2,). La loi de réciprocité montre que la
fonction s(0, 1;2;) définie sur #"~! joue un role privilégié. On se propose dans ce paragra-
phe de I’étudier plus en détail. La proposition suivante justifie le nom de somme de Dede-
kind généralisée fondamentale pour cette fonction.

Proposition 3.5. Soit F un corps de nombres totalement réel de nombre de classes 1.
La loi de réciprocité et la proposition 3.3 permettent d’exprimer toute somme de Dedekind
généralisée s(d, c;z1) comme une somme finie de sommes s(0, 1;.) et de termes élémentaires.

Démonstration. Commengons par supposer que ()r est un anneau euclidien pour la
norme. La preuve consiste en un algorithme qui est calqué sur l"algorithme d’Euclide.

La boucle principale de ’algorithme est la suivante.

On effectue la division de d par c¢. Le résultat s’écrit d =cqg+r. On a donc
s(d,c;z1) = s(r,c; 21 + ¢,) d’apres (24). On se ramene ensuite au cas ou ¢; et r; sont positifs
grace a (21) et (22). La loi de réciprocité permet alors d’exprimer s(r,c;.) comme une
somme de s(c,r;.), de s(0,1;.) et d’un terme explicite. Cette expression est le résultat final
de la boucle. Il ne reste plus qu’a recommencer en remplagant le couple (d, ¢) par le couple

(c,r).

Puisque O est euclidien pour la norme, I'entier [Ny g (r)| diminue a chaque division.
Par conséquent I’algorithme se termine, et le dernier reste 7 est nul. Notons de plus que
I'identité ¢cOr + dOr = OF est préservée a chaque étape de I'algorithme. Le dernier couple
(¢,7) est donc du type (¢,7) = (&,0), ou ¢ est une unité de F. Il suffit pour conclure de trans-
former la somme de Dedekind s(0,¢;.) en s(0, 1;.) a 'aide de I'identité (23). La proposition
demandée est donc établie dans le cas ou O est euclidien pour la norme.

Pour établir la démonstration dans le cas général, il nous faut introduire une général-
isation de la notion d’anneau euclidien due a Cooke ([Co], définition 2). Un anneau d’ent-
iers O est dit euclidien en k-étapes pour la norme si pour tous ¢ £ 0 et d éléments de O, on
a besoin de n < k divisions successives d = cq; + ry, ¢ = riqa + 1, etc. pour obtenir un
reste 1, vérifiant [Np/q(r.)| < [Npjg(c)|. En particulier, les anneaux euclidiens en une étape
sont les anneaux euclidiens.

Ceci étant, on a le résultat suivant ([Co], théoreme 1) : si F est un corps de nombres
de nombre de classes 1 dont le groupe des unités est de rang = 1, alors O est euclidien en
k-étapes pour la norme pour un certain entier k.

Ce théoréme permet de conclure car I’algorithme précédent s’adapte sans peine au
cas d’un anneau d’entiers euclidien en k-étapes. En effet, sous cette hypothése, il suffit d’ef-
fectuer au plus k divisions avant que la norme ne diminue. On utilise la boucle donnée pré-
cédemment a chacune de ces divisions. L’algorithme se termine donc apres avoir effectué au
plus k|Np/g(c)| divisions. On en déduit que I'on peut écrire s(d, ¢;Z1) en utilisant au plus
k|Np/q(c)| termes du type s(0, 1;.). La proposition 3.5 s’ensuit. []

Remarque. Au cours de I'algorithme précédent, la fonction s(0, 1;.) est évaluée en
des points de #"~! images de 2; € #"! sous I'action de SL,(0F) et des involutions
zx — —Zx pour k € {2,...,n}.
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Nous donnons un exemple qui va rendre la proposition 3.5 explicite. On renvoie le
lecteur a [Le] pour une bibliographie trés compléte sur les corps de nombres euclidiens.

Exemple. Le corps F = Q(v/7) est euclidien pour la norme. On va exprimer
s(d, ¢; z;) en fonction de s(0, 1;.) pour ¢; =3 ++7etd; = -2 — /7.

La division euclidienne donne d = c¢q + r, avec ¢ = —1 et r = 1. D’aprés (24), il vient
s(d,c;z0) = s(1,¢;20 — 1).

Les hypotheéses de la loi de réciprocité étant satisfaites, on obtient
1
s(l,e;20— 1) + s(c, 1;(z — 1)_1) =s5(0,1;z,—1) — 1 + kT (z2),

ou T'(zy) est le terme explicite

(1 3+V7 1 "
T(z) = <3+\/7+|22—1|2+(3+\/7)|(3—\/7)22—2+\/7|2>I (z2)

On note enfin grace a (24) que s(c, 1; (2 — 1)7') = (0, 1; (2 — 1) =3 + /7).

En mettant bout a bout toutes ces égalités, on trouve en définitive

s(d,c;z2) = (0, 1,2 — 1) — 5(0,1; (5, — -3+ \/7) _%+KFT(22).

On se propose maintenant d’étudier plus en détail la fonction s(0, 1;.) qui intervient
de maniére cruciale dans la proposition précédente. Lorsque F est un corps quadratique
réel, la somme de Dedekind fondamentale s(0, 1;z;) apparait déja en filigrane dans le tra-
vail [He], §5, de Hecke. Dans cet article, Hecke étudie la primitive de la série d’Eisenstein
de poids 2 de SL,((F) définie par

(212) > a,l(a)eZin(z_:Zl+;_jzz),
Vdr ety

o
5>>O

(27) T(Z],Zz) = CF(2)2122 +

ou la sommation porte sur les entiers o de (O tels que /0 est totalement positif. Il considere
cette fonction holomorphe sur #? comme une généralisation pour F de logy. 11 s’agit, a
une constante multiplicative pres, du morceau holomorphe par rapport a z; et z, de la fonc-
tion /p(z1,z2) de Asai. En particulier, la fonction A = A peut étre interprétée comme la
“partie réelle par rapport a z;”’ de la fonction V.

A T'aide de la transformation de Mellin, Hecke relie W(z) a une famille de fonctions L
de Hecke du corps F. Il déduit alors de ’équation fonctionnelle des fonctions L une for-
mule qui exprime W(—z"!) en fonction de ¥(z) et d’une série.

Précisons ce point. On note y,, le Grossencharakter de F* défini par

inm
loge

#a

Tm( 1) = 0
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ou m est un entier, ¢ est le générateur > 1 du groupe Uj. Soit v; le caractére de F* défini
par vy (u) := sign(zu,). La formule de Hecke fait apparaitre des valeurs spéciales des fonc-
tions L(s, y,,v1) de Hecke sur la droite Re(s) = 1. Ce résultat se traduit en termes de somme
de Dedekind généralisée s(0, 1;z,) dans la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit F un corps quadratique réel de nombre de classes 1. On note Ap
la constante — ﬁ, et lon écrit un éléement z, de H sous la forme z, = lpe’io ou
=Ry
Oel—1,1[ et p > 0. La fonction somme de Dedekind fondamentale 5(0,1;z,) est donnée par
la serie

(1) si toutes les unités de F sont de norme 1 :

imn
L{l+—
( + Rr 7Xm01>

. . 0
ou le terme correspondant a m = 0 vaut EL(],Ul)Z.

0

5(0, 15 ipe’’) = 2p 3

m=0

2
5 sinh <n;_n (9) o
— ~"F 7 cos <2m7z £p ),

(1) si F a une unité de norme —1 :

N L1/] & imn
50, 1;ipe>”) = Ap 3o L\ L4551 || —— 5
m=1, 2RF . mmn
m impair sinh E

Remarque 3.1. (i) La fonction ¥(z) se transforme sous l'effet d’une substitution
modulaire quelconque selon une formule donnée dans [DLT-G], Ex. 2. On peut obtenir
grace a ces résultats une expression pour les sommes de Dedekind généralisées s(d, ¢; z2)
similaire a celle de la proposition 3.6. Elle fait apparaitre, comme dans I’expression (4) des
sommes de Dedekind classiques, une contribution de chaque classe » mod c.

i1) Toutes les valeurs spéciales L| 1 + @, ZmV1 | sont non nulles ([We], théoréme
R m
F

11, p. 288). Elles interviennent également dans le travail de Arakawa [Ar].

Démonstration de la proposition 3.6. A linstar de Hecke [He], formule (17), nous
définissons pour 7; et 7, deux complexes du demi-plan Re(z) > 0 la série absolument
convergente

J— -
G(t1,t2;0) == Yo 1(w)v(u)e \/E( e |+ 2|,U2‘)’

uelr

ou v désigne I'un des deux caractéres vo(u) = 1 ou vy (u) = sign(p ).

D’apres ’égalité (6), la fonction G est reliée a Q par la formule
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(28) 00,2 = 6(2 Ziw) - 6(2. 2001

1 1

+ G<Z—,l,ifz;00> + G<Z—,l7i22;01).
1 1

On doit a Hecke ([He], Satz 7) la formule de transformation de G(zy,72,0) :

m< 1>_2ﬁ

— |ty — — log(z172).
a0 2 172 P ' g(t172)

G(i,l;uo> — G(t1,12500) = (r(2)

On trouve également dans [He], Satz 8 (noter qu’il manque un facteur 7! dans le
membre de droite de la derniére égalité p. 402) une formule pour la différence

G(l,l;vl) — G(t1, 125 01).

Cette différence est égale a

Vdr [2L(1,0,)? o
d [ (1,01) log(tita) +i Y aw[t, ™ +1,"]|,
nRF T meZ

ou L(1,v;) = 0 par convention s’il existe une unité de norme —1, et
imn

LI 14+— W

‘ < loge ™" l)

_ 2
= sinh <—m” >
loge

0 sinon.

2

si x,,01(u) ne dépend que de I'idéal (u),

Ces deux résultats de Hecke permettent d’obtenir une formule de transformation de Q
sous 'action de ’homographie z — —1/z en utilisant ’égalité (28). Si on note S la matrice

0 -1
( .0 >, on obtient d’aprés la définition de @ :

D(S,z) = ! Im <A(Sz) —A(z) —% log(—z%))

T

Y1)2 Vidyp 1 1 21
= - - Im|{Q(—-)-Q —— Imlog( —
KF<|ZIZZ|2 J’1y2> 27Ry m< ( Z) (Z)> A

5 _ , ~Toer
— iM log |:— Q:| — d—F Z/am |:(iz_2)_i"g£ - (Z_2> | :| :

473 R2, 2] 8n’R% 27 i
\ dr . e e .
On pose Ap = “5aRL D’apres la définition 3.1 et I’égalité précédente, la fonction
T RE

5(0,1;z;) apparait naturellement comme la partie réelle de la fonction holomorphe sui-
vante :
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A, j, 2imn
22— =L L1, 0) log(—iz) — 25 S ay, | —izo]ese.
T 2 meZ

En écrivant z, sous la forme z, = ipe’s’ avec 0 dans I'intervalle |—1, 1], elle se réduit &
. 0 A‘F _2imn | mﬂz
0,1;ipe'?) = Jp=L(1,01)* + = S a,p Toes sinh [ —0 .
S( y Liipe= ) F2 ( 701) + 2mezamp £ SN loge

Il ne reste plus qu’a constater que a_,, = —a,, pour conclure. []

4. Opérateurs de Hecke

Soit p = 2 un nombre premier. On trouve déja dans le travail de Dedekind [De], éga-
lité (28), I'identité suivante pour les sommes de Dedekind classiques

(29) s(dp,c)+ > s(d+cr,ep) = (p+1)s(d, c).

rmodp
L’interprétation de cette identité au moyen des opérateurs de Hecke est étudié dans [Kn] et
[Mal].

Nous nous proposons dans ce paragraphe de généraliser I'identité (29) dans le cas
d’un corps de nombres F totalement réel de degré n de nombre de classes 1. Lorsque le
corps de base est quadratique imaginaire, nous renvoyons le lecteur au résultat de Sczech
[Sc], §9, égalité 37.

On désigne par # le R-espace vectoriel formé des fonctions
g:0p x (Op\{0}) x #" — R
qui vérifient la propriété d’invariance par translation :
gld +cq,c;z2—q) = g(d, c;2),
ou ¢ est un entier quelconque de (/. On a noté z — ¢ le n-uplet (zx — gx) € #". Soit p € Of

un entier premier totalement positif. On lui associe "opérateur de Hecke T, : # — F défini
par la régle

(91 Tp)(d,c;2) = gldp,c; pz) + 3 g(d +cr, cp;%),
rmod p

zZ—r L, .
. Un calcul élémentaire montre

avec des notations multiindices évidentes pour pz et

que les opérateurs 7), sont bien définis et qu’ils commutent deux a deux.

Soit Z/ le sous-espace de % formé des fonctions qui ne dépendent pas de la variable
zj € A. La restriction de 7, a 7/ est un endomorphisme de 7/ que 'on note 7}).
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Dans le cas rationnel, la définition de ’opérateur T1 est essentiellement équivalente a
celle donnée dans [Ma], §3, ou le lien entre les operateurs Tp‘ et les opérateurs de Hecke
standards est expliqué et exploité. Selon cette terminologie, I'identité de Dedekind montre
que la somme de Dedekind classique s(.,.) € # ! est une fonction propre de T pl de valeur
propre associée p + 1.

Dans le cas général, la somme s; peut étre considérée comme un élément de .7/

d’apres la proposition 3.3 (iv). Le résultat suivant établit la généralisation souhaitée de
I'identité de Dedekind.

Proposition 4.1. Soit s; € 7/ la somme de Dedekind généralisée associée au jome
plongement réel de F. Pour tout entier premier p de U totalement positif on a I'égalité

si| T) = (Nrja(p) +1)s;.

Autrement dit, la fonction s; est une fonction propre pour Tlf de valeur propre associée
Nrja(p) + 1.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la proposition 3.2 et du lemme
suivant.

Lemme 4.2. Soit p € Op un nombre premier totalement positif, et z € A". Alors

Qi(pz)+ X Q (Z ]_,

rmodp

r> = (Nrsa(p) +1)Q(2).

Démonstration du lemme 4.2.  On rappelle la formule (6) qui définit la fonction €; :

Qj(Z) _ Z 071(06)€2inTr(§x ly)
aelf,
xj/5j>0

ES
J

n

ou I’on a noté Tr<§x—|— ‘§’1y> =Y <§—1;Xk + ‘;_’;

iyk>. Comme on a par définition

o1(@)= ¥ [NroO)| ™,
()| (2)

il suffit de poser u := a/v pour écrire ©Q;(z) sous la forme

/ [UF U+] Z 2znTr(’" ly)

veirjur 1NE/@(V)] ﬂ’f,.e/géo
Vi /9j

Q(z) =

1 : z—r . o
On considére maintenant la somme ) Q,( > Cette somme est bien définie car
rmod p p

Qj(z) est invariante quand on translate z par un entier de (r. Elle est égale a

ly)< T e 21nTrF/@(pr)))

rmod p

/ [UF U+] Z ezz‘nTr(

veiryuy INFi@O) ey,
W [9;>0

pr)x+ \ﬁ
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On remarque alors que

T ¢ 2T () _ {NF/@(p) si p divise uv,

rmod p 0 sinon.

Puisque p est premier, on obtient une décomposition de la forme suivante :

zZ—r
Co(if)-siT- ¥
rmodp P Vil VL v, 1t

plv  plp  plvetplu

La premiére de ces trois sommes est €;(z), la deuxieme est Np/g(p)€;(z), et la troisieme
Q;(pz). Le lemme est démontré, et la proposition s’ensuit. []
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