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0.2 Techniques mathématiques abordées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
0.3 Détail des chapitres de cet ouvrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
0.4 Remerciements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1 Asymptotiques formelles 13
1.1 Exemples introductifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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7.1 Définition des opérateurs intégraux de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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9.2.2 Front et difféomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
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11.5 Réflexion des singularités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
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13.1.3 Écriture des équations de Maxwell dans un système de coordonnées semi-
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14.4.3 Calcul de la trace de la dérivée normale de l’onde diffractée . . . . . . . 285

14.5 Conclusion sur les rayons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288



Chapitre 0

Introduction

Ce texte est issu d’un cours enseigné à l’université de Paris 13 de février 1996 à juin 1996,
puis de décembre 1996 à février 1997. Son objectif est d’apporter quelques éclaircissements
sur les asymptotiques à hautes fréquences utilisées classiquement en propagation d’ondes.

Nous donnons un cadre mathématique rigoureux et précis qui permet de prouver la validité
des asymptotiques hautes fréquences pour la propagation d’onde scalaires ou électromagnétiques
(que cela soit dans le vide ou dans des milieux diélectriques), pour la réflexion d’une onde sur
un bord (muni d’une condition de Dirichlet ou d’une condition mixte), et pour calculer l’onde
au voisinage d’une caustique ou d’un point diffractif.

Ce cadre mathématique rigoureux est l’analyse microlocale, et cet ouvrage se veut une
introduction à certaines techniques utilisées dans cette branche de l’analyse. Dans cette intro-
duction, nous présentons les motivations des études asymptotiques hautes fréquences (Section
0.1) et nous expliquons en quelques mots certains des outils d’analyse microlocale utilisés.

Plus généralement, un certain nombre d’équations de la physique mathématique font
apparaitre des objets géométriques ; le gradient, le rotationnel, la divergence, le laplacien.
L’équation qui fait le mieux apparaitre la relation entre la géométrie et les propriétés qua-
litatives des solutions est l’équation des ondes. Ceci sera particulièrement clair au chapitre
12, rédigé en collaboration avec Claude Bardos, consacré aux valeurs propres du laplacien
dans une métrique A (aspect qualitatif). Les opérateurs intégraux de Fourier sont les outils
naturels pour tenir compte de manière géométriquement intrinsèque des notions de propaga-
tion dans l’équation des ondes. L’énergie dans un tube de rayons associée à l’équation des
ondes (introduite au chapitre 3) est la transcription physique de la notion de demi-densité,
qui sera effleurée dans le chapitre 12. Le concept de demi-densité a servi de base à l’étude des
opérateurs de Fourier intégraux par Hörmander [46].

De l’équation des ondes, on déduit un certain nombre d’informations sur d’autres équations :
l’équation de la chaleur, le système d’équations de l’élasticité, le système d’équations de Max-
well. Ainsi les applications des opérateurs de Fourier intégraux vont au delà de l’étude de
l’équation des ondes.

0.1 Motivation des études asymptotiques

Le calcul a priori de la réponse d’un objet à une émission radar est un problème important
lors de la conception d’un avion ou de tout autre objet que l’on veut rendre le moins détectable
possible. La réponse est donnée par le calcul de la solution des équations de Maxwell et d’une
relation au bord dépendant de la nature de l’objet, la donnée initiale étant la valeur du champ
électromagnétique incident (celui de l’onde radar, de longueur d’onde λ).

Pour éviter la dispersion du faisceau radar dans l’atmosphère, la longueur d’onde λ doit
être assez petite, de l’ordre du mètre ou du centimètre. Comme la fréquence de l’onde (se
propageant à la vitesse de la lumière c) est ω = 2πc/λ, cette fréquence est donc entre 1 et 100
GHz. Cette physique justifie donc l’emploi des méthodes hautes fréquences.
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Supposons en plus que l’on puisse associer à l’objet, ou à une partie de ceoui-ci, une
longueur caractéristique L. Pour un avion, par exemple, L est de l’ordre de la dizaine de
mètres. Les méthodes numériques usuelles de calcul des solutions des équations de Maxwell
considèrent des mailles dont le côté est λ/8, soit de l’ordre du millimètre ou de la dizaine de
centimètres. Le nombre de degrés de liberté utilisés est alorsN = (8L/λ)3, qui est au moins de
l’ordre de 105. Ce nombre de degrés de liberté correspond alors à 6N inconnues, coordonnées
des champs électrique et magnétique. La matrice à inverser pour résoudre le système discrétisé
est alors 6N × 6N .

Ces nombres considérables ne permettent souvent pas un traitement global du problème
lorsque la fréquence est trop élevée. Il est alors nécessaire de trouver des méthodes alternatives
au calcul numérique global ; il s’agit des méthodes asymptotiques.

De Huyghens à Maxwell, s’est élaborée l’idée que la lumière et donc les phénomènes
électromagnétiques se propagent à la fois comme des ondes et des rayons. Pour les rayons, on
peut parler de position et de vitesse ou bien (grâce à la transformée de Legendre) de position
et d’impulsion. Le calcul pseudo-différentiel (décrit ci-dessous) fait apparâıtre la cöıncidence
entre la variable de Fourier et l’impulsion. L’inégalité d’Heisenberg montre qu’il est impossible
de localiser à la fois en position et en vitesse, et on est amené à localiser asymptotiquement
et à haute fréquence. Cela conduit d’une part à un raffinement apparemment sans fin des
calculs asymptotiques formels, sur lesquels des progrès qualitatifs importants ont été réalisés
par V. Babich [5] et J. B. Keller [38] dans les années 50, probablement sous l’impulsion des
problèmes de furtivité radar ou de détection. La quasi totalité des résultats asymptotiques
ont été obtenus depuis lors. Un exposé des résultats asymptotiques formels dans un certain
nombre de situations physiques est présenté par D. Bouche et F. Molinet dans le volume 16
de la collection ”Mathématiques et Applications” [15].

La mise en forme rigoureuse de ces calculs a été la préoccupation essentielle d’au moins
une génération de mathématiciens, et sous l’influence d’Hörmander, le formalisme de l’analyse
microlocale s’est imposé.

Il est pour le moment impossible de justifier mathématiquement tous les résultats de [15].
En revanche, la preuve de la validité de certains de ces calculs asymptotiques est possible, et
nous la présentons dans ce livre.

0.2 Techniques mathématiques abordées

Nous nous consacrons ici à l’étude des équations et systèmes d’équations aux dérivées
partielles linéaires. Nous travaillons à haute fréquence pour trois raisons essentielles :

1) la physique du problème de détection radar est une physique à haute fréquence (ce qui
peut s’exprimer par L/λ > 10),

2) par l’introduction d’un paramètre asymptotique, on peut réaliser des calculs analytiques
(voir par exemple le chapitre 1) en améliorant la précision des solutions,

3) enfin, on peut justifier ces asymptotiques formelles dans certains cas (voir le chapitre 2
pour un exemple de preuve, voir aussi les travaux de Lax [58]).

L’analyse microlocale (introduite par Hörmander [46] dans la fin des années 60) s’avère la
méthode la plus universelle de traitement de ces problèmes haute fréquence, généralisant et
justifiant par exemple les calculs effectués sur les rayons gaussiens [84] et les calculs de couche
limite [15]. En effet, l’analyse microlocale est associée à un calcul pseudo-différentiel qui est
un calcul symbolique explicite et à une bonne notion asymptotique (engendrée par exemple
par l’ordre des symboles). Cette branche de l’Analyse étudie entre autres la régularité des
distributions, non seulement localement, mais en plus en différenciant la régularité suivant
toute direction de dérivation. Pour faire une analogie physique, tout se passe comme si nous
considérions la régularité des distributions dans l’espace des positions-impulsions.

Lorsque u ∈ S(IRd), classe de Schwartz des fonctions à décroissance rapide, sa transformée
de Fourier (indifféremment notée û(ξ) ou F(u)(ξ)) est aussi dans la classe de Schwartz :
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û(ξ) =

∫

e−ix.ξu(x)dx.

On a la formule d’inversion de Fourier :

u(x) =
1

(2π)d

∫

IRd
û(ξ)eix.ξdξ =

1

(2π)d

∫

IR2d

u(y)ei(x−y).ξdξdy (0.2.1)

De la formule F(∂xu)(ξ) = iξû(ξ), on tire

∂x1u(x) =
1

(2π)d

∫

IR2d

iξ1u(y)e
i(x−y).ξdy. (0.2.2)

Dans l’égalité (0.2.2), on appellera la fonction iξ1 le symbole de l’opérateur ∂x1 . Nous
étudions dans le chapitre 6 les calculs asymptotiques sur les symboles, qui sont des fonctions
de classe C∞ pour (x, ξ) ∈ IRd × IRd. A tout opérateur différentiel est associé un symbole, et,
réciproquement, à tout symbole est associé un opérateur appelé opérateur pseudo-différentiel
(que l’on construira ici). Le calcul de la composée de deux opérateurs pseudo-différentiels se
traduit par un calcul sur les symboles, ce qui définit alors une algèbre, étudiée dans le chapitre
8. Les éléments inversibles de cette algèbre jouent un rôle particulier ; il s’agit des symboles
elliptiques.

Un symbole a(x, ξ) définit de manière intrinsèque un opérateur pseudo-différentiel ; un
changement de variable en x induit un changement de variable en ξ. Nous étudierons ces chan-
gements de variable dans le chapitre 8. Nous montrons que la notion de géométrie préservée
dans IRd× IRd par le changement de variable en x dans IRd est le caractère symplectique de
IRd × IRd, qui est alors identifié au fibré cotangent T ∗IRd. Ainsi, un symbole a(x, ξ) est une
fonction C∞ sur T ∗Ω. Les rayons dont nous avons parlé plus haut sont alors la trace sur Ω de
courbes géométriquement intrinsèques dans T ∗Ω, appelées bicaractéristiques.

Les calculs en analyse microlocale, quant à eux, font usage constant d’un résultat, appelé
théorème de la phase stationnaire. Ce résultat est la généralisation (au moins formellement)
d’une méthode connue depuis Legendre, la méthode du col. La phase de la méthode du col
admet un maximum. On dit qu’elle stationne au point où elle admet ce maximum, d’où
le nom de phase stationnaire. La différence entre la méthode de la phase stationnaire et la
méthode du col provient du caractère de l’intégrale étudiée ; pour k ∈ [1,+∞[, l’intégrale de
la méthode du col se présente sous la forme

∫

e−kφ(x)dx, qui est une intégrale absolument
convergente lorsque φ admet un minimum sur l’intervalle d’intégration alors que l’intégrale
utilisée dans la méthode de la phase stationnaire est

∫

eikφ(x)dx, qui est définie dans S ′(IRd).

Le théorème de la phase stationnaire, étudié au chapitre 4 est au centre de l’analyse
microlocale, du calcul pseudo-différentiel, et a des applications dans d’autres domaines. Nous
en présentons une dans le chapitre 5, aimablement fournie par Eric Pilon, issue des calculs de
physique théorique.

Cependant, la formule (0.2.2) ne permet pas toujours de représenter correctement une so-
lution d’une équation aux dérivées partielles. C’est le cas lorsque le problème présente une
caustique ou un rayon rampant qui diffracte, ou lorsque l’on veut accéder à des propriétés
mettant en jeu la structure globale des rayons. Il se trouve que dans ces cas il est possible
et indispensable de généraliser la formule (0.2.2) en remplaçant (x − y).ξ par φ(x, y, ξ), ho-
mogène de degré 1 en ξ. L’opérateur obtenu s’appelle alors opérateur intégral de Fourier.
L’étude globale des opérateurs intégraux de Fourier est une partie majeure de cet ouvrage
(Chapitre 7) ; en effet la représentation de solutions d’équations aux dérivées partielles par
des intégrales oscillantes est la mieux adaptée aux calculs asymptotiques qui font intervenir
des phases sous la forme eikφ(x), k grand paramètre. Aux opérateurs intégraux de Fourier et
aux phases des solutions asymptotiques d’équations aux dérivées partielles sont associés des
objets géométriques intrinsèques, appelés variétés lagrangiennes. La structure de ces variétés
fait l’objet du chapitre 10. Même si une phase (associée à une intégrale oscillante solution
d’une équation aux dérivées partielles linéaire) est singulière, la variété lagrangienne (⊂ T ∗Ω)
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associée est lisse, et sa projection sur Ω est singulière. Nous étudierons ainsi certains types de
singularités.

Grâce aux opérateurs intégraux de Fourier, on retrouve les théorèmes de propagation des
singularités dans Ω pour les opérateurs hyperboliques (obtenus par ailleurs, par exemple dans
[81]) ainsi que les théorèmes de réflexion des singularités hyperboliques sur ∂Ω, par exemple
pour les ondes électromagnétiques. De plus, on peut construire une parametrix uniforme sor-
tante pour le problème Pu = 0 dans Ω, γLu = g sur le bord de Ω quand Ω a un bord, P et
L désignant deux opérateurs différentiels et γ désignant l’opérateur de restriction au bord ∂Ω
quand cela est permis.

Une autre application des opérateurs intégraux de Fourier est globale et est présentée dans
le chapitre 12, écrit par Claude Bardos (dont l’apport aux autres chapitres est loin d’être
négligeable). Elle s’appuie sur un problème pratique, qui est d’estimer les valeurs propres d’un
opérateur elliptique, typiquement le Laplacien dans un ouvert borné. Les fonctions auxquelles
on souhaite accéder sont par exemple le nombre de valeurs propres plus petites qu’un R
fixé, le comportement asymptotique des valeurs propres rangées par ordre croissant. On veut
aussi étudier par ce biais les problèmes inverses ; trouver par exemple des informations sur
l’ouvert Ω dans lequel on travaille par l’intermédiaire de ces valeurs propres. On constatera
l’importance de l’aspect global des opérateurs intégraux de Fourier, qui sont les seuls à pouvoir
tenir compte des géodésiques fermées. En effet, un opérateur pseudo-différentiel est pseudo
local (voir Hörmander [47]), donc ne pourra pas prendre en compte en particulier l’application
de premier retour de Poincaré.

0.3 Détail des chapitres de cet ouvrage

Dans le chapitre 1, on introduit la notion de développement asymptotique ; on démontre que
toute série asymptotique est le développement de Taylor en un point d’une fonction de classe
C∞, résultat connu sous le nom de lemme de Borel. Ce résultat sera utilisé pour construire
une solution approchée de l’équation des ondes.

Dans le chapitre 2, on présente la méthode et les résultats de P. D. Lax [58] pour calculer
le développement asymptotique associé à la solution d’un problème de Cauchy strictement
hyperbolique. Il s’agit d’une introduction directe aux calculs asymptotiques.

Dans le chapitre 3, on utilise l’équivalence entre l’équation des ondes et l’équation de
Helmholtz (∆ + k2)u = 0. On construit, lorsque k tend vers +∞, une solution asymptotique
de l’équation de Helmholtz de la forme a(x, k)eikφ(x), où a(x, k) admet un développement
asymptotique au sens du chapitre 1. Plus précisément, on calcule l’amplitude a(x, k) sur un
pinceau de rayons, une fois cette amplitude connue sur une surface équiphase de φ. Le lemme
de Borel construit alors une solution asymptotique équivalente à la solution recherchée.

Le chapitre 4 aborde une notion importante, qui est -à mon sens- à la base de l’ana-
lyse microlocale : la méthode de la phase stationnaire, étroitement liée aux développements
asymptotiques. Son application est possible chaque fois que l’on peut utiliser le lemme de
Morse pour représenter la phase comme une phase quadratique. Une application à la physique
des particules d’une variante du théorème de la phase stationnaire fait l’objet du chapitre 5.

De même le chapitre 7 présente des intégrales a priori divergentes, appelées intégrales oscil-
lantes, dont on donnera une valeur grâce au théorème de la phase stationnaire. Les opérateurs
associés à ces intégrales oscillantes sont les opérateurs intégraux de Fourier. Les intégrales os-
cillantes du chapitre 7 font appel à des fonctions a(x, θ) ∈ C∞(X× IRd), qui ont des propriétés
agréables en fonction du paramètre asymptotique |θ|. Ce sont ces propriétés qui permettent
d’introdure des règles de calcul systématiques. L’étude des fonctions a(x, θ) fait l’objet du
chapitre 6. Un cas particulier des intégrales oscillantes du chapitre 7 permet de généraliser
les opérateurs différentiels en une classe d’opérateurs, appelés opérateurs pseudo-différentiels
(étudiés par exemple par Kohn et Nirenberg [54]).

L’étude des propriétés et de la régularité de ces opérateurs est présentée dans le chapitre
8. En particulier, on définira une loi produit sur les symboles qui correspond à la loi de
composition des opérateurs.
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Le chapitre 9 étudie le caractère intrinsèque de notions liées aux opérateurs pseudo-
différentiels et introduit la géométrie symplectique, cadre géométrique associé aux opérateurs
pseudo-différentiels et aux opérateurs intégraux de Fourier. Utilisant ce cadre géométrique,
nous donnons le théorème permettant de composer des opérateurs intégraux de Fourier.

Le chapitre 10 relie les opérateurs intégraux de Fourier et les calculs asymptotiques de Lax
du chapitre 2, dans le sens où la phase φ introduite par Lax, solution de l’équation appellée
équation eikonale, peut être prise comme phase oscillante dans un opérateur intégral de Fourier,
généralisant ainsi les solutions asymptotiques oscillantes. Nous étudions plus généralement les
solutions lagrangiennes, généralisation de la notion de phase solution de l’équation eikonale.
Nous en déduisons le comportement des solutions de problèmes hyperboliques au voisinage de
caustiques.

Dans le chapitre 12, Claude Bardos détaille une application globale des opérateurs intégraux
de Fourier, qui permet, à partir des valeurs propres du Laplacien, de connâıtre certaines pro-
priétés de cet ouvert. Ce problème est popularisé par la phrase ”Can we hear the shape of a
drum ?”1.

Le chapitre 13 démontre le théorème de propagation des singularités pour les ondes,
généralisation des lois de l’optique géométrique, en utilisant à la fois les opérateurs intégraux
de Fourier pour construire une solution et pour transformer le problème de propagation en un
problème de propagation élémentaire par l’intermédiaire d’une transformation canonique. Ces
deux points de vue sont équivalents.

La réflexion d’une onde électromagnétique par un objet diélectrique, première application
des développements asymptotiques, est étudiée dans le chapitre 13 et le théorème de réflexion
des singularités hyperboliques est démontré dans le cas d’un ouvert rempli de matériau
diélectrique absorbant. Nous utilisons ici une généralisation des calculs asymptotiques de Lax à
des opérateurs hyperboliques pseudo-différentiels, comme l’ont fait Hörmander [45] et Levitan
[62], [63], ou plus récemment Sjöstrand et Zworski [89].

Enfin, le chapitre 14 étudie le cas diffractif, cas où le rayon incident arrive tangentiellement
au bord de l’objet Ω, dans deux cas : le problème modèle de Friedlander [41], exemple originel,
et le cas de la diffraction par un convexe du plan, où sont utilisés les résultats de Gilles
Lebeau sur la régularité Gevrey 3 [64] et la thèse de l’auteur [56]. Dans ce chapitre, écrit en
collaboration avec Daniel Bouche, on compare les calculs de l’analyse microlocale et les calculs
employés dans la méthode de la couche limite.

0.4 Remerciements

L’auteur souhaite remercier toutes les personnes qui ont permis que ce cours voie le jour :
en premier lieu les étudiants de l’université de Paris Nord, qui ont eu la patience de suivre et
de comprendre les calculs parfois compliqués qu’il faisait au tableau et l’équipe d’analyse de
l’université de Paris-Nord (Michel Balabane, Laurence Halpern, Patrice Le Calvez) qui lui a
donné l’opportunité d’enseigner dans le DEA de Mathématiques Applicables.

L’auteur est aussi grandement reconnaissant à Johannes Sjöstrand pour le cours de DEA
que ce dernier a donné à l’université d’Orsay en 1987-1988. Il s’est appuyé sur les notes de Max
Bezard pour rédiger certains des chapitres de ce texte de cours. Il souhaite aussi remercier
Gilles Lebeau, son directeur de thèse, aussi bien pour le cours suivi en 1988-1989 que pour
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d’un objet.

L’auteur s’est aussi inspiré d’un texte de Jeffrey Rauch, et que celui-ci lui pardonne l’em-
prunt de plusieurs démonstrations pour les problèmes hyperboliques matriciels.

L’aide et les conseils de Claude Bardos2 et de Jean-Michel Ghidaglia, ainsi que la relecture
de Daniel Bouche et de Gérard Meurant ont été précieuses dans l’élaboration de ce cours.
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Chapitre 1

Asymptotiques formelles

Dans ce chapitre, nous présentons une asymptotique formelle pour un certain nombre
de systèmes d’équations de la Physique. Nous étudions l’équation des ondes, l’équation de
Helmholtz dans le vide, l’équation de Helmholtz dans un milieu dispersif et plus généralement
des problèmes hyperboliques. Certaines de ces asymptotiques sont présentées en exercices.

Ces asymptotiques formelles seront justifiées mathématiquement dans la suite de l’ouvrage.

1.1 Exemples introductifs

Nous donnons en premier lieu deux exemples qui permettent de définir un développement
asymptotique. Les deux fonctions que nous présentons sont solution de l’équation des ondes,
et nous pouvons calculer leur développement asymptotique. Elles ont en commun d’être oscil-
lantes en temps et en espace.

1.1.1 Ondes planes et équation des ondes

L’exemple le plus simple considéré traditionnellement est l’onde plane (~k ∈ IRd, ω ∈ IR+)

up(~x, t) = eiωt−i
~k.~x, ~x ∈ IRd, t ∈ IR.

C’est une solution (qui n’appartient pas à L2(IRd+1), mais seulement à L2
loc) de l’équation des

ondes (∆− c−2∂2
t2)u = 0 lorsque

ω2 − |~k|2c2 = 0, (1.1.1)

qui s’écrit |~k| = ω/c, et qui s’appelle la relation de dispersion dans le vide. En fait, cette égalité
est la première des égalités asymptotiques que nous rencontrerons ; elle est exacte pour une
onde plane. Lorsque la dimension de l’espace ambiant est 1, les deux valeurs de k possibles
sont ±ω/c, qui correspondent à deux ondes planes, progressives, se propageant respectivement
dans la direction des x > 0 et des x < 0. Nous rappelons que, pour l’équation des ondes en
dimension 1, on a

(
∂2u

∂x2
− c−2 ∂

2u

∂t2
)(x, t) = (

∂

∂x
− c−1 ∂

∂t
)(
∂u

∂x
− c−1 ∂u

∂t
).

On démontre que la solution dans IRx × IRt de l’équation des ondes avec données de Cauchy
u0(x), u1(x) est

u(x, t) = 1
2 (u0(x+ ct) + u0(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

0 u1(y)dy − 1
2c

∫ x−ct
0 u1(y)dy

= 1
2 (u0(x+ ct) + u0(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct u1(y)dy.
(1.1.2)

13
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Pour ce faire, si u(x, t) est une solution de l’équation des ondes, on lui associe v = ∂xu+
c−1∂tu, qui est solution de ∂xv − c−1∂tv = 0. On en déduit que w(z, t) = v(z − ct, t) vérifie
∂tw(z, t) = 0. Il vient donc w(z, t) = w(z, 0) = v(z, 0). L’égalité v = ∂xu+ c−1∂tu devient

∂xu(x, t) + c−1∂tu(x, t) = w(x + ct, 0).

Soit h(z) = 1
2

∫ z

0
w(y, 0)dy. On vérifie que (∂x + c−1∂t)h(x + ct) = w(x + ct, 0). Il vient

alors

(∂x + c−1∂t)(u(x, t)− h(x+ ct)) = 0

ce qui conduit immédiatement à

u(x, t) = h(x+ ct) + g(x− ct).

Les conditions de Cauchy à t = 0 sont

u0(x, 0) = u(x, 0), ∂tu0(x, 0) = u1(x, t).

Il vient donc les deux égalités

g(x) + h(x) = u0(x), g
′(x)− h′(x) = c−1u1(x),

ce qui donne (1.1.2).

Remarques :

1) si le support à t = 0 de l’onde, égal à Supp u0∪Supp u1, est l’intervalle [a, b], le support
à t de l’onde est inclus dans [a−ct, b+ct]. Cet ensemble de points s’appelle le cône de lumière.

2) si il y a de l’information à t = 0 en un point x0, c’est-à-dire u0 ou u1 non nul, alors à t0 il
y a de l’information à x0 +ct0 et à x0−ct0. Ceci traduit la propagation sur les caractéristiques
à la vitesse c.

3) Nous voyons apparaitre les deux ondes progressives lorsque u0(x) = ±(ik)−1u1(x) =
e−ikx. Nous omettrons désormais la vitesse c. Elle interviendra cependant de manière cachée
pour les équations de Maxwell par l’intermédiaire de la relation ε0µ0c

2 = 1, et au lieu de
considérer la pulsation ω on considèrera les équations avec le nombre d’onde k = ω/c.

1.1.2 Commentaires introductifs aux asymptotiques

Dans ce paragraphe, nous utilisons les fonctions spéciales solution de l’équation des ondes
(en dimension 2 ou en dimension 3), pour constater que la notion d’asymptotique apparait
naturellement.

Pour l’équation des ondes en dimension 2, nous introduisons les fonctions de Hankel. Une
solution de l’équation des ondes à vitesse 1 dans IR2 × IR est écrite u(r, θ, t) = e−iωt+iνθf(r).
En remplaçant dans le Laplacien en coordonnées polaires

∆ =
1

r

∂

∂r
(r
∂

∂r
) +

1

r2
∂2

∂θ2
, (1.1.3)

on constate que la fonction f est solution de

r2f” + rf ′ + (k2r2 − ν2)f = 0

Une solution de cette équation pour ν = n, n entier, est la fonction de Hankel de première
espèce, notée H1

n(kr), telle que

x2(H1
n)”(x) + x(H1

n)′(x) + (x2 − n2)H1
n(x) = 0.
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La fonction vn(r, θ, t) = e−iωt+inθH1
n(kr) est solution de l’équation des ondes en dimension

2. Si nous nous plaçons en un point r 6= 0, on écrit (voir Watson [97])

k
1
2H1

n(kr) = (
2

πr
)

1
2 eikr−

1
2nπ− 1

4π
∞
∑

m=0

cm(r)k−m +O(knrne−2kr). (1.1.4)

Cette expression s’appelle un développement asymptotique en k−1 lorsqu’on étudie le
problème à grand nombre d’onde. La vitesse de l’onde étant fixée, il est équivalent de parler
de problème à haute fréquence.

Pour comprendre la signification de la notion d’asymptotique pour cet exemple, on définit
HM
n (kr) comme la fonction obtenue en tronquant la série (1.1.4) à l’ordre M en k. On a

formellement

(∆− c−2∂2
t2)[k

1
2HM

n (kr)e−iωt+inθ ] = O(k−M+1),

où la signification du terme O doit être précisée.
La fonction einθH1

n(kr) est une solution de l’équation de Helmholtz à laquelle on associe
une suite de fonctions uM qui ne sont pas solution de l’équation de Helmholtz mais “qui sont
un meilleur candidat quand M tend vers +∞”, au sens où (∆−c−2∂2

t2)uM sera de plus en plus
petit en k. Il se trouve que ces fonctions uM approchent la solution einθH1

n(kr) de l’équation
de Helmholtz, mais la question est de savoir si de tels résultats sont généraux.

Dans ce chapitre et le suivant, on définit des solutions asymptotiques formelles, qui ne sont
pas des solutions au sens usuel.

1.2 Définitions.

Nous définissons un développement asymptotique de la manière suivante :

Définition 1.1 Soit une fonction b ∈ C∞(Ω×]0, 1[) (si on choisit un petit paramètre asymp-
totique ε), ou b ∈ C∞(Ω×]1,+∞[) (si on choisit un grand paramètre asymptotique k).

Soit une suite bj(y) de fonctions de C∞(Ω). La relation

b(y, ε) '
∑

bj(y)ε
j

signifie que, pour tout entier m ≥ 0, pour tout indice α ∈ INn et pour tout compact K inclus
dans Ω, il existe une constante C(K,m,α) (dont le comportement n’est pas précisé ici) telle
que

∀y ∈ K, |∂αyα(b(y, ε)−
j=m
∑

j=0

bj(y)ε
j)| ≤ C(K,m,α)εm.

La définition se transcrit aisément pour un grand paramètre asymptotique, ainsi que la
définition pour k ≥ k0 ou encore ε ≤ ε0. On définit aussi la notion d’équivalence asymptotique
de deux fonctions b et c de C∞(]0, 1[×Ω) :

Définition 1.2 On dit que b(y, ε) et c(y, ε) sont asymptotiquement équivalentes si

∀K ⊂ Ω, ∀m ≥ 0, ∀α, ∃C(K,m,α) > 0, ∀y ∈ K, |∂αyα(b(y, ε)− c(y, ε))| ≤ C(K,m,α)εm.

Ceci indique que, uniformément sur tout compact de Ω, la différence b − c est à
décroissance rapide en ε (ou à décroissance rapide en k).

Définissons les asymptotiques oscillantes. On introduit, cette fois, un grand paramètre k
afin de souligner que la notion d’asymptotique est liée à un paramètre, mais que les résultats
écrits avec un ‘petit’ paramètre sont inséparables de ceux écrits avec un ‘grand’ paramètre.
Considérons par exemple



16 CHAPITRE 1. ASYMPTOTIQUES FORMELLES

v(x, k) = a(x, k)eikx, (1.2.5)

où a vérifie les hypothèses de la définition 1.1. Ses dérivées en x font apparaitre des puissances
de k, de sorte que

∂αxαv(x, k) ' eikxk|α|bα(x, k),

où bα est encore de la forme de la définition 1.1. Pour prendre en compte dans les développements
asymptotiques les fonctions de la forme (1.2.5), il est alors utile d’introduire la notion d’équivalence
entre deux fonctions oscillantes, exprimée dans la

Définition 1.3 Soit a et b deux fonctions vérifiant les hypothèses de la définition 1.1. Soit φ
et ψ deux fonctions de classe C∞.

On dit que a(x, k)eikφ(x) ' b(x, k)eikψ(x) lorsque

{

φ(x) = ψ(x) + ψ0

a(x, k)eikψ0 ' b(x, k)
Un résultat, connu sous le nom de lemme de Borel, indique que tout développement asymp-

totique formel est associé à une fonction C∞. Il fait l’objet de la section suivante.

1.3 Lemme de Borel

Théorème 1.1 • Soit bj une suite de nombres complexes. Il existe une fonction b(ε), de classe
C∞, telle que, pour tout M ≥ 0, b admette pour développement de Taylor en 0 à l’ordre M

b(ε) =

j=M
∑

j=0

bjε
j + εMo(1).

• Soit bj(y) une suite de fonctions C∞(Ω). Il existe une fonction b(y, ε) ∈ C∞(Ω× [0, 1])
telle que

b(y, ε) '
∑

bj(y)ε
j .

Le lemme de Borel prouve l’existence d’une fonction b(y, ε) telle que b(y, ε) '∑j bj(y)ε
j pour

une suite quelconque de fonctions C∞ bj(y), mais ne prouve pas l’existence de la somme,
même ponctuelle, des bj(y)ε

j . En fait, on considère une fonction b qui soit égale à une série
infinie absolument convergente ainsi que toutes ses dérivées, et qui approche bien terme à
terme la série formelle. Il n’y a pas non plus unicité, comme le montre l’exemple de la fonction

f(x) = 1x≥0e
− 1

x2 . En effet,
∑

0xn peut être associée à f puisque le développement de Taylor
de f en 0 est 0.

Preuve par construction On montre le premier point du Théorème. Pour cela, on se donne
une fonction χ(ε) dans C∞

0 (]−1, 1[), identiquement 1 sur [−0.5, 0.5]. On choisit convenablement
(ce qui est fait ci-dessous) une suite croissante de nombres positifs Lj plus grands que 1, et
on écrit

b(ε) =
∑

j

εjχ(Ljε)bj .

Sa série de Taylor en ε en 0 est
∑

j ε
jbj .

On choisit les Lj , pour j ≥ 1, par l’inégalité

max
m≤j−1

| ∂
m

∂εm
(χ(Ljε)ε

jbj)| ≤ 2−j . (1.3.6)
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En effet,

| ∂m∂εm (χ(Ljε)ε
jbj)| ≤ |bj ||

∑p=m
p=0 CpmL

m−p
j χ(m−p)(Ljε)

j!
(j−p)!ε

j−p|
≤ |bj |(

∑p=m
p=0 CpmL

m−j
j ||χ(m−p)|| j!

(j−p)! )

≤ |bj |
Lj

(
∑p=m

p=0 CpmL
m−j+1
j ||χ(m−p)|| j!

(j−p)! ).

Ainsi, pour m ≤ j − 1 et Lj > 1, on trouve

max
m≤j−1

| ∂
m

∂εm
(χ(Ljε)ε

jbj)| ≤
|bj |
Lj

2jj!||χ||j−1

où ||χ||j est la norme Hj de χ. On choisit alors

Lj ≥ 2jj!||χ||j |bj |.
On obtient ainsi (1.3.6).

On a donc, pour m fixé, convergence uniforme de

∑

j≥m+1

∂m

∂εm
(χ(Ljε)ε

jbj).

La fonction b, somme de b0χ(L0ε) et de la somme précédente pour m = 0 existe et est
indéfiniment dérivable sur IR.

On écrit

b(ε)−∑j=m
j=0 bjε

j = b(ε)−∑m
j=0 bjχ(Ljε)ε

j +
∑m
j=0 bj [χ(Ljε)− 1]εj

= εm+1
∑∞

j=0 bj+m+1χ(Lj+m+1ε)ε
j +

∑m
j=0 bj [χ(Ljε)− 1]εj

= εm+1S1(ε) + S2(ε).

La fonction S1 est majorée par

||χ||∞
∞
∑

j=0

|bj+m+1|
Lj+1
j+m+1

≤ ||χ||∞
∞
∑

j=0

|bj+m+1|
Lj+m+1

≤ ||χ||∞
∞
∑

0

1

2j+m+1||χ||j+m+1(j +m+ 1)!
≤ 1

2m
.

Le deuxième terme S2(ε) de la décomposition est nul sur |ε| ≤ 1
Lm

. Ainsi, pour 1 ≥
|ε| ≥ 1

Lm
, |S2(ε)

εm | ≤ max|ε|≤1 |S2(ε)|Lmm, et, pour ε ≥ 1, |∑j=m
j=0 εj−m(χ(Ljε) − 1)| ≤ (||χ|| +

1)
∑m
j=0 |bj |. On en déduit

S2(ε) ≤ D(m)εm.

On a prouvé l’inégalité :

sup[−1,1](b(ε)−
j=m
∑

j=0

bjε
j) ≤ Cmεm.

La fonction b est de classe C∞ et admet
∑

bjε
j comme développement asymptotique en ε→ 0.

Pour le deuxième point du théorème, on se donne un compact K en y et un ordre de
troncature m de la série asymptotique.

On introduit, comme dans la preuve du premier point du théorème bj(y)χ(Ljε)ε
j . On

vérifie que, sur K et pour |ε| ≤ L−1
j

|∂|α|+myαεm (bj(y)χ(Ljε)ε
j)| ≤ ||bj)|||α|αm,qL−1

j .

En remplaçant bj dans la démonstration de la première partie par la norme L∞ de bj sur
K, on obtient donc un choix des Lj assurant la convergence de la série infinie en ε. Cette
convergence permet la construction d’une fonction b(y, ε) de C∞([−1, 1], C∞(K)). On a de
plus un choix des Lpj assurant la convergence uniforme de la série construite ainsi avec les
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χ(Lpjε) et de toutes ses dérivées en α d’ordre au plus p. Enfin les deux sommes partielles à

l’ordre m sont égales lorsque |ε| ≤ (2Lpj )
−1. On évalue ensuite

b(y, k)− bM (y, k) = εM
+∞
∑

j=M+1

εj−Mχ(Lpjε)aj(y) +

M
∑

j=0

εj(χ(Lpj ε)− 1)bj(y),

ainsi que toutes les dérivées jusqu’à l’ordre |α| = p inclus.

Il est facile à voir que le premier terme dans une décomposition semblable de ∂
|α|
xα (b(y, k)−

bM (y, k)) est majoré par εM2−M , et le deuxième terme est nul dans [−(2LpM )−1, (2LpM)−1].
Par un argument similaire au précédent, on peut trouver une constante C(K,M, p) telle que
la dérivée α du deuxième terme soit majorée par C(K,M, p)εM (on divise et comme 0 n’est
pas un pôle, on a le résultat).

On peut alors appliquer le raisonnement précédent, qui permet de comparer cette fonction
b(y, ε) avec la somme

∑m
j=0 bj(y)ε

j . On contrôle alors

∂
|α|
yα (b(y, ε)−

j=m
∑

j=0

bj(y)ε
j)

par la constante utilisée précédemment sup[−1,1]/[−L−1
j
,L−1
j

](ε
−mS2(y, ε)). Ceci achève la preuve

du Théorème 1.1.

1.4 L’équation de Helmholtz

Considérons à nouveau l’équation des ondes (∆ − ∂2
t2)u(x, t) = 0. On suppose que la

solution de cette équation est une distribution tempérée en temps à valeurs dans D′(IR3). Sa
transformée de Fourier partielle en temps, notée û(x, k), existe alors et on vérifie que

< ∆û(x, k), φ(x) > =< û(x, k),∆φ(x) >=
∫

eikt < u(x, t),∆φ(x) > dt
=
∫

eikt < ∆u(x, t), φ(x) > dt =
∫

eikt < ∂2
t2u(x, t), φ(x) > dt

=
∫

−k2eikt < u(x, t), φ(x)dt = −k2 < û(x, k), φ(x) >

donc (∆ + k2)û(x, k) = 0. Cette équation s’appelle l’équation de Helmholtz scalaire.
Réciproquement, si û(x, k) est une distribution solution de l’équation de Helmholtz, alors

u(t, x) =
1

2π

∫

IR

e−iktû(x, k)dk

est solution de l’équation des ondes. Une solution asymptotique de l’équation de Helmholtz
scalaire est une fonction oscillante en k, de la forme

a(x, k)eikφ(x),

telle que a(x, k) ' ∑∞
j=0 aj(x)(ik)

−j . Nous n’envisageons que le cas où a0 n’est pas identi-
quement nulle, ce qui revient à étudier les solutions non nulles (en effet, si il n’existe pas de
j0 tel que aj0 soit non identiquement nul, alors tous les termes du développement asymp-
totique de a sont nuls, c’est-à-dire a ' 0, et si il existe j0 tel que, pour j < j0 aj = 0 et
aj0 non identiquement nul, on peut diviser u(x, k) par (ik)−j0 et on se ramène alors, puisque
l’équation est linéaire, à une solution dont le terme dominant est non nul). La notion d’asymp-
totique s’entend lorsque k tend vers l’infini, et on parle alors de solution de plus en plus oscil-
lante. En fait, le seul résultat que cette construction asymptotique donne directement est, si
aM (x, k) =

∑j=M
j=0 k−jaj(x)

(∆ + k2)[aM (x, k)eikφ(x)] = k−MbM (x)eikφ(x).

On note cette égalité de manière condensée
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(∆ + k2)(a(x, k)eikφ(x)) = O(k−∞) (1.4.7)

ou

(∆ + k2)(a(x, k)eikφ(x)) ' 0.

Le problème de résolution de l’équation par l’intermédiaire d’une solution asymp-
totique se met sous la forme

Définition 1.4 Soit v(x, k) ' a(x, k)eikφ(x) une solution asymptotique locale de l’équation de
Helmholtz, qui vérifie (1.4.7). Soit Σ0 une hypersurface. On dit que u est solution de l’équation
(∆ + k2)u(x, k) = 0 avec la condition initiale1 v(x, k)|Σ0 = u(x, k)|Σ0 lorsque il existe r(x, k)
tel que

{

r|Σ0 = 0
(∆ + k2)(v + r) = 0

ou, de manière équivalente formelle, r = (∆ + k2)−1(O(k−∞)).

Notons que le problème que l’on étudie ici est un problème de condition de Dirichlet et non
un problème de Cauchy.

Pour l’instant, nous écrivons uniquement l’asymptotique formelle. En remarquant la forme
classique de l’opérateur Laplacien (soit ∆ = div(grad)), on vérifie, compte-tenu des relations

grad(fg) = fgrad(g) + ggrad(f)
div(fV ) = gradf.V + fdiv(V )

que

∆(aeikφ) = div(eikφ(grada+ ikagradφ))
= [ikgradφ.(grada+ ikagradφ) + div(grada+ ikagradφ)]eikφ

soit

∆(aeikφ) = eikφ(∆a+ ik(2grada.gradφ+ a∆φ)− k2|gradφ|2a). (1.4.8)

L’égalité :

(∆ + k2)(a(x, k)eikφ(x)) = O(k−∞) ' 0

implique :







a0(1− |gradφ|2) = 0
a1(1− |gradφ|2) + 2grada0gradφ+ (∆φ)a0 = 0
aj(1− |gradφ|2) + 2gradaj−1.gradφ+ (∆φ)aj−1 + ∆aj−2 = 0, j ≥ 2.

(1.4.9)

Il est clair que lorsque a0 n’est pas identiquement nul, alors |gradφ| est de norme 1 sur le
support de a0. On résout alors les autres égalités sur le support de a0, et on obtient

2grada0.gradφ+ (∆φ)a0 = 0,

puis

2gradaj−1.gradφ+ (∆φ)aj−1 + ∆aj−2 = 0.

Les équations eikonale et de transport sont résumées dans le

1Ici, le mot initiale est un abus de langage bien pratique, qui sera justifié dans le chapitre 11.4 lorsqu’on
étudiera les ondes conormales analytiques.
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Lemme 1.1 On introduit les opérateurs L1 et L2 définis sur C∞(IRn) par L1(u) = 2gradφ.gradu+
(∆φ)u et L2(u) = ∆u, (l’indice de chaque opérateur fait référence à son ordre). On introduit
la fonction L0 sur les champs de vecteurs dans IRn telle que L0(V ) = 1− |V |2. Les équations
précédentes s’écrivent







L0(gradφ) = 0
L1(a0) = 0
L1(aj) = −L2(aj−1).

La première égalité s’appelle l’équation eikonale.
La deuxième égalité s’appelle l’équation de transport homogène.
La troisième égalité est la même équation de transport, mais inhomogène.

Nous ferons un usage fréquent de ces équations. Un traitement des équations de transport
dans le cas scalaire sera fait dans le chapitre 3.

Remarque Lorsque φ est solution de l’équation eikonale |∇φ|2 = 1, la valeur de φ sur
la surface Σ0, et la condition ∇φ(x), x ∈ Σ0 n’est pas tangent à Σ0 en x permettent de
déterminer localement (dans un cas générique) la phase φ. En effet, on est dans le cas où les
courbes intégrales du champ de vecteur ∇φ sont transverses à Σ0. On paramètre la surface
Σ0 par un système unitaire de coordonnées locales u1, .., ud−1. La phase φ restreinte à Σ0 est
alors donnée, au voisinage de x0, par ψ(u). La condition de transversalité est équivalente à
|∇uφ| < 1. L’équation φ(x) = φ(x0) peut être résolue localement en fonction de la donnée de
ψ. On note Σ = {x, φ(x) = φ(x0)}.

Donnons alors une interprétation de σ. On suppose que la fonction u(x, k) = a(x, k)eikφ(x)

est holomorphe en k dans le demi plan complexe Imk < 0. En considérant la transformée de
Fourier inverse en temps (et en appliquant le théorème de Paley-Wiener-Schwartz) on vérifie
que v(x, t) = F−1(u)(x,−φ(x0)) est supportée d’un seul côté de Σ. En effet, on peut déformer
le contour d’intégration de la transformée de Fourier inverse en IR − ia, a > 0. Comme le
résultat est indépendant de a (par holomorphie) et que la limite lorsque a tend vers +∞ est
nulle pour tout (x, t) tel que φ(x)+t < 0, on trouve que v est nulle en un point de φ(x)+t < 0.
On verra que cela revient à écrire des conditions de Cauchy sur v et sur sa dérivée à t = −φ(x0).

1.5 Généralisation.

Nous remplaçons ici ∆ par un opérateur différentiel P (x, ∂x) à coefficients C∞ réels d’ordre
2, que nous écrivons :

P (x, ∂x) =
∑

j,l

ajl(x)
∂2

∂xjxl
+
∑

j

bj(x)
∂

∂xj
+ c(x). (1.5.10)

Nous introduisons la partie différentielle de P (x, ∂x), notée P b(x, ∂x) (suivant les notations
de Taylor [93]), égale à

P b(x, ∂x) = P (x, ∂x)− c(x). (1.5.11)

Le problème de propagation est dit hyperbolique (et l’opérateur P − ∂2
t2 est alors dit

hyperbolique) quand A est une forme bilinéaire définie positive. Pour écrire le développement
asymptotique formel, nous n’avons pas besoin de cette hypothèse d’ellipticité sur A, mais
nous en aurons besoin pour prouver que le développement asymptotique permet d’obtenir une
solution. Nous associons à A sa forme bilinéaire canonique, en tout point x :

A(ξ, η) =
∑

j,l

ajl(x)ξjηl. (1.5.12)

La relation
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∂2

∂xjxl
(a(x, k)eikφ(x)) = [

∂2a

∂xjxl
+ ik(

∂φ

∂xl

∂a

∂xj
+

∂φ

∂xj

∂a

∂xl
) + ika∂2

xjxl
φ− k2 ∂φ

∂xj

∂φ

∂xl
a]eikφ

permet d’écrire

P (aeikφ) = [Pa+ ik[2A(gradφ, grada) + P b(φ)a] − k2aA(gradφ, gradφ)]eikφ.

L’opérateur de transport d’ordre 1 associé à la forme bilinéaire est :

L1(a) = 2A(gradφ, grada) + P b(φ)a. (1.5.13)

Nous vérifions que les équations eikonale et de transport associées à P + k2 sont







1−A(gradφ, gradφ) = 0
L1(a0) = 0
L1(aj) = −P (aj−1).

On remarque que l’opérateur L1 s’écrit ∂A(x,ξ,ξ)
∂ξ |ξ=gradφ.

∂
∂x + P b(φ).

Nous résumons les résultats

Lemme 1.2 Soit P l’opérateur défini par (1.5.10). On lui associe la forme bilinéaire A
(1.5.12), la partie différentielle P b de P (1.5.12) et l’opérateur de transport L1 (1.5.13).
Nous avons l’égalité

e−ikφ(x)P (a(x, k)eikφ(x)) ' k2(1−A(gradφ, gradφ))a(x, k) + ikL1(a0)
+
∑

j=0(ik)
−j+1(L1(aj) + P (aj−1))

lorsque a(x, k) '∑j=0 aj(x)(ik)
−j .

Dans le cas où la matrice aij(x) est symétrique définie positive, l’opérateur P (x, ∂x) est, à
un champ de vecteurs et une fonction constante près, un opérateur de type laplacien comme
introduit dans l’exercice 1.2. On considère la métrique gij(x) = aij(x). Le laplacien associé à
cette métrique est

∆af = (deta(x))−
1
2

∑

j
∂
∂xj

[
∑

l alj(x)(deta(x))
1
2
∂f
∂xl

)]

=
∑

l(deta(x))−
1
2

∑

j
∂
∂xj

[alj(x)(deta(x))
1
2
∂f
∂xl

)] +
∑

l,j alj(x)
∂2f

∂xl∂xj
.

L’opérateur P −∆a est un opérateur d’ordre 1, associé à un champ de vecteurs V , tel que
a, V , et c sont définis de manière unique par P b −∆a = V.grad + c.

1.6 Les équations de Maxwell harmoniques

Dans cette section, nous étudions la résolution asymptotique d’un système d’équations aux
dérivées partielles couplées : le système des équations de Maxwell harmoniques. L’emploi du
terme “harmonique” provient du fait que l’on a considéré la transformée de Fourier en temps
de la solution du système des équations de Maxwell dans IR3 × IRt.

Nous considérons ainsi les équations (ε, µ indépendants de la position, ω désigne la fréquence
ou variable de Fourier en temps)















rotE + iωµH = 0,
rotH − iωεE = 0,
divE = 0,
divH = 0.
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Lemme 1.3 Dans la représentation

Ej(x) = ej(x, ω)eiωφ(x),

Hj(x) = hj(x, ω)eiωφ(x),

l’équation eikonale associée à ce système est

|gradφ|2 = εµ,

et les équations de transport sont

{

gradφ ∧ rote0 − µroth0 − dive0gradφ = 0
gradφ ∧ roth0 − divh0gradφ+ εrote0 = 0.

Nous choisissons délibérément dans ces expressions de ne pas considérer l’équation de
Helmholtz vectorielle obtenue directement en remplaçant dans l’égalité rotE + iωµH = 0
E = (iωε)−1rotH puis en utilisant la condition de divergence nulle pour avoir rotrotE =
∆E − graddivE.

Nous présentons dans le chapitre 13 consacré aux propriétés des équations de Maxwell
écrites sous forme intrinsèque les calculs de développement asymptotiques directs obtenus à
partir des équations du Lemme 1.3.

Comme rot(feiωφ) = (rotf + iωgradφ∧ f)eiωφ et de div(feiωφ) = (divf + iωf.gradφ)eiωφ,
on obtient















rote+ iω(gradφ ∧ e+ µh) = 0,
roth+ iω(gradφ ∧ h− εe) = 0,
divh+ iωh.gradφ = 0,
dive+ iωe.gradφ = 0.

(1.6.14)

La première équation implique iωµh = −rote − iωgradφ ∧ e. En multipliant la deuxième
équation par iωµ, on trouve

ω2µεe+ iωgradφ ∧ (iωµh) + rot(iωµh) = 0.

On en déduit alors

ω2εµe− iωgradφ ∧ (rote+ iωgradφ ∧ e)− rot(rote+ iωgradφ ∧ e) = 0.

En utilisant l’égalité

gradφ ∧ (gradφ ∧ e) = −|gradφ|2e+ (e.gradφ)gradφ (1.6.15)

on trouve

ω2[εµe− |gradφ|2e+ (e.gradφ)gradφ]− iωgradφ ∧ rote− rot(rote+ iωgradφ ∧ e) = 0.

En remplaçant (e.gradφ) grâce à la quatrième équation du système, on obtient

ω2[εµe− |gradφ|2e] + iω[divegradφ− gradφ ∧ rote− rot(gradφ ∧ e)]− rotrote = 0.

Lorsque l’on suppose que

e =
∑

ej(iω)−j , h =
∑

hj(iω)−j ,

avec e0 6= 0, on en déduit l’équation eikonale du lemme 1.3 en annulant le terme de plus haut
degré en ω de cette égalité, après avoir supposé que e admet un développement asymptotique.
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L’obtention de l’équation eikonale par cette méthode, on le voit, est relativement aisée. Les
relations entre les termes e et h, quant à elles, sont plus difficiles à obtenir grâce à ces méthodes
de substitution. Nous utilisons une méthode directe, en remplaçant par leur développement
asymptotique les quantités e et h dans le système avant substitution. Nous supposons que e
et h donnent des contributions identiques en puissances de ω. Si cela n’était pas le cas, alors
on aurait soit gradφ∧ e = 0, soit h = 0 d’après la première équation, selon que e domine h ou
l’inverse. Si e est plus important que h, alors, selon la seconde équation, e = 0, ce qui donne
une solution nulle. Donc e et h ont un terme principal du même ordre.

Le système des équations de Maxwell entraine alors















































gradφ ∧ e0 + µh0 = 0,
gradφ ∧ h0 − εe0 = 0,
e0.gradφ = 0,
h0.gradφ = 0,
rotej + (gradφ ∧ ej+1 + µhj+1) = 0,
rothj + (gradφ ∧ hj+1 − εej+1) = 0,
divej + ej+1.gradφ = 0,
divhj + hj+1.gradφ = 0.

(1.6.16)

La relation (1.6.15) permet de décomposer e en utilisant le vecteur normé t = gradφ
|gradφ| :

e = (e.t)t− t ∧ (t ∧ e).

Il est donc logique de considérer un système où t ∧ e et e.t sont connus simultanément pour
calculer la solution. En calculant gradφ∧(gradφ∧(e, h)) comme donné par le système ci-dessus,
on obtient comme système à partir des deux premières relations

(

0 µ
−ε 0

)(

gradφ ∧ ej+1

gradφ ∧ hj+1

)

−|gradφ|2
(

ej+1

hj+1

)

=

(

divej

divhj

)

.gradφ−
(

gradφ ∧ rotej

gradφ ∧ rothj .

)

Nous remarquons que e0 et h0 sont orthogonaux à gradφ, puis en utilisant (1.6.15) à
(εµ−|gradφ|2)h0 = 0. Si h0 était égal à 0, alors e0 serait aussi égal à 0. On retrouve l’équation
eikonale :

|gradφ|2 = εµ

Utilisant l’équation eikonale, le premier terme du système se réécrit sous la forme

e0 = ε−1gradφ ∧ h0 =

√

µ

ε
t ∧ h0. (1.6.17)

Notons que, dans ce cas, l’annulation du terme d’ordre 0 conduit à l’équation eikonale ainsi
qu’à une relation entre les premiers termes de e et de h. L’équation de transport est obtenue
par l’annulation du terme d’ordre suivant. En effet, si nous considérons les équations reliant
rote0, roth0 à e1, h1, et faisant agir gradφ∧ sur ces équations, on trouve

gradφ ∧ rote0 + gradφ ∧ (gradφ ∧ e1) + µgradφ ∧ h1 = 0,

ce qui donne, en remplaçant gradφ ∧ h1 par εe1 − roth0, l’équation (obtenue en utilisant la
relation dive0 + e1gradφ = 0, l’équation eikonale et (1.6.15))

{

gradφ ∧ rote0 − µroth0 − dive0gradφ = 0
gradφ ∧ roth0 − divh0gradφ+ εrote0 = 0

(1.6.18)

Ces deux équations sont les équations de transport sur e0, h0. Nous avons démontré le lemme
1.3.

Pour se ramener aux équations de transport classiques (chaque coordonnée est solution
d’une équation de Helmholtz scalaire, et les équations successives sur chacun des termes du
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développement asymptotique sont données par (1.4.9)), il suffit pour cela de remplacer la
relation µh0 = −gradφ ∧ e0 dans la première égalité de (1.6.18). Ceci donne

gradφ ∧ rote0 + rot(gradφ ∧ e0)− dive0gradφ = 0.

On vérifie que h0 suit la même équation de transport que e0.
Un calcul simple mais fastidieux conduit à trouver, pour la première coordonnée A1 de

gradφ ∧ rote0 + rot(gradφ ∧ e0) :

A1 = ∂φ
∂x2

(
∂e01
∂x2
− ∂e02

∂x1
)− ∂φ

∂x3
(
∂e03
∂x1
− ∂e01

∂x3
) + ∂

∂x2
( ∂φ∂x1

e02 − ∂φ
∂x2

e01)− ∂
∂x3

( ∂φ∂x3
e01 − ∂φ

∂x1
e03)

= ∂
∂x1

(gradφ.e0)−∆φe01 + dive0 ∂φ
∂x1
− 2gradφ. ∂e

0

∂x1
.

On en déduit les équations de transport pour chaque terme e0p, p = 1, 2, 3 :

[2∇φ.∇+ ∆φ]e0p = 0, e0.∇φ = 0.

Cette méthode, on l’a vu, est fastidieuse et peu générale car la forme des opérateurs
divergence, rotationel, gradient est très particulière. Nous verrons dans le chapitre 2 comment
écrire de manière générale de tels calculs, utilisant des résultats de Lax et de Rauch.

1.7 Exercices

Exercice 1.0 : Solution fondamentale de l’équation de Helmholtz dans IR3. 1)
Démontrer que la fonction, définie pour (x, y) ∈ IR3 × IR3, égale à

G(x, y) =
eik|x−y|

4πik|x− y|
est une solution de

(∆x + k2)G(x, y) = δx=y.

Que peut-on dire de H(x, y) = e−ik|x−y|

4πik|x−y| ?

2) Donner deux solutions de (∆ + k2)u(x) = f(x). Interprétation ?

Exercice 1.1 : développement asymptotique dans l’équation des ondes Nous considérons
l’équation des ondes

(∆− ∂2
t2)u(x, t) = 0,

dans laquelle, remarquons le, il n’y a pas de paramètre asymptotique. Rechercher une solution
formelle de cette équation sous la forme

u(x, t) = a(x, t, k)eikφ(x,t).

Montrer que ce problème revient à la recherche de la solution de l’équation eikonale L0(gradψ) =
0. On étudiera les surfaces isophases de φ.

Exercice 1.2 : equation de Helmholtz dans un espace muni d’une métrique g Dans
cet exercice, nous introduisons la notion de Laplacien métrique, qui nous sera utile pour étudier
les équations de Maxwell dans un ouvert, localement au voisinage d’un bord. Ce laplacien
métrique est la bonne formulation des problèmes d’ondes ; il sera repris dans les chapitres 11
et 12.
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L’espace X considéré, inclus dans IRn, est muni de la métrique g(x). Ceci se traduit, par
définition, par le fait que le produit scalaire sur TxX, espace tangent à X en x est

< u, v >g=
∑

ij

gij(x)uivj ,

(g(x)) étant une matrice symétrique définie positive en tout point x et (u, v) sont deux vecteurs
tangents à X en x.

1) Etendre la définition du Laplacien en généralisant la relation

∫

IRn
h(x)∆f(x)dx = −

∫

(gradf.gradh)dx,

valable dans IRn muni de la métrique identité (usuelle) pour des fonctions C∞ à support
compact. On notera ∆g le Laplacien métrique ainsi défini.

2) Ecrire le développement asymptotique formel de ∆g + k2

Exercice 1.3 : Transformée de Radon et équation des ondes. 1) On définit la trans-
formée de Radon par (ω, s) ∈ S2 × IR

Rf(ω, s) =

∫

x.ω−s=0

f(x)dx̂,

x̂ étant la coordonnée sur l’hyperplan x.ω = s.
Vérifier que Rf(−ω,−s) = Rf(ω, s), et que la transformée de Fourier et la transformée

de Radon sont reliées, pour ω de norme 1, par la relation Ff(tω) =
∫

IR
e−itsRf(s, ω)ds.

2) Calculer R−1g(x) et R(∆f) pour n impair.
3) Ecrire en terme de transformée de Radon la solution de l’équation des ondes dans IR3

en prouver que si les données initiales ont leur support dans |x| < R, alors la solution est nulle
pour |x| < |t|+R. Peut-on donner un résultat identique avec le support du terme source ?

Solution de l’exercice 1.0 1) Nous vérifions que

∂xjG(x, y) =
xj − yj
|x− y| G(x, y)(ik − 1

|x− y| )

Il vient alors

∂2
x2
j
G(x, y) =

G(x, y)

|x− y| (ik −
1

|x− y| ) +G(x, y)
xj − yj
|x− y|

xj − yj
|x− y|3 +

(xj − yj)
2

|x− y|2 (ik − 1

|x− y| )
2G(x, y).

En sommant, on obtient

∆xG = G[
3

|x − y| (ik − 1

|x− y| ) − (ik − 1

|x− y| )
|x− y|2
|x− y|3 +

|x− y|2
|x− y|3 + (ik − 1

|x− y| )
2].

Tous calculs faits, on obtient bien ∆xG(x, y) = −k2G(x, y). De même, en prenant le complexe conjugué
dans cette relation, ∆xH(x, y) = −k2H(x, y) pour x 6= y. La distribution (∆x + k2)G(x, y) est sup-
portée en x = y. D’autre part, on écrit, en utilisant la forme du Laplacien en coordonnées sphériques,
pour une fonction test indépendante de θ, φ :

∫

IR3

(∆x + k2)G(x, y)φ(|x|)dx =

∫ +∞

0

eikr

4πikr
[
1

r

∂

∂r
(r
∂φ

∂r
) + k2φ]4πr2dr.

Le calcul explicite donne donc, après intégrations par parties en r

∫∞
0
k2rφ(r)dr −

∫∞
0
r∂rφ∂r(e

ikr)dr =
∫∞
0
k2rφ(r)dr−

∫∞
0
r∂rφ∂r(e

ikr)dr

= k2
∫∞
0
rφ(r)dr − ik

∫∞
0
r∂rφe

ikrdr

= k2
∫∞
0
rφ(r)dr + ik

∫∞
0
φ∂r(re

ikr)dr

= ik
∫∞
0
φeikrdr.
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Le résultat en découle. 2) On vérifie immédiatement que, pour f ∈ L∞(IR3)

u(x, k) =

∫

IR3

G(x, y)f(y)dy

est alors une solution de (∆ + k2)u = f , ainsi que v(x, k) =
∫

IR3 H(x, y)f(y)dy.

Solution de l’exercice 1.1 Les relations de la section 1.4 donnent

∆xa+ ik(2∇xφ.∇xa+ a∆xφ) − k2|∇xφ|2a− ∂t2a− ik(2∂tφ.∂ta+ a∂2
t2φ) + k2(∂tφ)2a = 0

L’équation eikonale est, ici,

(∂tφ)2 = |∇xφ|2.

L’opérateur de transport qui correspond à L1 est

2(∇xφ,−∂tφ).(∇x, ∂t) + (∆ − ∂2
t2)φ.

Nous supposons qu’il existe un point (x0, t0) tel que φ(x0, t0) = 0 et tel que ∇tφ(x0, t0) 6= 0 (ceci
représente une surface qui se propage en temps). Nous supposons de plus que la phase est C∞ au
voisinage de ce point. Au voisinage de ce point, il existe une fonction ψ(x) telle que ψ(x0) = t0 et
φ(x, t) = 0 ⇔ t = ψ(x).

Comme φ(x, u + ψ(x)) = 0 ⇔ u = 0, la fonction a(x, u) =
∫ 1

0
∂tφ(x, su + ψ(x))ds vérifie

φ(x, u+ ψ(x)) = ua(x, u).

On en déduit φ(x, t) = (t−ψ(x))b(x, t), avec b(x, t) = a(x, t−ψ(x), et b(x,ψ(x)) 6= 0 dans un voisinage
de x0.

∇xφ(x, t) = −∇xψ(x)b(x, t) + (t− ψ(x))∇xb(x, t)

∂tφ(x, t) = b(x, t) + (t− ψ(x))∂tb(x, t).

La fonction φ est solution de l’équation eikonale, donc

b2(x, t) + 2(t− ψ(x))b(x, t)∂tb(x, t) + (t− ψ(x))2(∂tb(x, t))
2

= (∇xψ(x))2b2(x, t) + (t− ψ(x))2(∇xb)
2 − 2(t− ψ(x))∇xb.∇xψ.

En écrivant cette égalité, vraie pour tout t, pour t = ψ(x) et en utilisant b(x, ψ(x)) 6= 0 dans un
voisinage de x0, on trouve

|∇xψ| = 1

et

2b∂tb+ (t− ψ(x))(∂tb)
2 = −2∇xb∇xψ + (t− ψ(x))(∇xb)

2.

On a donc vérifié que φ(x, t) = b(x, t)(t− ψ(x)), avec |∇xψ| = 1. Les surfaces isophase de φ peuvent
être définies de même en tout point (x0, t0) telles que ∂tφ(x0, t0) 6= 0. On a le résultat :

Pour tout (x0, t0), il existe ψφ(x0,t0) telle que |∇xφa| = 1 pour tout a et telle que, localement au
voisinage de (x0, t0) :

{(x, t) ∈ IRd ×R, φ(x, t) = φ(x0, t0)} = Sφ(x0,t0) = {(x,ψφ(x0,t0)(x)), x ∈ IR}.
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Solution de l’exercice 1.2 1) Le Laplacien métrique ∆g est défini par

∫

Rn

(∆gf)(x)h(x)dgx = −
∫

Rn

< gradf, gradh >g dgx. (1.7.19)

Voyons ce qu’il faut prendre pour forme volume dg. En supposant que le volume local est indépendant
par changement de variable, on considère un point x0 et on écrit les vecteurs propres de la matrice
g(x0) (unitaires pour la métrique identité sur IRn), qui forment une base orthonormée de IRn. En
écrivant alors g(x0)(u, u) =

∑

λjU
2
j , les Ui étant les coordonnées de u dans la base propre de g(x0),

l’élement de volume est alors
√
∏

λi, ce qui donne, en notant |g| le déterminant de la matrice g

dgV = |g(x0)|
1
2 dV.

On a ainsi construit l’élément de volume dgx = |g| 12 dx. Cette égalité locale est due entre autres
i) au fait qu’une matrice diagonale soit associée à un élement de volume comme ci-dessus et
ii) au fait que l’espace des n-formes linéaires alternées sur IRn est de dimension 1, donc dgx = λdx.
Utilisant la relation (1.7.19), on a

∫

M

(∆gf)(x)h(x)|g(x)| 12 dx = −
∫

∑

j,l

gjl(x)
∂f

∂xj

∂h

∂xl
|g(x)| 12 dx.

On en tire immédiatement, après intégration par parties

∆gf(x) = |g(x)|− 1
2

∑

l

∂xl(|g(x)|
1
2

∑

j

gjl(x)∂xlf).

On réécrit cette égalité en utilisant les notations div et grad pour les opérateurs ∂x1 + ∂x2 + ∂x3

et (∂x1 , ∂x2 , ∂x3) :

∆g = |g(x)|− 1
2 div(|g(x)| 12 g(gradf)).

Cette formulation de l’opérateur laplacien est invariante par changement de variable riemannien. Les
opérateurs divergence et rotationnel associés à cette métrique seront définis ultérieurement, lors de
l’étude des équations de Maxwell.

2) En introduisant a(x, k)eikφ(x), on vérifie que

e−ikφ(x)∆g(ae
ikφ(x)) = |g|− 1

2 div[|g| 12
∑

j,l
gjl(x)(grada+ ikgradφa)

= |g|− 1
2 div[|g| 12 gjl(x)grada] + ik|g|− 1

2 divgradφa)
+ik

∑

j,l
gjl(x)gradagradφ− k2

∑

j,l
gjl(x)gradφgradφ

+ik|g|− 1
2 div[|g| 12

∑

j
gij(x)gradjφ)]a.

Cet exemple montre que le calcul formel de la section (1.5) est beaucoup plus rapide ; la forme
bilinéaire canonique associée à P est la forme métrique et s’écrit

∑

j,l
gjl(x)ξjξl. Sa dérivée s’écrit

donc

∂ξj (A(x, ξ, ξ)) = 2
∑

l

gjl(x)ξl

Comme ∆g(1) = 0, ∆g ne comporte pas de terme constant. Le résultat en découle alors. Nous

reviendrons dans une autre partie du cours au problème d’obtenir une écriture intrinsèque pour cet

opérateur et en déduire une formulation plus rapide des équations eikonale et de transport.

Solution de l’exercice 1.3 1) On écrit

Ff(tω) =

∫

IR3

e−itx.ωf(x)dx.

On peut donc, pour tout ω ∈ S2 fixé, définir de manière indépendante de x.ω une mesure sur x.ω = s.
Cette mesure est notée dx̂ω, et dx = dx̂ωds. On vérifie que

∫

x.ω=s
dx̂ωf(x) = Rf(s, ω), ce qui donne

l’égalité recherchée.
2) On écrit alors l’égalité sur la transformée de Fourier inverse :

f(x) =
1

(2π)3

∫

IR3

eix.ξFf(ξ)dξ.
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On remplace la transformée de Fourier par son expression en fonction de la transformée de Radon,
écrivant ξ = ρθ, θ de norme 1, et alors :

f(x) = 1
(2π)3

eiρx.θ
∫

IR3 Ff(ρθ)ρ2dρdθ

= 1
(2π)3

∫∞
0

∫

S2

∫

IR
dseiρ(x.θ−s)Rf(s, θ)ρ2dρdθ

= 1
2π

∫∞
−∞

∫

IR
dseiρ(x.θ−s)|ρ|2dρ 1

2(2π)2

∫

S2 dθRf(s, θ)

= 1
2(2π)2

∫

S2 dθ[(− ∂2

∂s2
)RRf ](x.θ, θ).

La dernière ligne de cette égalité provient du fait que |ρ|2 est le symbole de la dérivée seconde en s ;
il sera clair qu’en dimension n, ce terme est remplacé par |ρ|n−1, et donc l’opérateur équivalent sera

l’opérateur pseudo-différentiel (−∂2
s2)

n−1
2 .

La formule d’inversion dans IRn est

f(x) =
1

2(2π)n−1

∫

Sn−1

dθ[(− ∂2

∂s2
)
n−1

2 Rf ](x.θ, θ). (1.7.20)

On vérifie ensuite que, grâce à la correspondance entre la transformée de Fourier et la transformée
de Radon, que

F(∂xjf)(tω) =

∫

IR

e−itsR(∂xjf)(s, ω)ds

D’autre part, le premier terme est égal à itωjFf(tω), égal donc à itωj
∫

IR
e−itsRf(s, ω)ds. Il vient

ωj

∫

IR

(− ∂

∂s
)(e−its)Rf(s, ω)ds = itωj

∫

IR

e−itsRf(s, ω)ds =

∫

IR

e−itsR(∂xjf)(s, ω)ds,

et par intégration par parties sur le premier terme

ωj

∫

IR

e−its(
∂

∂s
)Rf(s, ω)ds

∫

IR

e−itsR(∂xjf)(s, ω)ds.

La relation

ωj(
∂

∂s
)Rf(s, ω) = R(∂xjf)(s, ω)

permet, avec |ω| = 1, d’avoir

R(∆f)(s, ω) =
∂2

∂s2
(Rf)(s, ω).

3) Il est alors élémentaire de calculer la solution du problème de Cauchy. En effet, on se donne

(∆ − ∂2
t2)u(x, t) = 0

avec u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), toutes supposées L2(IR3). En considérant la transformée de
Radon en x de u, notée F (s, ω, t), on obtient le problème :

(∂2
s2 − ∂2

t2)F (s, ω, t) = 0

F (s, ω, 0) = Ru0(s, ω), ∂tF (s, ω, 0) = Ru1(s, ω).

La solution de ce problème est explicite ; elle est donnée par l’expression (1.1.2)
On trouve

F (s, ω, t) =
1

2
(Ru0(t+ s, ω) + Ru0(t− s, ω)) +

1

2

∫ t+s

t−s
Ru1(z, ω)dz.

La solution est alors la transformée de Radon inverse de F (s, ω, t), obtenue par l’expression (1.7.20).
Alors on voit que l’on fait intervenir F (x.θ, ω, t) dans l’expression, donc des dérivées de Ru0(t+x.θ, ω)
et de Ru0(t− x.θ, ω) (et de mêmes avec Ru1). On suppose que les données initiales sont supportées
pour |x| < r. Elles sont nulles pour |x| ≥ R. En particulier, l’hyperplan x.ω = s pour s > R est hors
de la zone où u0 est non nul, donc
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Supp(u0) ⊂ {|x| < R} ⇒ R(s, ω) = 0, s > R.

La variable s considérée est alors, soit x.θ−t, soit x.θ+t, donc, comme θ est de norme 1, |x.θ−t| ≥ |x|−t,
donc si |x| > t+R, on a nullité de la transformée de Radon des données initiales là où on la calcule.

On vérifie ainsi que la solution est nulle pour |x| > |t| +R.
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Chapitre 2

Méthodes asymptotiques pour
les systèmes hyperboliques

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de Lax [58] qui prouvent, sous un certain
nombre d’hypothèses de régularité, que les problèmes hyperboliques matriciels d’ordre 1 ad-
mettent une solution asymptotique et que cette solution asymptotique est assez proche de la
solution réelle. La méthode de Lax permet de résoudre dans des cas génériques les équations
eikonale et de transport obtenues dans le cas de systèmes. Nous avons obtenu, dans le lemme
1.3, que les équations sur le terme principal e0, h0 de E,H et sur la phase φ sont :
• l’équation eikonale sur φ :

|gradφ|2 = εµ,

• une condition de compatibilité entre les premiers termes de e et de h :

e0 = ε−1gradφ ∧ h0

(équivalente à µh0 = −gradφ ∧ e0),
• les équations de transport sur les premiers termes

{

gradφ ∧ rote0 − µroth0 − (dive0)gradφ = 0
gradφ ∧ roth0 + εrote0 − (divh0)gradφ = 0.

La situation obtenue dans ce cas est différente de celle de la section 1.4 où aucune condition
de compatibilité n’apparâıt, la seule relation sur le premier terme est une équation aux dérivées
partielles. Dans le cas du système des équations de Maxwell, on trouve une relation non
différentielle (appelée condition de compatibilité) et des équations aux dérivées partielles.
Le présent chapitre précise et généralise la notion de relation de compatibilité et d’équation
de transport induite.

2.1 Stabilité et construction de solutions de systèmes
symétriques

Nous rappelons dans ce premier paragraphe un résultat d’existence et d’unicité classique
pour le problème de Cauchy, dû à Friedriechs [27]. On introduit, suivant en cela Rauch [85] et
Lax [58], un opérateur hyperbolique :

Définition 2.1 Un opérateur symétrique hyperbolique matriciel sur IRd× IRt est un opérateur
de (C∞

0 (IRd × IRt))
m dans lui même qui se met sous la forme générale

Lu = A0(x, t)∂tu+

j=d
∑

j=1

Aj(x, t)∂xju+B(x, t)u.

31
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Les matrices (Aj)0≤j≤d sont symétriques et vérifient

∀α ∈ INd, ∀p ∈ IN, ∃Cjα,p ∈ IR, ∀(x, t) ∈ IRd+1, |∂αx ∂ptAj(x, t)| ≤ Cjα,p.
De plus, A0 est définie positive et il existe c > 0 telle que A0 − cId ≥ 0.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité

Proposition 2.1 Soit L un opérateur (matriciel) symétrique hyperbolique. Soit g ∈ Hσ(IRd),
f ∈ H1

loc(IR, H
σ(IRd)) (dans le cas où cet opérateur est matriciel, on considère g1, ...gm et

f1, ..., fm, m étant le nombre de fonctions inconnues).
Le problème

{

Lu = f,
u(x, 0) = g(x),

admet une solution unique dans C(IR, Hσ(IRd)), qui vérifie l’estimation

||u(t, .)||Hσ(IRd) ≤ CeCt||g||Hσ(IRd) +

∫ t

0

CeC(t−s)||f(s, .)||Hσ(IRd)ds.

Preuve 1) Estimation a priori. Soit v(x, t) = ∂αxu. On vérifie que

A0(x, t)∂tv +
∑

j

Aj(x, t)∂xj v = Lv.

De plus

d

dt
(A0v, v)L2(IRd) = (∂tA0v, v)L2(IRd) + (A0∂tv, v)L2(IRd) + (A0v, ∂tv)L2(IRd).

En remplaçant dans le membre de droite de l’égalité précédente A0∂tv par Lv −∑j Aj∂xjv
et en effectuant l’intégration par parties sur xj dans ces termes, on trouve

(A0∂tv, v)L2(IRd) = (Lv, v)L2(IRd) +
∑

j

(v, ∂xj (A
jv))L2(IRd).

Les matrices Aj , 0 ≤ j ≤ d, étant symétriques, on obtient

d

dt
(A0v, v)L2(IRd) = (∂tA0v, v)L2(IRd) + (Lv, v)L2(IRd) + (v, Lv)L2(IRd) + (

∑

j

(∂xjAj)v, v)L2(IRd).

On sait que (A0v, v) = (A
1
2
0 v,A

1
2
0 v). Comme (v, Lv) = (A

1
2
0 v,A

− 1
2

0 Lv), l’inégalité classique

de Cauchy-Schwarz et l’inégalité A
− 1

2
0 ≤ c− 1

2 Id de la Définition 2.1 entrâınent

(v, Lv)L2(IRd) ≤ c−
1
2 ||Lv||L2(IRd)||A

1
2
0 v||L2(IRd) = ((A0v, v)L2(IRd))

1
2 ||Lv||L2(IRd)c

− 1
2 .

On note h(t) = (A0v, v)
1
2

L2(IRd)
. Grâce aux hypothèses de la définition, ∂tA0 est de norme

majorée par la constante C0
0,1 et on note C(A) = max1≤j≤d C

j
1,0. On obtient donc

2h(t)
d

dt
(h(t)) ≤ C0

0,1c
−1h2(t) + 2c−

1
2 h(t)||Lv||L2 + C(A)h2(t),

ce qui donne, lorsque h(t) 6= 0

h′(t) ≤ C1h(t) + c−
1
2 ||Lv||L2 .
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Une application du lemme de Gronwall conduit à

h(t) ≤ h(0)eC1t + c−
1
2

∫ t

0

||Lv||L2(IRd)(s)e
C1(t−s)ds,

expression valable même lorsque h s’annule. Remarquons que ceci provient du fait que l’adjoint
de L est explicite, et que L− L∗ est un opérateur borné.

Nous avons donc obtenu l’estimation L2 :

||∂αxu||L2(IRd)(t) ≤ c− 1
2 h(t)

≤ c− 1
2 ||A

1
2
0 ∂

α
xu(0)||eC1t +

∫ t

0
c−1eC1(t−s)||L∂αxu||(s)ds.

(2.1.1)

On utilise les fonctions Cα,β , qui caractérisent le crochet de Poisson [L, ∂αx ], telles que

L∂αxφ = ∂αxLφ+
∑

β,1≤|β|≤|α|
Cα,β(x, t)∂

β
xφ(x, t).

L’inégalité (2.1.1) se réécrit

||∂αxu||L2(IRd)(t) ≤ c−
1
2 ||A

1
2
0 ∂

α
xu(0)||eC1t +

∫ t

0 c
−1eC1(t−s)||∑β Cα,β(x, s)∂

β
xu||(s)ds

+
∫ t

0 c
−1eC1(t−s)||∂αx f(., s)||ds.

(2.1.2)
On utilise à nouveau l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et on désigne par Cα,β(s) = maxx∈IRdCα,β(x, s).
L’inégalité (2.1.2) implique alors

||∂αxu||L2(IRd)(t) ≤ c−
1
2 ||A

1
2
0 ∂

α
xu(0)||eC1t +

∑

β c
−1
∫ t

0
Cα,β(s)eC1(t−s)||∂βxu||ds

+
∫ t

0
c−1eC1(t−s)||∂αx f(., s)||(s)ds.

Notons enfin DN (s) = max|α|,|β|≤NC
α,β(s). On obtient, en sommant toutes les inégalités

pour |α| ≤ N , que

||u||HN (IRd)(t) ≤ c−
1
2 ||A

1
2
0 ||∞||u||HN (0)eC1t + c−1

∫ t

0 Dm(s)eC1(t−s)||u||HN (s)ds

+
∫ t

0 c
−1eC1(t−s)||∂αx f(., s)||(s)ds.

(2.1.3)

Un lemme de Gronwall permet alors d’avoir encore l’inégalité a priori sur la solution dans
HN .

2) Existence. Montrons l’existence de l’approximation par la méthode des différences finies
de Courant-Friedriechs-Lévy (CFL) [27]. Nous introduisons les opérateurs Dh

j tels que

Dh
j φ(x) =

1

2h
(φ(x + hej)− φ(x − hej)).

Nous introduisons la solution uh de

Lhuh = ∂tu
h +

∑

j Aj(x, t)D
h
j u

h = f,

uh(x, 0) = g(x).

On vérifie l’égalité, analogue de l’intégration par parties discrète par un simple changement
de variable

(Dh
j u

h, Aju
h) = −(uh, Dh

j (Aju
h)).

En considérant N(t) = (uh, uh)L2(IRd), on trouve

d
dtN(t) = 2Re(Lhuh, uh)−∑j(AjD

h
j u

h, uh)−∑j(u
h, AjD

h
j u

h)

= 2Re(Lhuh, uh) +
∑

j(u
h, [Dh

j (Aju
h)−AjDh

j u
h]).
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On a aussi

Dh
j (Aju

h)−AjDh
j u

h

=
Aj(x+hej ,t)−Aj(x,t)

2h uh(x + hej , t)− Aj(x−hej ,t)−Aj(x,t)
2h uh(x− hej , t),

ce qui, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, s’écrit

Dh
j (Aju

h)−AjDh
j u

h =
1

2

∫ 1

0

∂jAj(x+shej , t)u
h(x+hej , t)+

1

2

∫ 1

0

∂jAj(x−shej , t)dsuh(x−hej , t).

On en déduit la majoration L2, après l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur uh et uh(x+ hej) :

|(uh, [Dh
j (Aju

h)−AjDh
j u

h])| ≤ ||uh||2||∂jAj ||∞.

Ceci joint avec l’inégalité

|2Re(Lhuh, uh)| ≤ 2||Lhuh||L2 ||uh||L2

donne

d

dt
||uh||(t) ≤ ||f ||L2 +

1

2
(
∑

j

||∂jAj ||∞)||uh||L2 .

Nous obtenons l’estimation L2 suivante :

||uh||L2(t) ≤ ||g||L2e
1
2 (
∑

j
||∂jAj ||∞)t

) +

∫ t

0

e
1
2 (
∑

j
||∂jAj ||∞)(t−s)||f ||L2(IRd)(s)ds.

Notons que la constante C =
∑

j ||∂jAj ||∞ est indépendante de h. Un raisonnement identique

(laissé en exercice) montre alors la régularité L∞
loc(IR, H

N(IRd)).

Pour s = 1, on obtient donc, par passage à la limite, une solution qui est dans L∞
loc(IR, H

1(IRd)).

On en déduit que
∑

j Aj(x, t)∂xju ∈ L∞
loc(IR, L

2(IRd)), ce qui donne

∂tu ∈ L∞
loc(IR, L

2(IRd)).

Ecrivons u(x, t) = u(x, 0) +
∫ t

0
∂tu(x, s)ds. Sur le compact [0, t], ∂tu(x, s) est bornée et on a

sups∈[0,t]||∂tu(x, s)||L2(IRd) < +∞.

On en déduit la continuité locale en temps de u(x, t). L’inégalité

||u||L2(IRd)(t) ≤ ||u(x, 0)||L2(IRd) + tsups∈[0,t]||∂tu(x, s)||L2(IRd)

implique alors que

u ∈ C(IR, L2(IRd)).

Il est aisé d’obtenir l’appartenance u ∈ C(IR, Hσ(IRd)) en s’appuyant sur u ∈ L∞
loc(IR, H

s+1(IRd)).

3) Unicité. Nous prouvons l’unicité par dualité.

Notons L = ∂t+G, alors tL = −∂t+ tG. On introduit pour toute fonction ψ à décroissance
rapide (de la classe de Schwartz) une solution du problème

tLv = ψ, v|t=T = 0.

Cette solution existe, comme on a pu le voir, et on a, pour une solution u de Lu = 0, u|t=0 = 0,
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∫ T

0
(ψ, u)dt =

∫ T

0
(tLv, u)dt

=
∫ T

0
(−∂tv + tGv, u)dt

=
∫ T

0
((−∂tv, u) + (v,Gu))dt

= −
∫ T

0 ((∂tv, u) + (u, ∂tv))dt
= (u(., 0), v(., 0))− (u(., T ), v(., T )) = 0.

Ceci est valable pour toute fonction ψ dans la classe de Schwartz. Comme u appartient à
l’espace C(IR, Hσ(IRd)), on en déduit qu’il existe une suite de ψn tendant vers u par densité
de S(IR× IRd). On a alors u = 0.

2.2 Formalisme asymptotique pour les systèmes hyper-

boliques

On montre dans cette section que l’on peut étendre aux systèmes hyperboliques la no-
tion de développement asymptotique, avec en particulier l’introduction de l’équation eikonale.
Soit L(x, t, ∂x, ∂t) un opérateur hyperbolique (Définition 2.1), agissant sur des distributions
u(x, t) ∈ (D′)m(IRd × IR). Nous introduisons une fonction u(x, t, ε) (appelée Ansatz) sous la
forme

u(x, t, ε) = a(x, t, ε)eiφ(x,t)/ε,

où il existe une suite aj(x, t) telle que

a(x, t, ε) '
∑

j

aj(x, t)ε
j .

On a donné le nom traditionnel d’Ansatz à cette forme, ce qui veut dire en allemand Conjec-
ture. En effet, on conjecture que le système hyperbolique admet une solution de cette forme.
Cette fonction est supposée vérifier :

L(x, t, ∂x, ∂t)u(x, t, ε) ' 0.

Notons que l’on écrit parfois u(x, t, ε) = A(x, t, ε, θ)|θ=ε−1φ(x,t) = a(x, t, ε)eiθ où, sous les
notations classiques de Joly-Metivier-Rauch [50], θ est la variable “rapide” et (x, t) sont les
variables “lentes”.

Alors

L(x, t, ∂x, ∂t)(a(x, t, ε)e
iφ(x,t)/ε) '

∞
∑

j=−1

εjWj(x, t)e
iφ(x,t)/ε,

où les Wj sont donnés par :

{

W−1 = iL(x, t,∇xφ, ∂tφ)a0,
Wj = iL(x, t,∇xφ, ∂tφ)aj+1 + L(x, t, ∂x, ∂t)aj , j ≥ 0.

On obtient les équations

{

L(x, t,∇xφ, ∂tφ)a0(x, t) = 0,
iL(x, t,∇xφ, ∂tφ)aj+1(x, t) + L(x, t, ∂x, ∂t)aj(x, t) = 0, j ≥ 0.

A première vue, il semble que la première équation soit la même que pour le problème sca-
laire. Mais il n’en est rien : en effet dans le cas scalaire cette égalité impliquait la nullité de
L(x, t,∇xφ, ∂tφ) qui était un nombre (ce qui donnait l’équation eikonale). En revanche dans
le cas vectoriel cette équation a une solution non triviale en a0 lorsque le déterminant est nul,
et dans ce cas a0 appartient au noyau de la matrice L(x, t,∇xφ, ∂tφ).
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det(L(x, t,∇xφ(x, t), ∂tφ(x, t))) = 0 (2.2.4)

On peut appeler l’équation (2.2.4) l’équation eikonale généralisée. L’équation (2.2.4) est une
équation de degré m en ∂tφ. Cette équation a donc, en général,m racines. L’équation eikonale
géneralisée correspond donc à m feuilles et sur chaque feuille on aura un système d’équations
de transport.

Traitons un exemple afin de montrer la différence entre le système d’équations hyperbo-
liques et les équations scalaires. Dans le cas du système des équations de Maxwell vu dans la
section 1.3, nous obtenons

detK = det

















ε∂tφI3

0 ∂x3φ −∂x2φ
−∂x3φ 0 ∂x1φ
∂x2φ −∂x1φ 0

0 −∂x3φ ∂x2φ
∂x3φ 0 −∂x1φ
−∂x2φ ∂x1φ 0

µ∂tφI3

















= 0.

Après calculs élémentaires (basés sur le calcul de det

(

A B
C D

)

= detAdet(D−BA−1C)),

on trouve

detK = det((εµ(∂tφ)2 − (∇φ)2)I3 + (∇φ)(∇φ)t) = εµ(∂tφ)2[εµ(∂tφ)2 − (∇φ)2].

L’équation eikonale est équivalente aux trois équations

∂tφ = c|∇φ|, ∂tφ = −c|∇φ|, ∂tφ = 0.

Chacune est une feuille de la variété caractéristique.
Etudions maintenant les équations sur a0. Pour φ donnée, telle que, en (x0, t0), Ker(L(x0, t0,∇xφ(x0, t0), ∂tφ(x0, t0)))

(qui est un sous-espace de IRm) soit non réduit à {0}, on suppose qu’il existe un voisinage V
de (x0, t0) tel que la codimension de Ker(L(x, t,∇xφ(x, t), ∂tφ(x, t))) soit constante. Dans ce
cas, on peut écrire

∀(x, t) ∈ V, a0(x, t) ∈ Ker(L(x, t,∇xφ(x, t), ∂tφ(x, t))), (2.2.5)

d’où une première condition sur a0.
Nous remarquons que cette condition n’est pas une condition différentielle sur a0, mais

une relation entre les différents coefficients. Nous avions déjà remarqué ce phénomène pour
le premier terme correspondant aux équations de Maxwell harmoniques. Cette relation est
donc une généralisation de la condition de compatibilité obtenue dans la section 1.6. Pour
simplifier les expressions, on note L(∂φ(x, t)) la matrice L(x, t,∇xφ(x, t), ∂tφ(x, t)), égale à
∂φ
∂tA0(x, t) +

∑j=d
j=1

∂φ
∂xj

Aj(x, t). Elle ne suffit pas pour déterminer a0.

On détermine a0 en ajoutant aux relations de compatibilité (2.2.5) les équations différentielles
que l’on obtient en annulant le terme suivant du développement asymptotique W0. En effet,
comme L(∂φ(x, t)) est non injective, la relation L(x, t, ∂x, ∂t)a0(x, t) = −iL(∂φ(x, t))a1(x, t)
implique

L(x, t, ∂x, ∂t)a0(x, t) ∈ ImL(∂φ(x, t)). (2.2.6)

Les deux relations (2.2.5) et (2.2.6) forment un système de m équations à m inconnues,
constitué de

m− dim(Ker(L(∂φ(x0, t0))))

équations différentielles d’ordre 1 et de

dim(Ker(L(∂φ(x0, t0))))
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relations pour a0. On introduit π(x, t) la projection orthogonale sur KerL(∂φ(x, t)).
On démontre la proposition suivante

Proposition 2.2 On considère une donnée initiale en temps a0(x, t0) vérifiant π(x, t0)a0(x, t0) =
a0(x, t0). Le vecteur a0(x, t) est la solution unique du système hyperbolique symétrique

[π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t) + (I − π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π(x, t))]a0(x, t) = 0. (2.2.7)

Elle vérifie π(x, t)a0(x, t) = a0(x, t).

POur démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant

Lemme 2.1 On a les relations Imπ = KerL(∂φ(x, t)) et Kerπ = ImL(∂φ(x, t)).
La restriction de L(∂φ(x, t)) à Kerπ est inversible.

On utilise les hypothèses de la définition 2.1. En effet, pour tout (x, t), l’opérateur aux
dérivées partielles est symétrique donc l’opérateur linéaire L(∂φ(x, t)) est symétrique. Son
noyau et son image sont donc en somme directe orthogonale. La restriction de L(∂φ(x, t)) à
son image est inversible.

L’équation (2.2.5) est équivalente à

π(x, t)a0(x, t) = a0(x, t). (2.2.8)

Pour connâıtre a0, nous ajoutons aux relations de compatibilité (2.2.8) l’équation de transport
(2.2.6)

L(x, t, ∂x, ∂t)a0 ∈ ImL(∂φ(x, t)).

Cette équation de transport se réécrit π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)a0(x, t) = 0, équation équivalente à

π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)(π(x, t)a0(x, t)) = 0. (2.2.9)

Remarquons que (2.2.9) est une équation sur l’espace vectoriel Imπ. Pour trouver a0, on montre

Lemme 2.2 Le système d’équations (2.2.8), (2.2.9) + une donnée initiale en temps a0(x, t0)
vérifiant π(x, t0)a0(x, t0) = a0(x, t0) est équivalent au système hyperbolique symétrique

[π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t) + (I − π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π(x, t))]a0(x, t) = 0.

De ce lemme, on déduit immédiatement le résultat de la proposition (2.2). En effet le
système hyperbolique symétrique (2.2.7) admet une solution unique pour toute donnée initiale,
ce qui prouve le résultat d’unicité de la proposition.

L’égalité π(x, t)a0(x, t) = a0(x, t) provient du fait que (I − π(x, t))a0(x, t) est solution de
(2.2.7) pour une donnée initiale nulle, donc par l’unicité des solutions de (2.2.7) on en déduit
que (I−π(x, t))a0(x, t) = 0 pour tout (x, t). Pour plus de commodité, on noteraG(x, t, ∂x, ∂t) =
π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t)+ (I−π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I −π(x, t)) qui intervient dans l’égalité
(2.2.7).

Preuve du lemme D’après (2.2.5), (I − π(x, t))a0(x, t) = 0, donc

(I − π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π(x, t))a0(x, t) = 0.

On obtient donc, par addition de (2.2.9) à cette égalité, l’égalité (2.2.7).
La matrice coefficient de ∂t dans l’opérateur G est Ã0(x, t) = π(x, t)A0(x, t)π(x, t) + (I −

π(x, t))A0(x, t)(I − π(x, t)). Comme A0(x, t) est définie positive, Ã0 est aussi définie positive.
En effet, décomposons A0 sur Kerπ ⊕ Imπ sous la forme
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(

A11
0 (x, t) A12

0 (x, t)
tA12

0 (x, t) A22
0 (x, t)

)

,

les matrices A11
0 (x, t) et A22

0 (x, t) étant symétriques. L’inégalité A0 ≥ cId se traduit, en
décomposant u = (u1, u2), par l’inégalité

tu1A
11
0 (x, t)u1 +t u2A

22
0 (x, t)u2 + 2(tu1A

12
0 (x, t)u2) ≥ ctu1u1 + ctu2u2.

Considérant successivement u2 = 0 puis u1 = 0, on trouve que A11
0 (x, t) ≥ cId et A22

0 (x, t) ≥
cId, donc la matrice

Ã0(x, t) =

(

A11
0 (x, t) 0

0 A22
0 (x, t)

)

vérifie Ã0(x, t) ≥ cId1.
De même, toutes les matrices π(x, t)Aj(x, t)π(x, t) sont symétriques positives si les Aj(x, t)

le sont. Le système (2.2.7) est donc un système hyperbolique de Cauchy car l’opérateur G est
de Cauchy strictement hyperbolique en temps.

Réciproque On suppose (2.2.7) satisfaite et on démontre que c0(x, t) = (I −π(x, t))a0(x, t)
est solution de G(x, t, ∂x, ∂t)c = 0. Comme (I−π(x, t))2 = (I−π(x, t)) et (I−π(x, t))π(x, t) =
0, l’équation (2.2.7) conduit à

(I − π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π(x, t))a0(x, t) = 0.

En utilisant cette relation dans l’équation (2.2.7), on obtient [π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t)]a0(x, t) =
0. En utilisant cette fois π2 = π et (I − π)π = 0, on trouve successivement

[π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t) + (I − π(x, t))L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π(x, t))](π(x, t)a0(x, t))
=

π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)π(x, t)a0(x, t) = 0.

Le vecteur π(x, t)a0(x, t) est donc solution du même système hyperbolique que a0 et de
plus, π(x, t0)a(x, t0) = a(x, t0). Le résultat d’unicité rappellé ci-dessous pour les systèmes
hyperboliques donne π(x, t)a0(x, t) = a0(x, t). Donc (2.2.7) + condition initiale implique à la
fois (2.2.8) et (2.2.9). Ceci achève la preuve du lemme 2.2, puisque a0 est alors déterminé de
manière unique.

On définit la vitesse maximale c de sorte que la différentielle de φ(x, t) ne s’annule pas sur

Ω = {(t, x), 0 < t < T ≤ R/c, |x− a| < R− ct}.

Soit φ(x, t) une solution de l’équation eikonale :

detL(x, t, ∂φ(x, t)) = 0.

On lui associe la projection orthogonale π(x, t) sur Imπ = KerL(∂φ(x, t)). On introduit alors
l’inverse Q sur ImL(∂φ(x, t)) de l’opérateur (I − π)L(∂φ(x, t))(I − π).

On recherche la solution des équations successives
i) (condition initiale) bj(x, t0) = aj(x), pour j ≥ 0
ii) (équation d’impédance) L(∂φ(x, t))b0(x, t) = 0,
iii) (équations de transport) iL(∂φ(x, t))bj(x, t) + L(x, t, ∂x, ∂t)bj−1(x, t) = 0.
La condition de compatibilité à l’ordre j sur aj(x) est donnée, pour j ≥ 1, à l’aide de la

solution bj−1(x, t) des relations i), ii), iii) par

(I − π(x, t0))aj(x) = iQ(x, t0)[L(x, t, ∂x, ∂t)bj−1](x, t0). (2.2.10)

1Les matrices identités utilisées dans ce paragraphe ne sont pas égales, on voit respectivement intervenir
l’identité sur Kerπ, l’identité sur Imπ et l’identité sur l’espace entier.



2.2. FORMALISME ASYMPTOTIQUE POUR LES SYSTÈMES HYPERBOLIQUES 39

Théorème 2.1 On suppose que la condition de compatibilité initiale est vérifiée

π(x, t0)a0(x) = a0(x). (2.2.11)

On suppose que (2.2.10) est vérifiée pour tout j et on se donne pour tout j la valeur de
π(x, t0)aj(x) dans =π(x, t0).

Il existe une suite unique bj(x, t) de fonctions C∞(Ω̄) vérifiant i), ii), iii).

Preuve Nous étudions ici les équations de transport inhomogènes. L’équation de transport
sur bj−1 est donc obtenue en annulant le terme d’ordre j du développement asymptotique de
l’équation. Elle s’écrit

L(x, t, ∂x, ∂t)bj−1 + iL(∂φ(x, t))bj = 0.

La preuve du théorème se fait par récurrence sur j. Elle est identique pour chaque j, on
l’écrit donc pour l’obtention de b1. De l’égalité

b1(x, t) = πb1(x, t) + (I − π)b1(x, t). (2.2.12)

En remplaçant (2.2.12) dans l’équation de transport et en utilisant L(∂φ(x, t))π(x, t) = 0, il
vient

L(∂φ(x, t))(I − π)b1 = iL(x, t, ∂x, ∂t)b0.

L’équation de transport est ainsi inhomogène. On en déduit

(I − π)L(∂φ(x, t))(I − π)b1(x, t) = i(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0(t, x).

La matrice (I − π)L(∂φ(x, t))(I − π) a pour noyau KerL(∂φ(x, t)). Le noyau et l’image de
L(∂φ(x, t)) sont supplémentaires, elle est donc inversible dans Kerπ = ImL(∂φ(x, t)). On note
son inverse partiel Q. On en déduit

(I − π)b1(x, t) = iQ(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0(x, t) (2.2.13)

qui détermine donc (I−π)b1 en fonction de b0. Il reste à déterminer πb1. Le système dont πb1
est solution à partir de l’équation sur b2 :

iL(∂φ(x, t))b2(x, t) + L(x, t, ∂x, ∂t)b1(x, t) = 0.

Comme L(∂φ(x, t))b2(x, t) ∈ ImL(∂φ(x, t)) on obtient

π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)b1(x, t) = 0.

On utilise (2.2.13) et (2.2.12) pour avoir

π(x, t)L(x, t, ∂x, ∂t)[πb1(x, t) + iQ(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0] = 0. (2.2.14)

Déduisant de (2.2.13) l’égalité

(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π)b1 = i(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)Q(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0

et ajoutant (2.2.14) à ces équations, on obtient le système hyperbolique suivant

G(x, t, ∂x, ∂t)b1(x, t) = i(I − 2π)L(x, t, ∂x, ∂t)Q(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0.

Ce système est alors un système hyperbolique. Le théorème est alors la conséquence de la
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Proposition 2.3 Soit a0(x) qui vérifie π(x, t0)a0(x) = a0(x). On détermine b0(x, t) par la
proposition 2.2. Sous la condition de compatibilité des données initiales

(I − π)a1(x) = iQ(x, t0)L(x, t, ∂x, ∂t)b0(x, t0),

le système

{

(I − π)b1 = iQ(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)b0,
πL(x, t, ∂x, ∂t)πb1 = −iπL(x, t, ∂x, ∂t)(Q(L(x, t, ∂x, ∂t)b0),

est équivalent à

{

G(x, t, ∂x, ∂t)b1 = i(I − 2π)L(x, t, ∂x, ∂t)(Q(L(x, t, ∂x, ∂t)b0),
b1(x, t0) = a1(x).

Il a donc une unique solution b1.

Preuve l’implication⇒ vient d’être démontrée. L’implication réciproque est la suivante. On
suppose ainsi

G(x, t, ∂x, ∂t)b1(x, t) = i(I − 2π)L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π)QL(x, t, ∂x, ∂t)b0. (2.2.15)

On remarque que πG(x, t, ∂x, ∂t) = πL(x, t, ∂x, ∂t)π et que (I − π)G(x, t, ∂x, ∂t) = (I −
π)L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π). Ainsi, de l’égalité (2.2.15), on déduit

{

πL(x, t, ∂x, ∂t)πb1(x, t) = −iπL(x, t, ∂x, ∂t)QL(x, t, ∂x, ∂t)b0,
(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π)b1 = i(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)QL(x, t, ∂x, ∂t)b0.

De la deuxième équation de ce système, on déduit

(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)[(I − π)b1 − iQL(x, t, ∂x, ∂t)b0] = 0.

Comme I − π est l’identité sur l’image de Q et (I − π)2 = I − π, on a

(I − π)L(x, t, ∂x, ∂t)(I − π)[(I − π)b1 − iQL(x, t, ∂x, ∂t)b0] = 0.

Comme πQ = 0, on a πL(x, t, ∂x, ∂t)π[(I − π)b1 − iQL(x, t, ∂x, ∂t)b0] = 0. Ainsi, pour tout t

G(x, t, ∂x, ∂t)[(I − π)b1 − iQL(x, t, ∂x, ∂t)b0] = 0.

La condition de compatibilité est la condition de Cauchy nulle pour ce système hyperbolique.
On en déduit pour tout t que (I−π(x, t0))b1(x, t) = i[QL(x, t, ∂x, ∂t)b0]. On en déduit les deux
égalités cherchées. La proposition est démontrée, ce qui démontre par récurrence le théorème
2.1.

Remarque 1 Le système vérifié par πb1 est

G(x, t, ∂x, ∂t)(πb1) = −iπLQLb0
et celui vérifié par b1 est

G(x, t, ∂x, ∂t)b1 = i(I − 2π)LQLb0.

Ces deux systèmes sont identiques uniquement lorsque L(QLb0) est dans Imπ = KerL(∂φ).
La seule relation qu’implique le système sur b0 est π(Lb0) = 0, c’est-à-dire Lb0 ∈ Kerπ =
ImL(∂φ).
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Remarque 2 La condition sur aj(x) se réduit à une donnée sur π(x, t0)aj(x), puisque
(I−π(x, t0))aj(x) est déterminé par la condition de compatibilité. D’autre part, on n’a pas au-
tomatiquement π(x, t0)aj(x) = aj(x) contrairement au cas j = 0. Nous soulignons la différence
de présentation avec [85] (Théorème 5.4) même si le résultat est identique : nous avons préféré
mettre l’accent sur la condition de compatibilité induite sur le rang j par la donnée des jk
pour k ≤ j − 1.

2.3 Application aux équations de Maxwell

Le système des équations de Maxwell est symétrique hyperbolique au sens de la définition
2.1. En effet, les équations de Maxwell s’écrivent

ε∂tE = rotH,−µ∂tH = rotE.

Introduisons le vecteur u = (E,H) et les matrices

A0 =

(

εI3 0
0 µI3

)

, A1 =

















0
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

0

















A2 =

















0
0 0 −1
0 0 0
1 0 0

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

0

















, A3 =

















0
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

0

















Les équations de Maxwell s’écrivent

A0∂tu+A1∂x1u+A2∂x2u+A3∂x3u = 0. (2.3.16)

Les matrices Aj sont symétriques, et la matrice A0 est minorée par min(ε, µ)I6. L’équation
eikonale (2.2.4) est alors

detA0∂tΦ +A1∂x1Φ +A2∂x2Φ +A2∂x3Φ) = 0. (2.3.17)

Soit rot∗Φ la matrice

rot∗Φ =





0 ∂x3Φ −∂x2Φ
−∂x3Φ 0 ∂x1Φ
∂x2Φ −∂x1Φ 0





L’équation (2.3.17) se réécrit

det

(

ε∂tΦI3 rot∗Φ
−rot∗Φ µ∂tΦI3

)

= 0

ce qui équivaut à

[εµ(∂tΦ)2 − |∇Φ|2]2εµ(∂tΦ)2 = 0.

Les deux feuilles de la variété caractéristique sont donc ∂tΦ = 0 et |∇Φ| = (εµ)
1
2 |∂tΦ|. Nous

nous intéressons à la deuxième feuille. Dire que u0 est dans le noyau équivaut à
(

( εµ )
1
2 |∇Φ|I3 rot∗Φ

−rot∗Φ (µε )
1
2 |∇Φ|I3

)

(

e0

h0

)

=

(

0
0

)

.
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On obtient les relations (1.6.17) :

e0 = (µε )
1
2

∇Φ
|∇Φ| ∧ h0

h0 = −( εµ )
1
2

∇Φ
|∇Φ| ∧ e0

C’est pour cette raison que la relation (2.2.5) est parfois appelée condition d’impédance, le

nombre Z = (µε )
1
2 qui apparait ici est l’impédance du milieu. Cette notation est, bien sûr, un

abus de langage car la condition d’impédance de Léontovich est une condition au bord alors
que la relation (2.2.5) est une relation valable dans Ω.

On en déduit donc la relation eikonale c2(∇Φ)2 = (∂tΦ)2 par le calcul très simple prove-
nant de l’équation eikonale en transformée de Fourier en réécrivant k = ∂tΦ. Il s’agit donc
(heureusement) de la même équation eikonale que pour le problème de Helmholtz.

En écrivant les relations induites par (2.2.5) dans (2.3.16), on trouve que les équations
de transport reliant (e1, h1, e0, h0) qui sont celles données par (2.2.6) sont celles écrites en
(1.6.18).

2.4 Existence asymptotique pour un problème elliptique

Dans cette section, on change de type d’opérateur, en considérant un opérateur elliptique
à la place d’un opérateur hyperbolique. On souhaite montrer une application de l’analyse
asymptotique pour les systèmes elliptiques d’ordre 1, et en particulier obtenir grâce aux calculs
asymptotiques le gain de régularité de Pu ∈ Hs → u ∈ Hs+1. Remarquons, dans le cas
hyperbolique, qu’il suffit de résoudre

L(x, t, ∂x, ∂t)c(x, t, ε) = −r(x, t, ε) ' 0

avec la condition de Cauchy c|t=0 = 0.

Dans le cas où L est un opérateur elliptique, l’égalité ci-dessus est résoluble dans le voisinage
de tout point, et la régularité de c est connue en fonction de celle de r (on peut rapprocher ce
résultat du résultat provenant de Taylor énoncé plus loin en Proposition 8.7).

Nous introduisons d’abord les opérateurs elliptiques d’ordre 1.

Définition 2.2 Soit P (x, t, ∂x, ∂t) =
∑d
j=1 Aj(x, t)∂xj+A0(x, t)∂t. On dit que P est elliptique

au voisinage du point (x0, t0) si il existe une fonction χ ∈ C∞
0 (IR × IRd) (telle que χ = 1 sur

|x− x0|2 + (t− t0)2 ≤ ε2) et une constante c > 0 telles que la matrice

d
∑

j=1

χ(x, t)ξjAj(x, t) + τχ(x, t)A0(x, t)

soit minorée par c(|ξ|2 + τ2)
1
2 Id pour tout (ξ, τ) ∈ IRd × IR− {(0, 0)}.

J. Rauch démontre dans son cours [85] la proposition :

Proposition 2.4 On suppose que dans un voisinage de (x0, t0), P (x, t, ∂x, ∂t) est un opérateur
elliptique d’ordre 1.

1. On peut résoudre Pc = r pour r ' 0, et il existe un c qui soit asymptotiquement nul

2. Régularité Hσ :

Pu ∈ Hσ ⇒ u ∈ Hσ+1,

3. Régularité C∞

Pu ∈ C∞ ⇒ u ∈ C∞
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Preuve Notons tout d’abord qu’il existe d’autres démonstrations de cette proposition. Nous
choisissons cette preuve en relation avec les développements asymptotiques. Soit P (x, t, ∂x, ∂t)
un opérateur elliptique au voisinage d’un point (x0, t0). On considère χP , et on introduit
b(x, t) = χPu(x, t).

La preuve se déroule en deux temps :
• on construit une solution asymptotique et on démontre que cette solution asymptotique

”commence à un cran au dessus”, c’est-à-dire que le premier terme du développement asymp-
totique est nul
• ensuite, on montre que la transformée de Fourier d’une solution peut être caractérisée par

le paramètre asymptotique k = (||ξ||2 + τ2)
1
2 k → +∞ et on contrôle la solution asymptotique

ainsi calculée.

Solution asymptotique d’un problème elliptique Dans cette partie de la preuve, le pa-

ramètre asymptotique est ε→ 0. Remarquons tout d’abord que si v(x, t, ε) = V (x, t, ε)ei
φ(x,t)
ε ,

avec V (x, t, ε) '∑l Vl(x, t)(iε)
l, il vient

Pv(x, t, ε) = [i(

d
∑

j=1

Aj(x, t)

ε

∂φ

∂xj
+
A0(x, t)

ε

∂φ

∂t
)V (x, t, ε)+(

d
∑

j=1

Aj(x, t)
∂V

∂xj
+A0(x, t)

∂V

∂t
)]ei

φ(x,t)
ε .

Pour chaque (ξ0, τ0) 6= (0, 0), et pour toute fonction b ∈ C∞
0 (IRd+1×]0, 1]), on peut construire

une solution asymptotique de tPv(x, t, ε) = χ(x, t)b(x, t, ε)ei
x.ξ0+tτ0

ε , l’opérateur tP étant aussi
elliptique. Dans ce cas, φ(x, t) = x.ξ0 + tτ0, et on trouve

e−
xξ0+tτ0

ε Pv(x, t, ε) =
i

ε
[

d
∑

j=1

Aj(x, t)ξ0,j+A0(x, t)τ0]V (x, t, ε)+[

d
∑

j=1

Aj(x, t)
∂V

∂xj
+A0(x, t)

∂V

∂t
].

Supposant que tPv(x, t, ε) = b(x, t, ε)ei
x.ξ0+tτ0

ε , b(x, t, ε) ' ∑

l bl(x, t)(iε)
l, on obtient les

équations

[

d
∑

j=1

Aj(x, t)ξ0,j +A0(x, t)τ0]V0(x, t) = 0

et, pour l ≥ 1,

−[

d
∑

j=1

Aj(x, t)ξ0,j+A0(x, t)τ0]+(

d
∑

j=1

Aj(x, t)
∂Vl−1

∂xj
+A0(x, t)

∂Vl−1

∂t
)Vl(x, t) = χ(x, t)bl−1(x, t).

On en déduit V0(x, t) = 0, et

V1(x, t) = −(
∑

j

Aj(x, t)ξ0,j +A0(x, t)τ0)
−1(b0(x, t)),

puis toutes les équations successives donnant Vl en fonction de Vl−1. On introduit la convention
τ0 = ξ0,0 et τ = ξ0 et x0 = t. Alors

V2(x, t) = −(
∑

0≤j≤d
Aj(x, t)ξ0,j)

−1[b1(x, t) +
∑

0≤p≤d
Ap(x, t)

∂

∂xp
(
∑

0≤j≤d
Aj(x, t)ξ0,j)

−1(b0(x, t))).

On a construit une solution asymptotique de classe C∞ dont le premier terme est nul. On
vérifie que tous les termes, qui comprennent bl ou des dérivées de bl, ont un support contenu
dans le support de χ, puisque b = χPu.
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Régularité Sobolev de la solution asymptotique On suppose désormais ||ξ0||2 + τ2
0 =

1, ceci afin de différencier le paramètre k et la direction du vecteur (ξ, τ). La construction
qui précède et le Théorème de Borel (Théorème 1.1) fournissent une solution asymptotique
(k →∞, k = ε−1) v(x, t, k) ∈ C∞(IRd+1, Sd, k), de support inclus dans suppχ(x, t), de

tPv(x, t, k) = χ(x, t)eik(x.ξ0+tτ0).

Notons que cela revient à choisir Pu = eik(x.ξ+tτ0).
On se donne M tel que (1 + η2)sη−2M tendent vers 0 à l’infini dans IRd+1. Cette valeur de

M donne l’ordre de troncature de la série asymptotique. On note

vM (x, t; ξ, τ, k) =

M
∑

l=1

ilVl(x, t, k
−1)k−l.

Alors

F(χu)(kξ, kτ) =< u, χ(x, t)eik(x.ξ+tτ) >
=< u, tPvM (x, t; ξ, τ, k) > +O(k−M )
=< Pu, vM (x, t; ξ, τ, k) > +O(k−M )

=< f, eik(x.ξ+tτ)
∑l=M

l=1 k−lilVj(x, t; ξ, τ, k) > +O(k−M )
∑M−1

l=1 k−lilF(fVl) +O(k−M ).
(2.4.18)

Les égalités successives sur Vl, identiques à celle obtenue pour V2, montrent que Vlf s’écrit
comme le produit de f par des dérivées et quotients réguliers faisant intervenir χ et ses

dérivées. Soit χ̃ une fonction C∞ à support compact, égale à 1 sur suppχ. Alors T =
∂xlχ

χ̃
est uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées. On en déduit que la transformée de
Fourier de ∂xlχf est égale au produit de convolution de la transformée de Fourier de χ̃f et de
T . On utilise alors la régularité de T , qui implique la régularité Sobolev de T , pour trouver
que l’opérateur ĝ → T̂ ? ĝ est borné dans Hs. On en déduit

∫

IRd+1

|F(Vlf)(ξ, τ)|2(1 + |ξ|2 + τ2)sdξdτ ≤ C(l, χ)||χ̃f ||2Hs(IRd+1).

Alors le changement de variable ξ = kη, τ = kσ permet d’obtenir

∫

Sd×IR

|F(Vlf)(kη, kσ)|2k2s+d+1dηdσdk ≤ C(l, χ)||χ̃f |2Hs(IRd+1).

De l’égalité (2.4.18), la somme commencant à l = 1, on trouve

∫

IRd+1 |F(χu)(ξ, τ)|2(1 + |ξ|2 + τ2)pdξdτ
=
∫

IRd+1 |F(χu)(kη, kσ)|2(k−2 + |η|2 + σ2)pk2p+d+1dηdσ
≤ max1≤l≤M−1(C(l, χ))

∑

l≥1

∫

IRd+1 |F(fVl)(kη, kσ)|2(k−2 + |η|2 + σ2)pk2p+d+1−2ldηdσ.

Cette somme est convergente pour p = s+ 1 car l ≥ 1, donc on obtient la régularité H s+1 de
la solution u. Nous avons achevé la preuve du deuxième alinéa.

Le troisième alinéa du théorème se déduit du deuxième par les inclusions entre espaces de
Sobolev locaux et espaces de fonctions Ck. Nous reviendrons sur ce type de méthode dans le
paragraphe 8.3.4.

2.5 Exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 1) Calculer explicitement le développement asymptotique en k de la solution

u(x1, x2, k) =

(

a1(x1, x2, k)
a2(x1, x2, k)

)

eikφ(x1,x2) de
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iku+

(

1 2
√

2

2
√

2 3

)

∂x1u+

(

2x1+1
3

√
2(1−x1)

3√
2(1−x1)

3
2+x1

3

)

∂x2u = 0. (2.5.19)

2) On se donne une condition initiale sur x1 = 0 de la forme u(x2, k) = a(x2, k)e
ikψ(x2).

Déterminer la solution du problème précédent avec cette condition initiale.

Exercice 2.2 On suppose que φ est solution de l’équation eikonale (2.2.4) et que la dimen-
sion du noyau de Ker(L(∂φ)) est égale à 1. Démontrer que a0 est solution d’une équation de
transport scalaire caractérisée par un champ de vecteurs.

Correction de l’exercice 2.1 On applique les résultats précédents. On vérifie que l’on a

ik[Id+

(

1 2
√

2

2
√

2 3

)

∂x1φ+

(

2x1+1
3

√
2(1−x1)

3√
2(1−x1)

3
2+x1

3

)

∂x2φ]

(

a1(x1, x2, k)
a2(x1, x2, k)

)

+O(1) = 0

Il existe une solution non triviale si et seulement si le déterminant de la matrice entre crochets est
nul (ce qui correspond à écrire det(L(x,∇xφ)) = 0). La matrice coefficient de ∂x2φ est symétrique,
donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont x1 et 1. Le vecteur propre associé à la valeur propre x1

est (−
√

2, 1). Le vecteur propre associé à 1 est (1,
√

2). On voit ensuite que
(

1 2
√

2

2
√

2 3

)(

−
√

2
1

)

= −
(

−
√

2
1

)

,

(

1 2
√

2

2
√

2 3

)(

1√
2

)

= 5

(

1√
2

)

.

De ces égalités, on déduit que l’équation eikonale est équivalente à

det(Id+

(

−1 0
0 5

)

∂x1φ+

(

x1 0
0 1

)

∂x2φ) = 0

soit
(1 − ∂x1φ(x1, x2) + x1∂x2φ(x1, x2))(1 + 5∂x1φ(x1, x2) + ∂x2φ(x1, x2)) = 0.

Nous introduisons les courbes intégrales respectives des deux champs :

dx1

ds
= −1,

dx2

ds
= x1(s)

soit x1(s) = x0
1−s, x2(s) = x0

2−x0
1s− s2

2
pour le premier, c’est-à-dire x2 = x0

2−x0
1(x

0
1−x1)− 1

2
(x1−x0

1)
2

dx1

ds
= 5,

dx2

ds
= 1

soit x1(s) = x0
1 + 5s, x2(s) = x0

2 + s pour le deuxième, c’est-à-dire x2 = x0
2 + 1

5
(x1 − x0

1).
On contrôle que φ(x1(s)), x2(s)) = φ(x1(0), x2(0)) − s. On connâıt donc la phase solution de

l’équation eikonale si on la connâıt sur une courbe orthogonale aux champs. On considère donc la
courbe x1 = 0, comme l’énoncé le suggère. Alors on trouve

• dans le premier cas φ(x1, x2) = φ(0, x2 + 1
2
x2

1) + x1 (les surfaces isophase sont des paraboles)
• dans le deuxième cas φ(x1, x2) = φ(0, x2 − x1

5
) − x1

5
(les surfaces isophase sont des droites).

Représentons

(

a1(x1, x2, k)
a2(x1, x2, k)

)

sur la base propre, par

(

a1(x1, x2, k)
a2(x1, x2, k)

)

= α1(x1, x2, k)

(

−
√

2
1

)

+ α2(x1, x2, k)

(

1√
2

)

,

avec α1(x1, x2, k) = 1
3
(−

√
2a1(x1, x2, k)+a2(x1, x2, k)), α2(x1, x2, k) = 1

3
(a1(x1, x2, k)+

√
2a2(x1, x2, k)).

On vérifie alors que

ikα1

(

−
√

2
1

)

+ ikα2

(

1√
2

)

+

(

1 2
√

2

2
√

2 3

)

[∂x1α1

(

−
√

2
1

)

+ ∂x1α2

(

1√
2

)

]

+

(

2x1+1
3

√
2(1−x1)

3√
2(1−x1)

3
2+x1

3

)

[∂x2α1

(

−
√

2
1

)

+ ∂x2α2

(

1√
2

)

]

+ikα1(−∂x1φ+ x1∂x2φ)

(

−
√

2
1

)

+ ikα2(5∂x1φ+ ∂x2φ)

(

1√
2

)

= 0
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et on aboutit aux deux équations d’ordre 1

ik(1 − ∂x1φ+ x1∂x2φ)α1 − ∂x1α1 + x1∂x2α1 = 0,

ik(1 + 5∂x1φ+ ∂x2φ)α2 + 5∂x1α2 + ∂x2α2 = 0.

On remarque que ces deux équations correspondent à des solutions asymptotiques de problèmes
scalaires d’ordre 1. Il n’existe pas de phase φ et de couple (α1, α2) non nuls tels que φ,α1, α2 vérifie
à la fois les deux équations.

On considère donc comme donnée la valeur de la phase à x1 = 0, soit ψ(x2). Cette phase ψ génère
deux phases φ1(x1, x2) et φ2(x1, x2) telles que

φ1(x1, x2) = ψ(x2 +
1

2
x2

1) + x1,

φ2(x1, x2) = ψ(x2 − x1

5
) − x1

5
.

Si φ = φ1, la condition nécessaire pour que u soit solution de (2.5.19) est que a soit colinéaire au

vecteur

(

−
√

2
1

)

. On en déduit que α2 = 0, et α1 est solution de

−∂x1α1 + x1∂x2α1 = 0

et α1 est donc constant sur les caractéristiques du champ (−1, x1). Il vient donc α1(x1, x2, k) =

α1(0, x2 +
x2
1
2
, k).

Lorsque la phase est égale à φ2, nécessairement a est dans le noyau de la matrice associée à φ2,
donc α1 = 0. On trouve 5∂x1α2 + ∂x2α2 = 0, ce qui donne α2(x1, x2, k) = α2(0, x2 − x1

5
, k).

La phase φ est nécessairement égale à φ1 ou à φ2 pour que u(x1, x2, k) = a(x1, x2, k)e
ikφ(x1,x2)

soit une solution du système (2.5.19). Dans ces cas, on a respectivement α2 ou α1 nul.
De ces deux résultats, on déduit que si la donnée initiale n’est pas dans l’espace propre associé à une

phase particulière, alors la solution générale ne peut pas s’écrire sous la forme a(x1, x2, k)e
ikφ(x1,x2).

En revanche, le système différentiel étant linéaire, toute expression de la forme

A(x1, x2, k)e
ikφ1(x1,x2) +B(x1, x2, k)e

ikφ2(x1,x2)

est solution lorsque A est colinéaire à

(

−
√

2
1

)

et lorsque B est colinéaire à

(

1√
2

)

, les coefficients

vérifiant les lois de α1 et de α2. De plus, il faut que

A(0, x2, k)e
ikφ1(0,x2) +B(0, x2, k)e

ikφ2(0,x2) = a(x2, k)e
ikψ(x2).

Par des manipulations élémentaires lorsque k tend vers +∞ et en prolongeant k dans le complexe,
on déduit que φ1(0, x2) − ψ(x2) = C1, φ2(0, x2) − ψ(x2) = C2, C1 et C2 étant deux constantes. On
peut les prendre nulles, quitte à inclure le terme ekC1 dans A ou B. Alors il suffit de décomposer

a(x, k) =

(

A1(x2, k)
A2(x2, k)

)

dans la base propre {
(

−
√

2
1

)

,

(

1√
2

)

} pour obtenir une solution à

“deux phases” :

u1(x1, x2, k) = −
√

2(−
√

2A1+A2
3

)(x2 +
x2
1
2
, k)eikψ(x2+

x2
1
2

)+ikx1

+(A1+
√

2A2
3

)(x2 − x1
5
, k)eikψ(x2−

x1
5

)−ik x1
5 ,

u2(x1, x2, k) = (−
√

2A1+A2
3

)(x2 +
x2
1
2
, k)eikψ(x2+

x2
1
2

)+ikx1

+
√

2(A1+
√

2A2
3

)(x2 − x1
5
, k)eikψ(x2−

x1
5

)−ik x1
5 .

On voit ainsi deux fronts se propager. On pourra les différencier si on suppose que la singularité
de départ est donnée.

Correction de l’exercice 2.2. Si la dimension du noyau est égale à 1 au voisinage d’un point, on
en déduit que a0(x, t) est proportionnel à un vecteur u0(x, t) de ce noyau, qui est connu explicitement
puisque le noyau est de dimension 1. On écrit alors

a0(x, t) = λ(x, t)u0(x, t).
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L’équation de transport générale s’écrit

iL(x, t,∇xφ, ∂tφ)aj+1(x, t) + L(x, t, ∂x, ∂t)aj(x, t) = 0.

On appelle u0(x, t) la polarisation de l’onde.
Notons alors que l’équation de transport est

L(x, t, ∂x, ∂t)a0(x, t) ∈ ImL(∂φ(x, t))

ce qui se traduit par πL(x, t, ∂x, ∂t)a0 = 0. Comme a0 = πa0 (puisque a0 ∈ KerL(∂φ(x, t))), on trouve
πL(x, t, ∂x, ∂t)πa0 = 0, équation déjà obtenue précédemment.

L’égalité π ∂
∂xj

= [π, ∂
∂xj

] + ∂
∂xj

π conduit à

πLπ =

d
∑

j=1

πAjπ
∂

∂xj
+ πA0π

∂

∂t
+

d
∑

j=1

πAj [π,
∂

∂xj
] + πA0[π,

∂

∂t
]. (2.5.20)

Comme π est de rang 1, il existe d + 1 scalaires vj(x, t), qui sont les valeurs propres de πAj , avec
v0(x, t) 6= 0 (ceci car A0 > 0) tels que πAjπ(x, t) = vj(x, t)π(x, t). En notant γ(x, t) le scalaire
(opérateur différentiel d’ordre 1 − 1 = 0) tel que

γπ =

d
∑

j=1

πAj [π,
∂

∂xj
] + πA0[π,

∂

∂t
],

πLπ = [v0(x, t)∂t +

j=d
∑

j=1

vj(x, t)∂xj + γ(x, t)]π. (2.5.21)

On a donc démontré que πa0 est solution d’une équation régie par le champ de vecteurs sur IRd

((v0(x, t))
−1vj(x, t))1≤j≤d.

Cette relation s’obtient aussi immédiatement en remplaçant a0 par λu0. On voit alors que

π(x, t)(Aj(x, t)∂xj (λ(x, t)u0(x, t))) = (∂xjλ)πAju0 + λπAj∂xju0,

qui est colinéaire à u0, π étant de rang 1 et de noyau IRu0.
Donc le champ de vecteurs dont λ est solution est parallèle à ∂ξl∂x + ∂τ l∂t, où l(x, t, ξ, τ ) =

iτA0(x, t) + i
∑j=d

j=1
Aj(x, t)ξj . On verra plus loin le rôle de cette fonction de IRd+1 × IRd+1, dans le

chapitre 6.

Conclusion Le champ de vecteurs v−1
0 (vj) s’appelle la vitesse de groupe de l’onde de polarisation

u0. On remarque que l’équation eikonale s’écrit

det(l(x, t, ξ, τ ))|τ=∂tφ,ξ=∂xφ = 0.

Si on résout l(x, t, ξ, τ ) = 0, on trouve τ = τ (x, t, ξ) et l’équation donnant la polarisation est

τ (x, t, ∂xφ)A0(x, t)u0(x, t) +

j=d
∑

j=1

∂xjφ(x, t)Aj(x, t)u0(x, t) = 0.
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Chapitre 3

Propagation des ondes.

Ce chapitre étudie la propagation d’une solution de l’équation des ondes le long des
caractéristiques, comme la théorie de l’optique géométrique peut nous l’apprendre. Nous
démontrons les résultats de propagation de l’optique géométrique dans le vide tant que le
rayon ne rencontre pas la caustique.

Notons qu’il s’agit d’un problème local : en effet, cette solution de l’équation des ondes
peut provenir de sources situées hors du domaine de calcul, et dans ce cas l’équation des ondes
n’est pas satisfaite globalement (car elle n’est pas satisfaite au voisinage des sources).

Afin d’utiliser la théorie asymptotique, nous considérons l’équation de Helmholtz scalaire.
Un résultat asymptotique obtenu pour l’équation de Helmholtz est équivalent, après trans-
formée de Fourier inverse en temps, à un résultat de propagation pour l’équation des ondes.
Nous considérons alors le système d’équations :







(∆ + k2)u(x, k) = 0,
u(x, k)|Σ = A(x, k)|Σeikφ0 ,
S(u)(x, k) = O( 1

|x|).

où Σ est une surface lisse donnée, localement plane (c’est-à-dire admettant un plan tangent bien
défini), φ0 est une constante (en d’autres termes, la phase de l’onde sur Σ est constante). On se
restreindra aux deux cas les plus courants où Σ est un demi espace ou bien où Σ est le bord d’un
ouvert Θ. La fonction A vérifie la définition 1.1. La condition u(x, k)|Σ = A(x, k)|Σeikφ0 est
une condition dite initiale, avec le même abus de langage que dans le chapitre précédent pour la
représentation de u(x, t) =

∫

eikφ(x)+ikcta(x, k)dk dont le front d’onde est φ(x)+ct = 0. Le nom
de ”condition initiale” devrait plutôt être remplacé par l’expression ”condition à t∗ = −φ0/c”.
Nous renvoyons le lecteur à la Section 11.4 pour plus de détails sur cette équivalence.

La condition S(u)(x, k) = O( 1
|x|) est une condition de Sommerfeld à l’infini, dite condition

sortante. Elle indique par exemple que l’onde est définie uniquement d’un côté de Σ pour t = t∗

(à des termes de reste près, qui peuvent être soit décroissants plus vite que toute puissance
inverse de k, soit exponentiellement décroissants en k selon la régularité de la solution).

Nous savons que ce problème admet localement une solution unique, par le théorème de
Holmgren par exemple, ou par des résultats d’unicité de problème de Dirichlet au bord. Nous
considérons cette solution u(x, k). Nous construisons un développement asymptotique induit
par le développement asymptotique de A sur Σ. On écrit donc u(x, k) = a(x, k)eikφ(x). Les
équations eikonale et de transport ci-dessous ont été obtenues dans le chapitre 1 :







|∇φ|2 = 1,
∇φ.∇a0 + 1

2∆φa0 = 0,
∇φ.∇ap + 1

2∆φap = − 1
2∆ap−1.

(3.0.1)

L’introduction de Σ, son interprétation et son utilisation seront détaillées dans le chapitre
13.

49



50 CHAPITRE 3. PROPAGATION DES ONDES.

3.1 La solution de l’équation eikonale

De la relation |∇φ|2 = 1, on déduit, en dérivant par rapport à chaque variable, la relation

Hessφ∇φ = 0,

la matrice Hessφ étant la matrice hessienne, symétrique, donnée par

Hessφ =







∂2φ
∂x2

∂2φ
∂x∂y

∂2φ
∂x∂z

∂2φ
∂x∂y

∂2φ
∂y2

∂2φ
∂y∂z

∂2φ
∂x∂z

∂2φ
∂y∂z

∂2φ
∂z2






.

On introduit les caractéristiques de l’équation de Hamilton-Jacobi |∇φ|2 = 1, courbes x(t)
solutions du système

d

dt
x(t) = ∇φ(x(t)), x(0) = x0 ∈ Σ.

On vérifie que d
dt (∇φ(x(t)) = Hessφ(x(t)) ddtx(t) = Hessφ∇φ = 0, d’où ∇φ est constant sur les

caractéristiques, donc

x(t) = x0 + t∇φ(x0).

Les courbes caractéristiques sont des droites, et ∇φ est constant sur ces droites. De plus,
comme

d

dt
(φ(x(t)) = ∇φ. d

dt
x(t) = 1,

on vérifie que φ(x(t)) = φ0 + t car x0 ∈ Σ.
Enfin, comme φ(x) = φ0 sur Σ, si on se donne une courbe γ(s) ⊂ Σ passant par le point

x0 à s = 0, ∇φ.γ′(0) = 0 ce qui indique, comme γ est quelconque, que ∇φ(x0) est orthogonal
au plan tangent à Σ en x0.

Choisissant une orientation, définissant un côté de la surface Σ grâce à ∇φ(x0) = ~N0 ( ~N0

sera appelé normale sortante à Σ en x0) et admettant la continuité de φ, on vérifie que, au
voisinage de x0, ∇φ(x) est le vecteur normal sortant à Σ en x. Le choix de l’orientation est très
dépendant du choix de la condition sortante, nous ne rentrons pas dans le détail des résultats
que le lecteur pourra trouver par exemple dans [56].

Σ(t = t∗)

x0

x̃0

x(t0)

~N(x0)

x̃(t0)

∇φ(x̃0)

Σt0 , t = t∗ + t0

Figure 1

Le vecteur ∇φ(x(t)), égal à ∇φ(x(0)), est aussi le vecteur normal unitaire sortant à Σt =
{x, φ(x) = φ0 + t} au point x(t).
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3.2 Résolution de l’équation de transport

L’équation de transport se réécrit

d

dt
(a0(x(t))) +

1

2
∆φ(x(t))a0(x(t)) = 0,

d’où

a0(x(t)) = a0(x(0))exp(−1

2

∫ t

0

∆φ(x(u))du). (3.2.2)

De même, en considérant l’équation de transport inhomogène dont ap est solution, et en
utilisant la méthode de la variation de la constante, on trouve

ap(x(t)) = a0(x(t))[
ap(x(0))

a0(x(0))
− 1

2

∫ t

0

ds
∆ap−1(x(s))

a0(x(s))
]. (3.2.3)

En effet, l’équation caractérisant le terme ap est alors

d

dt
(ap(x(t))) +

1

2
∆φ(x(t))ap(x(t)) = −1

2
∆ap−1(x(t)).

L’équation homogène a pour solution a0(x(t)), donc on écrit

ap(x(t)) = C(t)a0(x(t)),

ce qui donne

C ′(t) = −1

2

∆ap−1(x(t))

a0(x(t))
.

Le résultat (3.2.3) en découle.
On peut donc calculer tous les termes de l’équation de transport en fonction de ∆φ, ou,

ce qui est équivalent, en fonction de a0.
Dans le système (3.0.1), on multiplie l’équation déterminant a0 par ā0. On obtient

2∇φ∇a0ā0 + ∆φ|a0|2 = 0.

Prenant l’expression conjuguée (on suppose qu’il existe α ∈ C| tel que φ(x)/α ∈ IR pour tout
x et on divise l’équation par α pour se ramener à φ réelle) :

2∇φ∇ā0a0 + ∆φ|a0|2 = 0.

Sommant les deux égalités, on obtient ∇φ∇(|a0|2) + ∆φ|a0|2 = 0, ainsi

div (∇φ|a0|2) = 0. (3.2.4)

On considère un tube de rayon T , s’appuyant sur des surfaces isophases Σ− (correspondant
à t = t1) et Σ+ (correspondant à t = t+), le vecteur normal extérieur à T sur Σ− est
−∇φ(x(t−)), et le vecteur normal unitaire extérieur à T sur Σ+ est ∇φ(x(t+)). Il est de
plus délimité par des caractéristiques, ainsi ∂T = Σ− ∪ Σ+ ∪ T̃ , avec, en tout point de Σ,
n.∇φ = 0.

La formule de Stokes sur T donne

∫

T

div (|a0|2∇φ)dx =

∫

∂T

(|a0|2∇φ).ndσ =

∫

Σ+

|a0|2dΣ+σ −
∫

Σ−

|a0|2dΣ−σ.

L’égalité div (|a0|2∇φ) = 0 entrâı ne alors que

∫

Σ+

|a0|2dΣ+σ =

∫

Σ−

|a0|2dΣ−σ,

ce qui s’exprime aussi comme la conservation de l’énergie sur les tubes de rayons. On interprète
dès maintenant exp(

∫ t

0 ∆φ(x(u))du) comme étant la fonction mesure associée à dΣtσ.
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3.3 Calcul explicite de ∆φ et de a0

Les relations (3.2.2) et (3.2.3) montrent que ∆φ intervient de manière essentielle dans le
calcul des coefficients. Nous nous appuyons ici sur la relation

∆φ = Tr(Hessφ),

où Hessφ est la matrice hessienne de la phase φ. Soit τ un vecteur tangent à Σ0 en x0. La
matrice de courbure de Σ0, appelée traditionnellement matrice de Weingarten et notée W (x0),
est donnée par

gradN(x0)τ = W (x0)τ,

ses vecteurs propres sur Σ sont les directions de courbure principales, ses valeurs propres sont
les courbures principales. Cette matrice est définie sur l’espace tangent à la surface Σ en x0.

En utilisant cette matrice, nous déterminons la matrice hessienne de la phase φ, ce qui
donnera, en calculant la trace de cette matrice hessienne, le Laplacien de φ.

Soit P un plan passant par x0 contenant N(x0), x0 ∈ Σ0 et soit la courbe γ tracée sur Σ0,
paramétrée par l’abscisse curviligne u, égale à P ∩ Σ0 avec γ(0) = x0. Le vecteur γ′(0) est un
vecteur tangent à Σ0 en γ(0) (et N(x0), γ

′(0) est une base de P ).

�

~N(x0)

~γ′(0)
x0 = γ(0)

Figure 2

γ(u)0

Alors les composantes du vecteur γ”(0) sur la base donnée par (γ ′(0), N(γ(0)) ∧ γ′(0)) sont
respectivement la courbure et la torsion de la courbe γ. On a la relation γ”(0) = W (γ(0))γ ′(0).

La relation N(γ(u)) = ∇φ(γ(u)) indique que

W (γ(u))γ′(u) = gradN(γ(u))γ′(u) = Hessφ(γ(u))γ ′(u)).

Ceci implique que W (γ(0)) et Hessφ(γ(0)) cöıncident sur le plan tangent à Σ0 en γ(0). De
plus, comme ∇φ(γ(u)) est de norme 1, on peut dériver par rapport à u l’égalité

||∇φ(γ(u))||2 = 1,

ce qui donne Hessφ(γ(u))(∇φ(γ(u)), γ ′(u)) = 0.

Le vecteur ∇φ(γ(u)) est dans son noyau (car Hessφ∇φ = 0) et la matrice Hessienne de φ
est une matrice symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Le plan tangent
à la variété Σ en x0, qui est orthogonal à un espace propre (la droite IRN(x0)) est stable. Si on
décompose Hessφ sur le vecteur normal N(x0) et sur les vecteurs qui diagonalisent W , comme
W et Hessφ cöıncident sur le plan, on trouve que TrHessφ = 0 + κ1 + κ2. On a donc prouvé
que ∆φ(x0) = TrW (x0). On en déduit que ∆φ(x0) est la somme des courbures principales de
Σ0 en x0. Le Hessien de la phase peut être identifié à l’application sur le plan tangent donnée
par la matrice de Weingarten.

Etudions enfin le cas de Σt. Un point de Σt s’écrit donc x0 + t∇φ(x0). On peut construire
la courbe γt(v) ⊂ Σt à partir de la courbe γ(u) ⊂ Σ0 en construisant les points de la forme
γt(u) = γ(u) + tN(γ(u)). Comme u n’est pas une abscisse curviligne sur γt(u), on cherche à
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normaliser u pour obtenir une abscisse curviligne. Pour cela, on écrit

d

du
(γt(u)) = γ′(u) + tgradN(γ(u))γ ′(u).

Comme gradN(γ(u)) = W (γ(u)), il reste

d

du
(γt(u)) = (Id+ tW (γ(u)))γ ′(u).

De plus, la relation ∇φ(γt(u)) = ∇φ(γ(u)) se dérive en

Hessφ(γt(u))
d

du
(γt(u)) = Hessφ(γ(u))γ ′(u),

ce qui donne

Hessφ(γt(0))(Id+ tW (γ(0)))γ ′(0) = Hessφ(γ(0))γ ′(0).

Pour obtenir le Hessien de φ sur Σt, on suppose que la matrice Id+tW (γ(0)) est inversible.
Dans ce cas, on trouve

Hessφ(γt(0))τ = W (γ(0))(Id+ tW (γ(0)))−1τ (3.3.5)

pour tout τ vecteur tangent à Σt, sinon elle n’est vérifiée que sur Im(Id+ tW (γ(0))).
Le premier résultat est le suivant :

Lemme 3.1 On suppose que Σ0 a au moins une courbure négative. On désigne par R0 la
plus grande des courbures négatives (−R0 est alors la plus petite valeur absolue des rayons de
courbure négatifs).

Tous les aj solution de (3.0.1), qui sont les termes successifs du développement asympto-
tique de u, sont de classe C∞ sur [0, T ] tant que det(Id + tW (x0)) 6= 0, c’est-à-dire lorsque
T < −R0, R0 étant (en module) le plus petit rayon de courbure de Σ0. Ils sont tous singuliers
pour le premier point t tel que det(Id+ tW (x0)) = 0, c’est-à-dire lorsque t = −R0.

Preuve On rappelle que x(t) dépend de x0, au sens où x(0) = x0 = γ(0). On déduit de
l’égalité (3.3.5), utilisant encore Hessφ(γt(0))N(γt(0)) = 0, l’égalité

Hessφ(x(t)) = Hessφ(x0)(Id + tW (x0))
−1. (3.3.6)

Nous déduisons de (3.3.6) la valeur de a0. En effet,

∆φ(x(s)) = Tr(Hessφ(γs(0))) = Tr(Hessφ(x0)(Id + sW (x0))
−1).

On démontre que

d

ds1
Log(det[Id+ (s+ s1)W (x0)])|s1=0 =

det(Id+ sW (x0))Tr[W (x0)(Id+ sW (x0))
−1]

det(Id+ sW (x0))
(3.3.7)

En effet, l’égalité

det(Id+ (s+ s1)W (x0)) = det(Id+ sW (x0))[1 + s1Tr[W (x0)(Id+ sW (x0))
−1]] +O(s21),

et le développement limité du déterminant d’une matrice permet d’obtenir la dérivée par
rapport à s1. Comme

d

ds
Log(det[Id+ sW (x0)]) =

det(Id+ sW (x0))Tr[W (x0)(Id+ sW (x0))
−1]

det(Id+ sW (x0))
,

on en déduit
∫ t

0 ∆φ(x(s))ds = Log(det(Id+ tW (x0))). On obtient l’égalité
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a0(x0 + tN(x0)) =
a0(x0)

(det(Id+ tW (x0)))
1
2

. (3.3.8)

On a obtenu le terme principal.

Pour obtenir le terme a1, on rappelle l’équation satisfaite par le terme aj ; il s’agit de

2
daj
ds

+ ∆φaj = −i∆aj−1

qui se réécrit

dbj
ds

= − i
2
a−1
0 ∆aj−1

où bj = aj/a0. On trouve ainsi

bj(x(s)) = bj(x0)−
i

2

∫ t

0

a0(x(s))
−1∆aj1(x(s))ds.

l’hypothèse t ∈ [0, T [, T étant la première valeur de t pour laquelle det(Id+ tW (x0)) = 0,
sur la caractéristique issue de x0. En supposant les deux courbures principales de Σ0 égales
à κ1 et κ2, celles-ci pouvant être négatives, det(Id+ tW (x0)) = (1 + tκ1)(1 + tκ2) et il vient
T = +∞ si les deux courbures sont positives, T = min(−κ−1

1 ,−κ−1
2 ) sinon. Lorsque T < +∞,

on dit que le point x(T ) est un point de la caustique associée à la phase.

Proposition 3.1 1. La solution explicite du système d’équations (3.0.1) est donnée par

x(t) = x0 + tN(x0),

où x0 ∈ Σ0 et N(x0) est la normale unitaire sortante à Σ0 en x0, un voisinage de x0

dans IR3 étant paramétré par x0 ∈ Σ0 et t. Les solutions de (3.0.1) sont

ap(x(t)) =
ap(x0)− 1

2

∫ t

0 ∆ap−1(x(s))(det(Id+ sW (x0)))
1
2 ds

(det(Id+ tW (x0)))
1
2

.

2. Lorsque t < T , tous les ap(x(t)) sont des fonctions C∞ en t.

3. En supposant Ω totalement caractéristique pour Σ0 au temps T (c’est-à-dire que tout
point de Ω est atteint par un point de la forme x(t), x0 ∈ Σ0, t < T et la trans-
formation Σ0 × [0, T [→ Ω est un difféomorphisme sur son image), il existe a(x, k) ∈
C∞([1,+∞], C∞(Ω)) telle que

(k−2∆ + 1)a(x, k)eikφ(x) ' 0.

Preuve Les calculs précédents prouvent les points 1 et 2 de la proposition, concernant
les caractéristiques. Quant au point 3, on prouve par le théorème dit de Borel (Théorème
1.1) qu’une suite de fonctions C∞(Ω) permet de construire une fonction a(x, k) qui est dans
C∞([1,+∞], C∞(Ω)) qui admette comme développement asymptotique en k la série formelle
des ap(x)(ik)

−p. On peut alors évaluer (k−2∆ + 1)(a(x, k)eikφ(x)) par (1.4.8). Se fixant alors
M , ordre de troncature de la série et notant aM (x, k) la somme des M premiers termes de la
série aj(x)(ik)

−j , on applique le résultat du Lemme de Borel (Théorème 1.1).
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3.4 Calcul après la caustique

On considère désormais la solution du sysème

(∆ + k2)u(x, k) = 0, u(x, k)|Σ = A(x, k)|Σeikφ0

et que cette solution existe partout. Pour tout point x0 de Σ, on considère le rayon associé
x0 + t∇φ(x0) = x0 + tN(x0). Nous supposons que, sur [0, T ], la matrice (I + tW (x0)) n’est
singulière qu’en t = t0, 0 < t0 < T . Le rayon ne présente pas de singularité (ceci est conforme
avec la définition des caustiques, qui correspondent à une accumulation de rayons et non à la
singularité d’un rayon).

On démontre que l’amplitude peut être calculée pour tout t ∈]t0, T ] connaissant l’amplitude
au voisinage de x(T ). Pour cela, on suppose que u(x + TN(x), k) admet un développement
asymptotique en k au voisinage de x0. On exprime l’amplitude en tout point de la forme
x+ tN(x), t0 < t ≤ T à partir du développement de u(x+TN(x), k) au voisinage du point x+
tN(x). De la proposition 3.1, on déduit que (∆ + k2)u = 0, u(x, k)|ΣT = AT (x, k)|ΣT eik(φ0+T )

admet une solution en fonction de Id + tW (x). On choisit pour cela le sens de parcours
rétrograde sur la caractéristique dont l’équation est d

dtx(t) = −N(x+ TN(x)). Soit t0 la plus
petite solution positive de det(Id+ t0W (x0)) = 0. Ainsi l’amplitude a0(x(t)) de la proposition
3.1 diverge lorsque t→ t0, t < t0. On montre

Lemme 3.2 Soit t tel que t0 < t ≤ T . La solution a0 de (3.0.1) est donnée par la relation

a0(x(t)) =
a0(x(T ))

(det(Id+ (t− T )W (x0)))
1
2

eik(T−t).

Preuve On considère le système d’équations eikonale et de transport, paramétré par s :







∇φ(y(s)) = −∇φ(x0),
y(s) = x(T )− s∇φ(x0),
∇φ(y(s)).∇a0(y(s)) + 1

2∆φ(y(s))a0(y(s)) = 0.
(3.4.9)

Soit ΣT l’ensemble des points x tels que φ(x) = t0 +T . On note WT la matrice de Weingarten
de ΣT . Pour s = 0, on remarque que y(0) = x(T ) = x0 + TN(x0) ∈ ΣT et que ∇φ(y(0)) =
−∇φ(x0). Le point y(0) appartient à la surface ΣT . De la proposition 3.1, on déduit y(s) =
x(T − s) et

a0(y(s)) =
a0(y(0))

(det(Id− sWT (x0)))
1
2

.

Remarquons aussi que lorsque Γ(u) est une courbe sur ΣT et que Γs est sa transportée par
−s∇φ(x0),

d

du
(Γs(u)) = (Id− sWT (Γ(u)))Γ′(u).

L’équation de transport d’ordre 0 de (3.4.9) se transforme en

d

ds
(Log(a0(y(s))) +

1

2

d

ds
Log(det(Id− sWT (x0))) = 0.

Ceci achève la preuve du lemme.

Pour déterminer l’expression de a0(x(T )) en fonction de a0(x0) il faut avoir l’outil appelé
phase stationnaire. Rendez vous donc au chapitre 4, Section 4.8 pour résoudre ce problème.
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Remarque Pour (t1, t2) ∈ [0, t0[
2 ou (t1, t2) ∈]t0, T ]2, on définit un tube de rayon par sa

section Vt1 (qui est un voisinage de x(t1) dans Σt1 , et qui peut aussi être construit comme
l’intersection d’un voisinage de x(t1) dans IR3) et par

Tt1,t2 = {x+ tNt1(x), 0 ≤ t ≤ t2 − t1, x ∈ Σt1 ∩ Vt1}.

On note alors

Φ(t) =

∫

St

|a0|2(x)dσ.

où dσ est la mesure de surface sur St = Σt ∩ Tt1,t2 . C’est le flux d’énergie dans le tube de
rayon.

D’après les équations sur a0(x), Φ(t) est indépendant de t pour t ∈ [0, t0[ comme pour
t ∈]t0, T ]. Nous démontrons dans la section 4.8 que Φ(0) et Φ(T ) sont proportionnels ( et
Φ(T ) = Φ(0), résultat utilisé dans [] .)

3.5 Généralisation au cas d’une équation des ondes avec

une métrique A(x)

On considère une matrice A(x) symétrique positive. On considère l’équation des ondes
suivante :

Pu = [∂2
t2 −

∑

jl

∂xj (Ajl(x)∂xl)]u = 0.

On recherche la solution de l’équation eikonale en temps et en espace, ainsi que de l’équation
de transport. On considère à cet effet une fonction u(x, t, k) = a(x, t, k)eikφ(x,t) où a admet le
développement asymptotique

a(x, t, k) '
∑

j≥0

aj(x, t)(ik)
−j .

Alors

Pu(x, t, k) = k2U(x, t, k)eikφ(x,t)

où a(x, t, k) '∑j≥0 aj(x, t)(ik)
−j implique que

U(x, t, k) ' Pj(a)(x, t)(ik)−j .
On vérifie que

P0(a)(x, t) = a0(x, t)((A(x)∇xφ,∇xφ)− (∂tφ)2)

P1(x, t) = a1(x, t)((A(x)∇xφ,∇xφ) − (∂tφ)2)− 2∂tφ∂ta0 + 2(A(x)∇xφ,∇xa0) + a0(x, t)Pφ.

L’équation eikonale est alors

∂tφ(x, t) = −(A(x)∇xφ,∇xφ)
1
2 .

Nous considérons des fonctions φ particulières, adaptées à la propagation d’ondes : φ(x, t) =
ψ(x) − t. Rappelons que ce choix revient à évaluer la surface φ(x, t) = 0 et à la résoudre en
temps.

Considérons f une solution de

∂tf + (A(x)∇xψ(x)).∇xf = 0
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et h la solution de l’équation de transport avec condition initiale

∂th+ (A(x)∇xψ).∇xh+∇x.(A(x)∇xψ)h = 0,
h(x, 0) = 1

.

On introduit l’application de V ⊂ IRn dans W ⊂ IRn qui, à x fait correspondre X(x, t) la
solution de

dX
dt = A(X(x, t))∇xψ(X(x, t)),
X(x, 0) = x.

On démontre

Lemme 3.3 On considère l’équation eikonale (dont la phase solution est t−ψ(x)) et l’équation
de transport déduite de l’opérateur des ondes dans une métrique riemannienne A. Les ca-
ractéristiques X(x, t), solution de

dx

dt
= A(x(t))∇xψ(x(t)), x(0) = x

vérifient

a0(x(t), t)(det
dX

dx
)−

1
2 = a0(x, 0).

Ceci traduit la conservation de l’énergie sur les tubes de rayons.

Remarque préliminaire On vérifie que

d
dt

∫

IRn f(x, t)h(x, t)dx =
∫

IRn(∂tfh+ ∂thf)dx = −
∫

IRn{(A(x)∇xψ).∇x(fh) +∇x.(A(x)∇xψ)(fh)}dx
= −

∫

IRn
∂x(A(x)∇xψfh)dx = 0.

D’autre part, à t fixé, X(x, t) est un difféomorphisme de IRn. On sait que, comme f est
invariante sur les caractéristiques, à savoir f(X(x, t)) = f(x), on trouve que

∫

IRn
f(x, 0)dx =

∫

IRn
f(X(x, t), t)dx =

∫

IRn
f(X, t)

dX

|dXdx (X, t)| ,

Ceci implique que, utilisant h(x, 0) = 1

∫

IRn
f(x, t)h(x, t)dx =

∫

IRn
f(x, 0)h(x, 0)dx =

∫

IRn
f(x, 0)dx =

∫

IRn

f(X, t)

|dXdx |
dX.

On retrouve que cette égalité est vraie lorsque

(h(x, t))−1 = |dX
dx
|.

On va démontrer cette égalité en calculant séparément h et | dXdx |.

Equation vérifiée par h Soit σ(x) = div[A(x)∇xψ(x)]. La fonction h(X(x, t), t) est solu-
tion de

∂t(h(X(x, t), t)) = ∂th(X(x, t), t) +∇xh(X(x, t), t).dxdt
= −(A(X(x, t))∇xψ(X(x, t))).∇xh(X(x, t), t)
−div(A(X(x, t))∇xψ(X(x, t)))h(X(x, t), t)
+∇xh(X(x, t), t).(A(X(x, t))∇xψ(X(x, t)))
= −σ(X(x, t))h(X(x, t), t).

Ainsi

h(x(t), t)) = h(x, 0)e
−
∫

t

0
σ(X(x,s))ds

.
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L’équation de transport sur a0, qui a été obtenue ci-dessus, est

−2∂tφ∂ta0 + 2(A(x)∇xφ,∇xa0)− a0(x, t)[∂
2
t2φ−

∑

j,l

∂xj (Ajl(x)∂xlφ)] = 0.

En multipliant par ā0 et en prenant la partie réelle de l’expression obtenue, on trouve

−∂tφ∂t(|a0|2)− ∂2
t2φ|a0|2 + (A(x)∇xφ,∇x|a0|2) +

∑

j,l

∂xj (Ajl(x)∂xlφ)|a0|2 = 0.

Ainsi il reste

−∂t[|a0|2∂tφ] +
∑

j,l

∂xl [Ajl(x)∂xlφ|a0|2] = 0.

Lorsque la phase φ(x, t) est égale à ψ(x)− t, il en découle que

∂t|a0|2 +
∑

j,l

∂xj [Ajl(x)∂xlψ|a0|2] = 0.

Calcul direct de la jacobienne L’équation des caractéristiques est

dXi

dt
=
∑

j

Aij(X(x, t))
∂ψ

∂xj
(X(x, t)).

En la dérivant par rapport à xp, on trouve

d

dt

∂Xi

∂xp
=
∑

q

∂

∂Xq
[
∑

j

Aij(X)
∂ψ

∂xj
(X)]X=X(x,t)

∂Xq

∂xp
(x, t).

On note Biq(x, t) = ∂
∂Xq

[
∑

j Aij(X) ∂ψ∂xj (X)]X=X(x,t). De l’égalité

d

dt
|dX
dx
| =

∑

l

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂X1

∂x1

∂X1

∂x2
... ∂X1

∂xd
∂X2

∂x1

∂X2

∂x2
... ∂X2

∂xd
... ... ... ...

∑

q Bql
∂Xq
∂x1

∑

q Bql
∂Xq
∂x2

...
∑

q Bql
∂Xq
∂xd

... ... ... ...
∂Xd
∂x1

∂Xd
∂x2

... ∂Xd
∂xd

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

on déduit, en développant par rapport à la q−ième ligne et en utilisant le fait qu’un déterminant
avec deux lignes identiques est nul, l’égalité

d

dt
|dX
dx
| =

∑

l

Blqδlq |
dX

dx
|.

On remarque enfin que

∑

l

Bll(x, t) =
∑

l,j

∂Alj
∂xl

(X(x, t))
∂ψ

∂xj
(X(x, t)) +Alj(X(x, t))

∂2ψ

∂xj∂xl
(X(x, t)) = σ(x).

La quantité |dXdx (t)| et h−1(t) sont solution de la même équation différentielle du premier

ordre, et comme pour t = 0,X(x, 0) = x, | dXdx |(x, 0) = 1 = h−1(0). On a donc |dXdx (t)| = h−1(t).
L’équation obtenue sur |a0(X(x, t), t|2 est la même que l’équation sur h(x, t), on en déduit

|a0(X(x, t), t)|2 = |a0(x(0), 0)|2e−
∫

t

0
σ(X(x,s))ds

⇒
a0(X(x, t), t)(|dX(x,t)

dx |)− 1
2 = a0(x, 0).
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3.6 Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1 : Propagation d’une onde. Calculer pour tout point de l’espace les ondes
suivantes :

1) une onde centrée au point O à t = −T , dont l’amplitude est connue pour t = 0 sur la
sphère de rayon T , se propageant à vitesse 1.

2) une onde se propageant à vitesse 1, dont le front d’onde à t = 0 est la sphère S0 de
centre O et de rayon T , se propageant dans la direction du vecteur normal intérieur à S0.

S0

~N

~N

Figure 3�
O

Exercice 3.2 : Equation des ondes avec vitesse variable On considère l’équation des
ondes avec une vitesse dépendant de la position (uniquement) :

(∂2
t2 − c−2(x)∆)u = 0.

1) Quelle est l’équation eikonale ? Quelles sont les équations de transport ? Les écrire dans les
variables (x, t) et dans les variables x.

2) Proposer une équation des caractéristiques de sorte que la phase φ(x) vérifie φ(x(s)) =
φ(x(0))− s. Donner les équations vérifiées par les caractéristiques. Résoudre les équations de
transport.

3) Refaire l’analyse, si cela est possible, avec l’équation Pu = 0, P = ∂2 − div(A(x)∇).

4) Proposer un changement de variable dans l’équation de départ.

Solution de l’exercice 3.1 Nous imaginons une onde, centrée en 0 à t = −T , se propageant à la
vitesse 1 dans le vide. A l’instant t = 0, cette onde a son front d’onde situé sur la sphère de rayon T .
La surface Σ0 est donc {x, |x| = T}. Le vecteur ∇φ est donc ~er. Comme ∆φ = div(gradφ), on vérifie
que

∆φ = ∂x(
x

r
) + ∂y(

y

r
) + ∂z(

z

r
) =

2

r
,

Utilisant le résultat précédent, on trouve que x(t) = x0+t~er = x0+t x0
|x0| , et donc lorsque x0 ∈ BT ,

x(t) ∈ Bt+T .

On retrouve l’équation de transport

d

dt
a0(x(t)) = −a0(x(t))

t+ T
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d’où

a0(x(t)) = a0(x0)(1 +
t

T
)−1

puis

ap(x(t)) = (1 +
t

T
)−1[ap(x(0)) − 1

2

∫ t

0

∆ap−1(x(s))(1 +
s

T
)ds)

Dans la deuxième application, nous supposons au contraire que le front est Σ0, muni de la deuxième
orientation. On vérifie alors que

Σt = {x, |x| = T − t}, x(t) = x0 − t
x0

|x0|
puis que a0(x(t)) = a0(x0)(1 − t

T
)−1.

On vérifie donc que a0(x(t)) devient singulier pour t = T . Les rayons se focalisent tous au point
0, et tous les termes de l’équation de transport deviennent singuliers. Nous avons donc exhibé deux
cas où on pouvait résoudre les équations de transport, et dans un cas t peut aller jusqu’à +∞.

Solution de l’exercice 3.2 1) Nous introduisons donc un petit paramètre ε. Alors on recherche
une solution sous la forme

σ(x, t, ε)eiψ(x,t)/ε.

On obtient alors

−ε−2[(∂tψ)2 − c−2(x)(∇xψ)2]

+iε−1[2∂tψ∂tσ − 2c−2(x)∇xψ∇xσ + (∂2
t2ψ − c−2(x)∆ψ)σ]

+(∂2
t2 − c−2(x)∆)σ = 0.

L’équation eikonale est alors

(∂tψ)2 = c−2(x)(∇xψ)2.

On peut écrire, au voisinage d’un point (x0, t0) avec l’hypothèse ∂tψ(x0, t0) 6= 0,

ψ(x, t) − ψ(x0, t0) = a(x, t)(t− ψ(x)),

où t0 = ψ(x0) et a(x0, t0) 6= 0. On vérifie que l’équation satisfaite par φ et par a se met sous la forme

a2(x, t)[1 − c−2(x)(∇xφ(x))2] =

−(t− φ(x))[
2

c2
a∇xa∇xφ+ 2a∂ta+ (t− φ(x))(∂ta)

2 − 1

c2
(t− φ(x))(∇xa)

2],

ce qui donne, en t = φ(x) au voisinage de x = x0

(∇xφ(x))2 = c2(x).

et l’équation sur a correspondant à annuler le terme de droite entre crochets.
Obtenir l’équation de transport n’est pas évident sous cette forme ; il faut plutôt revenir à une

formulation du type

b(x, t, ε)ei
t−φ(x)
ε

et obtenir l’équation de transport sur b. En effet, cela revient à imposer ψ(x, t) = t−φ(x), auquel cas
∇xψ = −∇xφ et ∆ψ = −∆φ, ∂2

t2ψ = 0. Les équations de transport deviennent

∂tb+ c−2(x)∇xφ∇xb+
1

2
c−2(x)∆φb− iε

2
(∂2
t2 − c−2∆)b = 0.

Cette équation de transport, simple, sera étudiée plus loin. Pour l’instant, concentrons nous sur les
définitions des caractéristiques. Celles-ci doivent être orthogonales aux surfaces d’onde, donc on doit
avoir

dx

ds
= α(x(s))∇xφ(x(s)).

La fonction φ(x(s)) est, suivant l’hypothèse de l’énoncé, linéaire en s donc
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d

ds
(φ(x(s))) = 1 = ∇xφ(x(s))

dx

ds
= α(x(s))(∇xφ(x(s)))2,

ce qui donne α(x) = c−2(x). Si les courbes caractéristiques sont définies par

dx

ds
= c−2(x(s))∇xφ(x(s)), , x(0) donné

alors φ(x(s)) = φ(x(0)) + s.
Notons que, contrairement au cas scalaire (vitesse constante), les rayons ne sont pas des droites.

En effet, soit ~t(x(s)) = ∇xφ(x(s))
c

. C’est le vecteur unitaire tangent au rayon. Alors, lorsqu’on le dérive,
en utilisant Hessφ∇xφ = c∇xc, égalité qui provient de l’équation eikonale, on trouve

d

ds
(~t(x(s)) =

Hessφ dx
ds

c
− ∇xc

dx
ds

c2
∇xφ =

1

c2
(∇xc− (~t.∇xc)~t,

qui est la projection orthogonale de ∇xc dans le plan orthogonal à ~t. Ce vecteur n’a aucune raison

d’être nul.
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Chapitre 4

Théorème de la phase
stationnaire

Dans cette section, nous introduisons un des outils essentiels de compréhension plus pro-
fonde des propagations d’onde : le théorème de la phase stationnaire. Nous emploierons dans
la plupart des cas étudiés cette appellation, même lorsqu’il s’agira de la méthode du col.

Traditionnellement, les méthodes de phase stationnaire s’appliquent à des intégrales dites
oscillantes, et permettent de trouver, sous un certain nombre de conditions, un équivalent
lorsque k tend vers +∞, de

∫

Ω
a(x, k)eikφ(x). Historiquement, cette intégrale n’a pas été la

première à être étudiée. La méthode du col, quant à elle, permet d’obtenir un équivalent

d’intégrales de la forme
∫ b

a σ(x)ekψ(x)dx, où la phase ψ présente un maximum non dégénéré
en un point x0 de l’intervalle [a, b]. La méthode de la phase stationnaire diffère sensiblement,
dans son principe, de la méthode du col. En effet, dans le théorème de la phase stationnaire,
le point critique considéré est un point stationnaire pour la fonction φ(x) (cela peut etre un
maximum, un minimum ou un point selle) alors que la méthode du col s’applique uniquement
au voisinage d’un maximum.

L’intégrale
∫

Ω a(x, k)e
ikφ(x)dx s’appelle une intégrale oscillante, et une théorie détaillée

fait l’objet du chapitre 9. Notons, pour justifier l’emploi de cette dénomination, que lorsque
φ est réelle, la fonction eikφ(x) est oscillante. Par exemple, si on considère φ(x) = x2, pour
x ∈ [−1, 1], lorsque k est grand, les intervalles où φ prend les mêmes valeurs sont les intervalles

[( 2πn
k )

1
2 , ( 2π(n+1)

k )
1
2 ].

Ainsi, la méthode de la phase stationnaire est plus générale que la méthode de Laplace,
puisque la phase peut être de la forme eikφ(x). Dans tout ce qui suit, on appellera souvent
théorème de la phase stationnaire tous les résultats qui reviennent formellement au calcul d’un
extremum non dégénéré d’une phase.

4.1 Méthode de Laplace

Nous donnons le résultat de la méthode de Laplace que l’on trouve par exemple dans le
livre d’exercices de Polya et Czego [83].

Laplace [57] a introduit cette méthode pour le calcul de
∫

dx cos rxc−a
2x2

lorsque les bornes
sont −∞ et +∞ (p 107), c désignant l’exponentielle de 1. Par commodité, on le remplacera par
e, notation à laquelle nous sommes habitués. Pour le calcul d’un équivalent de

∫

ydx, Laplace

a introduit la représentation y = Y e−t
µ+1

où Y admeet un développement de Taylor (p 101).
Il étudie alors le cas particulier µ = 1 (p 112), dont il déduit le développement de

∫

ydx.

Polya et Czego ont présenté cette méthode dans [83] pour le calcul d’un équivalent en n de
∫ b

a
[f(x)]ndx, où f , strictement positive, présente un maximum intérieur à [a, b]. Si on réécrit

f(x) = elog f(x), notant φ(x) = log f(x), on formule le résultat de Polya et Czego sous

63
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Lemme 4.1 Soit φ(x) de classe C2 sur ]a, b[, a < a1 < a2 < b, qui atteint son maximum en
un seul point x0 de l’intervalle ]a1, a2[, tel que φ′′(x0) < 0. Soit a(x) une fonction continue
sur [a, b], telle que a(x0) 6= 0.

Un équivalent asymptotique lorsque k → +∞ de

∫ a2

a1

a(x)ekφ(x)dx

est ( 2π
k(−φ′′ (x0))

)
1
2 ekφ(x0)a(x0).

Preuve Il existe ε0 > 0 et ε tels que, pour x ∈ I =]a1, x0 − ε[∪]x0 + ε, a2[, alors φ(x) ≤
φ(x0)− ε0. On écrit

e−kφ(x0)

∫ a2

a1

a(x)ekφ(x)dx =

∫

I

a(x)ek(φ(x)−φ(x0))dx+

∫ x0+ε

x0−ε
a(x)ek(φ(x)−φ(x0))dx.

On remarque que

φ(x) − φ(x0) = (x− x0)
2

∫ 1

0

(1− t)φ′′(tx+ (1− t)x0)dt.

On suppose que a(x0) 6= 0. Pour ε assez petit, il existe α, β > 0 tels que β < |a(x0)| et
α+ φ′′(x0) < 0 et pour tout x ∈ [x0 − ε, x0 + ε]

(x− x0)
2[φ′′(x0)− α] ≤ φ(x) − φ(x0) ≤ (x− x0)

2[φ′′(x0) + α].

a(x0)− β ≤ a(x) ≤ a(x0) + β,

ce qui permet de majorer et de minorer
∫ x0+ε

x0−ε a(x)e
k(φ(x)−φ(x0))dx par

(|a(x0)| − β)ekφ(x0)
∫ x0+ε

x0−ε e
−k(−φ′′(x0)+α)(x−x0)

2

dx ≤
|
∫ x0+ε

x0−ε a(x)e
k(φ(x)−φ(x0))dx|

≤ (|a(x0)|+ β)ekφ(x0)
∫

IR
e−k(−φ

′′(x0)−α)(x−x0)
2

dx.

On rappelle que

∫ +∞

−∞
e−k[−φ

′′(x0)∓α](x−x0)
2

dx = (
2π

k|φ′′(x0)± α|
)

1
2 .

De plus, on vérifie que

∫ +∞
x0+ε

e−kC(x−x0)
2

dx ≤ − 1
2kCε

∫∞
x0+ε

(−2kC(x− x0))e
−k(x−x0)2C

≤ 1
2kCεe

−kε2C ,
(4.1.1)

ainsi on a les inégalités

(|a(x0)| − β)ekφ(x0)( 2π
k(−φ′′(x0)+α) )

1
2 − 2

∫ +∞
x0+ε

e−k(−φ
′′(x0)+ε)(x−x0)

2

dx ≤
|
∫ x0+ε

x0−ε a(x)e
k(φ(x)−φ(x0))dx|

≤ (|a(x0)|+ β)ekφ(x0)
∫

IR
e−k(−φ

′′(x0)−ε)(x−x0)
2

dx.

On a de plus l’inégalité |
∫

I a(x)e
k(φ(x)−φ(x0))dx| ≤Me−kε0 .

On en déduit que k
1
2 e−kφ(x0)

∫ a2

a1
a(x)ekφ(x)dx− a(x0)(

2π
(−φ′′(x0)+α) )

1
2 tend vers 0 lorsque k

tend vers +∞. Ceci achève la preuve du lemme 4.1.
On généralise ce résultat à un intervalle compact K de IRn et une phase φ(x) définie sur

ce compact. On étudie
∫

K

ekφ(x)a(x)dx.
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Considérons l’ensemble des points où φ′ s’annule. Dans un premier cas, on suppose que cet
ensemble est vide. Comme φ′ ne s’annule pas sur le compact K, il existe δ > 0 tel que |φ′| ≥ δ.
On a alors

∫

K
ekφ(x)a(x)dx = 1

k

∫

K
d
dx(ekφ(x)) a(x)φ′(x)dx

= − 1
k

∫

K
ekφ(x) d

dx( a(x)φ′(x))dx+ 1
k

∫

∂K
ekφ(x) a(x)

φ′(x)dσ(x).

La phase φ admet son maximum, noté l, sur le bord ∂Ω.

On vérifie que d
dx ( a(x)φ′(x) ) = a′(x)

φ′(x) −
a(x)φ′′(x)
(φ′(x))2 . Ainsi | ddx( a(x)φ′(x) )| ≤

|a′|∞
δ + |a|∞|φ′′|∞

δ2 . Il existe

donc une constante C, égale à µ(K)( |a′|∞
δ + |a|∞|φ′′|∞

δ2 ) + µ(∂K) |a|∞δ (µ(K) désigne dans ce
paragraphe la mesure de Lebesgue de K), telle que

|
∫

K

ekφ(x)a(x)dx| ≤ C

k
ekl.

On a obtenu une majoration dont le terme principal est en k−1ekmaxφ. Elle est donc négligeable
par rapport au terme du Lemme 4.1.

Dans le cas contraire, on suppose que les points où la dérivée s’annule sont en
nombre fini, isolés et contenus dans l’intérieur de K. On les note x1, ..., xN et on
suppose aussi (et c’est une condition générique) que φ′′(xj) 6= 0. On a le

Lemme 4.2 Soit J ⊂ {1, .., N} l’ensemble des indices des points où φ atteint son maximum,
égal à l. Alors

e−kl
∫

K

ekφ(x)a(x)dx ' (
2π

k
)

1
2

∑

j∈J

a(xj)

(−φ′′(xj)) 1
2

.

Preuve Il existe N + 1 fonctions χ1, ...χN dans C∞
0 (K) telles que

χ+

N
∑

j=1

χj = 1,

chaque fonction χj est supportée dans un compact Kj contenant xj , est égale à 1 sur un
voisinage K ′

j de xj , tel que, sur K ′
j , φ

′′(x) ne s’annule pas et les K ′
j sont disjoints. La fonction

χ, quant à elle, a son support dans le complémentaire d’un ouvert borné K̃ ne contenant aucun
des xj . Ainsi la restriction de χ sur K a son support dans un compact ne contenant aucun
des xj .

On a ainsi écrit

e−kl
∫

K
ekφ(x)a(x)dx =

∑

j∈J e
−kl ∫

K
ekφ(x)a(x)χj(x)dx +

∑

j /∈J e
−kl ∫

K
ekφ(x)a(x)χj(x)dx

+e−kl
∫

K
ekφ(x)a(x)χ(x)dx.

Considérons aj =
∫

K
ekφ(x)a(x)χj(x). Le compact Kj contient uniquement le point critique

xj . Si φ(xj) est un maximum de φ sur l’intervalle considéré, alors on applique le Lemme 4.1.
Lorsque j /∈ J , le maximum est strictement inférieur à l, ainsi ek(φ(xj)−l) est exponentiellement
décroissant, donc est O(k−1).

Étudions le cas xj minimum de φ. Dans ce cas, on peut appliquer le principe du maximum
et il existe un point xj′ , j

′ 6= j, qui soit un maximum, tel que φ(xj′ ) > maxx∈Kjφ(x) + b, b
étant une constante strictement positive. Ainsi φ(x) ≤ φ(x′j)− b, d’où on déduit

aje
−kφ(xj′ ) =

∫

Kj

a(x)χj(x)e
k(φ(x)−φ(xj′ ))dx,

qui est donc uniformément majoré par e−bkµ(Kj)supKj |a|.
D’autre part, sur le support de χ, il n’y a pas de points critiques. Le maximum de φ sur le

support de χ, noté l0 est strictement inférieur à l. Cette intégrale est donc négligeable, et on
en déduit le résultat du Lemme 4.2.
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4.2 Théorème de la phase non stationnaire

Nous énonçons un premier résultat de régularité asymptotique pour une intégrale oscillante,
associé à un intégrand comprenant le terme eikφ(x). De telles phases feront l’objet de la section
11.3.

Lemme 4.3 Soit φ(x) une fonction de classe C∞ sur Ω ⊂ IRn ouvert borné, x = (x1, ..., xn).
On suppose que φ n’admet pas de point critique sur Ω.

Soit a ∈ C∞
0 (Ω), de support contenu dans K compact. On introduit u(k) =

∫

Ω a(x)e
ikφ(x)dx.

Pour tout N , il existe une constante CN telle que

|u(k)| ≤ CNk−N .

Preuve On sait que ∂xj [e
ikφ(x)] = ik∂xjφ(x)eikφ(x). On en déduit

eikφ(x) = [
1

ik

∑

j

∂xjφ

|∇φ|2
∂

∂xj
](eikφ(x)).

Soit L l’opérateur

L(f) = −
∑

j

∂

∂xj
(
f(x)(∂xjφ)

|∇φ|2 ).

Le gradient ∇φ n’a pas de zéro sur le compact K, donc il existe c > 0 tel que |∇φ| ≥ c, donc
l’opérateur L ne présente pas de singularité. De l’égalité

a(x) =
∑

j

a(x)(∂xjφ)
∑

p(∂xpφ)2
∂φ

∂xj

on déduit, après intégration par parties pour a ∈ C∞
0 (Ω) :

∫

Ω

a(x)eikφ(x)dx =
1

ik

∫

Ω

L(a)eikφ(x)dx.

Les coefficients de L sont C∞ et dépendent des dérivées de φ d’ordre 2. Par composition,
les coefficients de Lk dépendent des dérivées de φ à l’ordre k+ 1 au plus. On vérifie alors que,
si |a|p désigne le maximum sur Ω des dérivées de a au plus d’ordre p, alors pour tout M il
existe une constante CM telle que

|LM (a)| ≤ CM (|φ|M+1, |a|M ). (4.2.2)

Par intégrations par parties successives, on trouve

∫

Ω

a(x)eikφ(x)dx = (
1

ik
)M
∫

Ω

LM (a)eikφ(x)dx

ce qui conduit à l’inégalité du lemme, en utilisant la majoration (4.2.2).

On a donc démontré que, lorsque la phase ne stationne pas, l’intégrale oscillante est majorée
par toute puissance inverse de k.
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4.3 La méthode du col pour une phase complexe.

4.3.1 Un calcul préliminaire

Soit a ∈ S(IR). Nous considérons ici l’expression

I(a, λ) =

∫

IR

e−
λ
2 (x−i)2a(x)dx.

Notons que, sur IR, la phase ne présente pas de point critique. En revanche, de

−λ
2
(x− i)2 = −λ

2
x2 + iλx+

λ

2
,

on déduit la majoration

|I(a, φ)| ≤ ||a||∞(
2π

λ
)

1
2 eλ/2,

dont on pourrait déduire que l’intégrale se comporte en e
λ
2 , et donc que nous n’aurions pas de

développement asymptotique. Ce n’est pas le cas ; en effet on écrit

I(a, λ) = e
λ
2 [

∫

IR

e−
λ
2 x

2

a(x) cos(λx)dx + i

∫

IR

e−
λ
2 x

2

a(x) sin(λx)dx.

Soit M l’opérateur

Mf(x) =
1

(x− i)
∂f

∂x
(x).

Son opérateur adjoint donné par
∫

Lfgdx = −
∫

Mgfdx est l’opérateur L de la section
précédente

Lf(x) =
∂

∂x
(
f(x)

x− i ).

Ces deux opérateurs agissent sur les fonctions C∞(IR). La relation

L(e−
λ
2 (x−i)2) = −λe−λ

2 (x−i)2

implique

I(a, λ) = − 1

λ

∫

IR

M(e−
λ
2
(x−i)2)a(x)dx =

1

λ

∫

IR

e−
λ
2
(x−i)2L(a)(x)dx.

Il vient

I(a, λ) = λ−NI(LN (a), λ).

Ces calculs ressemblent à la preuve du théorème de la phase non stationnaire. La majoration
obtenue est alors

∀N, ∃CN > 0, |I(a, λ)| ≤ CN ||a||CN (IR)λ
−Neλ/2.

On verra dans la suite de ce chapitre que nous ne sommes pas dans le cadre du théorème de
la phase stationnaire (auquel cas on pourrait conclure que cette phase est non stationnaire) :
une des hypothèses cruciales (le comportement de la phase en λ), qui est que Re(− 1

2 (x−i)2) ≤
0, n’est pas vérifiée.

Pour poursuivre l’analyse, soit F (λ) = I(1, λ). Cette fonction, qui est définie pour tout
λ > 0 vérifie, après dérivation (licite) sous le signe somme, l’équation différentielle :

F ′(λ) = − 1

2λ
F (λ)

d’où on déduit λ
1
2F (λ) = F (1). On a ainsi
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λ
1
2F (λ) =

∫

R

e−
1
2 (u−λ

1
2 i)2du.

Lorsque λ→ 0, la limite de cette quantité est (2π)
1
2 . Comme la fonction λ

1
2F (λ) est constante,

continue sur IR∗
+. Elle est donc égale à sa limite (2π)

1
2 . Nous avons donc obtenu

I(1, λ) = (
2π

λ
)

1
2 .

Nous verrons ci-après qu’il s’agit d’un résultat analogue à celui donné par la transformée de
Bergmann.

Si on veut calculer I(1, λ) en utilisant la méthode de Laplace (que l’on appelle aussi
méthode du col), on introduit le contour dans le plan complexe qui soit le rectangle dont

un des côtés est [−R,R] et dont le côté opposé passe par le point i. La fonction e−
λ
2 (x−i)2 est

holomorphe dans ce rectangle, donc l’intégrale sur le rectangle est nulle. Ceci aboutit à

∫ R

−R
e−

λ
2 (x−i)2dx =

∫ R

−R
e−

λt2

2 + i

∫ 1

0

e−
λ
2 (−R−iu−i)2du+ i

∫ 1

0

e−
λ
2 (R+iu−i)2du.

Le premier terme est équivalent à ( 2π
λ )

1
2 lorsque R tend vers +∞ grâce au lemme 4.1.

Les deux autres termes sont majorés par e−
λ
2 (R2−1), qui tendent vers 0 plus vite que toute

puissance de λ lorsque λ tend vers +∞, ceci dès que R > 1. Par déformation du contour
d’intégration, on s’est ramené à la méthode de Laplace.

Maintenant, supposons a(z) holomorphe dans la bande 0 ≤ =z ≤ 1, avec des majorations
de a et de toutes ses dérivées analogues à celles de a ∈ S.

Le calcul peut être fait identiquement, et on trouve

I(a, λ) '
∫

IR

e−λ
t2

2 a(t+ i)dt.

Sur cette intégrale, on applique le théorème de la phase stationnaire usuel.

4.3.2 La méthode de Laplace pour une phase complexe générale

On considère une fonction holomorphe φ vérifiant les hypothèses suivantes :

1. sur l’adhérence B̄ d’un ouvert connexe B du plan complexe, φ n’admet qu’un seul point
critique z0 et il est non dégénéré. On a alors φ′(z0) = 0, φ′′(z0) 6= 0.

2. il existe un chemin z(t) vérifiant z(0) = z0, ż(0) 6= 0(et φ(z(t)) est orienté dans le sens
inverse du sens trigonométrique) et un ε > 0 tels que

∀t ∈ [−ε, ε], Re[φ(z(t))− φ(z0)] ≤ 0.

De plus, Re(φ(z(±ε))− φ(z0)) < 0.

3. En définissant B̄∩ IR = [a−, a+], il existe deux chemins C± tels que C± joint a± à z(±ε),
de longueur L± ne dépendant que de l’ouvert B, et une constante δ > 0 tels que, sur
C+ ∪ C− :

Re[φ(u)− φ(z0)] ≤ −δ.
On a alors la proposition

Proposition 4.1 Pour tout a symbole holomorphe sur la région Ω définie par [a−, a+], C+,
C−, z([−ε, ε]),

e−λφ(z0)

∫ a+

a−

eλφ(x)a(x)dx



4.4. MÉTHODE DU COL HOLOMORPHE 69

admet un développement asymptotique en λ qui est celui de
∫ ε

−ε
eλ(φ(z(t))−φ(z0))a(z(t))ż(t)dt.

Preuve Comme les fonctions a et φ sont holomorphes sur Ω, l’intégrale sur le contour ∂Ω est
nulle (théorème de Cauchy). Ceci s’écrit, en tenant compte des orientations et en supposant
C± parcourus dans le sens trigonométrique par des chemins orientés γ±(s) (avec |γ̇±| = 1), on
a

e−λφ(z0)
∫ a+

a−
eλφ(x)a(x)dx =

∫ ε

−ε e
λ(φ(z(t))−φ(z0))a(z(t))ż(t)dt

+
∫

C+
eλ(φ(γ+(s))−φ(z0))a(γ+(s))γ̇+(s)ds

+
∫

C−
eλ(φ(γ−(s))−φ(z0))a(γ−(s))γ̇−(s)ds

On note r(λ) =
∫

C+
eλ(φ(γ+(s))−φ(z0))a(γ+(s))γ̇+(s)ds+

∫

C−
eλ(φ(γ−(s))−φ(z0))a(γ−(s))γ̇−(s)ds.

On applique le théorème de la phase stationnaire usuel au premier terme, puisque ψ(t) =
−i(φ(z(t))−φ(z0)) vérifie =ψ ≥ 0, avec inégalité stricte au bord, et ψ admet un point critique
en t = 0 de valeur 0.

On sait que |r(λ)| ≤ ||a||∞(L+ + L−)e−λδ. On écrit

∫ ε

−ε
eλ(φ(z(t))−φ(z0))a(z(t))ż(t)dt = (

2π

λ
)

1
2

N−1
∑

p=0

apλ
−p + rN (λ)

avec |rN (λ)| ≤ CNλ
−N pour λ ≥ λ0, la constante dépendant de a et de ses dérivées dans le

domaine Ω. On introduit alors r′N (λ) = rN (λ) + r(λ). Il existe une constante C ′
N telle que,

pour λ ≥ λ0

|r′N (λ)| ≤ C ′
Nλ

−N .

On a ainsi prouvé la proposition.

Corollaire 4.1 Si dans l’ouvert Ω, la phase φ admet plusieurs points critiques z1, ...zd tels
que Reφ(z1) > Reφ(z2) > ... > Reφ(zd), alors, sous les mêmes hypothèses 1. et 2. que
précédemment pour les points critiques

e−λφ(z1)

∫ b

a

a(x)eλφ(x)

admet un développement asymptotique qui est celui uniquement au voisinage de z1, pourvu
qu’on puisse déformer le bord du domaine en un contour tel que Re(φ(z) − φ(z1)) ≤ −δ < 0,
sauf dans un voisinage de z1.

4.4 La méthode du col : majoration uniforme du reste

pour un symbole holomorphe

Il existe autant de théorèmes de la phase stationnaire que de situations dans lesquelles on
peut se ramener à un tel développement. Nous verrons par exemple dans le chapitre 5 un autre
énoncé, qui sera aussi utilisé dans la section 4.8. Il se produira même des cas où la phase sera
stationnaire dégénérée, comme le cas se présentera dans le chapitre 11, le chapitre 12 ou encore
le chapitre 14 : leur point commun étant l’existence d’une phase oscillante plus générale, qui
se réduise en presque tous les points en la phase considérée, et qui présente un point critique
non dégénéré1. L’énoncé de cette section se rapproche de la méthode de Laplace, qui s’appelle

1Plus précisément, si la phase φ(x) admet un point critique dégénéré en x0, on pourra trouver une phase
ψ(x, θ) qui est équivalente à φ et qui n’a pas de point critique dégénéré.



70 CHAPITRE 4. THÉORÈME DE LA PHASE STATIONNAIRE

aussi méthode du col, ce qui explique le titre du chapitre. C’est un résultat donné dans le livre
de J. Sjostrand [88] :

Théorème 4.1 Il existe une constante CN ne dépendant que de la dimension N , telle que
pour tout n, k > 0, et toute fonction holomorphe u définie sur un voisinage de la boule de
rayon 1 dans C| N,

k
N
2

∫

|x|≤1,x∈IRN
e−kx

2/2u(x)dx = (2π)
N
2

p=n
∑

p=0

upk
−p +Rn(k)

où les up sont égaux à 1
(p!) ((

∆
2 )pu)(0) et où le reste Rn vérifie

|Rn(k)| ≤ CN (n+ 1)
N
2 k−n−1(n+ 1)!2n+1sup|z|≤1,z∈C| N |u(z)|

Preuve La démonstration de ce théorème de la phase stationnaire complexe se fait en deux
étapes :

1. Majoration du reste en utilisant le principe du maximum.

2. Calcul de chaque terme à partir de la série de Taylor

Nous commençons par la preuve du deuxième point.

On vérifie, sur z ∈ C| , |z| ≤ 1, l’inégalité (provenant de |u(p)(0)| ≤ p!sup|z|≤1,z∈C| |u(z)|)

|u(z)−
p=2n−1
∑

p=0

u(p)(0)

p!
zp| ≤ (2n+ 1)sup|z|≤1,z∈C |u(z)|.

Par le principe du maximum holomorphe sur u, on en déduit

|u(z)−
p=2n−1
∑

p=0

u(p)(0)

p!
zp| ≤ (2n+ 1)sup|z|≤1,z∈C |u(z)||z|2n.

On peut généraliser cette inégalité sur C| N en considérant toutes les droites complexes de CN

passant par l’origine et les fonctions f(λ) = u(λz), où z ∈ C| N et λ ∈ C| . On obtient (utilisant
∑

α+δj=β
p!
α! = p!

β!

∑

βj = (p+1)!
β! dans le raisonnement par récurrence)

∂pf(λ) =
∑

|α|=p

p!

α!
zα∂αu(0),

ce qui entraine

|
∑

α,|α|=p

∂αu

α!
zα| ≤ sup|z|≤1,z∈C |u(z)| (4.4.3)

et, en utilisant le résultat pour N = 1,

|u(z)−
p=2n−1
∑

p=0

∑

|α|=p

u(α)(0)

α!
zα| ≤ (2n+ 1)N [sup|z|≤1,z∈C| N |u(z)|]|z|2n. (4.4.4)

La majoration du reste dans le théorème 4.1 provient alors de cette majoration.
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Calcul de l’intégrale pour un polynôme On vérifie pour une fonction homogène p2l de
degré 2l que

I(p2l) =

∫

IRN
e−x

2/2p2l(x)dx = (l!)−1(2π)
N
2 (

∆

2
)l(p2l)(0). (4.4.5)

En effet,
∫

e−
x2

2
∆
2 p2ldx = 1

2

∫

x.∇xp2le
− x2

2 dx après intégration par parties. On remarque

que x.∇xp2l = 2lp2l(x), d’où on déduit
∫

e−
x2

2 (∆
2 p2l)(x)dx = l

∫

e−
x2

2 p2l(x)dx. D’autre part,

(∆
2 )m(p2l)(0) = δmlCl(2l)!, où Cl est la somme des coefficients des termes en x2l

j dans p2l.
On applique alors un raisonnement par récurrence sur l’ordre d’homogénéité. On remarque de
plus que pour un polynôme homogène d’ordre impair, l’intégrale est nulle.

On en déduit

∫

IRN
e−k

x2

2 (
∑

|α|≤2n+1

u(α)(0)

α!
xα)dx = (

2π

k
)
N
2

n
∑

l=0

1

l!kl
[(

∆

2
)l(
∑

|α|=2l

u(α)(0)

α!
xα)](0).

On note alors que

(
∆

2
)l(
∑

|α|=2l

u(α)(0)

α!
xα)(0) = ((

∆

2
)l)u(0),

ainsi
∫

IRN
e−k

x2

2 (
∑

|α|≤2n+1

u(α)(0)

α!
xα)dx = (

2π

k
)
N
2

n
∑

l=0

1

l!kl
(
∆

2
)lu(0).

Introduisons

Rn(k) = k
N
2

∫

|x|≤1

e−k
x2

2 u(x)dx− (2π)
N
2

n
∑

l=0

1

l!kl
(
∆

2
)lu(0).

Il vient

Rn(k) = k
N
2

∫

|x|≤1

e−k
x2

2 [u(x)−
∑

|α|≤2n+1

u(α)(0)

α!
xα]dx−kN2

∫

|x|≥1

e−k
x2

2 [
∑

|α|≤2n+1

u(α)(0)

α!
xα]dx.

On note Sn(k) = k
N
2

∫

|x|≥1
e−k

x2

2 [
∑

|α|≤2n+1
u(α)(0)
α! xα]dx. Par changement de variable

x = rω, ω ∈ SN−1, on trouve

Sn(k) = k
N
2

p=2n+1
∑

p=0

∫ ∞

1

e−k
r2

2 rN−1+pdr
∑

|α|=p

∫

SN−1

u(α)(0)

α!
ωαdω.

Utilisant l’inégalité (4.4.3), on trouve que

|Sn(k)| ≤ k
N
2

p=2n+1
∑

p=0

∫ ∞

1

e−k
r2

2 rN−1+pdrV ol(SN−1) sup|z|≤1|u(z)|.

De l’inégalité (4.4.4), on déduit alors l’inégalité

|Rn(k)| ≤ V ol(SN−1) sup|z|≤1|u(z)|[k
N
2

∫ 1

0

(2n+3)r2n+2rN−1e−k
r2

2 dr+

p=2n+1
∑

p=0

k
N
2

∫ ∞

1

e−k
r2

2 rN−1+pdr].

(4.4.6)
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Comme
∑2n+1

0 1 = 2n+ 2 et que, pour r ≥ 1 et p ≤ 2n+ 1, rN+p−1 ≤ r2n+N+1, on trouve

|Rn(k)| ≤ V ol(SN−1) sup|z|≤1|u(z)|(2n+ 3)k
N
2

∫ ∞

0

r2n+N+1e−k
r2

2 dr.

Nous souhaitons calculer cette intégrale et en trouver un équivalent lorsque n est infini.
Introduisons

F (k) =

∫ ∞

0

e−k
r2

2 dr,G(k) =

∫ ∞

0

re−k
r2

2 dr.

On a

F (k) = (
2π

k
)

1
2 , G(k) =

1

k
.

De plus

∫ ∞

0

r2pe−k
r2

2 dr = (−2)pF (p)(k),

∫ ∞

0

r2p+1e−k
r2

2 dr = (−2)pG(p)(k).

On déduit de ces relations

∫ ∞

0

r2pe−k
r2

2 dr = (2π)
1
2 k−p−

1
2
(2p)!

p!

1

2p
,

∫ ∞

0

r2p+1e−k
r2

2 dr = k−p−1p!.

On recherche donc un équivalent, lorsque n est grand, de 2
N
2 +n(n+ N

2 )! lorsque N est pair,

et de (2π)
1
2

(2n+N+1)!

(n+N+1
2 )!

2−n−
N+1

2 lorsque N est impair. Pour fixer les idées, divisons par n! et

utilisons la formule de Stirling. Pour N pair, on trouve

2
N
2

+n(n+N
2 )!

n! ' 2
N
2 +n(n+ N

2 )n+N
2 e−n−

N
2 (2π(n+ N

2 ))
1
2 n−nen(2πn)−

1
2

= 2
N
2 +ne−

N
2 (1 + N

2n )
1
2 (n+ 1)

N
2 (1 +

N
2 −1

n+1 )
N
2 (1 + N

2n )n,

ce qui donne comme équivalent G(n+N
2 )(k) ' C ′

N2n(n+ 1)
N
2 n!k−n−

N
2 −1.

De même, pour N impair, on trouve comme équivalent

(2π)
1
2

(2n+N+1)!

n!(n+N+1
2 )!

2−n−
N+1

2 ' (2n+N+1)2n+N+1+1
2 e−2n−N−1

nn+1
2 e−n(n+N+1

2 )n+
N+1

2
+1

2

en+N+1
2 2−n−

N+1
2

'
√

2(n+ 1)
N
2 (1 + N+1

2n )n+ 1
2 (
n+N+1

2

n+1 )
N
2 e−

N+1
2 2n+N+1

2

on trouve de même

F (n+N+1
2 )(k) ' C ′′

N2n(n+ 1)
N
2 n!k−n−

N+1
2 − 1

2 .

L’expression (2n+ 3)k
N
2

∫∞
0 r2n+N+1e−k

r2

2 dr/2n+1(n+ 1)!(n+ 1)
N
2 kn+N

2 +1 a pour limite
C ′
N lorsque N tend vers +∞. Elle est donc bornée pour tout n par une constante CN .

|Rn(k)| ≤ CNV ol(SN−1) sup|z|≤1|u(z)|(n+ 1)!(n+ 1)
N
2 2n+1k−n−1.

Le théorème 4.1 est démontré. Notons que c’est un théorème très puissant grâce à l’holo-
morphie : on a trouvé un majorant explicite dont le comportement en n est connu précisément.
Cet équivalent est 2n+1(n+ 1)!(n+ 1)

N
2 k−n−1.

Remarque : pour N = 1, on trouve
∫∞
0 r2ne−k

r2

2 dr = (2π)
1
2

(2n+2)!
(n+1)!2n+1 = (2π)

1
2 (n +

1)!2n+1C
n+1
2n+2

22n+2 , donc la constante C1 est (π2 )
1
2 . PourN = 2, le calcul d’intégrale donne 2n+1(n+

1)!, d’où C2 = 2.
On généralise ce résultat en remplacant x2/2 par la forme quadratique non dégénérée

q(x) = 1
2 (Qx.x). POur cela, on définit le laplacien associé à la forme quadratique (ce qui fait

l’objet de la suite de cette section )
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Proposition 4.2 Si q est une forme quadratique définie positive, on désigne par ∆q l’opérateur
différentiel d’ordre 2 à coefficients constants qui est le Laplacien associé à la forme quadratique.
Alors, pour u ∈ C∞

0 (BN ), on a

∫

BN

e−kq(x)u(x)dx ' (
(2π)N

kNdetQ
)

1
2

∑ 1

m!km
(
∆q

2
)m(u)(0).

Preuve On utilise le changement de variable orthogonal donné par q(x) = 1
2

∑

aiv
2
i ca-

ractérisé par Pv = x où P est une matrice unitaire. Notons que detQ =
∏

ai. Comme le
changement de variable est orthonormé, on a

∫

BN

e−kq(x)u(x)dx =

∫

BN

e−
k
2 (
∑

i
aiv

2
i )u(Pv)dv.

Soit U(v) = u(Pv). Il est immédiat que

∫

BN

e−kq(x)u(x)dx =

∫

B̃N

e−
k
2

∑

i
t2iU(

ti√
ai

)
dt

(
∏

ai)
1
2

où la boule B̃N est un ellipsoide induit par les
√
ai. Comme q(x) = 1

2 (Qx.x) = 1
2 (tPQPv, v) =

1
2

∑

aiv
2
i , on trouve Q = P Diag(ai)

tP . Il vient

∫

B̃N

e−
k
2

∑

i
t2iU(

ti√
ai

)
dt

(detQ)
1
2

' (2π)
N
2

k
N
2 (detQ)

1
2

∑

p≤n
k−p(

L

2
)pU(0)

où

L =
i=N
∑

i=1

∂2

∂t2i
=

i=N
∑

i=1

1

ai

∂2

∂v2
i

.

On note que ∂2U
∂v2
i

=
∑

l,m PilPim
∂2u

∂xl∂xm
(Pv), alors on trouve

LU =
∑

l,m,i

1

ai
PilPim

∂2u

∂xl∂xm
(Pv)

qui définit l’opérateur laplacien associé à la forme quadratique Q sous la forme

∆q = div(Q−1grad). (4.4.7)

On souhaite généraliser le développement asymptotique de la Proposition 4.2 à une phase
quelconque, de manière intrinsèque.

Lemme 4.4 On suppose que φ admet un point critique non dégénéré x0 et que la matrice
Hessienne de φ est définie positive. On obtient le Laplacien associé à φ en x0 grâce à l’égalité

ekφ(x0)

∫

e−kφ(x)a(x)dx ' (2π)
N
2

k
N
2 (detHessφ(x0))

1
2

∑

m≥0

1

m!km
(
∆φ

2
)mu(x0). (4.4.8)

On applique le lemme de Morse au voisinage d’un point critique non dégénéré en notant p le
nombre de valeurs propres positives (en comptant leur multiplicité) de Hessφ(x0)Il existe un
système de coordonnées x̃ tel que, localement

φ(x) = φ(x0) +
1

2
(
∑

i≤p
(x̃i)

2 −
∑

j>p

(x̃j)
2), (4.4.9)

L’application x→ x̃ est un difféomorphisme local de IRN . Dans le cas étudié ci-dessous p = N ,
et on calcule
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∫

BN

e−kφ(x)u(x)dx = e−kφ(x0)

∫

B̃N

e
−k

2

∑N

j=1
(x̃j)

2

u(x−1(x̃))|Jac(∂x
−1(x̃)

∂x̃
)|dx̃.

Pour ce faire, on utilise le résultat de la proposition 4.2 puisque cette phase est quadratique
(d’après le lemme de Morse et l’hypothèse en x0). Le développement asymptotique de

ekφ(x0)

∫

BN

e−kφ(x)u(x)dx

est donc

(
2π

k
)
N
2

n
∑

p=0

1

p!kp
(
∆x̃

2
)p[u(x−1(x̃))|Jac(∂x

−1(x̃)

∂x̃
)|](x0) (4.4.10)

En égalant les termes de même ordre en k des égalités (4.4.8) et (4.4.10) et en notant que
detφ′′(x0) = |∂x̃∂x |2(x0), on trouve que

(
∆x̃

2
)p[u(x−1(x̃))|Jac(∂x

−1(x̃)

∂x̃
)|](x0) = |Jac(∂x

−1(x̃)

∂x̃
)(x0)|(

∆φ

2
)pu(x0).

On en déduit une définition formelle du laplacien ∆φ associé à la phase φ au voisinage de x0 :

∆φu = |Jac(∂x
−1(x̃)

∂x̃
)|−1∆x̃(|Jac(

∂x−1(x̃)

∂x̃
)|u)

En dimension 1, on calculera explicitement de laplacien dans la section 4.6.

4.5 Le théorème de la phase stationnaire

Les résultats énoncés ci-dessus le sont lorsque l’intégrale à calculer contient un terme de la
forme e−kφ(x). Il s’agit de généralisations de la méthode de Laplace ou méthode du col.

Les développements asymptotiques obtenus dans les sections précédentes peuvent être
écrits formellements pour des intégrales la forme

∫

a(x)eikφ(x)dx. Nous démontrons dans cette
section que les expressions trouvées sont les développements asymptotiques de l’intégrale
∫

a(x)eikφ(x)dx. Les deux résultats principaux (issus du traité de Hörmander, Théorème 7.7.5
de [46]) sont énoncés dans la proposition suivante.

Proposition 4.3 Soit φ une phase sur IRN admettant en x0 un point critique non dégénéré,
c’est-à-dire ∇xφ(x0) = 0 et Hessφ(x0) inversible. Nous supposons pour (i) que Reφ ≥ 0 dans
un voisinage de x0 et pour (ii) que =φ ≥ 0 sur B(x0, r).

Alors les deux résultats suivants sont vrais, pour χ fonction C∞ à support compact dans
une boule de centre x0 (les déterminations des racines de detHessφ(x0) sont choisies de partie
réelle positive)

(i)

∫

IRN
χ(x)e−kφ(x)u(x)dx ' (

(2π)N

kNdetHessφ(x0)
)

1
2

∑

p≥0

k−p(p!)−1(
1

2
∆φ)

p(u)(x0)e
−kφ(x0),

(ii)

∫

IRN
χ(x)eikφ(x)u(x)dx ' (

(2π)N

kNdetHessφ(x0)
)

1
2 e

iNπ
4

∑

p≥0

(
i

k
)p(p!)−1(

1

2
∆φ)

p(u)(x0)e
ikφ(x0).

Notons que, pour le premier alinéa, la condition Reφ ≥ 0 implique que la phase est
nécessairement de la forme (4.5.11). Quant au deuxième alinéa de la proposition, il n’est vrai
que pour une phase telle que =φ(x) > 0 sur le bord de l’ouvert étudié (voir [88], Théorème
2.8). En revanche, si u est à décroissance rapide, le Lemme 7.7.3 de Hörmander [47] permet
de retrouver le théorème.
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Preuve Comme Hessφ0 est non dégénérée, on applique (4.4.9). Si, de plus, la matrice Hes-
sienne est symétrique définie positive en x0, il existe un changement de variable tel que, au
voisinage de x0

φ(x) = φ(x0) +
1

2
(z̃, z̃). (4.5.11)

Du résultat obtenu dans le cas où la matrice Hessφ(x0) est définie positive, on déduit le résultat
dans le cas général où φ est donnée par (4.4.9) en séparant successivement les intégrales
sur les variables x̃j pour j ≤ p et x̃j pour j > p. On remarquera alors que le résultat sur
∫

a(x̃)e−
k
2 x̃

2

dx̃ est obtenu en prenant l’expression conjuguée du développement asymptotique

de
∫

ā(x̃)e
k
2 x̃

2

dx̃.

Lemme 4.5 Dans le cas (4.5.11), il existe une matrice Q(x) telle que φ(x) = φ(x0) +
1
2 (Q(x)z.z), z = x− x0.

On applique la formule de Taylor avec reste intégral :

φ(x) = φ(x0) +
∑

i,j

∫ 1

0

(1− t)∂2
xixjφ(tx + (1− t)x0)(x − x0, x− x0)dt.

On note alors

Qjk(x) = 2

∫ 1

0

(1− t)∂2
xjxk

φ(tx + (1− t)x0)dt,

qui se démontre en remarquant que si g(t) = ∇φ(tx + (1− t)x0)(x − x0),

∫ 1

0

(1− t)
∑

i,j

∂2
xixjφ(tx+ (1− t)x0)(x − x0, x− x0)dt =

∫ 1

0

(1− t)g′(t)dt

et par intégration par parties, en utilisant
∫ 1

0
g(t)dt = φ(x)−φ(x0), on obtient

∫ 1

0
(1−t)g′(t)dt =

φ(x) − φ(x0) + g(0).

On vérifie que Qj,k(x0) = 2∂2
xjxk

φ(x0)
∫ 1

0
(1−t)dt d’où la matrice (Qj,k(x0)) est symétrique

définie positive. Commme φ est de classe C3, il existe ε0 > 0 tel que, pour |x − x0| ≤ ε0 la
matrice (Qjk(x)) est définie positive. La racine de la matrice Q(x0) est la matrice caractérisée
par la valeur propre

√
λi sur le sous espace propre Ei. On écrit alors

Q(x) = (Q(x0))
1
2 [Id+ (Q(x0))

− 1
2 (Q(x) −Q(x0))(Q(x0))

− 1
2 ](Q(x0))

1
2 .

La racine carrée de la matrice Id + R(x), où ||R(x)|| ≤ ε pour une norme usuelle, peut

être calculée par le développement en série entière associé à (1 + x)
1
2 . Ce développement

est absolument convergent, les puissances de R commutent entre elles, ce qui construit B(x)
symétrique telle que tB(x)B(x) = Id + R(x). La matrice racine A(x) telle que tA(x)A(x) =

Q(x) est alors A(x) = B(x)(Q(x0))
1
2 . On prend z̃ = A(x)x ce qui donne

φ(x) = φ(x0) +
1

2
(A(x)x.A(x)x) = φ(x0) +

1

2
(z̃.z̃).

Par définition, le Laplacien métrique est donc

∆̃ =
∑

j

∂2
z̃2
j
.

Le premier alinéa est démontré.
La preuve suivante du deuxième alinéa est directement inspirée de celle du lemme 7.7.3 de

Hörmander. Elle s’appuie sur la transformée de Fourier de la distribution ei
x2

2 ∈ S ′(IR).

Lemme 4.6 La transformée de Fourier de ei
x2

2 ∈ S ′(IRN ) est la distribution tempérée (2π)
N
2 ei

ξ2

2 .
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Considérons u(x) = e
i(
∑

j
x2
j )/2. Alors Dju(x) = ixju.

Supposons v distribution vérifiant les égalitésDjv(x) = iξjv. En considérant v/u, on trouve
que Dj(v/u) = u−2(Djvu−Djuv) = 0. Donc v/u est une constante.

En prenant la transformée de Fourier de l’égalité Dju = ixju, on trouve

ξj û(ξ) = −iDj(û).

On applique le résultat précédent, ce qui donne û(ξ) = û(0)e
i
∑

j
(ξ2j )/2. Le coefficient û(0) s’ob-

tient en introduisant une modification simple de u(x) sous la forme uε(x) = e
i(
∑

j
(1+iε)x2

j )/2.
La fonction uε est dans S(IRd) et au sens de S ′, uε tend vers u. De plus,

∫

IRN
uε(x)e

−ix.ξdx =

j=N
∏

j=1

(

∫

IR

e−ixjξj+i
x2
j
2 −ε

x2
j
2 dxj).

Remarquons que

∫

IR

e−ixjξj+i
x2
j
2 −ε

x2
j
2 dxj =

1√
ε

∫

IR

dye
− y2

2 + i
ε
y2

2 −iy ξj√
ε

Il suffit ainsi d’étudier l’intégrale

F (λ) =

∫

IR

dye−
y2

2 +iλ y
2

2 −iyζ .

Par déformation dans le plan complexe de l’intégrale sur IR en l’intégrale sur IR + iζ, on
trouve que

F (0) = e−
ζ2

2 (2π)
1
2 .

La fonction F est dérivable, et sa dérivée est

F ′(λ) =
∫

IR dy
i

2(1−iλ)2 [((1− iλ)y + iζ)2 − 2iζ((1− iλ)y + iζ)− ζ2]e−
y2

2 +iλ y
2

2 −iyζ

= −i ζ2

2(1−iλ)2F (λ) + i
2(1−iλ)F (λ)

par intégrations par parties.
On a alors

d

dλ
(e

ζ2

2(1−iλ) F (λ)) =
i

2(1− iλ)e
ζ2

2(1−iλ) F (λ).

Si on note G(λ) = e
ζ2

2(1−iλ) F (λ), on vérifie que, si la racine de 1− iλ avec partie réelle positive

est notée (1− iλ) 1
2 ,

d

dλ
[(1− iλ) 1

2G(λ)] = 0.

Remarquons que

(1− iλ) 1
2 = α(λ) + iβ(λ) = (

1

2
(1 + (1 + λ2)

1
2 ))

1
2 − iλ

2
(
1

2
(1 + (1 + λ2)

1
2 ))−

1
2 .

Ainsi, comme G(0) = (2π)
1
2 et que G est continue en λ = 0, l’intégrale étant normalement

convergente, il vient

F (λ) = e−
ζ2

2(1−iλ)
(2π)

1
2

(1− iλ) 1
2

.

En remplaçant ζ par ξj/
√
ε, λ par ε−1, on trouve
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∫

IR

e−ixjξj+i
x2
j
2 −ε

x2
j
2 dxj =

1√
ε

(2π)
1
2

(1− i
ε )

1
2

e
ξ2
j

2i−2ε .

Comme β( 1
ε ) = − 1

2
1
ε

1
α(ε) et que ε

1
2α(ε−1) tend vers 1√

2
, ε

1
2β(ε−1) tend vers − 1√

2
. Ainsi la

limite au sens de S ′ de ûε(ξ) est (2π)
N
2 ei

Nπ
4 e

ξ2

2i .

Par homothétie, la transformée de Fourier de x→ eikx
2/2 est

ξ → (
2π

k
)N/2ei

Nπ
4 e−iξ

2/2k.

On considère alors h ∈ S(IRN ). On a

< eik
x2

2 , h >=

∫

eik
x2

2 h(x)dx =
1

(2π)N

∫

dξĥ(ξ)(
2π

k
)
N
2 eiN

π
4 e−i

ξ2

2k .

On utilise le développement en série entıère de l’exponentielle, ce qui aboutit au développement
asymptotique de cette intégrale.

Remarque Le théorème de la phase stationnaire oscillante peut aussi se démontrer en
considérant une déformation du contour d’intégration dans le plan complexe. On vérifie qu’il
s’agit de considérer ix2 = −(e−

iπ
4 x)2 = −y2. Classiquement, on considère l’intégrale sur le

grand cercle de rayon R, que l’on divise en θ ≤ π/4 − a et π/4 − a ≤ θ ≤ π/4. Dans le
premier cas, nous avons une majoration de la phase par R sin a et dans le deuxième cas, on
utilise une majoration de l’intégrale en Ra (par domaine d’intégration fini). On utilise alors
le fait que l’intégrand est à support compact ou à décroissance rapide pour contrôler cette
intégrale sur le grand cercle. On a donc égalité de l’intégrale sur IR et de l’intégrale sur IRe

iπ
4 .

A titre documentaire, cette méthode est utilisée en physique quantique et s’appelle la rotation
de Wick.

4.6 Expression du Laplacien associé à z̃

Nous donnons dans cette section une construction du Laplacien associé à une phase sta-
tionnaire. On retrouve rigoureusement dans le cas particulier de la dimension 1 le résultat de
la proposition 4.2.

Proposition 4.4 On considère une phase φ présentant un point critique non dégénéré en
x0, de signature (d, 0), c’est-à-dire ∇xφ(x0) = 0 et Hessφ(x0) est une forme quadratique de
signature (d, 0). Au voisinage de x0, il existe un difféomorphisme h de IRd dans IRd, tel que

φ(x) =
1

2
(h(x))2 + φ(x0).

Son jacobien est J(x) = det(h′(x)).
Le Laplacien associé à cette phase au voisinage du point x0 est donné par la relation

suivante

∆φa(x) = div[J(x)(h′th′)−1∇ a
J

].

Dans le cas de la dimension 1 d’espace, où h′(x) est une fonction et J(x) = h′(x), on trouve

∆ 1
2h

2(x)a(x) = ∂x[
1

h′(x)
∂x(

1

h′(x)
a(x))].
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Nous commençons par la dimension 1 d’espace. Par translation, on suppose φ(0) = φ′(0) =
0, φ”(0) > 0. La phase φ(x) considérée s’écrit alors

φ(x) = x2

∫ 1

0

φ”(tx)(1− t)dt.

Nous introduisons la fonction

h(x) = x(2

∫ 1

0

φ”(tx)(1− t)dt) 1
2 .

Cette fonction est C∞ dans un voisinage ]− ε0, ε0[ de 0, choisi de sorte que

2

∫ 1

0

φ”(tx)(1− t)dt > 1

2
φ”(0).

Elle est strictement monotone sur cet intervalle, donc c’est un difféomorphisme de [−ε0, ε0]
sur [h(−ε0), h(ε0)] qui est un voisinage de 0. On note g sa fonction réciproque, ainsi

∫ +ε0

−ε0
e−kφ(x)a(x)dx =

∫ +ε0

−ε0
e−

1
2k(h(x))2a(x)dx =

∫ h(ε0)

h(−ε0)

e−
1
2ky

2

g′(y)u(g(y))dy.

En utilisant le résultat du théorème 4.1, on trouve

∫ h(ε0)

h(−ε0)
e−

1
2ky

2

g′(y)a(g(y))dy ' (
2π

k
)

1
2

p=n
∑

p=0

k−p

p!
(
1

2

∂2

∂y2
)p[g′.(a ◦ g)](0)

Soit L1 l’opérateur g′(h(x)) ∂
∂x . La relation ∂

∂y [φ(g(y))] = g′(h(x))∂φ∂x (g(y)) implique

∫ ε0

−ε0
e−kφ(x)a(x)dx ' (

2π

k
)

1
2

n
∑

p=0

1

p!2pkp
L2p

1 [g′(h(x))a(x)]|x=0 .

Soit L2 l’opérateur donné parL2a = ∂
∂x [g′(h(x))a(x)]. l’opérateur−L2 est l’adjoint de l’opérateur

L1. On voit alors que

∫ ε0
−ε0 e

−kφ(x)a(x)dx ' ( 2π
k )

1
2

∑n
p=0 g

′(h(0)) 1
p!2pkpL

2p
2 a(0)

' ( 2π
kφ′′(0) )

1
2

∑n
p=0

1
p!2pkp (L2p

2 a)(0).

Ceci est une conséquence des égalités g′(h(0)) = g′(0) = 1
h′(0) = 1

(φ′′(0))
1
2
. On note alors

∆ 1
2h

2a(x) = ∂x(
1

h′(x)
∂x(

1

h′(x)
a(x))),

qui est un opérateur différentiel à coefficients variables, mais qui n’est en aucun cas égal à
(Hessφ(0))−1∂2

x2a. La formule de la phase stationnaire est alors

∫ ε0

−ε0
e−kφ(x)a(x)dx ' (

2π

kφ′′(0)
)

1
2

n
∑

p=0

1

p!kp
[
1

2
(∆ 1

2h
2)pa](0).

Nous nous placons dans le cas où Hessφ(x0) est une matrice définie positive. En utilisant
le difféomorphisme h(x) = x̃, difféomorphisme local du voisinage de x0 ∈ IRd sur un voisinage

de 0 ∈ IRd, d’application réciproque g, on trouve, en introduisant Jpq(y) =
∂gp
∂yq

(y), et j(y) =

det(Jpq(y)) et en rappelant que φ(x) = φ(x0) + 1
2 (h(x))2,

∂

∂yq
[a(g(y))j(y)] =

∑

p

Jpq(y)
∂

∂xp
[a(x)j(h(x))]
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puis

∆y[a(g(y))j(y)] =
∑

i,j,p

Jpj
∂

∂xp
[
∑

i

Jij(h(x))
∂

∂xi
[a(x)j(h(x))]].

Cette formule est peu explicite. Par intégrations par parties contre une fonction test v(y) ∈
C∞

0 (IRd), à laquelle on associe la fonction test V (x) = v(h(x)), on a les égalités successives :

∫

∆y[a(g(y))j(y)]v(y)dy = −
∫

∇y[a(g(y))j(y)]∇yvdy
= −

∫

(tJ∇xV.tJ∇x(a.(j ◦ h)))deth′(x)dx
= −

∫

(∇xV.J tJ∇x(a.(j ◦ h)))deth′(x)dx
=
∫

V (x)∇x.[J tJ∇x(a.(j ◦ h))deth′(x)]dx.

On introduit l’opérateur différentiel D donné par

Da(x) = ∇x.[deth′(x)J tJ∇x[a(x).j(h(x))]].
Alors

∫

∆y[a(g(y))j(y)]v(y)dy =

∫

V (x)Da(x)dx =

∫

v(y)Da(g(y))
dy

deth′(g(y))
.

On en déduit (avec la relation j(y)det h′(g(y)) = 1)

∆y[a(g(y))j(y)] =
1

det h′(x)
divx[det h′(x)J tJ∇x(

a

det h′(x)
)]|x=g(y) = D(a)(g(y))j(y).

Par récurrence on trouve

∆p
y[a(g(y))j(y)] = Dp(a)(g(y))j(y).

On a donc

∫

e−kφ(x)a(x)dx ' ( 2π
k )

d
2 e−kφ(x0)

∑∞
p=0

1
kp2pp!D

p(a)(x0)j(0)

' ( (2π)d

kddet Hessφ(x0)
)

1
2 e−kφ(x0)

∑∞
p=0

1
kp2pp!D

p(a)(x0).

Le laplacien associé à la phase φ est alors naturellement

∆φa = Da = ∇x.[deth′(x)J tJ∇x[
a(x)

deth′(x)
]].

La proposition 4.4 est démontrée.
Dans un certain nombre d’applications, on veut éliminer seulement une partie des variables

d’intégration, il est alors nécessaire de conserver les autres variables d’intégration comme
paramètres. Le point critique dans les variables que l’on veut éliminer dépend alors de ces
paramètres. Une généralisation aisée du théorème de la phase stationnaire est le théorème de
la phase stationnaire avec paramètres. C’est l’objet de la section suivante

4.6.1 Théorème de la phase stationnaire avec paramètre

Les situations générales où l’on souhaite utiliser le théorème de la phase stationnaire com-
portent en général plusieurs variables, et il pourra être utile d’appliquer le théorème seulement
sur une partie des variables. On considère à cet effet une intégrale de la forme

∫

dxdyeikφ(x,y)a(x, y, k).

On a le Théorème suivant (théorème 7.7.6 de [47]) :
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Théorème 4.2 On suppose que ∇xφ(0, 0) = 0, Hessxφ(0, 0) est non dégénéré, x ∈ IRd, y ∈
IRn−d. La signature de la matrice hessienne (différence entre le nombre de valeurs propres
positives et négatives) est notée σ. On suppose a de classe C∞, à support compact contenant
x0.

1. Le lieu des points critiques de φ en x, donné par ∇xφ(x, y) = 0, se met sous la forme
x = x(y) pour y dans un voisinage de y = 0, avec x(0) = 0.

2. On suppose a de classe C∞, supportée dans un voisinage V ×W de x = y = 0. Il existe
des opérateurs différentiels Lφj (x, y, ∂x) en x d’ordre 2j, dépendant du paramètre y et de
la phase φ, tel que

∫

a(x, y, k)eikφ(x,y)dy

' eiσπ/4( 2π

kddet(Hessxφ)(x(y), y)
)

1
2 eikφ(x(y),y)

∑

j

Lφj (x, y, ∂x)a|x=x(y)(y)k−j .

3. On suppose qu’il existe un changement de variable (x, y)↔ (X, y) qui soit un difféomorphisme.
Alors les points critiques des phases φ(x, y) et Φ(x, Y ) peuvent être distincts, les valeurs
critiques et le développement asymptotique sont invariants.

Le dernier alinéa de ce théorème est extrêmement utile, lorsque l’on recherche des formes
canoniques de phases ayant certaines propriétés. Nous verrons par exemple que lorsque une
phase φ(x, t) admet deux points critiques en t qui sont confondus pour x = 0, alors on peut
représenter cette phase sous la forme

φ0(x) +
T 3

3
− a(x)T

ce qui permet d’exprimer
∫

b(x, T )eik(φ0(x)+
T3

3 −a(x)T )dT s’exprime à l’aide de la fonction
d’Airy (introduite ci-dessous dans l’exercice 4.1). Cette représentation sera utilisée dans la
section 10.4. La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 4.2. Le théorème 4.2
sera également utilisé dans le chapitre 12.

4.7 Application à la solution de l’équation des ondes rayonnée
par une source sur une surface

Nous considérons une surface lisse S, bornée ou non. On cherche à calculer, pour x /∈ s

Ik(x) =

∫

S

eik|x−y|

|x− y| c(y)dσS(y). (4.7.12)

Nous ne nous préoccuperons ici que de résultats locaux. La variété S peut être une surface
libre dans l’espace, sur laquelle est connue une solution ; elle peut aussi être le bord d’un
obstacle. On la supposera compacte, ou on supposera c à support compact.

Cas où c ne dépend pas de k. Comme (∆ + k2) e
ik|x−y|

|x−y| = 0 pour x /∈ S (comme ceci a

été remarqué dans le chapitre 1), on a

(∆ + k2)Ik(x) = 0 ∀x /∈ S.
Nous calculons cette intégrale en utilisant le théorème de la phase stationnaire (Proposition

4.3, alinéa (ii)). Pour cela, introduisons φ0(y) = |y−x|. On introduit un paramétrage local de
la surface, comme cela sera détaillé plus loin (Chapitre 11) et les coordonnées semi-géodésiques
u ∈ IRn−1 ∩ V (y0), y0 ∈ S, V voisinage dans IRn de y0. Un point de V (y0) est représenté par
u et par l tel que y = Y (u, l) = y(u) + l~n(y(u)). Le jacobien de la transformation est calculé
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plus loin (Section 11.4, Section 11.4.2) ; il fait intervenir la matrice géodésique du bord. Nous
introduisons la matrice M̃(u, l) = (∂jyk, ∂lyk).

On introduit Φ(u) = φ0(y(u)), on vérifie que

∂Φ

∂uj
=

y(u)− x
|y(u)− x| .

∂y

∂uj
.

Les vecteurs ( ∂y∂uj ) forment une base de l’espace tangent Ty(u)S. La phase Φ stationne si

et seulement si y(u) − x est orthogonal au vecteur ∂y
∂uj

(u) pour tout j, donc orthogonal à

l’hyperplan tangent Ty(u)S. Soit y(u0) un point critique. Il existe λ tel que

y(u)− x
|y(u)− x| = λ~n(y(u)). (4.7.13)

La comparaison des normes donne λ = ±1 et l’orientation donne λ = −1.
Il existe donc u0 et l0 tels que x = y(u0) + l0~n(y(u0)). Alors u = u0 est une solution de

(4.7.13). Le point y correspondant est donc un point qui rend extremum la distance au bord.
Il n’est pas nécessairement unique ; en effet, si la surface S est une sphère, et si le point x est
le centre de la sphère, alors tous les points de la surface conviennent.

Cependant, lorsqu’on suppose S = ∂Ω, où Ω est convexe, et si y ∈ V (y0) ∩ CΩ, alors le
vecteur ~n(y0) défini ci-dessus est la normale extérieure à Ω en y0, il y a unicité de la solution
de (4.7.13). Pour montrer ceci, calculons le Jacobien. Il suffit de montrer que la matrice
∂2Φ

∂ui∂uj
est non dégénérée pour obtenur l’unicité locale de la solution du système ∂Φ

∂ui
= 0. De

∂Φ
∂uj

= y(u)−x
|y(u)−x| .

∂y
∂ui

, on déduit

∂2Φ

∂uj∂um
=

y(u)− x
|y(u)− x| .

∂2y

∂uj∂um
+
∂umy.∂ujy

|y(u)− x| −
(y(u)− x, ∂ujy)(y(u)− x, ∂umy)

|y(u)− x|3 . (4.7.14)

On calcule cette valeur au point critique u0. De l’orthogonalité de ~n et du vecteur tangent à
la surface, on déduit

∂2Φ
∂uj∂um

(u0) = −~n(y(u0)).
∂2y

∂uj∂um
+

∂umy.∂uj y

|y(u)−x| −
(~n(y(u0)),∂uj y)(~n(y(u0)),∂umy)

|y(u0)−x|3

= −~n(y(u0)).
∂2y

∂uj∂um
+

∂umy.∂uj y

|y(u)−x|

Comme ~n(y(u)).∂ujy(u) = 0, on obtient les identités

∂

∂um
(~n(y(u))).∂uj y(u) + ~n(y(u)).

∂2y

∂uj∂um
(u) = 0.

Il en découle, introduisant comme dans la section 1 la matrice de Weingarten W qui est la
dérivée du vecteur normal le long d’une direction tangente (et dont les valeurs propres sont
les courbures principales de la surface ∂Ω), de sorte que ∂

∂um
(~n(y(u))) = W (y(u)) ∂y

∂um

W (y(u)).∂umy(u)∂ujy(u) + ~n(y(u)).∂2
ujumy(u) = 0, (4.7.15)

ce qui conduit à

∂2Φ

∂uj∂um
(u0) = −W (y(u)).∂umy(u)∂ujy(u) +

∂umy.∂ujy

|y(u)− x| .

Le déterminant de ( ∂2Φ
∂uj∂um

(u0)) est nul lorsque le point x est situé au centre de courbure

de S. On introduit la matrice

L(x, y(u)) = W (y(u)) +
1

|x− y(u)|Id
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Il vient

(det(∂2
ujumΦ)(u0))

− 1
2 dσS(y)/du = (det(W (y(u)) +

1

|x− y(u)|Id))
− 1

2 ,

et l’équivalent de Ik donné par le théorème de la phase stationnaire est égal à

Ik(x) ' (
2π

k
)
n−1

2 c(y(u0))(det(W (y(u0)) +
1

|x− y(u0)|
Id))−

1
2 eik|x−y(u0)|.

Le calcul ci-dessus a été effectué lorsque c(y) est indépendant de k.

Cas où c présente une phase oscillante en k On suppose dans une deuxième application
que c(y, k) = a(y, k)eikφ(y) où a est à support compact en y. La phase considérée est

ψ(y) = |x− y|+ φ(y).

Le gradient de la phase, utilisant la même représentation du bord y = y(u), est

∂ujψ(y(u)) = [
y(u)− x
|y(u)− x| +∇φ].∂ujy(u).

Ce gradient est nul lorsque le vecteur [ y(u)−x
|y(u)−x| +∇φ] est orthogonal aux vecteurs (∂ujy(u)).

Cela signifie qu’il est colinéaire à ~n(y(u)). Pour un point critique, il existe λ tel que

y(u)− x
|y(u)− x| +∇φ = λ~n(y(u)).

On remarque que ∇φ est tangent à S, donc orthogonal à ~n au point considéré et de plus
|∇φ(y(u))| ≤ 1. On suppose que S = ∂Ω, Ω convexe et que x ∈ CΩ. Il vient λ2+(∇φ(y(u)))2 =
1, ainsi on définit un vecteur normal unitaire par

y(u)− x
|y(u)− x| = (1− ||∇φ(y(u))||2) 1

2~n(y(u))−∇φ(y(u)) = ~t(u). (4.7.16)

La recherche de u est équivalente à la résolution de l’équation x = y(u) + µ~t(y(u)).
Un cas particulier intéressant est le cas où ∇φ(y(u)) est de norme 1. Le point x est alors

situé sur la tangente à S parallèle au vecteur ∇φ(y). Il s’agit donc, pour x donné, de trouver
le point de tangence de toute droite issue de x tangente à S, ce qui donnera les points y(u)
admissibles.

On utilise |∇φ(y(u))| ≤ 1 pour calculer le jacobien de u → φ(y(u)). La relation (4.7.14)
permet d’obtenir

∂2
ujum(ψ(y(u))) = y(u)−x

|y(u)−x| .∂
2
ujumy +

∂umy.∂uj y

|y(u)−x| +∇φ(y(u)).∂2
ujumy

− ((y(u)−x).∂uj y)((y(u)−x).∂umy)
|y(u)−x|3 + Hessφ∂ujy∂umy.

Éliminant des termes grâce à (4.7.16) et utilisant l’orthogonalité de ~n(y(u)) avec ∂ujy(u), on
trouve

∂2
ujum(ψ(y(u))) = (1− (∇φ(y(u)))2)

1
2~n(y(u)).∂2

ujumy +
∂umy.∂uj y

|y(u)−x|

− (∇φ(y(u)).∂uj y)((∇φ(y(u)).∂umy)

|y(u)−x| + Hessφ∂ujy∂umy.

Utilisant enfin (4.7.15), on obtient

∂2
ujum(ψ(y(u))) = (1− (∇φ(y(u)))2)

1
2W (y(u))∂ujy∂umy +

∂umy.∂uj y

|y(u)−x|

− (∇φ(y(u)).∂uj y)((∇φ(y(u)).∂umy)

|y(u)−x| + Hessφ∂ujy∂umy.

On introduit la projection orthogonale π parallèlement à ∇φ(y(u)). On a
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∂2
ujum(ψ(y(u))) = (1− (∇φ(y(u)))2)

1
2 [W (y(u)) + 1

|y(u)−x|Id]∂ujy∂umy

+Hessφ∂ujy∂umy + |∇φ(y(u))|2
|y(u)−x| π(∂ujy).π(∂umy).

Ceci permet d’obtenir, dans le cas où |∇φ| = 1, que le jacobien de la transformation est
égal à det[Hessφ+ 1

|y(u)−x|Id].
Nous énonçons les résultats de ce paragraphe

Proposition 4.5 La contribution asymptotique d’une source c(y, k) (supposée à support com-
pact en y ou bien S est compacte) sur un bord S à l’intégrale

Ik(x) =

∫

S

eik|x−y|

|x− y| c(y, k)dσS(y)

dépend de manière cruciale du comportement de la phase de la source sur le bord, supposée de
la forme

c(y, k) = a(y, k)eikφ(y).

Le point y(u(x)) où on calcule a(y, k) (qui est le point du bord influençant la valeur de
Ik(x)) est solution de

y(u)− x
|y(u)− x| = (1− (∇φ(y(u)))2)

1
2~n(y(u))−∇φ(y(u)).

Le jacobien de la phase est alors

det[(1− |∇φ|2)W (y(u)) + Hessφ(y(u)) +
1

|y(u)− x| ].

Les deux cas limites que nous pouvons utiliser sont
• la phase φ est nulle. Le point y(u) est celui qui minimise la distance à S. Le jacobien

est égal au produit Π(κi +
1

d(x,S)), les κi étant les courbures principales de la surface au point

y(u).
• la phase φ de norme de gradient 1. Soit y(u) un point du bord tel que la droite (xy(u))

est tangente à S. Le jacobien de la phase est le produit des β + 1
|y(u)−x| où β est une valeur

propre de la matrice hessienne de φ.

La discussion précédente sur les points critiques de la phase permet d’obtenir un développement
asymptotique de Ik(x).

Nous terminons cette section d’applications de la méthode de la phase stationnaire à
l’équation des ondes par le calcul de scattering qui se trouve dans tous les cours de matrice
de scattering. On le trouve par exemple dans le cours de R. B. Melrose, donné à l’université
de Stanford [77].

Pour cela, on introduit la résolution spectrale de l’identité, qui est la transcription en
coordonnées polaires de l’identité

f(x) = (2π)−n
∫

IRn
eizξ f̂(ξ)dξ

qui se réécrit

f(x) = (2π)−n
∫ +∞

0

∫

Sn−1

eiλx.ω f̂(λω)λn−1dλdω.

Soit E0(λ) est le projecteur spectral, donné par

E0(λ)f(x, λ) = (2π)−n
∫

Sn−1

eiλx.ωλn−1f̂(λω)dω.

D’après le théorème spectral
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Id =

∫ ∞

0

E0(λ)dλ.

Soit Φ0(x, ω, λ) = eiλx.ω la famille d’ondes planes caractérisée par la direction ω et la
norme du vecteur d’onde λ > 0. Alors

E0(λ) = (2π)−nλn−1F0(λ)F
∗
0 (λ)

où F0 agit de C∞(Sn−1) dans S ′(IRn) :

F0(λ)g(x) =

∫

Sn−1

Φ0(x, ω, λ)g(ω)dω

et F ∗
0 (λ) agit de S(IRn) dans C∞(Sn−1) :

F ∗
0 (λ)h(ω) =

∫

IRn
Φ0(x, ω,−λ)h(y)dy

On obtient, par l’application du théorème de la phase stationnaire

F0(λ)g(θ|x|) ' eiλ|x|(λ|x|)− 1
2 e−

1
4π(n−1)i(2π)

n−1
2

∑

j≥0 |λx|−jh+
j (θ)

+e−iλ|x|(λ|x|)− 1
2 e

1
4π(n−1)i(2π)

n−1
2

∑

j≥0 |λx|−jh−j (θ).
(4.7.17)

On écrit x = |x|θ. La phase s’écrit alors iλ|x|θ.ω. Comme l’intégrale est invariante par rotation,

on choisit les coordonnées sur Sn−1 de sorte que θ.ω = ω1, avec ω1 = ±(1− (ω′)2)
1
2 . On note

J(ω′) le jacobien de la transformation dSn−1ω en dω′. Il vient

F0(λ)g(θ|x|) =
∫

IRn−1 eiλ|x|ω1g(ω1, ω
′)J(ω′)dω′

=
∫

Sn−1 e
iλ|x|(1−(ω′)2)

1
2 g((1− (ω′)2)

1
2 , ω′)J(ω′)dω′

+
∫

IRn−1 e−iλ|x|(1−(ω′)2)
1
2 g(−(1− (ω′)2)

1
2 , ω′)J(ω′)dω′.

Grâce au développement limité (1 − (ω′)2)
1
2 = 1 − 1

2 (ω′)2 + o((ω′)2), on vérifie que le

théorème de la phase stationnaire s’applique au point ω′ = 0 et que h+
0 (θ) = g(θ), h−0 (θ) =

g(−θ). Les termes h±j sont des résultats de l’action d’itérées du laplacien sur la sphère, qui est
l’opérateur L associé au point critique θ.ω = ±1 de la phase θ.ω.

De l’expression ∆ = −
∫∞
0
λ2E0(λ)dλ, on déduit le fait que toute solution de (∆−λ2)u = 0

vérifie donc (|ξ|2 − λ2)û(ξ) = 0, soit, en prenant ξ = rθ, l’égalité û(ξ) = δ(r − λ)g1(θ). Par
transformée de Fourier inverse, on trouve

u(x) = (2π)−n
∫

IRn
eirx.θδ(r − λ)g1(θ)rn−1drdθ

donc
u = F0(λ)((2π)−nλn−1g1).

Le développement asymptotique ci-dessus étendu à g1 distribution conduit à

Lemme 4.7 Pour toute fonction h(θ) de classe C∞(Sn−1), il existe une solution de (∆ +
λ2)u = 0 admettant pour |x| → ∞ le développement

u(|x|θ) = eiλ|x||x|− 1
2 (n−1)h(θ) + e−iλ|x||x|− 1

2 (n−1)h1(θ) +O(|x|− 1
2 (n+1)).

La relation entre h1 et h est, en vertu du développement asymptotique

h1(θ) = in−1h(−θ)
qui est la plus simple des matrices de scattering.
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4.8 Passage de la caustique pour l’équation des ondes

Dans cette section, nous utilisons les résultats sur la phase stationnaire complexe pour
compléter la section 3.4 du chapitre 3. En particulier, nous calculons la valeur de a0(x(T ))
solution de (3.0.1) pour T > t0, où t0 est le premier point pour lequel det(Id+ t0W (x0)) = 0,
s’il existe. On introduit ψ(t) = φ0 + t. Pour t < t0 on sait que ψ(t) = φ(x(t)) et on remarque
que ψ est définie partout. est bien définie.

Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 4.6 Soit Σ une surface de classe C∞ dans IR3, et soit a(x, k) ' ∑j aj(x)k
−j ,

aj étant de classe C∞ sur Σ, et a étant de classe C∞ sur Σ × [1,+∞[. On considère une
constante φ0 ∈ IR. Soit b(x, k) ' bj(x)k−j solution de







(∆ + k2)(b(x, k)eikφ(x)) ' 0,
φ(x) = φ0, x ∈ Σ,
b(x, k)|Σ = a(x, k).

On sait calculer tous les termes b(x, k) sur chaque droite x(t) = x0 + tN(x0) hors des
points t ≥ 0 tels que det(Id+ tW (x0)) = 0. En particulier

b0(x) =
∑

x0∈Σ,x=x0+tN(x0)

a0(x0)

(|det(Id+ tW (x0))|) 1
2

ein
π
2

où −n est l’indice de Maslov, égal au nombre de points de la caustique traversés entre 0 et t
sur chaque droite x0 + sN(x0).

Nous n’avons cependant pas ici exprimé la solution au voisinage du point t0, point de la
caustique ; ceci sera fait dans la section suivante.

Preuve On appelle transformée de Bargmann de la fonction u(x) ∈ L1(V ), V ⊂ IRd la
fonction holomorphe

Tu(z, k) =

∫

V

e−
k
2 (z−x)2u(x)dx.

La transformée de Bargmann permet de s’affranchir des points de la caustique C en déformant
le paramètre sur les bicaractéristiques dans le complexe, pour que la fonction obtenue soit
toujours continue en t. En fait, on va déformer le paramètre jusqu’en t− i. Nous notons

d(t, k) = Tu(x0 + (t− i)∇φ(x0), k).

Nous écrivons

ψ(x) = φ(x) + i
2 (x− (x0 + t∇φ(x0)) + i∇φ(x0))

2

= φ(x) − i
2 + i

2 (x− (x0 + t∇φ(x0)))
2 −∇φ(x0).(x− (x0 + t∇φ(x0)))

Cette phase admet un point critique en x au point x = x0 + t∇φ(x0). En effet, il existe
une matrice A(x) telle que

∇φ(x) −∇φ(x0 + t∇φ(x0)) = A(x).[x − (x0 + t∇φ(x0))].

La matrice A(x) + iId est inversible puisque A est réelle.
Il existe un voisinage V de t = 0 tel que, pour t ∈ V , l’équation ∇xψ(x) = 0 admet une

solution unique égale à x = x0 + t∇φ(x0). On remarque que ce résultat est vrai pour x dans
la composante connexe de IR3\C contenant Σ. De plus, la matrice hessienne de cette phase
est Id + iHessφ(x). Nous sommes dans les conditions d’application du théorème de la phase
stationnaire complexe, la valeur critique de la phase est i/2 + φ(x0 + t∇φ(x0)) = i/2 + φ0 + t
et le déterminant de la Jacobienne est i3det(Wt(x0)− iId).
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Dans la suite de la preuve, nous considérons un point x0 ∈ Σ et nous étudions le rayon
issu de x0. La solution est la superposition de l’ensemble des solutions, où on considère pour
chaque x l’ensemble des points x0 ∈ Σ tels qu’il existe t tel que x = x0 + t∇φ(x0).

On peut se demander pourquoi il pourrait y avoir plusieurs solutions. Ceci sera présenté
plus loin ; notons pour l’instant que la phase caractérisant une caustique simple (le pli) est
donnée par

Φ(a(x), b(x), T ) =
T 3

3
− a(x)T + b(x)

et qu’un calcul de phase stationnaire amène à considérer deux points critiques lorsque a(x) > 0
(voir Exercice 4.1 pour la preuve de cette affirmation). Le résultat du Lemme 4.2 donne
une contribution pour toutes les valeurs critiques. Cette approche est un sujet de recherche
actuel : le calcul numérique des solutions multivaluées de l’équation eikonale est maintenant
opérationnel (voir les travaux de J.D. Benamou, la thèse de I. Solliec, et la recherche de
solutions de viscosité multivaluées dans [11], [90], [12], [1]).

Dans la suite de la preuve, nous considérons un point x0 ∈ Σ et nous étudions le rayon
issu de x0. Considérons l’amplitude b∗0(y) associée à la partie de l’onde portée sur le rayon x0

(y ∈ {x0 + s∇φ(x0)}). On considère alors l’expression d∗(t, k) provenant du calcul de phase
stationnaire en ce point. Le théorème de la phase stationnaire (Proposition 4.1) conduit (en
dimension d = 3) à

d∗(t, k) ' e k2 (
k

2π
)

3
2 b∗0(x0 + t∇φ(x0))e

iφ0+it(det(Id− iWt(x0)))
− 1

2 (1 +O(k−1)).

Ceci est vrai pour tout t sur le rayon, hors de t0, en modifiant de manière adéquate l’argument
(remplaçant par exemple t par t− T et le point x0 par le point x0 + T∇φ(x0)). L’expression
de d∗(t, k) pour t < t0 se transforme en utilisant la relation

Wt(x0) = (Id+ tW (x0))
−1W (x0)

et la relation
b∗0(x0 + t∇φ(x0)) = b∗0(x0)/(det(Id+ tW (x0)))

1
2 .

On obtient, pour t < t0 (seul le terme principal est écrit ici)

d∗(t, k) = e
k
2 ( k2π )

3
2 b∗0(x0)e

iφ0+it[det(Id+ tW (x0))(Id− iWt(x0))]
1
2

= e
k
2 ( k2π )

3
2 b∗0(x0)e

iφ0+it[det(Id+ (t− i)W (x0))]
− 1

2 .

De même, on vérifie pour t > t0

d∗(t, k) = e
k
2 ( k2π )

3
2 b∗0(x0 + T∇φ(x0))e

iφ0+i(t−T+T )[det(Id+ (t− T )W (x0))(Id− iWt(x0))]
1
2

= e
k
2 ( k2π )

3
2 b∗0(x0 + T∇φ(x0))e

iφ0+it[det(Id+ (t− i)W (x0))]
− 1

2 [det(Id+ TW (x0))]
1
2

La fonction Tu(z, k) est holomorphe dans =z 6= 0 par majoration analytique, donc en
particulier la fonction Tu(x0 + (t − i)∇φ(x0), k) est continue en t. La détermination de la
racine est choisie pour que la fonction

t→ (det(Id+ tW (x0)))
1
2 (det(Id− iWt(x0)))

1
2

soit continue en t. On en déduit l’égalité

b∗0(x0) = b∗0(x0 + T∇φ(x0))[det(Id+ TW (x0))]
1
2 .

Le choix de la détermination de la racine carrée permet d’écrire, en utilisant l’indice de Maslov
n,

(det(Id+ tW (x0)))
− 1

2 = e
inπ
2 (|det(Id+ tW (x0))|)−

1
2 .
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En particulier, si on se place dans le cas d = 3 et κ1 < κ2 < 0, alors







0 < t < −κ−1
1 , n = 0,

−κ−1
1 < t < −κ−1

2 , n = −1,
t > −κ−1

2 , n = −2.
(4.8.18)

Nous avons ainsi calculé l’amplitude le long d’un rayon. Pour obtenir la solution de l’équation
de Helmholtz, il faut superposer l’ensemble des solutions, et, en particulier, pour chaque x,
considérer l’ensemble des x0 ∈ Σ tels qu’il existe t tel que x0 + t∇φ(x0) = x. En tout point x
de l’espace la solution asymptotique est la superposition des amplitudes correspondant à tous
les rayons issus de Σ arrivant au point x à l’instant t. Ainsi, même si b∗0(x0) = a0(x0), il n’y a
aucune raison pour que a0(x0 + t∇φ(x0)) = b∗0(x0 + t∇φ(x0)), mais a0(x0 + t∇φ(x0)) pourra
s’écrire b∗0(x0 + t∇φ(x0)) + c0, où c0 fera éventuellement référence à une autre valeur de a0 en
y0 tel que y0 + t∇xφ(y0) = x = x0 + t∇φ(x0).

4.9 Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1 : La fonction d’Airy 1) On définit la fonction d’Airy Ai comme la trans-

formée de Fourier inverse de exp(i ξ
3

3 ). Démontrer que Ai ∈ S ′ est une fonction de classe C∞

telle que, pour tout η > 0,

Ai(x) =
1

2π

∫

IR+iη

exp(iξ3/3 + ixξ)dξ.

2) Démontrer que Ai est solution de l’équation différentielle

Ai′′(x) = xAi(x).

3) En choisissant η dans la question 1 en fonction de x de manière adéquate, démontrer
que la phase peut se mettre sous la forme, pour tout x > 0 :

−ξ2√x+ i
ξ3

3
.

Calculer un développement asymptotique de Ai lorsque x tend vers +∞
4) Retrouver le développement asymptotique en écrivant Ai(k

2
3 u) et en appliquant le théorème

de la phase stationnaire.

Exercice 4.2 Phase stationnaire dégénérée Soit φ(z) une phase sur une variété X qui
stationne sur une sous variété W de dimension d, c’est-à-dire ∇zφ(z)|z∈W = 0.

1) Démontrer qu’il existe un système de coordonnées locales z = (x, y), y ∈ IRd tel que
le système d’équations ∂xφ(x, y) = 0 admette pour solution x = x(y) au voisinage d’un point
(x(y0), y0) de W , et que, localement, l’équation de W soit x = x(y).

2) On suppose maintenant que, dans ce système de coordonnées locales, Hessx2φ est non
dégénéré. Calculer, pour a(z) ∈ C∞(X), l’intégrale

∫

X

eikφ(z)a(z)dz.

Solution de l’exercice 4.1 1) On vérifie que

Re(i
ξ3

3
+ iξx) = Re(i(ζ + iη)3/3 + iζx− ηx = −ζ2η + η3/3 − ηx.

L’intégrale converge donc. Il n’y a pas de résidu entre =ξ = η1 et =ξ = η2 dans le plan complexe,
donc elle est indépendante de η > 0.

Elle est alors de classe C∞ puisque le comportement en ξ est en e−ηξ
2

.
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On vérifie enfin que, au sens des distributions de S ′, exp(i(ζ + iη)3/3) converge vers exp(iζ3/3)
lorsque η tend vers 0 par valeurs positives, donc on peut appliquer la continuité de la transformée de
Fourier et donc on a convergence dans S ′.

2) On vérifie que

∫

IR+iη

(ζ2 + x)ei(ζ
3/3+ζx)dζ = 0.

On remarque que le terme ζ2 correspond à −Ai”(x), d’où le résultat.

3) La phase stationne en ξ = −iη ± ix
1
2 lorsque x > 0. On choisit η = x

1
2 pour avoir les deux

points critiques 0 et 2ix
1
2 . On vérifie que la phase s’écrit, pour cette valeur de η :

i(ξ3/3 + ix
1
2 ξ2 +

2

3
ix

3
2 ).

On a alors

Ai(x) =
1

2π
exp(−2

3
x

3
2 )

∫

IR

e−x
1
2 ξ+iξ3/3dξ.

En effectuant le développement de Taylor de l’exponentielle, on trouve

Ai(x) =
1

2π
exp(−2

3
x

3
2 )

∫

ξ∈IR

dξ[

N
∑

p=0

(
i

3
)p
ξ3p

(p)!
e−x

1
2 ξ2 +Rn].

On a l’égalité
∫

IR
ξ3qe−x

1
2 ξ2dξ = x−3q/4−1/4

∫

IR
u3qe−u

2

du, nulle lorsque q est impair. Pour q = 2p, on

trouve 2
∫ +∞
0

dv

2v
1
2
v3pe−v = Γ(3p+ 1

2
). Chaque terme de la somme est alors égal à

x− 1
4 [

N
∑

p=0

(−9)p
Γ(3p+ 1

2
)

(2p)!
x−3p/2,

car le terme (q!)−1 est égal à ((2p)!)−1. Le développement asymptotique de Ai(x) s’écrit alors

Ai(x) =
1

2π
exp(−2

3
x

3
2 )x− 1

4

N
∑

p=0

(−1

9
)p

Γ(3p+ 1
2
)

(2p)!
x− 3p

2 +

∫

ξ∈IR

dξRN

Le terme Rn est majoré par le premier terme après la troncature de la série définissant Φ que l’on n’a

pas considéré, soit ξ3N

N!
. Ceci donne alors le majorant du terme général de la série.

4) Nous écrivons

Ai(k
2
3 u) =

1

2π

∫

ξ∈IR+ik
1
3 η

ei(ξ
3/3+k

2
3 uξ)dξ.

Effectuons le changement de variable ξ = k
1
3 τ , l’intégrale a lieu sur τ ∈ IR + iη. Alors

Ai(k
2
3 u) =

k
1
3

2π

∫

τ∈IR+iη

eik(τ
3/3+uτ)dτ.

La phase φ(s) = u(s + iη) + 1
3
(s + iη)3 admet deux points critiques complexes qui sont s =

−iη ± i
√
u pour u > 0. Le jacobien est alors égal à 2(sc + iη) = ±2i

√
u. La valeur critique est

±iu 3
2 + 1

3
(±i)3u 3

2 = ±i 2
3
u

3
2 . Celle correspondant à −i 2

3
u

3
2 donne une phase qui tend vers +∞ à +∞.

Nous la rejetons car Ai admet une limite lorsque x tend vers +∞. Il reste alors

k
1
3

2π
(

2π

k2
√
u

)
1
2 e−k

2
3
u

3
2

comme premier terme, c’est-à-dire le k−
1
6 e−

2
3
ku

3
2 u− 1

4 (4π)−
1
2 . En remarquant que x = k

2
3 u, on re-

trouve le comportement de la forme x− 1
4 e−

2
3
x

3
2 Γ( 1

2
)

2
. Notons que cette méthode de recherche des

points de phase stationnaire complexe sera utilisée dans le chapitre 5.
Une remarque pour terminer cette étude de la fonction d’Airy : on note que Ai(x) est solution

de l’équation u” − xu = 0. Cette solution est exponentiellement décroissante pour x > 0, mais elle
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n’est pas nulle, alors qu’elle vérifie la condition de Sommerfeld en +∞. Ceci nous aide à préciser nos
idées sur la notion de support dont nous avions parlé : en effet le support de la fonction d’Airy est IR
tout entier, mais, asymptotiquement, elle contribue uniquement dans la zone x ≤ 0. Il y a donc une
différence entre le support et le support asymptotique. Si on forme par exemple l’équation eikonale
vérifiée par une phase φ correspondant à Ai(x), on trouve (φ′)2 + x = 0, donc la phase n’est définie
que dans la zone x ≤ 0 et les rayons associés vivent dans x ≤ 0. En revanche, là encore, la solution a
pour support IR tout entier.

La dernière remarque est la suivante : la fonction d’Airy est l’unique solution dans S ′ de u” = xu.
En particulier, c’est une solution frontière, dont le graphe sépare le graphe des solutions qui s’annulent
de celui des solutions dont la dérivée s’annule. Si on note w0 et w1 les solutions respectivement
associées aux données de Cauchy (u(0) = 1, u′(0) = 0) et (u(0) = 0, u′(0) = 1), on trouve A′(x) =
Ai(0)[w0(x)−

∫∞
0

ds
(w0(s))2

w1(x)], ce qui fixe la condition de Cauchy sur Ai. Ceci est l’équivalent du fait

qu’une seule condition de Cauchy suffit lorsqu’on a la condition de décroissance à l’infini (Sommerfeld
par exemple).

Preuve de l’exercice 4.2 Le résultat (dû à Colin de Verdière), est le résultat global qui permet-
tra, dans le chapitre 12, de tenir compte des géodésiques fermées dans l’influence d’un objet.

1) Nous notons que le système d’équations

∇zφ(z) = 0

est un système de rang n− d, puisque l’espace des z solutions est de dimension d. Ceci veut dire qu’il
existe n − d équations indépendantes (s’en convaincre en regardant les équations tangentes). Notons
alors les coordonnées en question (zj1 , ...zjn−d ). En réordonnant les coordonnées et en considérant que

(zk)k/∈{j1,...jn−d} est difféomorphe à IRd, on peut écrire z = (x, y), y ∈ IRd. Alors les équations

∇xφ(x, y) = 0

sont n − d équations indépendantes. Par le théorème des fonctions implicites, on peut considérer y
comme un paramètre, remarquer que Hessx2φ est inversible, et écrire la solution comme x = x(y).
Alors on peut écrire

∫

X

eiφ(z)a(z)dz =

∫

IRd

dy

∫

IRn−d
dxeikφ(x,y)a(x, y)J(x, y).

L’application du théorème de la phase stationnaire en x (Théorème 4.2) conduit à

∫

X

eikφ(z)a(z)dz '
∫

IRd

dy(2π/k)
n−d

2

|detHessx2φ(x(y), y)| 12
(
∑

n≥0

Ln(y, ∂y, ∂x)a(x, y)|x=x(y))eikφ(x(y),y).

On note alors que ∂yjφ(x(y), y) =
∑

p
∂xpφ(x(y), y)

∂xp
∂yj

+ ∂yjφ(x(y), y). En utilisant le fait que la

phase φ(z) stationne sur W , on vérifie que ∂yjφ(x(y), y) = 0, donc

∂yjφ(z)|W = 0.

On note alors la valeur constante de φ(z) sur W par φ(W ). Il reste alors

∫

X

eikφ(z)a(z)dz ' eikφ(W )

∫

IRd

(2π/k)
n−d

2 dy

|detHessx2φ(x(y), y)| 12
(
∑

n≥0

Ln(y, ∂y, ∂x)a(x, y)|x=x(y)).
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Chapitre 5

Application à la physique des
particules

5.0 Introduction

Nous présentons ici, sur une idée d’E. Pilon, un exemple simple d’application du théorème
de la phase stationnaire tel que les physiciens des particules peuvent l’utiliser. La section
5.1 est due à E. Pilon, s’inspirant de [82]. Dans un premier paragraphe, nous définissons la
quantité physique que nous étudions ; il s’agit en l’occurence de la distribution de gluons dans
un proton. Dans un deuxième paragraphe, nous obtenons la forme intégrale d’un équivalent
de la densité de probabilité. La section 4.3 est consacrée à une généralisation du théorème de
la phase stationnaire énoncé plus haut, en insistant sur quelques difficultés dues au fait que
le point de phase stationnaire n’est pas sur le contour. Nous donnons alors une interprétation
physique du résultat.

5.1 Le contexte physique

Comme le neutron, avec lequel il constitue les noyaux des atomes, le proton n’est pas une
particule élémentaire : c’est un état lié de sous-constituents, des quarks ( quanta de matière )
et des gluons ( quanta du champ de rayonnement associé à l’interaction considérée ; ils sont à
l’interaction forte au niveau élémentaire ce que les photons sont à l’électromagnétisme ). Ces
sous-constituents sont très fortement liés - quarks et gluons sont astreints à se “confiner” en
états liés (appelés génériquement hadrons) : pour des raisons énergétiques, il leur est interdit
de s’échapper librement les uns des autres à des distances supérieures au femtomètre, typique-
ment le rayon d’un proton.

Néanmoins, lorsqu’un proton subit une collision à haute énergie devant son énergie de
masse, et mettant en jeu un transfert d’énergie-impulsion grand devant l’énergie de liaison
de ses sous-constituents, ce proton se comporte, de facon la plus probable, non pas comme
un tout cohérent réagissant “d’un seul tenant”, mais comme un faisceau de quarks et gluons
collimés, quantiquement incohérents et quasi-libres ( appelés génériquement partons ). Un
seul parton participe activement à la collision à grand transfert ; les autres n’interviennent
qu’ultérieurement lors de la recombinaison des divers quarks et gluons produits en hadrons
dans l’état final de la collision.

Parmi les quantités physiquement pertinentes lors de l’étude de ces collisions figurent les
“densités partoniques” dans le proton, notées Ga(x,Q

2), qui fournissent la densité de proba-
bilité xGa(x,Q

2) pour qu’un parton d’espèce a, ( quark ou antiquark de tel ou tel type, ou
gluon ) ayant dans le hadron une “épaisseur transverse” h̄/Q ( perpendiculairement à l’axe
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de la collision ; Q est de l’ordre de grandeur du transfert d’énergie-impulsion de la collision ),
porte la fraction x ( entre 0 et 1 ) d’énergie-impulsion du proton incident dont il fait partie.
Le lecteur intéressé par les détails se reportera utilement à [82], [34], [35].

La ChromoDynamique Quantique, théorie de l’interaction forte au niveau élémentaire des
quarks et des gluons, permet en principe de calculer ces quantités ; toutefois en pratique leur
calcul complet est actuellement inextricable.

5.1.1 Equation régissant Ga.

Lorsque Q2 est grand devant le carré de l’énergie de masse du proton, et lorsque x n’est,
ni très petit devant 1, ni voisin de 1, la dépendance en Q2 des densités partoniques Ga(x,Q

2)
est contrôlée par l’équation linéaire de la forme :

Q2 ∂
∂Q2Ga(x,Q

2) = ᾱ(Q2)
∑

b

∫ 1

0

dy dz δ(x − yz)Pab(y)Gb(z,Q2) (5.1.1)

appelées “équations de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi” [30], du nom de leurs in-
venteurs ( voir aussi les cours [34], [35], [82] ), où

– le paramètre de couplage ᾱ(Q2) est une fonction connue ( inversement proportionnelle
au logarithme de Q2 ) ;

– les Pab(z) sont des distributions connues.
Une méthode de résolution standard consiste à effectuer une transformation de Mellin sur

x :

Ḡa(n,Q
2) =

∫ 1

0

dxxn−1Ga(x,Q
2). (5.1.2)

En introduisant la variable dite “d’évolution naturelle” ξ définie par

ξ =

∫ Q2

Q2
0

dQ2

Q2 ᾱ(Q2), (5.1.3)

on obtient une équation différentielle lin’eaire du premier ordre pour chaque Ḡa(n,Q
2), ex-

plicitée en (5.1.5). Les “conditions initiales”, pour un Q2
o de l’ordre de grandeur du carré de

l’énergie de masse du proton, sont incalculables à l’heure actuelle à partir des premiers prin-
cipes. Il s’agit plutôt de ce que l’on “mesure” dans ces collisions. Dans cet exemple, nous les
paramètrerons sous une forme simple. Dans la “représentation des x”, ce paramétrage est de
la forme :

Ga(x,Q
2
o) ' Naxαa−1(1− x)βa Pa(x) (5.1.4)

où
– N est une normalisation ;
– αa > −1 contrôle le profil à petit x ;
– βa > 0 contrôle le profil à x voisin de 1 ;
– Pa(x) est une fonction simple contrôlant le profil aux x intermédiaires,

auquel correspond, par transformation de Mellin (5.1.2), la forme en “représentation des n”
des conditions initiales Ḡa(n,Q

2
0).

La solution recherchée en “représentation des x” s’obtient alors par transformée de Mellin
inverse. Le traitement usuel de cette transformée de Mellin inverse s’effectue par l’intermédiaire
d’un calcul numérique, ou, dans certains cas, grâce à une application du théorème de la phase
stationnaire. Rigoureusement parlant, ces équations sont obtenues dans le régime où

ᾱ(Q2) << 1, ᾱ(Q2)|Logx| << 1, ᾱ(Q2)|Log(1− x)| << 1
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et elles sont physiquement incorrectes hors de ce domaine. Il est malgré tout intéressant de
l’étudier dans le cas où x << 1, ce qui sera un cas d’application du théorème de la phase
stationnaire.

5.1.2 Formulation du problème lorsque x << 1

La fonction ( écrite pour le gluon ) H̃g(n, ξ) = Ḡg(n,Q
2(ξ)) est solution d’une équation de

forme :
∂H̃g
∂ξ (n, ξ) =

(

c
n−1 − b+ o(n− 1)

)

H̃g(n, ξ) (5.1.5)

où b et c sont des constantes positives connues. En supprimant le terme o(n − 1) et en
considérant la nouvelle équation ainsi obtenue, la nouvelle fonction inconnue étant notée
Hg(n, ξ), on trouve la solution en “représentation des n” :

Hg(n, ξ) = e
cξ
n−1−bξ

Hg(n, 0) (5.1.6)

Utilisant la transformée de Mellin inverse, on trouve son expression en “représentation des x”
après changement de variable ω = n− 1 :

xM−1(Hg)(x, ξ) = e−bξ
∫

Cω

dω
2πix

−ωe
cξ
ω Hg(1 + ω, 0) (5.1.7)

Cω est un contour parallèle à l’axe imaginaire pur, et passant à droite de 0, singularité domi-
nante de l’intégrand.

Avec ζ = Log 1
x , u =

√
c ξ ζ , ω = t

√

c ξ
ζ et f(t) = t+ 1

t , ceci se réécrit :

xM−1(Hg)(x, ξ) ' e−b ξ
√

c ξ
ζ

∫

Ct

dt
2πie

uf(t)Hg

(

1 + t
√

c ξ
ζ , 0

)

(5.1.8)

Ct est un contour parallèle à l’axe imaginaire pur, et passant à droite de 0.

Nous souhaitons démontrer dans cette partie l’approximation suivante, lorsque u >> 1 :

xM−1(Hg)(x, ξ) '
√

c ξ
ζ

[

4π
√

c ξ ζ
]−1

2
Ḡg

(

1 +
√

c ξ
ζ , 0

)

e−b ξ+2
√
c ξ ζ

[

1 +O

(

1√
c ξ ζ

)]

.

(5.1.9)

Remarques
(i) L’intégrale

∫

C̃t
dt
2πie

u f(t) est la représentation intégrale d’une fonction de Bessel.

(ii) En “représentation des x”, l’équation (5.1.5) s’écrit

∂
∂ξ [xHg(x, ξ)] =

∫ 1

x

dz
(

c
z − b

)

[z Hg(z, ξ)] .

En posant xHg(x, ξ) = e−b ξg(ζ, ξ), on voit que la fonction g satisfait une “équation
d’onde avec masse imaginaire pure” [34] :

∂2

∂ζ ∂ξ g(ζ, ξ) = c g(ζ, ξ)

dont une solution pertinente est la fonction de Bessel ci-dessus.
2 - A priori, cette expression n’est pertinente que si

√

c ξ/ ζ << 1. En effet, elle résulte de
la résolution de l’equation (5.1.5) où intervient l’approximation P̄gg(n) ∼ c

n−1 − b+ o(n− 1)

, qui n’est valable que lorsque n → 1. Le “col en n”, donné par l’expression 1 +
√

c ξ/ ζ doit

donc être voisin de 1. On constate néanmoins que ce comportement lorsque
√

c ξ/ ζ ≥ 1 est,



94 CHAPITRE 5. APPLICATION À LA PHYSIQUE DES PARTICULES

au moins qualitativement, similaire à celui de la solution exacte.

3 - Un mot encore sur la validité physique de ce résultat. On constate que, à ξ i.e. Q2

fixés, celui-ci croit avec ζ plus rapidement que toute puissance de ζ du fait du facteur expo-
nentiel. Ceci contredit une conséquence de l’unitarité imposée par la mécanique quantique,
qui contraint Gg(x, ξ) à ne pas crôıtre plus vite que ζ2. Cette contradiction est due au fait
que l’équation étudiée est obtenue dans le régime ¯α(Q2) ζ << 1, où sont négligés des termes
associés à des mécanismes physiques qui deviennent essentiels lorsque ζ → ∞ : les partons
portant une fraction x infime de l’énergie-impulsion du proton ont une densité si élevée qu’ils
ne sont pas quasi libres et indépendants, mais au contraire interagissent, et ces interactions li-
mitent leurs densités. Le phénomène non linéaire qui conduirait à cette saturation est ignoré ici.

5.1.3 Application du théorème de la phase stationnaire complexe.

L’application du théorème 4.1 à la fonction f(t) = t + 1
t , pour peu que la condition que

Ω ne contienne pas le point singulier 0, donne tout de suite la contribution du point de phase
stationnaire t = 1, qui correspond à la valeur critique 2. On a ainsi démontré (5.1.9). Ceci
permet donc de retrouver l’approximation de la fonction de répartition.

Bien sûr, cet exemple est élémentaire. D’autres exemples de théorie des champs, beau-
coup plus compliqués, tiennent compte de la méthode du col pour leur résolution. Ceci est
par exemple à rapprocher des résultats de G. Benarous pour l’évaluation des intégrales de
Feynmann [13].



Chapitre 6

Espace de Fréchet des symboles.

Dans cette partie, nous présentons le calcul symbolique classique, tel qu’il a été introduit
par Hörmander [47]. Nous notons indifféremment par û ou par F(u) la transformée de Fourier
d’un élément u ∈ S ′(IRd). Les symboles ont été introduits pour généraliser les opérateurs
différentiels ordinaires, en s’appuyant sur la relation

i|α|ξαû(ξ) = F(∂αx u)(ξ)

qui se réécrit, pour u ∈ S(IRd) :

∂αxu(x) =
1

(2π)d

∫

IRd
eix.ξ(iξ)αû(ξ)dξ.

Dans cette formulation, par exemple, nous vérifions que, pour P = a0(x, t)∂t+
∑j=d
j=1 aj(x, t)∂xj ,

(opérateur introduit dans le chapitre 2 dans le cas m = 1) on obtient

Pu(x, t) =
1

(2π)d+1

∫

IRd+1

[ia0(x, t)τ + i

j=d
∑

j=1

ξjaj(x, t)]û(ξ, τ)eix.ξ+it.τdξdτ.

En écrivant û(ξ, τ) =
∫

IRd+1 u(y, s)dyds et en remplacant dans l’intégrale précédente (qui est
une intégrale convergente, Pu(x, t) s’écrit formellement

Pu(x, t) =
1

(2π)d+1

∫

IR2d+2

a(x, t, ξ, τ)ei(x−y)ξ+i(t−s)τu(y, s)dydsdξdτ, (6.0.1)

où a(x, t, ξ, τ) = [ia0(x, t)τ + i
∑j=d
j=1 ξjaj(x, t)]. En effet, cette intégrale n’est pas l’intégrale

d’une fonction de L1(IR2d+2).
Dans l’exercice 2.2, cette fonction avait été introduite et notée l(x, t, ξ, τ), et sa variété

nulle correspondait au lieu des points (x, t,∇xφ, ∂tφ), φ phase solution de l’équation eikonale.
Nous effectuons le changement de variable ξ = λΞ, τ = λσ, et nous vérifions que nous

nous ramenons à des intégrales du type de celles étudiées dans le chapitre 4, où le paramètre
asymptotique est λ. Dans le chapitre 7, nous considérerons des intégrales de la forme

Ia,φ(u) =

∫

IRd×IRN
dydθeiφ(x,y,θ)a(x, y, θ)u(y) (6.0.2)

qui sont la généralisation de la représentation (6.0.1) des opérateurs différentiels, la variable
θ remplaçant (ξ, τ) et la variable y remplaçant (y, s).

Nous voulons pouvoir appliquer le théorème de la phase non stationnaire, donc nous sou-
haitons pouvoir différentier autant de fois que nous le voulons en y et en θ dans les intégrales
définies par (6.0.2). De plus, nous voulons que le comportement de cette intégrale soit iden-
tique à celui de (6.0.1), donc une dérivation par rapport à la variable θ de la fonction a(x, y, θ),
analogue de a(x, t, ξ, τ) dans (6.0.1), doit entrâı ner une diminution de 1 de la puissance de θ,
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alors qu’une dérivation en y ou en x ne doit rien changer dans le comportement en |θ| pour θ
grand.

En nous appuyant sur ces remarques, nous définissons un ensemble de fonctions C∞,
possédant des propriétés de décroissance dans la variable θ, que nous appelons symboles.
Dans la présentation originelle de L. Hörmander, les intégrales oscillantes du type (6.0.2)
ont été étudiées en premier. Les symboles forment une algèbre, et nous verrons dans le cha-
pitre suivant que cette algèbre est associée à une algèbre d’opérateurs, appelés opérateurs
pseudo-différentiels, qui contient les opérateurs différentiels à coefficients variables usuels. Nous
généralisons dans le chapitre 9 cette algèbre d’opérateurs en ce que L. Hörmander appelle les
opérateurs intégraux de Fourier, et qui sont l’un des outils essentiels que ce cours souhaite
présenter.

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés topologiques de cette algèbre de symboles,
nous réservons au chapitre 8 le fait de définir le calcul symbolique (produit de deux symboles
compatible avec la composition des opérateurs associés). Notons que la motivation historique
d’introduction des symboles n’est pas celle employée ici, les symboles ont été créés pour trans-
crire aisément sur des fonctions les règles de calculs sur les opérateurs différentiels. Nous
privilégions cette présentation parce qu’elle est la suite logique des théorèmes de la phase
stationnaire.

Nous démontrerons l’analogue du lemme de Borel (Théorème 1.1) pour des symboles de
degré d’homogénéité (ou d’ordre) décroissant. Cette partie est inspirée presque totalement du
cours donné par J. Sjostrand à l’université d’Orsay en 1987-1988 [42].

6.1 Définition

On se place sur un ouvert X ⊂ IRd, et on définit l’espace des symboles d’ordre m sur
X × IRd × IRd et de poids ρ, δ par

Smρ,δ(X × IRd) =

{a(x, θ) ∈ C∞(X × IRd)∀K ⊂⊂ X, ∀α ∈ INd, ∀β ∈ INd, ∃C(m,K,α, β, a)

sup(x,θ)∈K×IRd,|θ|≥1|∂αx ∂βθ a(x, θ)| ≤ C(K,α, β, a)(1 + |θ|)m−ρ|β|+δ|α|.}
(6.1.3)

De tels espaces sont non vides : en effet, considérant a(x, ξ) = ξm1 , on vérifie que

|α| ≥ 1, |β′| ≥ 1⇒ ∂βξ ∂
α
x a = 0.

Comme ∂β1

ξ1
a = m!

β1!
ξm−β1

1 , on trouve que, dans les cas où cette dérivée est non nulle (β1 ≤ m)

(1 + |ξ|)−m+ρ|β|−δ|α||∂β1

ξ1
∂αx a| ≤

m!

β1!
|ξ1|m−β1(1 + |ξ1|)−m+ρβ1 ,

qui est, pour tout ρ et pour tout δ, majoré par m!
β1!

. Lorsque α 6= 0 ou β′ 6= 0, l’inégalité est
trivialement vérifiée.

On définit aussi l’espace S−∞ des symboles qui décroissent plus vite que toute puissance
inverse de θ :

S−∞(X × IRd) = {a, supK |∂αx ∂βθ a| ≤ C(a, α, β,K,M)(1 + |θ|)−M .}

Notons que la définition des symboles donnée dans ce chapitre, et que nous utiliserons
désormais, est plus générale que la définition du préambule, puisque nous autorisons ρ ≤ 1
(c’est-à-dire une perte de puissances de θ moindre que 1 à chaque dérivation) ainsi que δ ≥ 0
(c’est-à-dire un gain possible de puissances de θ lorsque l’on dérive par rapport à x). Des
exemples de tels symboles sont utilisés dans ce cours ; en particulier on pourra rencontrer
(ρ, δ) = ( 1

3 , 0) et (ρ, δ) = ( 1
3 ,

2
3 ).
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Donnons tout de suite un exemple d’un symbole de S0
1,0, qui nous sera utile par la suite : le

symbole troncature. Considérons une fonction χ ∈ C∞(IRd), telle que χ(θ) = 1 pour |θ| ≤ 1/2
et χ(θ) = 0 pour |θ| ≥ 1.

Le symbole χj(θ) = χ( θj ) est borné dans S1
1,0(X × IRd).

En effet, lorsque l’on calcule ∂βθ χj(θ), on trouve

∂βθ χj = j−|β|(∂βθ χ)(
θ

j
)

La fonction χ est C∞
0 donc il existe cβ tel que (∂βθ χ) ≤ cβ. On vérifie que, pour |θ| ≥ 2j,

(1 + θ)|β|∂βθ χj = 0 et est majorée par (1 + 2j)|β|j−|β| pour |θ| ≤ 2j, donc par 3|β|. On a donc

∂βθ χj ≤ 3|β|cβ(1 + |θ|)−|β|

ce qui prouve l’appartenance de χj à S0
1,0.

6.2 Propriétés fondamentales

Il est aisé de vérifier que le produit d’un élément de Smρ,δ et de Sm1

ρ,δ est dans Sm+m′

ρ,δ . Par
les formules de Leibniz, en effet, on a

∂αx ∂
β
θ (ab)(x, θ) =

∑

α′,β′,|α′|≤|α|,|β′|≤|β|
Cα

′,β′

α,β (∂α
′

x ∂
β′

θ a)(∂
α−α′
x ∂β−β

′

θ b).

On en déduit

|∂αx ∂βθ (ab)(x, θ)|x∈K,θ∈IRd ≤
∑

α′,β′,|α′|≤|α|,|β′|≤|β|
Cα

′,β′

α,β Nα′,β′,K(a)Nα−α′,β−β′,K(b).

et donc

Nα,β,K(ab) ≤
∑

α′≤α,β′≤β
Cα,β

′

α,β (supα′≤α,β′≤βNα′,β′,K(a))(supα′≤α,β′≤βNα′,β′,K(b)).

Des propriétés classiques et importantes des symboles sont énoncées dans les deux propo-
sitions qui suivent :

Proposition 6.1 • Si a ∈ Smρ,δ(X × IRN ), alors, pour tout m′ ≥ m, ρ′ ≤ ρ et tout δ′ ≥ δ,

a ∈ Sm′
ρ′,δ′ .

• Lorsque K est fixé et a ∈ Smρ,δ(X × IRN ), la plus petite constante C(m,K,α, β, a) satis-
faisant à la définition 6.1.3 est notée Nm

α,β,K(a). On définit ainsi une famille de semi-normes

Nm
α,β,K sur Smρ,δ(X × IRd). L’espace des symboles muni de cette famille de semi-normes est un

espace de Fréchet.
• Pour cette famille de semi-normes, l’espace S−∞ est dense, pour la topologie de Sm

′
ρ′,δ′ ,

dans Smρ,δ pour m′ > m.

Le premier alinéa de la proposition implique :

a ∈ Smρ,δ , b ∈ Sm1

ρ′,δ′ ⇒ ab ∈ Sm+m1

min(ρ,ρ′),max(δ,δ′).

Le dernier alinéa de la proposition 6.1 est une conséquence de

Proposition 6.2 Si (aj)j≥1 est une suite bornée dans Smρ,δ, qui converge ponctuellement vers

a(x, θ), la limite a est dans Smρ,δ et la suite (aj) converge au sens des symboles dans Sm
′

ρ,δ pour
m′ > m.
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Preuve de la proposition 6.2 Nous désignons par Cα,β,K le majorant uniforme de toutes

les normes des ∂βθ ∂
α
x aj sur K, qui est indépendant de j.

Grâce aux inégalités permettant de contrôler ∂xf en fonction de ∂2
x2f et de f , on vérifie

que, sur tout compact K

|∂x(aj − al)| ≤ C1(K)||aj − al||∞ + C2(K)(||aj − al||∞||∂2
x2(aj − al)||∞)

1
2 .

On sait que la suite aj est bornée dans Sm, donc en particulier, sur un compact, on sait
que

||∂2
x2(aj − al)||∞ ≤ 2(1 + |θ|)m+2δC2,0,K .

Nous nous plaçons sur un compact K en θ pour appliquer le résultat précédent, donc

|∂x(aj − al)| ≤ C1(K)||aj − al||∞ + C2(K)C
1
2

2,0,K(||aj − al||∞)
1
2 .

Il y a majoration uniforme de la norme infini de la suite sur le compact K×K, convergence
ponctuelle en tout point, donc convergence uniforme sur le compact K × K. On en conclut
que la suite ∂xaj est une suite de Cauchy sur ce compact, uniformément bornée, donc elle
converge et la limite est uniforme.

Par récurrence sur la longueur |α|+ |β|, on démontre que la suite ∂αx ∂
β
θ aj est de Cauchy et

uniformément convergente sur tout compact de la forme K×K. Malheureusement, on ne peut
pas vérifier la convergence uniforme sur K × IRd, car ce n’est pas un compact. En revanche,
on trouve que la limite a est dans C∞(X × IRd), et comme on a

|∂αx ∂βθ aj | ≤ Cα,β,K(1 + |θ|)m−ρ|β|+δ|α|,

la convergence simple prouve que la limite simple est dans Smρ,δ(X × IRd). On introduit

kα,βj (x, θ) = ∂αx ∂
β
θ (aj − a)(x, θ)(1 + |θ|)−m′+ρ|β|−δ|α|. On remarque que

|kα,βj (x, θ)| ≤ (1 + |θ|)m−m′
2Cα,β,K .

Définissons Rα,β,Kε > 0 tel que, pour |θ| ≥ Rα,β,Kε , on ait (1 + |θ|)m−m′
2Cα,β,K ≤ ε

2 . Sur
le compact K × B(0, Rα,β,Kε ), la suite aj converge uniformément dans C∞ vers a. La suite

∂αx ∂
β
θ aj converge donc sur ce compact vers ∂αx ∂

β
θ a, donc il existe j(ε, α, β,K) tel que

j ≥ j(ε, α, β,K)⇒ kα,βj (x, θ) ≤ ε

2
, (x, θ) ∈ K ×B(0, Rα,β,Kε ).

La suite kj(x, θ) converge uniformément sur K × IRd vers 0, ce qui achève la preuve de la
proposition 6.2.

On utilise une troncature en θ pour se ramener à des symboles à support compact. La
preuve du dernier alinéa de la proposition 6.1 s’obtient par construction, pour a ∈ Smρ,δ , d’une

suite de S−∞ convergeant vers a. Comme χj ∈ S0
1,0 ∩ S−∞, la suite de symboles aj = aχj est

bornée au sens de la topologie de Smρ,δ, est dans S−∞ et converge ponctuellement vers a. On
utilise le troisième alinéa de la proposition 6.2 pour obtenir que aj converge vers a pour la

topologie de Sm
′

ρ,δ , m
′ > m. Ceci montre la densité de S−∞ dans Smρ,δ pour la topologie de Sm

′
ρ,δ

pour m′ > m. Réciproquement, si une suite aj vérifie les hypothèses de la proposition 6.2, on

en déduit qu’il y a convergence sur tout compact de ∂αx ∂
β
θ aj vers ∂αx ∂

β
θ a. La proposition 6.2

est démontrée.

Proposition 6.3 Soit aj ∈ Smjρ,δ (X× IRN ). On suppose que la suite décroissante mj tend vers

−∞. Alors il existe a ∈ Sm0

ρ,δ , unique modulo S−∞, tel que

a−
∑

j<k

aj ∈ Smkρ,δ .
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Preuve de la proposition 6.3 On démontre l’unicité. Soit a′ un autre symbole. Alors a−a′
est dans Smk pour tout k. Il est donc dans S−N pour tout N , ce qui justifie a− a′ ∈ S−∞.

L’existence de a provient d’un raisonnement analogue à celui employé pour la démonstration
du théorème de Borel (Théorème 1.1) (il existe une fonction C∞ dont la série de Taylor quel-
conque est donnée). Nous construisons, pour Lj ≥ 1 suite strictement croissante tendant vers
+∞ le symbole

ãj(x, θ) = (1− χ(
θ

Lj
))aj(x, θ).

Si θ est donné, alors pour | θLj | ≤
1
2 , ãj = 0. Donc si j est tel que Lj ≥ 2|θ|, alors ãj(x, θ) = 0.

On peut donc définir, pour tout (x, θ), la somme des ãj , qui est localement finie. La fonction

obtenue a(x, θ) est une fonction C∞(X × IRd).
On note dans ce paragraphe χj la fonction (qui a été écrite ci-dessus χLj ) :

χj : θ → χ(
θ

Lj
)

est un symbole de S0
1,0(IR

d). Le symbole ãj est dans S
mj
ρ,δ , donc dans S

mj+1
ρ,δ . On peut alors

choisir la suite Lj (comme dans la preuve du Théorème 1.1) tel que, pour tout j ≤ |α|+ |β|,

|∂αx ∂βθ ãj(x, θ)| ≤ 2−j(1 + |θ|)1+mj−ρ|β|+δ|α|. (6.2.4)

En effet, nous vérifions que |ã0| ≤ |a0| sur le support de 1 − χ(L0θ), qui est inclus dans
θ ≥ 1

2L0. Donc, sur le support de ã0,

(1 + |θ|)−1−m0 |ã0| ≤ sup|θ|≥ 1
2L0

N0,0,K(a0)(1 + |θ|)−1 ≤ 2N0,0,K(a0)

2 + L0
.

Le choix de L0 est L0 ≥ 2N0,0,K .
On procède pour la suite par un raisonnement par récurrence. On suppose que les Lj ont

été choisis de sorte que, pour 0 ≤ j ≤ n− 1, on ait

|α|+ |β| ≤ l ≤ n− 1⇒ Nml+1
α,β,K(ãl) ≤ 2−l.

Soit j = n et on étudie ãj . On vérifie que

b = ∂αx ∂
β
θ (ãj) = ∂αx [

∑

β′≤β
Cβ,β′∂β

′

θ ajL
−|β|+|β′|
j (∂β−β

′

θ χ)(
θ

Lj
)].

Comme N
mj+1
α,β,K(ãj) = max |b(x, θ)|(1 + |θ|)−mj−1−δ|α|+ρ|β|, on utilise

b(x, θ)(1 + |θ|)−mj−1−δ|α|+ρ|β|

= (1+|θ|)−1
∑

β′≤β
Cβ,β′ [(1+|θ|)−mj−δ|α|+ρ|β′|∂αx ∂

β′

θ aj ](1+|θ|)ρ(|β|−|β′|)L−|β|+|β′|
j (∂β−β

′

θ χ)(
θ

Lj
).

On désigne parDj,β la constante (
∑

β′≤β |Cβ,β′ |) maxα≤β ||∂αθ χ||maxN
mj
α,β′,K(aj). De l’iden-

tité

b(x, θ)(1 + |θ|)−mj−1−δ|α|+ρ|β| = 0 sur χ = 1

on déduit l’inégalité

|b(x, θ)(1 + |θ|)−mj−1−δ|α|+ρ|β|| ≤ 2

Lj
Dj,β .



100 CHAPITRE 6. ESPACE DE FRÉCHET DES SYMBOLES.

On prend alors Lj ≥ 2j+1Dj,β, ce qui donne l’inégalité (6.2.4). Notons ici que le contrôle de

ãj dans S
mj+1
ρ,δ est un contrôle en 2−j . Par exemple, on remarque que la suite 1 − χj ∈ S0

1,0

tend vers 0 dans S1
1,0.

On considère alors α, β, k,K donnés. Pour p ≥ N ≥ |α|+ |β|, on a

|∂αx ∂βθ ãp| ≤ 2−p(1 + |θ|)1+mp−ρ|β|+δ|α|

donc a fortiori, puisque mp ≤ mN et que a−∑p=N−1
p=0 ãp =

∑∞
p=N ãp

|∂αx ∂βθ (a−
N−1
∑

p=0

ãp)| ≤ (1 + |θ|)1+mN−ρ|β|+δ|α|.

On choisit N tel que mk+1 ≥ mN + 1 et N ≥ |α|+ |β|. Ceci est possible car la suite mk tend
vers −∞. Ensuite, on écrit ck+1 = a−∑j≤k aj et on vérifie

ck+1(x, θ) =
∑

k+1≤j≤N−1

ãj + (a−
∑

j≤N−1

ãj) +
∑

j≤k
(ãj − aj).

On utilise le fait que
∑

j≤k(aj − ãj) est dans S−∞, l’inégalité

|∂αx ∂βθ (a−
N1
∑

p=0

ãp)| ≤ (1 + |θ|)1+mN−ρ|β|+δ|α|

que nous venons de démontrer et l’inégalité (obtenue car ãj est le produit de aj ∈ Smjρ,δ et de

(1− χj) ∈ S0
1,0 ⊂ S0

ρ,δ)

|∂αx ∂βθ ãj(x, θ)| ≤ D(α, β)(1 + |θ|)mj−ρ|β|+δ|α|.

On a alors l’inégalité

|∂αx ∂βθ ck+1(x, θ)| ≤ ND(α, β)(1+|θ|)mk+1−ρ|β|+δ|α|+(1+|θ|)mk+1−ρ|β|+δ|α|+C1(1+|θ|)mk+1−ρ|β|+δ|α|

et cette majoration prouve l’appartenance de ck+1 à S
mk+1

ρ,δ .

Nous avons donc démontré la convergence au sens des normes de Sm0 de
∑

j≤k aj . Ceci
achève la preuve de la Proposition 6.3.

Remarque : on voit ici qu’il n’y a pas unicité, puisque le choix de deux fonctions χ ou de
deux suites Lj pour la même fonction χ conduit à deux sommes

∑

ãj différentes.

Proposition 6.4 On se donne une suite aj dans S
mj
ρ,δ et on suppose que mj décroit vers −∞.

On suppose qu’il existe a tel que, pour tout compact K, tout multi indice, il existe Mα,β et
Cα,β,K tels que

|∂αx ∂βθ aj | ≤ Cα,β,K(1 + |θ|)Mα,β .

On suppose qu’il existe une suite m′
k qui tend vers −∞ telle que

|a(x, θ)−
k−1
∑

j=0

aj(x, θ)| ≤ CK,k(1 + |θ|)m′
k .

Alors a =
∑j=+∞

j=0 aj, modulo S−∞.
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Preuve de la proposition 6.4. Par la proposition 6.3, a′ =
∑∞
j=0 aj existe et est dans

Sm0

ρ,δ . Alors b = a− a′ vérifie

b = a−
k−1
∑

0

aj +

k−1
∑

0

aj − a′.

Le premier terme est majoré par CK,k(1 + |θ|)m′
k par l’hypothèse de la proposition et le

deuxième terme l’est par CK,k,0,0(1 + |θ|)mk par le résultat de la proposition 6.3.
Pour tout M entier positif, il existe k tel que mk et m′

k soient tous les deux plus petits
que −M . Il existe donc CK,M tel que

|b| ≤ CK,M (1 + |θ|)−M .
Rappelons l’inégalité suivante pour |α|+ |β| = 1 :

|∂αx ∂βθ b(x, θ)| ≤ C(K)(sup|b|) 1
2 ((sup|∂2α

x ∂2β
θ b|) 1

2 + (sup|b|) 1
2 ). (6.2.5)

On se place dans le cas |α|+ |β| = 2, pour généraliser cette inégalité. On obtient

|∂αx ∂βθ b| ≤ C|α+|β(K)[max |b|+ max |b| 12 | × max
|γ1|+|γ2|=|α|+|β|

∂
2(γ2+γ1)
xγ1θγ2 b| 12 ].

En effet on démontre l’inégalité suivante :

||f”||∞ ≤ C1(K)||f ||∞ + C2(K)||f (4)||∞.

Si on restreint f à [−a, a], a > 0, alors il existe θ1, θ2 ∈]0, 1[ tels que

f”(0) =
f(x) + f(−x)− 2f(0)

x2
− x2

24
(f (4)(θ1x) + f (4)(−θ2x)).

Si f (iv) = 0, on trouve |f ′′(0)| ≤ 4
x2 ||f ||∞. Dans le cas contraire, on a

|f ′′(0)| ≤ 4

x2
||f ||∞ +

x2

12
||f (iv)||∞

et on optimise ce majorant pour |x| ≤ a. Dans le cas où 4
√

3( ||f ||∞
||f (4)||∞ )

1
2 > a2, on trouve

recherchée :

|f”(0)| ≤ 8

a2
||f ||∞ +

2√
3
||f ||

1
2∞||f (4)||

1
2∞.

Cette inégalité est moins bonne lorsque a est petit. Il faut alors étudier ce cas, c’est-à-dire
lorsque le point où on calcule un majorant de f” se rapproche du bord du compact. On calcule
5f(x)− 4f(2x) + f(3x), ce qui permet d’obtenir f”(0) en fonction de f et f (4).

Pour la majoration d’une dérivée croisée, on écrit

||∂2
xθf || ≤ C1[||∂xf ||+ ||∂xf || 12 ||∂3

xθ2f ||
1
2 ]

||∂3
xθ2f || ≤ C1[||∂2

θ2f ||+ ||∂2
θ2f ||

1
2 ||∂4

x2θ2f ||
1
2 ].

On utilise les majorants

||∂xf || ≤ C1[||f ||+ ||f ||
1
2 ||∂2

x2f || 12 ]

et les majorants démontrés dans le cas d’une variable (la constante C2 est celle adaptée à
l’inégalité pour la dérivée seconde avec le compact en x et en θ)

||∂2
x2f || ≤ C2[||f ||+ ||f ||

1
2 ||∂4

x4f || 12 ]

||∂2
θ2f || ≤ C2[||f ||+ ||f ||

1
2 ||∂4

θ4f ||
1
2 ].
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On a une majoration par une fonction de la forme M(||f ||, ||∂4
x4f ||, ||∂4

θ4f ||, ||∂4
x2θ2f ||) (qui

est compliquée), elle même majorée par

C3[||f ||+ ||f ||
1
2 max
|α|+|β|=2

||∂2α
x2α∂

2β
θ2β
f || 12 ].

Ce raisonnement peut se poursuivre pour |α| + |β| = n ∈ N par récurrence sur n. Le
symbole b est donc dans S−∞. La proposition 6.4 est démontrée.

Dans le chapitre suivant, nous introduisons l’outil qui permettra de construire l’algèbre des
opérateurs pseudo-différentiels associé à l’algèbre des symboles. Nous aurions d’ores et déjà
tous les outils qui permettraient de la définir formellement, mais nous choisissons d’introduire
la loi de composition grâce à la composition des opérateurs associés. Les symboles de Sm1,0(X×
IRd) sont les symboles qui ressemblent le plus aux polynômes en ξ à coefficients C∞ en x ∈ X ,
qui sont les symboles associés aux opérateurs différentiels. Nous noterons désormais Sm1,0(X ×
IRd) en omettant l’indice (1, 0), soit Sm(X × IRd)1.

6.3 Le problème modèle de Friedlander

Dans cette section, nous commençons l’étude d’un problème qui nous servira de fil conduc-
teur dans cette approche de l’analyse microlocale ; il s’agit du problème modèle de Friedlander.
Inspiré de l’article de 1977 [41], il permet une étude, dans un cas simple, d’un problème de
rayon tangent à un bord, dont le traitement formel ressemble à celui de la caustique introduite
dans le chapitre 10. Les notations introduites ici seront donc suivies tout au long de l’étude,
en particulier dans les chapitres 7,8, 10. L’introduction de l’opérateur défini ci-dessous dans
(6.3.6) est quelque peu arbitraire, nous verrons dans la section 11.4 quelle en est la justi-
fication. Nous l’introduisons dans ce chapitre pour montrer que certains problèmes simples
d’équations aux dérivées partielles font intervenir de manière naturelle des symboles qui ne
sont pas usuels, essentiellement des symboles de S0

1/3,2/3.

On se donne l’opérateur sur IR+ × IR2

Pu(x, y1, y2) =
∂2u

∂x2
− (1 + x)

∂2u

∂y2
1

+
∂2u

∂y2
2

. (6.3.6)

On introduit, pour θ1 ∈ C| , =θ1 < 0, et θ2 ∈ IR, les réels λ, Z, Z0, ξ, ξ0 par

θ1 = |θ1|ei(
3π
2 +λ),−π

2
≤ λ ≤ π

2

ainsi

θ
2
3
1 = −|θ1|

2
3 e

2i
3 λ, θ

− 4
3

1 = |θ1|−
4
3 e−

4i
3 λ.

On introduit

ξ = θ
− 4

3
1 θ22 − (1 + x)θ

2
3
1

ξ0 = θ
− 4

3
1 θ22 − θ

2
3
1

On note désormais

|θ| = (θ21 + θ22)
1
2

Z = |θ1|
2
3 − (1 + x)θ22 |θ1|−

4
3

Z0 = |θ1|
2
3 − θ22|θ1|−

4
3 .

On résout

1Ce n’est pas la notation usuelle, on réserve souvent la notation sans indice aux symboles classiques
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Pu = 0, u ∈ D′(IR+ × IR2)
u(0, y) = f(y), f ∈ E ′(IR2)
u(x, y1, y2) = 0, y1 < 0.

(6.3.7)

1) Démontrer que la solution de (6.3.7) s’écrit, pour f ∈ S(IR2)

u(x, y) =
1

(2π)2

∫

IR2

K̂x(θ1, θ2)f̂(θ1, θ2)e
iy1θ1+iy2θ2dθ1dθ2

au sens des intégrales de Fourier, où Kx, solution de

PKx = 0
K0(y) = δy=0

Kx(y1, y2) = 0, y1 < 0.
(6.3.8)

est supposée admettre une transformée de Fourier, égale dans =θ1 < 0 à2

K̂x(θ1, θ2) =
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
.

2) a) Démontrer que la fonction Φ définie par l’égalité

u
1
4Ai(u)exp(

2

3
u

3
2 ) = u

1
4 Φ(u)

admet, ainsi que son inverse, un développement asymptotique pour u ∈ IR+ grand, en puis-
sances inverses de u

3
2 , développement valable uniformément dans argu ∈ [−π + ε, π − ε].

b) Soit G une fonction donnée de classe C∞. Démontrer par récurrence l’existence de

fonctions C∞ Qk,αj (x, θ), homogènes en θ de degré d’homogénéité 2
3 (j + k)− |α|, telles que

∂kxk∂
α
θα [G(Z)] =

j=|α|
∑

j=0

G(k+j)(Z)Qk,αj (x, θ)

3) On considère la fonction C∞, notée σ0, nulle pour t ≤ 1, identiquement égale à 1 pour
t ≥ 2. On introduit σ2(t) = σ0(δ2t), 0 < δ2 < 1/2. On introduit

a2(x, θ1, θ2) = σ0(|θ|)σ2(Z0)
Φ(ξ)

Φ(ξ0)
.

a) Démontrer que σ2(Z0) ∈ S0
1/3,0(IR

2).

b) Utilisant l’inclusion S0
1/3,0 ⊂ S0

1/3,2/3, démontrer que a2 ∈ S0
1/3,2/3.

4) a) Démontrer que

(1− σ0(|θ|))
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
∈ S−∞.

Soit σ1 la fonction paire, nulle sur [1−δ1,+∞[, égale à 1 sur [0, 1−2δ1], par exemple σ1(u) =

1− σ0(δ1|u|+ 1− 3δ1). Soit h la fonction égale à (s2 + 1)−
1
2 (s2 − 1)

3
2 sur [1, (1 + x)

1
2 ], égale

à (s2 + 1)−
1
2 [(s2 − 1)

3
2 − (s2 − 1− x) 3

2 ] sur [(1 + x)
1
2 ,+∞[. Elle est minorée par une fonction

γ(x), que l’on pourra exprimer, pour s ≥ (1− δ1)−1.
b) Démontrer que

|σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)exp(−2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))| ≤ exp(−2

3
γ(x)|θ|).

c) Démontrer, quel que soit n, l’existence de Cn telle que

2La dernière inégalité de (6.3.7) montre que y1 joue le rôle du temps, et que l’on étudie la réflexion d’une
onde sur le bord x = 0, ce qui est relié par la notion de solution supportée dans y1 ≥ 0 à l’extension =θ1 < 0
par le théorème de Paley-Wiener-Schwarz.
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|∂nxn(σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
)| ≤ Cnexp(−1

3
γ(x)|θ|).

d) En conclure sur l’appartenance de a1(x, θ) = σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|)

Ai(ξ)
Ai(ξ0) à un espace de sym-

boles.
5) On note

a3(x, θ) = [K̂x(θ)− (1− σ0(|θ|)) Ai(ξ)Ai(ξ0) − σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2| )

Ai(ξ)
Ai(ξ0)

−a2(x, θ)exp(− 2
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))]exp( 2i

3 Z
3
2 signθ1)1x>δ

a) Démontrer que le support S de a3 est donné par les inégalités

|θ| ≥ 1, |θ2| ≤ (1− 2δ1)
−1|θ1|, Z0 ≤ 2δ2.

b) Déterminer le plus petit cône contenant S.
c) Démontrer que Z a un minorant strictement positif sur {(x, θ), x > δ, |θ1| ≥ (1 −

2δ1)|θ2|}.
d) Démontrer que a3 ∈ S0

1/3,2/3.

Résolution. 1) On suppose donc que Kx(y), solution fondamentale de P à support dans
IR+×IR+×IR, qui est, grâce à l’hypoellipticité partielle en x de l’opérateur P , dans C∞(IR+,D′(IR2)),
admet une transformée de Fourier K̂x(θ). Cette transformée de Fourier est solution de

∂2
x2K̂x(θ) + [(1 + x)θ2

1 − θ22 ]K̂x(θ) = 0

avec K̂0(θ) = 1. Nous écrivons le changement de variable X = a1(θ)x + a2(θ) pour nous
ramener à l’équation caractéristique de la fonction d’Airy. Nous avons alors

a2
1∂

2
X2K̂x − [θ22 − a−1

1 θ21(X − a2)]K̂x = 0

On choisit a2 = −θ22θ−2
1 a1 et a3

1 = −θ21. L’équation s’écrit

∂2
X2K̂x(θ)−XK̂x(θ) = 0. (6.3.9)

On sait que Kx = 0 pour y1 < 0. Comme

K̂x(θ) =

∫

IR2

e−iy1θ1−iy2θ2Kx(y)dy

la fonction K̂x(θ) se prolonge analytiquement en θ1 dans =θ1 < 0 et reste majorée. On peut

alors déterminer les racines θ
2
3
1 par la représentation indiquée dans le texte, et on a

X = θ22θ
− 4

3
1 − (1 + x)θ

2
3
1 .

De (6.3.9), on déduit qu’il existe deux fonctions C1(θ) et C2(θ) telles que

K̂x(θ) = C1(θ)Ai(X) + C2(θ)Bi(X).

Lorsque =θ1 < 0, la solution Bi(X) est exponentiellement croissante et n’est pas dans

S ′(IR), ce qui donne C2(θ) = 0 et C1(θ) = (Ai(θ22θ
− 4

3
1 − θ

2
3
1 ))−1. Il suffit alors de noter ξ =

θ22θ
− 4

3
1 − (1 + x)θ

2
3
1 et ξ0 = θ22θ

− 4
3

1 − θ
2
3
1 .

2) a) Ce développement asymptotique a été fait dans l’exercice 1 du chapitre 4. Pour

obtenir celui de (u
1
4 Φ(u))−1, on inverse la série de Taylor en u−

3
2 correspondante.

b) La méthode employée est la même que dans l’exercice 6 de ce chapitre. On démontre
par récurrence l’existence de fonctions homogènes Qαj (x, θ) telles que
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∂αθ (G(Z)) =

|α|
∑

j=1

Qαj (x, θ)G(j)(Z).

Pour α = (1, 0) ou (0, 1), on trouve :

Q
(1,0)
1 (x, θ) =

2

3
|θ1|−

1
3 sign(θ1)[1− 2(1 + x)

θ22
θ21

], Q
(0,1)
1 (x, θ) = −2|θ1|

2
3 (1 + x)

θ2
θ21
,

et pour |α| ≥ 1, nous avons les relations de récurrence

Qα+α1
1 (x, θ) = ∂α1

θ Qα1 (x, θ)

Qα+α1

|α+α1|(x, θ) = Qα1
1 (x, θ)Qα|α|(x, θ)

Qα+α1

j (x, θ) = ∂α1

θ Qαj (x, θ) +Qα1
1 (x, θ)Qαj−1(x, θ), 2 ≤ j ≤ |α|.

Le symbole Qα1
1 est homogène de degré − 1

3 . On effectue un raisonnement par récurrence
pour obtenir le degré d’homogénéité de Qα1

j . On suppose que d0Qαj = 2
3j − |α|, alors

d0Qα+α1
1 = d0Qα1 − 1 =

2

3
− |α| − 1

d0Qα+α1

|α|+1 = d0Qα|α| −
1

3
= −1

3
|α| − 1

3

d0Qα+α1

j =
2

3
j − |α| − 1

puisque, pour le dernier item, les deux termes ont le même degré d’homogénéité 2
3j−|α|−1 =

2
3 (j − 1)− |α| − 1

3 . Ensuite, on vérifie que

∂kx∂
α
θ G(Z) = ∂αθ [(∂xZ)kG(k)(Z)].

L’application de la formule de Leibniz prouve que

∂kx∂
α
θ G(Z) = ∂αθ [(−1)kθ

2
3k
1 G(k)(Z)] = (−1)k

∑

α′

Cα
′

α ∂
α′
θ (G(k)(Z))su∂α−α

′

θ (θ
2
3k
1 ).

3 a) On applique 2 b) à la fonction G(k) pour trouver la décomposition cherchée, où

Qk,αj = (−1)kCα
′

α Q
α′
j ∂

α−α′

θ (θ
2k
3

1 ), j ≥ 1

Qk,α0 = (−1)k∂αθ (θ
2k
3

1 ).

On vérifie aisément que l’ordre de Qk,αj est 2k
3 − (|α| − |α′|) + 2j

3 − |α′|, ce qui est le résultat
recherché.

3 a) On obtient de même que, pour k = 0 et x = 0, on a

∂αθα(σ2(Z0)) =

j=|α|
∑

j=0

Q0,α
j (0, θ)σ

(j)
2 (Z0)

Le caractère borné de σ2 et de toutes ses dérivées (sa première dérivée est dans C∞
0 (IR))

implique que l’ordre maximum de puissance de θ dans la dérivée est − 1
3 |α|. On conclut comme

dans l’exercice 6 du présent chapitre puisque σ2 ∈ S0
0,0.

b) On vérifie que ξ = Zei
π
3 sign(θ1). La fonction ψ
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u→ σ2(u)

Φ(uei
π
3 sign(θ1))

=
σ2

Φ∗ (u)

est dans C∞. On vérifie alors que

∂kx∂
α
θ a2(x, θ) =

∑

α1+α2+α3=α

Cα1,α2,α3
α ∂α1

θ σ0(|θ|)∂α2

θ (ψ(Z0))∂
k
xk∂

α3

θ3
(Φ∗).

Cette égalité conduit à un majorant de chaque terme obtenu en développant chaque dérivée
en

(1 + |θ|)− 1
3 |α2|− 1

3 |α3|+ 2
3k,

d’où le résultat. On aurait pu aussi écrire

σ0(|θ|) ∈ S0
0,0(IR

2) ⊂ S0
0,0(IR× IR2) ⊂ S0

1/3,2/3(IR× IR2)

ψ ∈ S0
1/3,0(IR

2) ⊂ S0
1/3,0(IR× IR2) ⊂ S0

1/3,2/3(IR× IR2)

et, grâce au b), on sait que
Φ∗ ∈ S0

1/3,2/3(IR× IR2)

donc a2 ∈ S0
1/3,2/3(IR× IR2).

4) a) Ce symbole est à support compact, donc on utilise l’exercice 1 du présent chapitre.

On a a0(x, θ) = (1− σ0(|θ|)) Ai(ξ)Ai(ξ0) ∈ S−∞(IR× IR2).

b) La relation

(s2 + 1)−
1
2 ((s2 − 1)

3
2 − (s2 − 1− x) 3

2 ) = x.
2s2 − 2− x+ (s2 − 1)

1
2 (s2 − 1− x) 1

2

(s2 + 1)
1
2 ((s2 − 1)

1
2 + (s2 − 1− x) 1

2 )

permet de voir que, pour x > 0 et s ≥ (1 + x)
1
2 , cette expression est strictement positive, et

minorée par xα(x), α(x) > 0 lorsque x > 0. Comme de plus la fonction (s2 + 1)−
1
2 (s2 − 1)

3
2

est strictement croissante sur [1, (1 + x)
1
2 ], elle est minorée par sa valeur en (1 − δ1)−1 pour

s ≥ (1 − δ1)−1. Notant alors γ(x) = min(xα(x), h((1 + x)
1
2 ), h((1 − δ1)−1)), γ(x) > 0 pour

x > 0.
On vérifie que

|θ1| ≤ |θ2|√
1+x
⇒ Re(− 2

3 (ξ
3
2 − ξ

3
2
0 )) = − 2

3 [(−Z)
3
2 − (−Z0)

3
2 ]

|θ2|√
1+x
≤ |θ1| ⇒ Re(− 2

3 (ξ
3
2 − ξ

3
2
0 )) = 2

3 (−Z0)
3
2

|θ2| ≤ |θ1| ⇒ Re(− 2
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 )) = 0.

On voit alors que |θ1| = |θ|(1 +
θ22
θ21

)−
1
2 . On vérifie que σ1(

θ1
|θ2| ) 6= 0 ⇒ | θ1θ2 | ≤ 1 − δ1. Ceci

implique alors

|θ2
θ1
| ≥ (1− δ1)−1.

On vérifie que

2

3
Re(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ) =

2

3
|θ|h(θ2

θ1
), |θ2| ≥ |θ1|.

On déduit des inégalités sur h que

|exp(−2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))| ≤ e− 2

3γ(x)|θ|.
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c) Nous vérifions d’abord que, uniformément dans |argξ| ≤ π − ε,

C1 ≤ (1 + |ξ| 14 )|Ai(ξ)exp(
2

3
ξ

3
2 )| ≤ C2

Comme ξ et ξ0 sont d’argument ±π3 , l’inégalité est bien vérifiée et on a

| Φ(ξ)

Φ(ξ0)
| ≤ C2

C1

1 + |Z0| 14
1 + |Z| 14

.

On écrit le second membre comme

f(s) =
1 + |θ1|

1
6 |1− s2| 14

1 + |θ1| 16 |1 + x− s2| 14
.

On vérifie que, dans cette égalité, s = θ2
θ1

et est, en valeur absolue, plus grand que (1−δ1)−1 > 1.

Lorsque s2 ≥ 1 + x, s ≥ 0, la fonction est décroissante, donc majorée par sa valeur en
s2 = 1 + x. Lorsque s2 ≤ 1 + x, on constate qu’elle est aussi majorée par cette valeur. On a

| Φ(ξ)

Φ(ξ0)
| ≤ C2

C1
(1 + x

1
4 |θ1|

1
6 ).

De plus, la dérivée par rapport à x d’ordre k de la fonction Ai(ξ) fait intervenir la dérivée
de Ai à l’ordre k, qui s’écrit Pk(ξ)Ai(ξ) + Qk(ξ)Ai

′(ξ). Nous vérifions que nous avons des
estimées et un développement asymptotique semblable pour Ai′. De plus, le degré de P2m et
de Q2m+1 est m, celui de P2m+1 et de Q2m+2 est m+ 1.

On a alors

∂kxk(Ai(ξ)) = (−|θ1|
2
3 )k(Pk(ξ)Ai(ξ) +Qk(ξ)Ai

′(ξ).

Il existe alors une constante C(k) et un exposant n(k) tels que

|exp(
2

3
ξ

3
2 )∂kxk (Ai(ξ))| ≤ C(k)|θ|n(k)

On en déduit, en considérant Dk le majorant pour |θ| ≥ 1 de |θ|n(k)e−
1
6γ(x)|θ|, que

|∂kxk(σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
)| ≤ C(k)Dkexp(−1

2
γ(x)|θ|). (6.3.10)

d) Lorsque nous réalisons toutes les dérivées en θ de ce symbole, nous ne changeons pas le
comportement. La décroissance exponentielle de a1(x, θ) implique la décroissance plus rapide
que tout polynôme, d’où a1 ∈ S−∞(IR× IR2).

5) a) Introduisons

ψ3(θ) = 1− (1− σ0(|θ|)) − σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)− σ0(|θ|)σ2(Z0).

Alors ψ3(θ) = σ0(|θ|)[1 − σ1(
θ1
|θ2| ) − σ2(Z0)]. Lorsque

θ21
θ22
≥ (1 − δ1)2, on voit que σ1 est nul.

Comme, pour Z0 ≥ δ2, on trouve
θ22
θ21
≥ 1 + δ2

|θ1|
4
3

θ22
≥ 1. On en conclut que

(1− σ1(
θ1
|θ2|

))σ2(Z0) = σ2(Z0)

donc

φ3(θ) = σ0(|θ|)(1− σ1(
θ1
|θ2|

))(1− σ2(Z0)).

Le support de φ3 a bien la forme indiquée, connaissant les supports de σ0, 1 − σ1 et de
1− σ2.
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b) La relation Z0 ≤ 2δ2 s’écrit, notant θ1 = u1|θ|, θ2 = u2|θ| :

u2
1 + u2

2 = 1, |u1|
2
3 − u2

2|u1|−
4
3 ≤ 2δ2|θ|−

2
3 ≤ 2δ2

On en conclut que la frontière de l’intersection de la boule unité de de Z0 ≤ 2δ2 est donnée
par

u2
1 + u2

2 = 1, u2
1 − u2

2 = 2δ2u
4
3
1 .

La solution positive de ce système étant notée (γ, (1−γ2)
1
2 ), les inégalités ci-dessus impliquent

que |u1| ≤ γ, d’où |θ1| ≤ γ

(1−γ2)
1
2
|θ2|. On note ainsi κ(δ2) = γ

(1−γ2)
1
2
−1, qui tend vers 0 lorsque

δ2 tend vers 0, puisque l’équation de degré 3 en u
2
3
1 admet une seule racine réelle, qui est 1

lorsque δ2 = 0.

On voit donc que

S ⊂ C = {θ, (1− 2δ1)|θ2| ≤ |θ1| ≤
γ

(1− γ2)
1
2

|θ2|}

avec égalité en au moins un point de chaque génératrice du cône.

c) On écrit

Z|θ2|−
2
3 = (1 + x)(

|θ1|
|θ2|

)
2
3 − (

|θ1|
|θ2|

)−
4
3 .

Alors, comme le second membre est une fonction croissante de la variable |θ1|
|θ2| , on trouve

Z|θ2|−
2
3 ≥ (1 + x)(1− 2δ1)

2
3 − (1− 2δ1)

− 4
3 .

On se donne δ > 0. Alors, si on a (1+ δ)(1−2δ1)
2 > 1, c’est-à-dire δ1 <

1
2 (1− 1√

1+δ
), alors

pour x > δ, Z|θ2|−
2
3 ≥ ∆ > 0, où ∆ = (1− 2δ1)

− 4
3 [(1 + δ)(1− 2δ1)

2 − 1].

Sur le support de φ3, |θ2| ≥ (1 − γ2)
1
2 |θ|. Donc, sur {(x, θ), x > δ, |θ1| ≥ (1 − 2δ1)|θ2|},

on trouve Z ≥ D|θ| 23 . Nous sommes toujours hors de |θ| ≤ 1, donc Z admet un minorant
strictement positif.

6.4 Exercices du chapitre 6

Exercice 1 : le symbole à support compact Soit a ∈ C∞
0 (X × IRd). Montrer que

a ∈ S−∞(X× IRd). Remarquons que ceci implique que, pour χ fonction C∞
0 (X× IRd), et pour

a ∈ Smρ,δ(X × IRd), a− a(1− χ) ∈ S−∞.

Exercice 2 : le symbole générique d’ordre m Soit a une fonction positivement homogène
d’ordre m dans la région |θ| ≥ 1. Montrer que a ∈ Sm1,0.

Exercice 3 : Un symbole de S0
1/2,1/2 Montrer que si f est une fonction positive sur

X × IRN , homogène de degré 1 en ξ, alors

e−f ∈ S0
1
2 ,

1
2
.

Exercice 4 : Un symbole de S0
0,1 Démontrer que la fonction, sur IRN × IRN , égale à eixξ,

est dans S0
0,1.
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Exercice 5 : Un symbole de S0
2/3,1/3 rattaché à la fonction d’Airy Soit m(x, τ) =

e−τ
1
3 x, où τ

1
3 est la fonction réciproque de y3 sur IR . Démontrer que c’est un symbole de

S0
1/3,2/3. On montrera que, pour d ≥ 1, il existe un polynôme tel que

∂dτm = (−1

3
τ−

2
3 )dxPd(x, τ

− 1
3 )m.

Exercice 6 : Un symbole de S0
1
3 ,0

et de S
2m
3

1,0 . On se donne une fonction r(s) ∈ C∞(IR),

On construit, sur Γ = {|η| ≤ c0|ξ|}, la fonction a(ξ, η) = r(|ξ|− 1
3 η).

Montrer que r ∈ S0
0,0(IR)⇒ a ∈ S0

1
3 ,0

(Γ) et que r ∈ Sm1,0(IR)⇒ a ∈ S
2m
3

1,0 (Γ).

Exercices 2 et 3 :
On s’appuie sur l’inégalité

|θ|− 1
2 |∇xf(x, θ)| + |θ| 12 |∇θf(x, θ)| ≤ CK |f(x, θ)| 12 .

Cette inégalité se démontre en remarquant que

|∇xf(x, θ)| = |θ||∇xf(x,
θ

|θ| )|

et

|∇θf(x, θ)| = |∇xf(x,
θ

|θ| )|.

Pour une fonction F de classe C2, en supposant F > 0 et en se plaçant dans un compact inclus dans
Ω, on voit que, pour |y| assez petit

F (α+ y) = F (α) + yF ′(α) + C(y)|y|2 ≥ 0.

On vérifie que, si y = −rF ′(α), avec C(y)r ≤ 1
2
, on obtient

(F ′(α))2 ≤ F (α)

r − C(y)r2
,

ce qui donne l’inégalité, valable dans un compact tel que F (α) > 0 :

|F ′(α)| ≤ C(F (α))
1
2 .

On a alors la majoration, valable en x dans un compact K, puisque

|∇xf(x,
θ

|θ| )| ≤ CS,K |f(x,
θ

|θ| )|
1
2 ,

la constante CS,K correspondant à la sphère unité en | θ|θ| | = 1.
Par l’homogénéité de f , on voit alors que

|f(x,
θ

|θ| )|
1
2 = |θ|− 1

2 |f(x, θ)|.

De même, pour f ′
θ, on prend directement la majoration avec la dérivée en θ pour θ

|θ| , qui appartient
à un compact où f est non nulle.

Donc

|∇θf(x,
θ

|θ| )| ≤ C1
K,S |∇f(x,

θ

|θ| )|,

ce qui donne immédiatement, avec les homogénéités recherchées

|∇θf(x, θ)| ≤ C1
K,S|θ|−

1
2 |f(x, θ)| 12 .

On a ainsi prouvé la majoration en prenant la constante CK égale au sup de CS,K et de C1
K,S.

Donc, pour θ de module plus grand que 1

|∇xf(x, θ)|k|∇θf(x, θ)|e−f(x,θ) ≤ Ck+l(1 + |θ|)k/2−l/2|f(x, θ)|k/2+l/2e−f(x,θ).
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On constate alors que xne−x est majoré par nne−n, donc on obtient :

|∇xf(x, θ)|k|∇θf(x, θ)|e−f(x,θ) ≤ Ck+l(1 + |θ|)k/2−l/2(k + l

2
)k/2+l/2e−

k+l
2 .

On démontre ensuite par récurrence que

∂αx ∂
β
θ (e−f ) =

∑

α′,β′

aα′,β′(∂xf)α
′
(∂θf)β

′
e−f

où le symbole aα′,β′ est dans S
|α|−|α′|−|β|+|β′|

2
1,0 . En effet, on suppose cette appartenance vraie pour le

développement du symbole ∂αx ∂
β
θ (e−f ). Alors on a

ef∂xj [aα′,β′(∂xf)α
′
(∂θf)β

′
e−f ] = ∂xj [aα′,β′ ](∂xf)α

′
(∂θf)β

′

−aα′,β′(∂xf)α
′+δj (∂θf)β

′

+
∑

k,αk≥1
aα′,β′∂2

xjxk
f(∂xf)α−δk (∂θf)β

′

+
∑

l,βl≥1
∂2
θlxj

(∂xf)α(∂θf)β−δl

On note que ∂2
xjxk

f ∈ S1
1,0 et que ∂2

xjθl
f ∈ S0

1,0, car f est homogène.
Nous avons

bj
α′,β′ = ∂xj (aα′,β′) ∈ S

|α|−|α′|−|β|+|β′|
2

1,0 ⊂ S
|α+δj |−|α′|−|β|+|β′|

2
1,0 ,

bj
α′+δj ,β′ = −aα′,β′ ∈ S

|α|−|α′|−|β|+|β′|
2

1,0 = S
|α+δj |−|α′+δj |−|β|+|β′|

2
1,0

bj
α′−δk,β′ = α′

kaα′,β′∂2
xjxk

f ∈ S
|α|−|α′|−|β|+|β′|

2
+1

1,0 = S
|α+δj |−|α′−δk|−|β|+|β′|

2
1,0

et

bj
α′,β′−δl = β′

laα′,β′∂2
xjθl

f ∈ S
|α|−|α′|−|β|+|β′|

2
1

1,0 = S
|α+δj |−|α′|−|β|+|β′−δl|

2
1,0 ,

ce qui permet d’écrire

∂xj (∂
α
x ∂

β
θ e

−f )

=
∑

α′,β′,k,l

[bj
α′,β′(∂xf)α

′
(∂θf)β

′
+ bj

α′+δj ,β′(∂xf)α
′+δj (∂θf)β

′

+bj
α′−δk ,β′(∂xf)α

′−δk (∂θf)β
′
+ bj

α′,β′−δl(∂xf)α
′
(∂θf)β

′−δl ]e−f .

Pour cette décomposition, on retrouve le même comportement des bj en fonction de |α|, |α′|, |β|, |β′|.
Pour une dérivation en θ, on utilise le fait que ∂2

θjθk
f est un symbole d’ordre −1, et on obtient les

mêmes égalités pour les symboles ckα′,β′ , ckα′,β′+δk , c
k
α′−δl,β′ , ckalpha′,β′−δj . Ceci est laissé au lecteur.

Ceci achève la démonstration de la récurrence.
On vérifie que, pour βi = (δij)j ou αi = (δij)i, le résultat est vrai. Il est donc vrai par récurrence.

On combine alors l’information sur le symbole aα′,β′ avec la majoration obtenue, pour vérifier que
la dérivée

∂αx ∂
β
θ (e−f )

est majorée par des termes de la forme

(1 + |θ|)
|α|−|α′|−|β|+|β′|

2
+

|α′|−|β′|
2 ,

c’est-à-dire une majoration de la forme

(1 + |θ|)
|α|−|β|

2

On a prouvé l’appartenance de e−f à S0
1
2
, 1
2
.

Exercice 4. On remarque que



6.4. EXERCICES DU CHAPITRE 6 111

∂αx ∂
β
ξ (eix.ξ) = i|α|∂βξ (ξαeix.ξ) = [

∑

β′,|β′|≤|β|

i|α|+|β′|a(β, β′)∂β−β
′

ξ (ξα)(xβ
′
)]eix.ξ

ce qui donne tout de suite la majoration de cette expression, sur un compact K en x, par

CK(α, β)(1 + |ξ|)|α|.
L’exercice 4 est résolu.

Enfin, pour l’exercice 5, nous vérifions que

∂τm(x, τ ) = −1

3
τ−

2
3 xm(x, τ )

Le raisonnement par récurrence conduit à

∂d+1
τ m(x, τ ) =

(−1

3
τ−

2
3 )d+1x2Pd(x, τ

− 1
3 )m− 1

3
τ−

4
3 (−1

3
τ−

2
3 )d∂λPd(x, τ

− 1
3 )m+ 2τ−

1
3 (−1

3
τ−

2
3 )d+1Pd(x, τ

− 1
3 )τ−

1
3

On note

Pd+1(x, λ) = xPd(x, λ) + λ2∂λPd(x, λ) + 2λPd(x, λ).

Cette égalité par récurrence définit une suite de polynômes, donc le résultat intermédiaire est démontré.
Ensuite, on a

∂αx ∂
d
τm = ∂dτ ((−τ

1
3 )αm) =

j=d
∑

j=1

Cjd(−
1

3
τ−

2
3 )jxPj(x, τ

− 1
3 )m∂d−jτ (−τ 1

3 )α + ∂dτ ((−τ
1
3 )α)m.

Exercice 6. Nous utilisons une méthode directe dans le cas où r ∈ Sm1,0(IR). Nous vérifions que

|r(|ξ|− 1
3 η)| ≤ C0,0(1 + ||ξ|− 1

3 η|)m

ce qui donne

|r(|ξ|− 1
3 η)| ≤ C0,0(|ξ|

1
3 + |η|)m|ξ|−m

3 ≤ C0,0(1 + |ξ| + |η|) 2m
3 .

Ceci donne déjà l’idée de l’exposant 2m
3

.
Nous avons de plus :

∂αξ ∂
β
η (r(|ξ|− 1

3 η)) = ∂αξ [|ξ|−
|β|
3 (∂βs r)(|ξ|−

1
3 η)].

Nous vérifions que, pour |ξ| ≥ 1 et (ξ, η) ∈ Γ

|ξ|− 1
3 ≤ (1 + c0)

− 1
3 2

1
3 (1 + |ξ| + |η|)− 1

3 . (6.4.11)

On démontre aisément ainsi, grâce à l’égalité

|ξ| = (

dimX
∑

j=1

ξ2j )
1
2

que le symbole |ξ|−|β| est un symbole de S
− |β|

3
1,0 (Γ).

Le symbole r est dans Sm1,0(X), donc on a l’inégalité

|∂βs r(s)| ≤ C0,β(1 + |s|)m−|β|.

Ensemble avec l’inégalité (6.4.11) pour {ξ ≥ 1} ∩ Γ, on voit que

|∂βs r(|ξ|−
1
3 η)| ≤ C0,βsup(1, (

2

1 + c0
)

1
3
(|β|−m))(1 + |ξ| + |η|) 2

3
(m−|β|).

Il reste donc, pour (ξ, η) ∈ {ξ ≥ 1} ∩ Γ,

|[|ξ|−|β|(∂βs r)(|ξ|−
1
3 η)]| ≤ C0,βsup(1, (

2

1 + c0
)

1
3
(|β|−m))(1 + |ξ| + |η|) 2m

3
− 1

3
|β|.

Nous remarquons alors que
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∂ξj l(|ξ|−
1
3 ) = −1

3
|ξ|− 1

3 [∂tl(|ξ|−
1
3 )]

ξj
|ξ| ,

ce qui permet d’écrire, par récurrence, toute dérivée en ξ de

|ξ|−
|β|
3 (∂βs r)(|ξ|−

1
3 η)

comme une somme de dérivées d’ordre α′ de ∂βs r, les coefficients étant dans la sphère unité, pondérés

par des termes en |ξ|−
|α′|
3 . On a donc finalement le résultat, puisque un majorant de |ξ|−

|α′|
3 est

sup(1, ( 2
1+c0

)
1
3
|α′|)(1 + |ξ| + |η|)−|α′|. On conclut par récurrence la démonstration de l’exercice.

La deuxième méthode se rapproche de la méthode utilisée dans l’exercice 3. On démontre par
récurrence l’existence d’une suite de fonctions Sαj (ξ, η), α ∈ IN2 − {(0, 0)}, 1 ≤ j ≤ |α| telle que

∂αξ,ηa(ξ, η) =

|α|
∑

j=1

Sαj (ξ, η)r(j)(|ξ|− 1
3 η)

avec, de plus, Sαj homogène de degré 2
3
j − |α|.

On voit ainsi que

∂ξ(g(|ξ|−
1
3 η)) = −1

3
|ξ|− 1

3
ξ

|ξ|
η

|ξ|g
′(|ξ|− 1

3 η).

∂η(g(|ξ|−
1
3 η)) = |ξ|− 1

3 g′(|ξ|− 1
3 η).

Ceci permet de conclure que

S
(1,0)
1 (ξ, η) = −1

3
|ξ|− 1

3
ξ

|ξ|
η

|ξ|

S
(0,1)
1 (ξ, η) = |ξ|− 1

3 ,

qui sont deux polynômes homogènes de degré 2
3
− 1.

Notons α1 ∈ {(1, 0), (0, 1)}. On vérifie que

Sα+α1
1 = ∂α1Sα1

1

Sα+α1
|α+α1| = Sα|α|S

α1
1

2 ≤ j ≤ |α|, Sα+α1
j = ∂α1Sαj + Sαj−1S

α1
1 .

En supposant que Sαj est un polynôme homogène de degré 2
3
j−|α|, on vérifie que Sα+α1

1 est homogène

de degré 2
3
− 1− 1, Sα+α1

|α|+1
est homogène de degré 2

3
|α| − |α| − 1

3
, et que Sα+α1

j est homogène de degré
2
3
j−|α|− 1 pour 2 ≤ j ≤ |α|. Ceci permet de conclure sur l’homogénéité lorsque l’ordre de dérivation

est |α| + 1.
Dans le cas où toutes les dérivées de r sont bornées, c’est-à-dire r ∈ S0

0,0, on vérifie donc que
∂αa est la somme, avec des pondérations bornées, de symboles homogènes d’ordre 2

3
j − |α| pour

1 ≤ j ≤ |α|. L’ordre dominant est obtenu lorsque j = |α|, ce qui donne donc la majoration

|∂αa| ≤ C(r(|α|), Sαj , c0)(1 + |ξ| + |η|)−
|α|
3

ce qui démontre le premier item. Enfin, on peut vérifier, lorsque r ∈ Sm1,0(IR), l’inégalité sur Γ

|r(j)(|ξ|− 1
3 η)| ≤ Cα,0|ξ|−

m−j
3 (1 + |ξ| + |η|)m−j ,

qui permet de conclure que tous les termes de la somme sont d’ordre 2m/3 − 2j/3 + 2j/3 − |α| =

2m/3 − |α|. La deuxième partie est prouvée.



Chapitre 7

Intégrales oscillantes

Nous avions introduit, dans le chapitre 6, les symboles comme généralisation des opérateurs
différentiels, décrits par (6.0.1). Dans la représentation de la solution u(x, y1, y2) du problème
(6.3.7), les deux termes u0

x et u1
x s’expriment sous la forme recherchée (6.0.1), a0 étant un

symbole de S−∞ et a1 étant un symbole de S−∞. En revanche, on constate que

u2
x(y1, y2) =

1

(2π)2

∫

IR2

eiyθ−
2
3 (ξ

3
2 −ξ

3
2
0 )a2(x, θ)f̂ (θ)dθ

u3
x(y1, y2) =

1

(2π)2

∫

IR2

eiyθ−
2i
3 Z

3
2 sign(θ1)a3(x, θ)f̂ (θ)dθ.

On utilise alors l’égalité f̂(θ) =
∫

IR2 e−iz.θf(z)dz et on remplace cette égalité dans u2
x et

u3
x, en obtenant des intégrales formelles de la forme (6.0.2) avec respectivement φ2(y, z, θ) =

(y − z)θ + 2
3 i(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ) et φ3(y, z, θ) = (y − z)θ − 2

3Z
3
2 sign(θ1). Ces opérateurs sont appelés

(Taylor [93] p 222) opérateurs de Fourier-Airy. Ce sont des cas particuliers d’opérateurs plus
généraux appelés opérateurs intégraux de Fourier, avec a2, a3 ∈ S0

1/3,2/3(IR
3). Nous étudions

maintenant de tels opérateurs dans un cadre général, en utilisant le théorème de la phase
stationnaire. Nous aurons ainsi à définir ces intégrales de manière non formelle.

Notons que, sur suppa2, on a |θ| ≥ 1 et |θ1|
2
3 − θ22 |θ1|−

4
3 ≥ δ2. Ceci permet de vérifier que

Z0 > 0 et donc ξ
3
2
0 = 2

3 iZ
3
2
0 sign(θ1) sur le support de a2. On constate que, pour λ > 0,

(ξ(λθ1, λθ2, x))
3
2 = (|λθ1|

2
3 − (1 + x)(λθ2)

2|λθ1|−
4
3 )

3
2 = λ(ξ(θ1, θ2, x))

3
2 .

Les fonctions ξ
3
2 et ξ

3
2
0 sont des fonctions homogènes de degré 1 en θ, donc la fonction

φx(y, z, θ) = (y − z)θ − 2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 )

est homogène de degré 1 en θ. C’est une des propriétés que nous exigeons de la phase
généralisant l’expression (6.0.2).

Dans ce chapitre, nous définissons, pour a symbole quelconque, les intégrales de la forme
(6.0.2), en utilisant les méthodes du chapitre 4 sur la phase stationnaire. La présentation
de ce chapitre s’appuie essentiellement sur l’article fondateur de L. Hörmander [46], qui in-
troduit l’analyse microlocale par l’intermédiaire des intégrales oscillantes, qui ne sont pas a
priori définies mais que l’on va rendre convergentes. Nous présentons cette étude ici pour
a ∈ Sm1,0(IRd), mais cela est aisément généralisable à a ∈ Smρ,δ(IRd), pour δ < 1 et ρ > 0 afin
d’assurer les convergences après intégrations par parties multiples.

113
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7.1 Définition des opérateurs intégraux de Fourier

On se place sur X ouvert de IRd. Nous donnons le résultat principal qui permet de définir
un opérateur intégral de Fourier :

Lemme 7.1 Soit φ(x, θ) une phase, homogène de degré 1 en θ, pour (x, θ) ∈ X × IRN . On
suppose qu’elle n’admet pas de point critique sur X × IRN − {θ = 0}. Alors,

(i) pour v ∈ C∞
0 (X),

Iφ(av) =

∫

X×IRN
eiφ(x,θ)a(x, θ)v(x)dxdθ (7.1.1)

est définie pour tout symbole a ∈ Sm(X × IRN), m < −N .
(ii) Pour tout m, l’application a → Iφ(av) se prolonge en une application continue sur

Sm(X × IRN ).
(iii) Lorsque a ∈ Sm(X × IRN ), l’application v → Iφ(av) est une distribution A(a, φ)

d’ordre ≤ k pour m− k < −N .

Commencons par un commentaire. Il est clair que lorsque a est un symbole d’ordre m ≥ 1,
par exemple a(x, θ) = (1 + |θ|2) 1

2 , l’intégrale sur x× IRN n’est pas normalement convergente,

puisque (1+ |θ|2) 1
2 n’est pas intégrable. Ainsi l’expression du ii) n’est pas celle d’une intégrale

convergente dans L1. En fait, cette convergence est le même type de convergence que celle de
l’intégrale de la fonction sincx (sinus cardinal). L’objet de ce chapitre et des suivants est de
donner un sens à ces intégrales qui ne sont définies que grâce à leur phase..

Le lemme 7.1.1 est dû à Hörmander [46]. Nous utilisons le fait qu’une application linéaire de
C∞(X × IRN ) dans un espace de Fréchet continue pour la topologie induite par Sm(X × IRN )
admet une extension unique (Corollary 1.1.12 de [46]).

Preuve Soit a ∈ Sm(X × IRN ), m < −N . Comme, pour φ réelle,

|eiφ(x,θ)a(x, θ)v(x)| ≤ 1Suppv ||v||∞N
Suppv
0,0 (a)(1 + |θ|)m,

l’intégrale (7.1.1) est bien définie car m < −N et Suppv compact. Pour définir, dans tous les
cas sur m, une intégrale équivalente à Iφ(av), il faut donner une manière de calculer Iφ(av)
pour m ≥ −N . Il s’agit d’étendre la définition de cette intégrale. Pour ce faire, nous utili-
sons la même méthode que dans la démonstration du théorème de la phase non stationnaire,
énoncé dans le chapitre 4 sous la forme du lemme 4.3. Nous modifions légèrement l’argument
en introduisant une fonction nous permettant d’éliminer le voisinage de 0, où les fonctions
homogènes d’ordre négatif ne sont pas définies. Nous introduisons la fonction homogène en θ
de degré −2

ψ(x, θ) = [|θ|2(∇θφ)2 + (∇xφ)2]−1.

Soit χ(θ) ∈ C∞
0 (IRN ), nulle au voisinage de θ = 0. L’opérateur

M = −i(1− χ(θ))ψ(x, θ)[
∑

j

|θ|2 ∂φ
∂θj

∂

∂θj
+
∑

p

∂φ

∂xp

∂

∂xp
] + χ(θ)

et son adjoint L qui s’écrit :

L = i(1− χ(θ))ψ(x, θ)[
∑

j

|θ|2 ∂φ
∂θj

∂

∂θj
+
∑

p

∂φ

∂xp

∂

∂xp
] + χ(θ) − d(x, θ)

(d(x, θ) construit avec tous les coefficients de M) sont de la forme
∑

aj∂θj +
∑

bp∂xp + c, où
les aj sont des symboles d’ordre 0, les bp et c sont d’ordre -1, et Meiφ = eiφ.

On a alors la relation, valable pour a ∈ Sn(x× IRN ), m < −N :
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Iφ(av) = Iφ(L
k(av))

pour tout k. On vérifie que a → Lk(av) est continue de Sm(X × IRN ) → Sm−k(X × IRN ).
Comme l’intégrale

∫

|θ|≥1,θ∈IRN
(1+|θ|)−N−εdθ converge lorsque ε > 0, l’intégrale

∫

eiφ(x,θ)b(x, θ)dθ

est bien définie pour b d’ordre au plus −N .
Soit a ∈ Sm(X × IRN ) (et cette fois nous n’avons aucune hypothèse sur m. Pour tout k tel

que m− k < −N , c’est-à-dire pour k > m+N , Lk(av) ∈ Sm−k(X × IRN ), donc Iφ(L
k(av))

existe. De plus, pour tous k, k′ > m+N ,

Iφ(L
k′(av)) = Iφ(L

k(av)).

Ce nombre est donc indépendant de k > m+N . Par définition, on dit que

Iφ(av) = Iφ(L
k(av)), k > m+N.

C’est une intégrale convergente et continue en fonction de a ∈ Sm(X×IRN ). L’intégrale Iφ(av),
qui n’est pas définie de manière classique lorsque a n’est pas à support compact en θ, est donc
définie en utilisant les symboles et la relation d’intégrations par parties de la méthode de la
phase non stationnaire.

Nous définissons ainsi une distribution :

Définition 7.1 Pour a ∈ Sm(X × IRN ), on définit l’application de C∞
0 (X) dans IR par

Iφ(av) = Iφ(L
k(av))

pour tout k vérifiant m − k < −N , l’intégrale de droite étant alors absolument convergente.
Ceci est l’extension de la définition de (7.1.1) pour a ∈ Sm(X × IRN ), m < −N .

Les applications ainsi définies s’appellent les opérateurs intégraux de Fourier.

7.2 Front d’onde des opérateurs intégraux de Fourier

Dans la représentation

Iφ(av) =

∫ ∫

eiφ(x,θ)a(x, θ)v(x)dxdθ,

on peut considérer x comme la variable d’intégration. On définit

Xφ = {x, ∀θ ∈ IRN − {0},∇θφ(x, θ) 6= 0}.
Pour tout x0 ∈ Xφ, le théorème de la phase stationnaire 4.3 permet de définir

∫

eiφ(x0,θ)a(x0, θ)dθ.

Il s’agit en effet d’une intégrale oscillante. On introduit à cet effet l’opérateur différentiel

Mx0 = i(1− χ(θ))|∇θφ(x0, θ)|−2

j=N
∑

j=1

∂φ

∂θj

∂

∂θj
+ χ(θ)

la fonction χ ayant été introduite précédemment. L’adjoint de Mx0 pour le produit sca-
laire dans L2(IRN ) est noté Lx0 ; il s’agit d’un opérateur différentiel d’ordre 1. La formule
d’intégration par parties usuelle montre que

∫

eiφ(x,θ)Lkx(a(x, θ))dθ
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est absolument convergente pour m − k < −N . Elle définit donc une distribution, notée
formellement

A(x) =

∫

a(x, θ)eiφ(x,θ)dθ

pour chaque x dans Xφ.
On vérifie (exercice 7.1) que

e−iφ(x,θ)∂jxj [L
k
x(a(x, θ))e

iφ(x,θ)]

est un symbole de Sm−k+j(X × IRN ). Lorsque k est choisi de sorte que m − k + p < −N ,
la fonction A(x) est de classe Cp sur tout compact inclus dans Xφ. Comme le raisonnement
est valable pour tout p, puisque pour k > m+N la définition de

∫

eiφadθ ne change pas, on
trouve que A(x) est C∞ sur Xφ. Rappelons que le support singulier d’une distribution A, noté
SS(A), est le complémentaire du plus grand ouvert O(A) où A est une fonction C∞. Nous
avons la

Proposition 7.1 Soit A la distribution définie par

< A, u >= Iφ(au).

1) Le support singulier de A est contenu dans le complémentaire de Xφ, c’est-à-dire

{x ∈ X, ∃θ ∈ IRN − {0},∇θφ(x, θ) = 0}.
2) Si a s’annule dans un voisinage conique de

C = {(x, θ) ∈ X × (IRN − {0}),∇θφ(x, θ) = 0}
alors A est une fonction de classe C∞.

Preuve La distribution A est C∞ sur Xφ, donc Xφ ⊂ O(A). Ainsi SS(A), complémentaire
de O(A), est contenu dans le complémentaire de Xφ.

De plus, pour a nulle dans un voisinage conique de C, pour tout x dans la projection du
support de a, (x, θ) /∈ C pour tout θ ∈ IRN − {0}. Donc, si x est dans π(supp(a)), x ∈ Xφ,
il existe un voisinage V de x dans X pour lequel (y, θ) /∈ C pour tout y dans V et pour tout
θ 6= 0. Donc A est de classe C∞ sur V (x).

Soit x hors de π(suppa). Alors, si V1 est un voisinage de x tel que V1×(IRN−{0}) est inclus
dans le complémentaire du support de a, et que, par définition pour k tel que m− k < −N

∫ ∫

eiφ(x,θ)a(x, θ)u(x)dxdθ =

∫ ∫

eiφ(x,θ)Lk(a(x, θ)u(x))dxdθ,

l’intégrale de droite est identiquement nulle puisque a est identiquement nulle sur V1 × IRN −
{0}. La distribution A est alors nulle sur le complémentaire de π(supp(a)).

En résumé, A est une fonction C∞ sur X . On l’appelle aussi opérateur de Fourier intégral.
On définit le front d’onde C∞ d’une distribution A sur X ⊂ IRN , que l’on note WF (A),

inclus dans X × IRN :

Définition 7.2 On dit que (x0, ξ0) ∈ X × IRN n’est pas dans le front d’onde de A si il existe
une fonction χ, C∞ à support compact, identiquement égale à un dans un voisinage de x0, et
un voisinage cônique Γ de ξ0 dans IRN telle que la transformée de Fourier de la distribution
χA soit à décroissance rapide dans Γ.

En d’autres termes

∀p, ∃Cp, ∀ξ ∈ Γ, | < A(x), e−ix.ξχ(x) > | ≤ Cp(1 + |ξ|)−p.

On a la
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Proposition 7.2 Supposons que a soit nul près de θ = 0. Alors le front d’onde de A(a, φ) est
inclus dans

{(x,∇xφ(x, θ)), (x, θ) ∈ supp(a),∇θφ(x, θ) = 0}

Preuve Pour prouver la Proposition 7.2, il faut montrer qu’un point du complémentaire de

{(x,∇xφ(x, θ)), (x, θ) ∈ supp(a),∇θφ(x, θ) = 0}

n’est pas dans le front d’onde de A(a, φ). On considère donc en premier le cas où x vérifie
∀θ,∇θφ(x, θ) 6= 0. La Proposition 7.1 implique que la fonction A(x) est de classe C∞ au
voisinage de ce point. On se place donc dans le cas où il existe une solution à ∇θφ(x, θ) = 0.
On suppose que χ est une fonction de classe C∞ à support compact localisée au voisinage d’un
x de cette forme. On introduit Γ = {θ, ∃x ∈ suppχ,∇θφ(x, θ) = 0} qui est donc un ensemble
cônique de IRN . On considère K1 = {∇xφ(x, θ), θ ∈ Γ} et K2 disjoint de K1.

On trouve

F(χA)(ξ) =

∫ ∫

eiφ(x,θ)−ix.ξa(x, θ)χ(x)dxdθ.

On considère ici ξ comme un paramètre. Alors le gradient de la phase en x est

∇xφ(x, θ) − ξ.
Comme θ ∈ Γ et ξ ∈ K2, K1 et K2 étant disjoints et ∇xφ(x, θ) est homogène en θ, il existe

C(K1,K2) > 0 telle que

|∇xφ(x, θ) − ξ| ≥ C(K1,K2)(|θ|+ |ξ|).
On modifie le théorème de la phase stationnaire précédent en ne considérant que les variables
x.

Il existe L opérateur différentiel en x tel que tL(ei(φ(x,θ)−ξ.x)) = ei(φ(x,θ)−ξ.x). On réécrit
alors l’intégrale F(χA) comme F(Lk(χA)) (notation condensée pour l’opérateur intégral de
Fourier de même phase et de symbole Lk(χA)). On vérifie que l’intégrant est alors majoré par

C(a)C(K1,K2)(|ξ|+ |θ|)−k(1 + |θ|)m.
Lorsque k0 est fixé tel que m− k0 < −N − 1, on vérifie que

F(χA)(ξ) ≤ c1(k0,K1,K2, a)|ξ|k0−k,
et la transformée de Fourier de χA est alors à décroissance rapide dans K2. Ceci prouve qu’un
point qui est à l’extérieur du cône fermé (ensemble des points (x,∇xφ(x, θ))) n’est pas dans le
front d’onde de A. Les points du front d’onde sont, soit de la forme (x, ξ) où x n’est pas dans le
support singulier de A (remarque au début), soit de la forme (x,∇xφ(x, θ)) et ∇θφ(x, θ) = 0.

Ceci termine notre preuve de la Proposition 7.2.
En donnant une forme particulière à la phase φ, définie désormais pour X = IRd × IRd et

N = d, on définit un opérateur intégral de Fourier de symbole a ∈ Sm(X × IRd) et de phase
φ(x, y, θ) ∈ S1(X ×X × IRd) par

Définition 7.3 Soit φ(x, y, θ) une phase telle que ∇(x,θ)φ 6= 0 (pour θ 6= 0) et φ homogène

de degré 1 en θ. Soit a(x, y, θ) ∈ Sm(X ×X × IRd). On appelle opérateur intégral de Fourier,
de symbole a(x, y, θ) et de phase φ(x, y, θ) l’opérateur de S dans S ′ défini pas son action sur
les fonctions u ∈ C∞

0 (X) par

< Au, ψ >= Iφ(au⊗ ψ) =

∫

X×X×IRd
eiφ(x,y,θ)a(x, y, θ)ψ(x)u(y)dydθdx.



118 CHAPITRE 7. INTÉGRALES OSCILLANTES

Un cas particulier de la définition précédente est obtenu lorsque φ(x, y, θ) = s(x, θ) − y.θ
et a(x, y, θ) = ã(x, θ), X ⊂ IRd :

Définition 7.4 (X ⊂ IRd)
Soit s(x, θ) une phase telle que ∇xs(x, θ) 6= 0, et a(x, θ) ∈ Sm(X × IRd). On introduit la

phase φ(x, y, θ) = s(x, θ) − y.θ.
On appelle opérateur de Fourier intégral de symbole a(x, θ) et de phase s(x, θ) l’opérateur

de S dans S ′

u→ Au

défini par son action sur les fonctions de C∞
0 par

< Au, ψ >=

∫ ∫

eis(x,θ)a(x, θ)ψ(x)û(θ)dxdθ.

On vérifie que
< Au, ψ >= Iφ(au⊗ ψ),

intégrale oscillante sur X ×X × IRN . On peut aussi écrire < Au, ψ >= Is((aû)ψ) utilisant la
définition 7.1.

On a le résultat suivant sur l’opérateur de la définition 7.4 :

Théorème 7.1 Soit A un opérateur intégral de Fourier associé à la phase φ(x, y, θ) = s(x, θ)−
y.θ. Alors (x, ξ) ∈ WF (Au), ξ 6= 0⇒ ∃θ 6= 0 tel que ξ = ∇xs(x, θ) et (∇θs(x, θ), θ) ∈ WF (u).

Plus généralement, pour A opérateur intégral de Fourier suivant la définition 7.3,

WF (Au) ⊂ {(x,∇xφ(x, y, θ)),∇θφ(x, y, θ) = 0}.

Ce théorème est la version front d’onde d’opérateur de la Proposition 7.2 (Proposition 2.5.7
de [46]).

Prouvons ce Théorème. On se donne un point (x0, ξ0) de IRd × IRd − {ξ = 0} et on définit
l’ensemble fermé G des θ 6= 0 tels que ξ0 = ∇xs(x0, θ). Supposons que pour tout θ de la sorte,
(∇θs(x0, θ), θ) n’est pas dans WF (u). Il existe alors deux voisinages coniques de G, Γ ⊂ Γ′,
et un voisinage conique W de ξ0 tels que, pour x − x0 suffisamment petit, θ /∈ Γ, ξ ∈ W ,
|∇xs(x, θ) − ξ| ≥ C(|θ| + |ξ|), et (∇θφ(x, θ), θ) /∈ WF (u) pour x − x0 assez petit et θ ∈ Γ′,
a(x, θ) 6= 0 sur Γ′.

On représente J(ξ) = F(χ1Au)(ξ) =
∫ ∫ ∫

ei(s(x,θ)−x.ξ−y.θ)a(x, θ)u(y)χ1(x)dxdydθ et on
prouve la décroissance rapide en ξ de J(ξ).

Le seul cas intéressant est au voisinage des points F(u)(θ) pour u localisée au voisinage de
y et ∇θs(x, θ)− y 6= 0. Alors on applique une version du théorème de la phase stationnaire en
intégrant par parties en θ. Le théorème est démontré.

Nous verrons dans le chapitre 9 que le front d’onde de l’opérateur A définit la classe des
opérateurs intégraux de Fourier de même type que A, associés à la même phase. La phase sera
liée à ce que l’on nommera relation canonique C de A, et on notera A ∈ I(X × X, C ′). On
démontrera en particulier que tout opérateur intégral de Fourier associé à une phase φ(x, y, θ)
peut se mettre, dans un système de coordonnées adéquat, sous la forme d’un opérateur intégral
de Fourier associé à une phase s(x, θ)− y.θ.



Chapitre 8

Les opérateurs
pseudo-différentiels

8.1 Définition et propriétés élémentaires

Les notions de ce chapitre sont classiques. Beaucoup d’auteurs ont présenté la théorie
des opérateurs pseudo-différentiels, parmi lesquels J. Sjostrand et A. Grigis [42], S. Alinhac
et P. Gérard [3], L. Boutet de Monvel [16]), L. Hörmander [47], M. Taylor [93], J.J. Kohn
et L. Nirenberg [54]... Nous supposons que X ⊂ IRd est l’espace sur lequel nous travaillons.
Nous visons à construire un calcul symbolique sur l’espace de symboles Sm(X ×X × IRd),
généralisant ainsi la composition des opérateurs différentiels et autorisant l’inversion d’un
certain nombre d’opérateurs différentiels.

Les opérateurs pseudo-différentiels sont construits, comme le fait Hörmander, comme un
cas particulier des opérateurs intégraux de Fourier. Cette présentation ne reflète pas l’his-
torique, dans laquelle les opérateurs pseudo-différentiels ont été introduits en premier par
l’intermédiaire de leur symbole et du calcul symbolique. Nous déduisons ici le calcul symbo-
lique du théorème de la phase stationnaire et non de la généralisation du calcul de la composée
pour deux opérateurs différentiels.

Nous introduisons donc une phase particulière dans les opérateurs intégraux de Fourier
définis précédemment. La phase est alors définie pour (x, y, ξ) ∈ X ×X × IRd par :

φ(x, y, ξ) = (x− y).ξ =
∑

j

(xj − yj)ξj .

Alors on a la définition :

Définition 8.1 A tout symbole a ∈ Sm(X × X × IRd) est associé un opérateur intégral de
Fourier particulier, appelé opérateur pseudo-différentiel associé à a, noté A ou Op(a), défini
par

Op(a)u(x) =
1

(2π)d

∫

ei(x−y).ξa(x, y, ξ)u(y)dydξ,

défini pour u ∈ C∞
0 (X). L’ensemble de ces opérateurs pseudo-différentiels est noté Lm(X). A

l’ordre m du symbole correspond l’ordre m de l’opérateur.

Définition 8.2 On dit qu’un opérateur A : C∞
0 (X)→ D′(X) linéaire continu, qui admet un

noyau de distribution KA(x, y) ∈ D′(X×X) est régularisant lorsque KA(x, y) ∈ C∞
0 (X×X).

Lemme 8.1 A est régularisant est équivalent à A se prolonge en un opérateur de E ′(X) sur
C∞(X).

119
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On en déduit que les opérateurs régularisants sont, à peu de chose prés, les opérateurs
pseudo-différentiels dont le symbole est dans S−∞ :

Proposition 8.1 Si A est un opérateur régularisant, alors il existe un symbole a(x, y, θ) de
S−∞(X ×X × IRd) tel que

Au(x) =
1

(2π)n

∫ ∫

ei(x−y).θa(x, y, θ)u(y)dydθ.

Preuve On sait que, pour u ∈ C∞
0 ,

Au(x) =

∫

KA(x, y)u(y)dy.

(que l’on écrit aussi < Au, φ >=< KA, u ⊗ φ >). Ainsi, si u est régularisant, il n’y a aucun
problème pour définir sous la forme intégrale la fonction C∞ Au.

On introduit une fonction χ(θ), de classe C∞
0 (IRn), d’intégrale égale à (2π)n. On construit

alors

a(x, y, θ) = KA(x, y)e−i(x−y).θχ(θ).

Ce symbole est dans S−∞(X ×X × IRd), car la fonction est à support compact en θ et il est
clair que

Au(x) =
1

(2π)n

∫ ∫

ei(x−y).θa(x, y, θ)u(y)dydθ.

Soit A un opérateur pseudo-différentiel, comme dans la définition 8.1. Alors la distribution
Au est définie par son action sur une fonction test ψ par

< Au, ψ >= Iφ(aψ ⊗ u)
où a(x, y, ξ) ∈ Sm(X ×X× IRd) et ψ⊗u ∈ C∞

0 (X ×X), définie par (ψ⊗u)(x, y) = ψ(x)u(y).
Les propriétés de la phase (x− y).ξ donnent immédiatement :

Lemme 8.2 1. Soit P un opérateur différentiel à coefficients variables

P =
∑

α,|α|≤m
aα(x)Dα

x =
∑

α,|α|≤m
i−|α|aα(x)∂αx .

L’opérateur pseudo-différentiel de symbole

p(x, ξ) =
∑

α,|α|≤m
aα(x)ξα

est égal à P .

2. Les espaces Xφ et C introduits dans la Proposition 7.1 sont respectivement

Xφ = {(x, y), x 6= y ∈ X ×X} C = {(x, x, ξ), x ∈ X, ξ ∈ IRd − {0}}.
3. Comme ∇(x,ξ)((x− y).ξ) 6= 0 sur X × (IRd − {0}) pour tout y ∈ X, la distribution

A(y) =

∫

ei(x−y)ξa(x, y, ξ)dxdξ

est bien définie comme intégrale oscillante.

4. De même, ∇(y,ξ)((x − y).ξ) 6= 0 implique que l’application

u→ Iφ(au)

est continue de C∞
0 (X) dans C∞(X).
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Nous prouvons le premier alinéa, en notant que le symbole 1 est associé à l’opérateur
identité, grâce à la formule d’inversion de Fourier

u(x) =
1

(2π)d

∫

eix.ξû(ξ)dξ =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(x−y).ξu(y)dydξ.

Appliquant alors P à cette égalité, on peut intervertir, pour û ∈ S, l’intégration en ξ et la
dérivation en x, donc

Pu(x) =
1

(2π)d

∫

eix.ξ
∑

α,|α|≤m
i−|α|(iξ)αaα(x)û(ξ)dξ,

ce qui donne le résultat. Un argument de densité permet de conclure. La démonstration des
autres alinea est une simple application de la proposition 7.1.

8.2 Composition de deux opérateurs pseudo-différentiels

On introduit, dans un premier temps, une notion d’opérateur proprement supporté, pour
que l’on puisse composer deux opérateurs pseudo-différentiels. En effet, si u ∈ C∞

0 (X), alors
Bu ∈ D′(X), et on ne peut pas en principe appliquer, pour A opérateur pseudo-différentiel
quelconque, A à Bu, car Bu n’est pas à support compact. Il est donc nécessaire d’étendre au
moins certains opérateurs pseudo-différentiels sur C∞(X). La notion suffisante pour cela est
donnée ci-dessous.

8.2.1 Opérateurs proprement supportés.

On remarque que, pour u ∈ C∞
0 (X), on peut écrire

Au(x) =

∫

KA(x, y)u(y)dy

avec l’égalité formelle définissant la distribution KA(x, y) ∈ D′(X ×X)

KA(x, y) =

∫

ei(x−y).ξa(x, y, ξ)dξ.

La distribution KA s’appelle le noyau distribution de A. Il a été défini précédemment.
On souhaite d’abord étendre la définition de l’opérateur de Fourier intégral pour ne plus se

restreindre à u ∈ C∞
0 . Pour cela, on considère l ∈ C∞

0 (IRd) et on vérifie que l’on peut définir
sans problème tAl(y) =

∫

KA(x, y)l(x)dx. Il s’agit d’une fonction de classe C∞ par le lemme
8.2. On peut alors définir, pour u ∈ E ′,< u, tAl >. Par définition on dit, pour u ∈ E ′, que Au
est la distribution donnée par

< Au, l >=< u, tAl > .

Lemme 8.3 1) Le support singulier de KA est contenu dans la diagonale de X ×X.
2) Le support singulier de Au est inclus dans le support singulier de u.

Preuve L’application de la proposition 7.1 permet de vérifier le premier alinéa. Pour le
second alinéa, soit x0 /∈ SS(u), on peut trouver φ identiquement égale à 1 près de x0 et ψ
identiquement égale à 1 près de SS(u), de supports disjoints.

Comme (1−ψ)u est une fonction C∞, la fonction A((1−ψ)u) est C∞, donc Au−Aψu ∈
C∞(X).

On vérifie aussi que φAψ a pour noyau de distribution φ(x)KA(x, y)ψ(y), et comme les
supports de φ et de ψ sont disjoints, il n’y a aucun point du support singulier de KA dans le
support de φ⊗ ψ. Le noyau φ(x)KA(x, y)ψ(y) est donc C∞, donc

φ(x)A(ψu)(x) ∈ C∞(X)
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et donc

φ(x)Au(x) ∈ C∞(X).

On en déduit immédiatement que x0 /∈ SS(Au). Ceci achève la démonstration du lemme 8.3.
Pour chaque y ∈ X , on définit C(y) = {x ∈ X, (x, y) ∈ Supp(KA)} et, pour x ∈ X ,

C−1(x) = {y ∈ X, (x, y) ∈ Supp(KA)}. On définit de manière similaire C(K) et C−1(K)
lorsque K est un ensemble.

Définition 8.3 L’opérateur pseudo-différentiel A est proprement supporté si et seulement si,
pour tout compact K de X, C(K) et C−1(K) sont compacts.

De cette définition, on déduit les propriétés agréables suivantes :

Lemme 8.4 Soit A proprement supporté

1. On a l’inclusion

Supp(Au) ⊂ C(supp(u)).

2. C−1(x0) ∩ supp(u) = ∅ ⇒ Au = 0 dans un voisinage de x0.

3. A est continu de C∞
0 (X) dans lui même. Il se prolonge, comme cela a été fait plus haut

pour l’extension d’un opérateur pseudo-différentiel quelconque, en un opérateur continu
de C∞(X) dans C∞(X), de E ′ dans E ′, de D′ dans D′.

En d’autres termes, l’action de A n’étend pas trop le support, ce qui lui permet de ressembler
plus à un opérateur différentiel. Ceci est relatif : en effet la taille du support de Au peut être
“bien plus grande” (par exemple pour une métrique sur IRd) que celle du support de u, mais
le support de Au reste compact. Le deuxième alinéa du lemme indique que si le support de u
est loin de x0, alors Au est nulle près de x0. Tout opérateur pseudo-différentiel est, à peu de
chose près, proprement supporté. Ceci s’exprime dans la :

Proposition 8.2 Pour tout A ∈ Lm(X), il existe A′ ∈ Lm(X), proprement supporté, et
A” ∈ L−∞(X) tels que A = A′ +A”.

L’idée est bien sûr d’écrire A = Aψ + A(1− ψ), où ψ aura des propriétés de localisation.
On cherche de plus à construire 1−ψ nulle dans un voisinage de la diagonale. De plus, il suffit
que le support de ψ définisse une relation, dans le sens où C(K) et C−1(K) sont compacts.

Nous reprenons une construction classique, telle que celle présentée par J. Sjostrand dans le
cours de DEA [42]. Soit une partition de l’unité de X localement finie (finie sur tout compact),
c’est-à-dire

1 =

∞
∑

j=0

χj(x)⇒ 1 =
∑

j,k

χj(x)χk(y).

Si C est construit à partir de cette partition de l’unité localement finie dans X×X , alors ceci
assure que C(K) est compact, puisqu’il existe un nombre fini de χj non nulles sur K.

On veut que 1 − ψ soit nulle sur la diagonale, donc on impose pour 1− ψ que les termes
restants vérifient suppχj ∩ suppχk = ∅. Il est clair que l’on prend

ψ(x, y) =
∑

j,k,supp(χj)∩supp(χk)6=∅
χj(x)χk(y).

L’opérateur ψA est proprement supporté puisque C(K) et C−1(K) sont compacts (somme
localement finie). Il reste à montrer pour achever la construction que (1 − ψ)A ∈ L−∞. Il
s’agit d’une conséquence du premier alinéa du lemme 8.3, car SS(K(1−ψ)A) = ∅.



8.2. COMPOSITION DES OPD 123

Remarque Notons que des opérateurs dont le symbole est dans S−∞ peuvent cependant
être des opérateurs régularisants : en effet par exemple, le symbole (1 − χ(x, y))ξm est dans
Sm(X ×X × IRn) (et pas dans Sm−1, donc pas dans S−∞). En revanche, l’opérateur pseudo-
différentiel associé s’écrit

Pu(x) =

∫

dy(1− χ(x, y))u(y)
1

(2π)n

∫

ξmei(x−y).ξdξ,

ce qui donne

Pu(x) =< im(
∂

∂y
)mδx−y, (1− χ(x, y))u(y) > .

Comme χ a été construite comme étant identiquement égale à 1 dans un voisinage de la
diagonale, P est l’opérateur nul, donc est régularisant. Donc, lorsque A est régularisant, il
existe un symbole a ∈ S−∞ tel que A soit l’opérateur de symbole a, mais cela ne veut pas dire
que tout symbole a représentant A soit dans S−∞.Cette remarque prouve aussi qu’il n’est pas
n’ecessaire que le symbole soit nul pour que l’opérateur pseudo-différentiel soit nul.

8.2.2 Réduction des opérateurs pseudo-différentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent être représentés par des symboles ne dépendant
que de x et de ξ, comme le montre le résultat suivant :

Proposition 8.3 Soit P l’opérateur pseudo-différentiel proprement supporté de symbole p(x, y, ξ)
dépendant des variables (x, y, ξ) d’ordre m sur X ×X × IRd. La dimension locale de X est d,
soit par exemple X ⊂ IRd.

1) Il existe un symbole q(x, ξ), d’ordre m sur X × IRd tel que P −Op(q) soit un opérateur
dans L−∞(X).

2) Ce symbole q(x, ξ) est donné par la relation

q(x, ξ) = e−ix.ξP (ei(.).ξ)

puisque P est proprement supporté
3) Le symbole q admet comme développement asymptotique

q(x, ξ) '
∑

|α|∈INd

1

i|α|
1

α!
(∂αξ ∂

α
y p(x, y, ξ))|y=x.

Ce lemme permet de définir le symbole d’un opérateur pseudo-différentiel proprement
supporté :

Définition 8.4 Soit P l’opérateur pseudo-différentiel proprement supporté de symbole p(x, y, ξ).
On appelle symbole de P , et on note σ(P ), le symbole de Sm(X×IRd) égal à q(x, ξ). Ce symbole
de P est défini de manière unique dans l’espace quotient Sm(X × IRd)/S−∞.

Preuve La preuve de ce résultat est par exemple dans [42]. Nous proposons dans l’exercice
1 une preuve formelle s’appuyant sur le théorème de la phase stationnaire. Ce calcul formel
est une application directe des méthodes du chapitre précédent. La démonstration proposée
dans [42] est la suivante :

On se restreint à un opérateur proprement supporté sur le support en (x, y) de p. L’opérateur
P s’étend aux fonctions de C∞, donc l’intégrale définissant l’action de P sur ei(.).ξ est bien
définie. Finalement

e−ix.ξP (ei(.).ξ) =
1

(2π)d

∫ ∫

p(x, y, η)ei(x−y).(η−ξ)dydη.

Le seul point critique en (y, η) de cette phase est (x, ξ). On tronque donc au voisinage de η− ξ
de l’ordre de ξ. Pour cela, J. Sjostrand introduit la fonction L sur IR+, identiquement égale
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à 0 pour x ≥ 0.5, identiquement égale à 1 pour 0 ≤ x ≤ 1
3 . On vérifie comme dans la preuve

de la proposition 7.2 que, grâce au théorème de la phase non stationnaire (avec l’opérateur

L = 1
|η−ξ|

∑j=d
j=1(ξj − ηj) ∂

∂yj
)

1

(2π)d

∫ ∫

(1− L(
|η − ξ|
|ξ| ))p(x, y, η)ei(x−y).(η−ξ)dydη.

est un symbole de S−∞(X × IRd). Ceci est proposé en exercice dans le chapitre 6.
Nous nous sommes alors ramenés, par changement de variable évident, à l’étude de

I(x, ξ) =
1

(2π)d

∫ ∫

p(x, x+ s, ξ + σ)L(
|σ|
|ξ| )e

−isσdsdσ.

Sur cette intégrale, le calcul de la phase stationnaire fait en exercice est valide, et nous
avons donc le développement asymptotique en λ de l’intégrale obtenue lorsque ξ = λω, |ω| = 1
et σ = λτ . Il suffit de vérifier que cela définit bien un développement asymptotique en écrivant

I(x, ξ) =
∑

|α|≤N−1

λ−|α|i−|α| 1

α!
∂αs ∂

α
σ (p(x, x+ s, λ(ω + τ))L(|τ |))|s=τ=0 + SN (λ).

On majore λNSN(λ) par toutes les dérivées de p(x, x + s, λ(ω + τ))L(|τ |) jusqu’à l’ordre
2N + 1 inclus.

Le résultat est aussi vrai pour toutes les dérivées de I . Ceci achève le calcul puisque le
symbole e−ixξP (ei(.)ξ) est donc équivalent, modulo S−∞, à I(x, ξ).

Une autre preuve Nous proposons ici une autre démonstration du lemme 8.3, s’appuyant
sur les propriétés des symboles, extraite de Hörmander [46]. L’idée s’appuie aussi sur le calcul
de transformée de Fourier précédent. On écrit

u(y) = (2π)−n
∫

IRn
û(η)eiy.ηdη.

Ainsi

Pu(x) = (2π)−n
∫

IRn
û(η)

∫

IR2n

eiy.ηei(x−y).θp(x, y, θ)dydθ.

Comme le symbole p est proprement supporté, on peut calculer son action sur la fonction
exponentielle. On peut aussi, sans diminuer la généralité, supposer le support de p en (x, y)
compact inclus dans ||x− y|| ≤ 2 . Ainsi, le symbole de P est

σ(P )(x, η) = e−ix.η
∫

IR2n

eiy.ηei(x−y).θp(x, y, θ)dydθ.

Si on note u = x− y, ξ = θ − η, alors

σ(P )(x, η) =

∫

IR2n

p(x, x+ u, ξ + η)e−iuξdydθ.

On voit apparâı tre la transformée de Fourier de la fonction q(x, u, ζ) = p(x, x + u, ζ). Cette
transformée de Fourier est q̂(x, θ, ζ). Le symbole p ∈ Sm, ainsi

∂αx [(θ)β∂γζ q̂(x, θ, ζ)] =

∫

∂γζ ∂
α
x [p(x, x+ u, ζ)]θβe−iu.θdu.

Le terme θβe−iuθ se transforme, en supposant p localisée pour ||x − y|| ≤ 2 (ceci a déjà été
fait) en utilisant des intégrations par parties en u. Ainsi, comme p ∈ Sm, le support de p en
variable (x, y) étant compact, on vérifie qu’il existe une constante Cα,β,γ telle que

|
∫

∂γζ ∂
α
x [p(x, x+ u, ζ)]θβe−iu.θdu| ≤ Cα,β,γ(1 + |ζ|)m−|γ|.
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Cette majoration est vraie pour tout β, donc il existe, pour tout p, γ, α une constante Cp,γ,α
telle que

|∂αx ∂γζ q̂(x, θ, ζ)| ≤ Cp,α,γ(1 + |ζ|)m−|γ|(1 + |θ|)−p.
On écrit alors un développement de Taylor de q̂(x, θ, ζ) au voisinage de ζ = η. Il vient

|q̂(x, θ, θ̃ + η)−
∑

|α|<N
∂αη q̂(x, θ, η)

θ̃α

α!
| ≤ CM |θ̃|N

∫ 1

0

dt(1 + |η + tθ̃|)m−N (1 + |θ|)−M .

On choisit dans cette inégalité θ̃ = θ, et on coupe le majorant en deux, en différenciant la zone

|θ| < |η|
2 et son complémentaire, choisissant M = N dans la première, et M assez grand dans

la deuxième. Ainsi, intégrant par rapport à θ cette inégalité, on trouve

|σ(P )(x, η) − (2π)n
∑

|α|<N

1

α!
∂αη

∫

dηq̂(x, θ, η)θαdθ| ≤ C(1 + |η|)m+n−N .

On effectue le calcul dans l’intégrand, la puissance de θ se transforme en une dérivée en y
utilisant la formule d’inversion de Fourier

i−|α|∂αy q(x, y, η)|y=x = (2π)n
∫

IRn
eiy.θθαq̂(x, θ, η)dθ.

On a construit une suite aj (en isolant la somme correspondant aux |α| = j) de symboles
de Sm−j telle que

|a−∑j<N aj | ≤ C(1 + |η|)µ−j
|∂αx ∂βy a| ≤ C(1 + |η|)µ.

Nous sommes dans le cadre d’application de la proposition 6.4, ce qui implique le résultat :

Lemme 8.5 Soit p un symbole de Sm(X×X× IRn), proprement supporté. Le développement
asymptotique de sa transformée de Fourier est donné par

∫

IR2n

p(x, y, η)ei(x−y).ηdydη '
∑

α

1

i|α|α!
∂2α
ηαyαp|y=x.

On peut vérifier que le résultat formel est une conséquence du théorème de la phase sta-
tionnaire, mais dans ce cas, où la phase est sympathique, on utilise uniquement l’analyse de
Fourier pour calculer le développement.

8.2.3 Produit de composition des symboles

Nous définissons un calcul dans l’algèbre des symboles, où le symbole de la composée de
A et de B n’est pas défini par un produit usuel, mais par un calcul symbolique adapté, noté
par le symbole ] :

σ(A ◦B) = σ(A)]σ(B)

et défini par l’intermédiaire de la proposition qui suit

Proposition 8.4 Soit A ∈ Lm(X), B ∈ Lp(X). On suppose que l’un au moins des deux est
proprement supporté. Alors

A ◦B ∈ Lm+p(X)

σ(A ◦B)(x, ξ) '
∑

α

1

i|α|α!
∂αξ σ(A)(x, ξ)∂αx σ(B)(x, ξ) (8.2.1)
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Alors, par définition, dans l’espace quotient Sm+p(X × IRd)/S−∞(X × IRd),

σ(A)]σ(B) = σ(A ◦B)
=
∑

α
1
i|α|

1
α!∂

α
ξ σ(A)(x, ξ)∂αx σ(B)(x, ξ).

Preuve On suppose que, pour u ∈ C∞
0 (X), B est proprement supporté, soit

Bu(x) =
1

(2π)d

∫

eix.ξb(x, ξ)û(ξ)dξ ∈ C∞(X).

Comme Bu ∈ C∞
0 , alors A(Bu) existe quel que soit A. Si on suppose maintenant que A

est proprement supporté, il s’étend continument sur C∞(X), en particulier il peut agir sur
Bu quel que soit B et quel que soit u ∈ C∞

0 (X).
On écrit, comme dans la preuve de la proposition 8.2, si A est propre

A = A′ +A”

où A′ est proprement supporté et A” ∈ L−∞(X). Alors A ◦ B ' A′ ◦ B puisque B est
proprement supporté. De même, si A est propre, on écrit B = B ′ + B”, B” est régularisant
donc A ◦B” est régularisant.

Pour être plus précis, on a à évaluer
∫

KA′(x, z)KB(z, y)dz lorsque A′ est proprement
supporté et B est régularisant, et à montrer que cette intégrale est C∞(X ×X).Si x est dans
un compact, alors KA′(x, z) est non nul uniquement sur un compact C0 en z, l’intégrale est au
moins C∞ dans la variable y. Comme A est un opérateur pseudo-différentiel qui a un symbole
dans Sm, A′, construit ci-dessus, est aussi un opérateur pseudo-différentiel dont un symbole
est dans Sm, et comme z est dans C0 compact, l’intégrale

∫

KA′(x, z)KB(z, y)dz se calcule
comme l’action de l’opérateur pseudo-différentiel A′ sur la fonction de C∞

0 en z KB(z, y). Le
résultat est dans C∞

0 , donc on a montré que
∫

KA′(x, z)KB(z, y)dz est dans C∞.
Ainsi

(A′ ◦B)(u)(x) =
1

(2π)d

∫

IR3d

ei(x−y).ξeiy.ησ(B)(y, η)û(η)dησ(A)(x, ξ)dydξ.

Comme on conserve le û(η), il est naturel de conserver la variable η et d’éliminer les
variables (y, ξ). Un calcul de point critique prouve que le point critique de la phase dans cette
intégrale est pour y = x, ξ = η et que la valeur critique est x.η. Il vient ainsi

(A′ ◦B)(u)(x) =
1

(2π)d

∫

IRd
eix.ηû(η)dη

∫

IR2d

ei(x−y).(ξ−η)σ(B)(y, η)σ(A)(x, ξ)dydξ.

On introduit u et θ tels que y = x+ u, θ = ξ − η. Il reste

σ(A′ ◦B)(x, η) =

∫

IR2d

e−iuθσ(B)(x + u, η)σ(A)(x, η + θ)dudθ.

Le symbole p(x, u, η, θ) = σ(B)(x+u, η)σ(A)(x, η+θ) est un symbole vérifiant p ∈ Sm(X2×
IR2d). Nous sommes donc dans le cadre d’application du lemme 8.5. On a ainsi

σ(A′ ◦B) ' σ(A ◦B) '
∑

α

1

i|α|α!
∂αu∂

α
θ p(x, 0, η, η) '

∑

α

1

i|α|α!
∂αξ σ(A)(x, η)∂αy σ(B)(x, η).

8.2.4 front d’onde des opérateurs pseudo-différentiels

Définition 8.5 Soit A un opérateur pseudo-différentiel de Lm(X), dont le symbole principal
est σA. Le front d’onde de A, noté WF (A), est le plus petit cône Γ ⊂ T ?X − 0 tel que
σA|CΓ ∈ S−∞(CΓ)
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Définition 8.6 Soit K un noyau intégral de D′(Y,X). Il lui est associé un opérateur de
C∞

0 (X) dans D′(Y ). On introduit

WF ′(K) = {(x, ξ; y,−η) ∈ T ?(X × Y )− 0, (x, ξ; y, η) ∈ WF (K)}

WF ′
X (K) = {(x, ξ) ∈ T ?X − 0, (x, ξ; y, 0) ∈WF ′(K)}

WF ′
Y (K) = {(y, η) ∈ T ?Y − 0, (x, 0; y, η) ∈WF ′(K)}

On peut alors énoncer une remarque :
Si u ∈ E ′(Y ),WF (u)∩WF ′

Y (K) = ∅, alorsKu peut être défini, etWF (Ku) ⊂WF ′(K)(WF (u))∪
WF ′

X(K).
Cette remarque sera utilisée lors de la démonstration du théorème de propagation des

singularités.

8.3 Les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques

8.3.1 Définition

Définissons un opérateur elliptique d’ordre m :

Définition 8.7 • On dit que Op(p) ∈ Lm(X) est un opérateur elliptique au voisinage de x0

si il existe un compact K contenant x0 et une constante c > 0 tels que le symbole p(x, ξ) ∈
Sm(X × IRN ) vérifie, pour |ξ| ≥ R >> 1

∀x ∈ K, ∀ξ ∈ IRN − {0}, |p(x, ξ)| ≥ c|ξ|m. (8.3.2)

• On dit que Op(p) est un opérateur elliptique microlocalement au voisinage de (x0, ξ0) ∈
X × IRN si il existe un voisinage conique V de (x0, ξ0) tel que, sur V , on ait (8.3.2).

8.3.2 Inversion d’un opérateur elliptique

On démontre la proposition fondamentale du calcul pseudo-différentiel

Proposition 8.5 1. Soit P un opérateur pseudo-différentiel elliptique proprement sup-
porté, de symbole p(x, ξ) ∈ Sm(X × IRd). Il admet un inverse à droite et un inverse
à gauche, égaux modulo L−∞.

2. Soit P un opérateur elliptique au voisinage de (x0, ξ0). Il existe un voisinage conique V1

de (x0, ξ0), un opérateur B dont le support essentiel ne rencontre pas V1 et un opérateur
Q tels que

Q ◦ P = Id+B

Notons que Q est appelé parametrix de l’opérateur P.

Preuve Tout d’abord, vérifions que Q1 ◦ P = Id + R1 et P ◦ Q2 = Id + R2 implique
Q1 ◦ P ◦ Q2 = Q2 + R1 ◦ Q2 = Q1 + Q1 ◦ R2. Si Q1 et Q2 sont proprement supportés,
Q1 ◦R2 ∈ L−∞ et R1 ◦Q2 ∈ L−∞, donc Q1 est égal à Q2 modulo L−∞.

Par analogie avec l’inverse d’une série, nous commençons par démontrer le résultat pour
p symbole classique. On suppose que Q est un opérateur pseudo-différentiel associé à un
symbole classique q. Lorsque P n’est pas associé à un symbole classique, on utilisera 1

p ]p =

1+
∑

α
1

i|α|α!
∂αξ ( 1

p )∂
α
x p. Soit q(x, ξ) '∑ qj(x, ξ), qj(x, ξ) ∈ S−m−j(X×IRN ). L’égalitéQ◦P =

Id+R1 se traduit par les égalités
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q0p = 1

∑

|α|+l=n
1

α!i|α| ∂
α
ξ ql∂

α
x p = 0, n ≥ 1

On a donc q0(x, ξ) = (p(x, ξ))−1, qui est dans S−m(X × IRN ). Alors on trouve

q1(x, ξ) = −1

p

∑

|α|=1

1

iα!
∂αξ ((p(x, ξ)−1)∂αx p(x, ξ) =

1

i

1

(p(x, ξ))3

∑

j

∂ξjp(x, ξ)∂xjp(x, ξ)

donc q1 ∈ S−m−1(X × IRN ). On poursuit le raisonnement par récurrence. En effet, le sym-
bole ∂αx p est un symbole de Sm(X × IRN ), le symbole ∂αξ (ql) est, pour l < n, un symbole

de S−m−l−|α|(X × IRN ) = S−m−n(X × IRN ). On trouve alors que qn est un symbole de
S−m−n+m−m(X × IRN ) et la démonstration par récurrence s’en déduit. La somme des qj est
un symbole par la proposition de complétude asymptotique (Proposition 6.4).

Le cas général s’en déduit : en effet on a trouvé Op( 1
p )◦P = Id+R, où R est un opérateur

d’ordre −1 de symbole r ∈ S−1. Plus précisément lorsque le symbole est dans Smρ,δ on trouve

que r est dans S−ρ+δ). On s’est ramené à l’inversion de Id+R. On peut vérifier que

(1− r)](1 + r) = 1− r2 −
∑

|α|≥1

∂αξ r∂
α
x r = 1− r2

où r2 est d’ordre −2. L’inverse supposé est la série de Neumann pour la loi ].

Soit

rp = 1− r + r]r − r]r]r + ...+ (−1)pr]r]...]r.

On a

rp](1 + r) = 1 + (rp+1 − rp)

(l’opérateur Rp+1 − Rp est, à (−1)p+1 près, la composée de p+ 1 termes R, il est dans L−p,
son symbole rp+1 − rp est dans S−p. On utilise alors le résultat de completude asymptotique.

Démontrons l’alinéa 2 dans le cas où p est, modulo S−∞, homogène de degrém. On se place
sur le voisinage conique V de l’hypothèse de la définition 8.7. Le symbole p est évidemment
non nul sur le bord de V ∩X×SN−1 des éléments de V dont la norme de ξ vaut 1. Notons π la
projection canonique surX . On peut alors prolonger p en une fonction, dont toutes les dérivées
sont bornées qui est C∞(π(V ))×SN−1. On étend le symbole ainsi obtenu à π(V )×(IRN−{0})
par homogénéité de degré m, utilisant les constantes permettant de borner p sur le bord. On
note p1 le symbole ainsi étendu. C’est le symbole d’un opérateur elliptique Op(p1).

Par l’alinéa 1, Op(p1) admet un inverse q proprement supporté tel que

Op(q) ◦Op(p1) = Id+ r

ce qui donne

Op(q) ◦Op(p) = Id+ r +Op(q) ◦Op(p− p1).

On choisit V1 tel que V1 ⊂ V . Alors le support essentiel de p − p1 étant contenu dans le
complémentaire de V , et Op(q) étant proprement supporté, l’opérateur r+Op(q) ◦Op(p− p1)
a son support essentiel distinct de V . Ceci achève la démonstration de la proposition 8.5.
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8.3.3 Régularité elliptique

Nous cherchons dans cette section à quantifier la relation entre le front d’onde de u et le
front d’onde de Pu pour un opérateur pseudo-différentiel elliptique P . Nous rappelons d’abord
une caractérisation du front d’onde :

Lemme 8.6 Pour u ∈ D′(X), on a

WF (u) = ∩{Car(p), p ∈ S0(X × IRN ), Op(p)u ∈ C∞(X)},

Car(p) désignant l’ensemble des points (x, ξ) ∈ X × IRN tels que p(x, ξ) = 0. On appelle cet
ensemble la variété caractéristique de p.

On note que ce résultat s’écrit aussi

WF (u) = ∩{Car(σ(P )), P ∈ L0(X), Pu ∈ C∞(X)}.

Preuve Soit (x0, ξ0) /∈WF (u). Il existe χ, égale à 1 dans un voisinage de x0 et Γ voisinage
conique de ξ0 tel que F(χu) soit à décroissance rapide. On désigne par

Pu(x) =
1

(2π)N

∫

ψ(ξ)F(χu)(ξ)eixξdξ

où ψ est homogène de degré 0 hors d’un compact, ψ ≡ 1 sur Γ′ ∩ {|ξ| > R}, Γ′ voisinage
conique de ξ0. Alors Pu ∈ C∞ et on vérifie que p(x, y, ξ) = ψ(ξ)χ(y) est un élément de
S0(X × X × IRN ). Il vient alors σ(p)(x, ξ) ' ψ(ξ)χ(x) + r(x, ξ), r ∈ S−1(X × IRN ), et le
symbole principal de p est donc non nul au voisinage de (x0, ξ0). On a démontré

∩{Car(p), Op(p) ∈ L0(X), Op(p)u ∈ C∞(X)} ⊂WF (u).

Réciproquement, soit (x0, ξ0) tel qu’il existe p ∈ S0(X × IRN ) tel que Op(p)u ∈ C∞ et
p(x0, ξ0) 6= 0. Alors p est elliptique dans un voisinage de (x0, ξ0) et on note q et B comme
dans la proposition 8.5. Alors

Op(q) ◦Op(p)u = u+ ru ∈ C∞.

On a u = −ru+Op(q)[Op(p)u]+Op(q)◦Op(p−p1)u. Modulo C∞(X), u = Op(q)◦Op(p−p1)u.
On utilise l’inclusion (démontrée ci-dessous en utilisant des arguments différents) WF (Av) ⊂
WF (v)∩Supp(A). Il vient donc WF (Op(q) ◦Op(p− p1)u) ⊂ Supp(q)∩Supp(p− p1). Comme
(x0, ξ0) /∈ Supp(p−p1), on en déduit (x0, ξ0) /∈WF (u). Le lemme est démontré. On généralise
en la

Proposition 8.6 Soit P un opérateur d’ordre 0, de symbole p. Soit u une distribution telle
que il existe U , ensemble cônique contenant Supp(P), avec U ∩WF (u) = ∅. Alors Pu ∈ C∞.

Démonstration de la proposition. On se donne P un opérateur d’ordre 0 de symbole p
et on suppose WF (u) disjoint d’un ensemble cônique U qui contienne le support essentiel de
P Supp(P ).

On considère χ ∈ S0 telle que suppχ ∩WF (u) = ∅, χ ≡ 1 près de SuppP . L’égalité

Pu = Pχu+ P (1− χ)u

où Pχu est dans C∞ et où P ◦(1−χ) est d’ordre−∞ par calcul symbolique entraine Pu ∈ C∞.
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Autre démonstration On peut, suivant Taylor [93], construire χ en utilisant une partition
microlocale de l’unité.

– Comme le front d’onde est le complémentaire de l’intersection des ensembles caractéristiques
de P tels que Pu soit C∞, pour tout (x, ξ) dans Supp(p) il existe Q tel que Qu ∈ C∞ et
(x, ξ) non caracteristique pour Q. On utilise l’homogénéité du symbole, et on se restreint à
un compact K en x, et à un compact K sur la sphère unité. Ensuite, on construit, pour tout
point (x, ξ) de Supp(P ), l’opérateur Q comme précédemment. On vérifie donc que, pour tout
point (x, ξ) ∈ K × K, il existe un voisinage V(x,ξ) tel que l’opérateur Q̃ que l’on peut choisir
en tout point de ce voisinage soit Q. On recouvre alors le compact K × K par les V(x,ξ). De
ce recouvrement, on peut extraire un sous-recouvrement fini, et donc des opérateurs Qj . En
considérant Q =

∑

Q∗
jQj , Qu ∈ C∞ et Car(Q) ∩ Supp(P ) = ∅.

– On prend alors Q1 un opérateur elliptique coincidant avec Q sur un voisinage W de Supp(P ).
On peut le construire en utilisant une fonction localisante, car il suffit que Q1 soit non nul sur
le complémentaire du voisinage W et égal à Q, elliptique sur le voisinage W . Une parametrix
de Q1 existe (car Q1 est elliptique). On note A = PQ−1

1 . On vérifie qu’il existe R3 ∈ L−∞ tel
que

AQ = PQ−1
1 (Q1 + (Q−Q1)) = P +R3 + PQ−1

1 (Q−Q1)

Comme le support essentiel d’un produit d’opérateurs est contenu dans l’intersection des sup-
ports essentiels, et Q−Q1 = 0 sur le support de P , on voit que Supp(Q−Q1) ∩ Supp(P ) = ∅.
Cet opérateur est donc dans L−∞. Lui ajoutant R3, on trouve un opérateur R4 de L−∞, ce qui
donne

AQ = P +R4,

et donc Pu = AQu−R4u, ce qui donne Pu ∈ C∞.

On veut prouver la

Proposition 8.7 1. WF (Pu) ⊂WF (u) ∩ Supp(P )

2. Si P est elliptique, WF (Pu) = WF (u)

La deuxième égalité du théorème provient de la première et de l’existence d’une para-
metrix d’un opérateur elliptique. En effet, soit E une telle parametrix. Alors WF (EPu) =
WF ((Id+R)u) = WF (u) donc

WF (EPu) ⊂WF (Pu)⇒WF (u) ⊂WF (Pu) ⊂WF (u).

Prouvons, pour un opérateur général, les deux inclusions.
Pour prouver WF (Pu) ⊂ Supp(P ), on prend un point (x0, ξ0) /∈ Supp(P ). Il existe un

voisinage conique V de (x0, ξ0) et un opérateur q, identiquement égal à 1 sur V , tel que
Supp(Q) ∩ Supp(P ) = ∅. Alors QP ∈ L−∞ (car Supp(QP ) ⊂ Supp(P ) ∩ Supp(Q)) et QPu ∈
C∞. En utilisant la première définition du front d’onde de v, on voit que le front d’onde de
Pu est dans l’ensemble caractéristique de Q, qui ne contient pas (x0, ξ0). On a ainsi démontré
la première inclusion.

Pour prouver WF (Pu) ⊂ WF (u), on se donne un voisinage conique Γ de WF (u). On
écrit P = P1 + P2 tels que Supp(P1) ⊂ Γ et Supp(p2) ∩ WF (u) = ∅. Alors P2u ∈ C∞ et
WF (Pu) = WF (P1u). On vient de voir WF (P1u) ⊂ Supp(P1) donc WF (P1u) ⊂ Γ. Ceci
est vrai pour tout voisinage cônique de WF (u) donc WF (Pu) ⊂ WF (u). On achève ainsi la
preuve de la proposition 8.7.

8.3.4 Résolubilité locale d’un opérateur elliptique

Nous démontrons la

Proposition 8.8 Soit A un opérateur différentiel elliptique d’ordre m à coefficients C∞ sur
l’ouvert X ⊂ IRn et soit x0 ∈ X. Il existe un voisinage ouvert V ⊂ X de x0 tel que, pour tout
v ∈ D′(V ) et tout W ⊂ V , il existe u ∈ D′(V ) tel que Au = v dans W
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Ceci se démontre comme dans le cas du problème hyperbolique par la méthode des estimées
a priori. En effet, on vérifie que, comme A est d’ordre m, pour toute u distribution à support
compact K ⊂ X , u ∈ Hs+m(K), on a

||u||Hs+m(K) ≤ CK,s(||A∗u||Hs(K̃) + ||u||Hs(K̃)).

Ceci se démontre en utilisant une parametrix B ∈ L−m proprement supportée de A∗ et le fait
que, pour R ∈ L−∞, R proprement supporté est continu de Hs(K̃) dans Hs+m(K̃). L’égalité
u = B ◦A∗u+Ru donne alors le résultat.

Pour tout ε > 0, il existe un r(ε,m) tel que, si le diamètre du support de u est plus petit
que r(ε,m) alors la norme L2 de u est majorée par ε||u||Hm(IRn).

On considère u ∈ Hm(IRn) ∩ E ′(V1), V1 voisinage de x0 de diamètre inférieur à r(ε,m).
Alors, utilisant l’inégalité pour s = 0 et K ⊂ V1

||u||Hm(K) ≤ CK,0||A∗u||L2(K̃) + CK,0ε||u||Hm(K).

Il suffit de prendre ε0, de déterminer K par l’intermédiaire de V1, puis de choisir ε =
min( 1

2CK,0
, ε0) pour obtenir

||u||Hm(K) ≤ 2CK,0||A∗u||L2(K̃). (8.3.3)

On considère maintenant une parametrix C de A, proprement supportée dans V . Ainsi,
pour tout v ∈ D′(V ), ACv = v + Tv, Tv ∈ C∞(X). Soit u = Cv, ainsi Au = v + Tv. Si on
trouve w telle que Aw = Tv, alors u−w est solution de A(u−w) = v et répond au problème
de trouver U tel que AU = v.

On s’est ainsi ramené au problème de résoudre Aw = Tv ∈ C∞. Le problème variationnel
associé s’écrit

∀φ ∈ C∞
0 (K), (Tv, φ) = (Aw, φ) = (w,A∗φ).

On rappelle que, par définition de la norme duale sur H−m,

|(Tv, φ)| ≤ DK ||Tv||H−m(W )||φ||Hm(W )

L’inégalité de Poincaré (8.3.3) appliquée à φ implique

|(Tv, φ)| ≤ 2DKCK,0||Tv||H−m(W )||A∗φ||L2(W ).

L’application φ → (Tv, φ) est alors une forme linéaire continue par rapport à A∗φ ∈ L2(K̃)
pour φ ∈ Hm(K). On peut alors lui associer une extension continue pour A∗φ ∈ L2(K̃)
par le théorème de Hahn-Banach. Il existe alors w ∈ L2(K̃) telle que (Tv, φ) = (w,A∗φ),
pour φ ∈ Hm(K). Cette distribution est notée (A)(Tv). La solution de Au = v est alors
u = Cv − (A)(Tv). C’est une égalité locale puisque l’inversion a été faite pour φ ∈ Hm(K).
La proposition est démontrée.

8.4 Changement de variable dans les opérateurs pseudo-
différentiels.

Nous considérons désormais un symbole a(x,D). Nous démontrons que la notion d’opérateur
pseudo-différentiel est invariante par changement de variable en x. Nous supposons a(x, ξ) ∈
Sm(X × IRd).

Soit χ−1 un difféomorphisme deK surK ′,K compact inclus dansX . Soit b(y,D) l’opérateur
défini par l’égalité

b(y,D)u(χ(y)) = (a(x,D)u)(χ(y)).
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Nous utilisons la Proposition suivante, qui fait le lien entre les développements asymp-
totiques et les opérateurs pseudo-différentiels (on la trouve en particulier dans le livre de
S.Alinhac et P. Gérard [3]) :

Proposition 8.9 Soit ψ une fonction C∞(IRd), telle que dψ 6= 0.

Soit u ∈ C∞
0 (IRd) et a ∈ Sm(IRd × IRd).

Alors e−ikψ(x)a(x,D)(u(x)eikψ(x)) = I(x, k) admet le développement asymptotique suivant
en k, localement uniformément en x

I(x, k) '
∑

α

1

α!
∂αyα [eik(ψ(y)−ψ(x)−dψ(x)(y−x))u(y)]y=xD

α
ξαa(x, kdψ(x)).

Démonstration On écrit

I(x, k) =

∫ ∫

ei(x−y)η+ik(ψ(y)−ψ(x))a(x, η)u(y)dydη.

Le point critique (yc, ηc) dans les variables (y, η) de la phase de cette intégrale oscillante vérifie
les égalités x− yc = 0, kdψ(yc)− ηc = 0, soit yc = x, ηc = kdψ(x). On effectue le changement
de variable (y, η)→ (z, ξ) donné par y = x+z, η = ξ+kdψ(x). L’intégrale oscillante se réécrit

I(x, k) =

∫ ∫

e−izξ+ik(ψ(y)−ψ(x)−dψ(x)(y−x))a(x, ξ + kdψ(x))u(y)dzdξ.

On note alors t(y, k) = eik(ψ(y)−ψ(x)−dψ(x)(y−x)). L’intégrale se met sous la forme

I(x, k) =

∫ ∫

e−izξt(x+ z, k)a(x, ξ + kdψ(x))u(y)dzdξ.

La phase z.ξ est quadratique car z.ξ = 1
4 ((ξ + z)2− (ξ − z)2). Le Laplacien associé au sens de

la définition ?? est ∂2
zjξj

pour le point critique z = 0, ξ = 0.

Il est aisé de généraliser le théorème de la phase stationnaire au cas où le symbole est at,
même si ce n’est pas un symbole asymptotique en k classique. Cette méthode est correcte car les
termes que l’on ajoute dans la phase sont d’ordre supérieur ou égal à 2, donc ne contribueront
pas par des termes en puissances positives de k. On le voit ci-dessous en remarquant que

∂αyα [t(y, k)u(y)] =
∑

α

1

i|α|α!

∑

β≤α
Cβ∂

β
yβ
u.(∂α−β

yα−β t(y, k))∂
α
ηαa.

Dans ce développement, les termes non nuls en z = 0 provenant de (∂α−β
yα−β t(y, k)) sont d’ordre

|α−β|
2 au plus puisque la phase est quadratique. Ainsi, combinés avec le terme ∂αηαa, on trouve

que l’ordre en k est km−|α|+ |α−β|
2 soit km− |α+β|

2 . On a donc bien une somme asymptotique.

On en déduit que le symbole I(x, k) s’écrit :

∑

α

1

α!i|α|
∂
|α|
yα [t(y, k)u(y)]|y=x∂|α|ηα a(x, η)|η=kdψ ,

qui est le résultat attendu, puisque Dξ = 1
i
∂
∂ξ . Le lecteur intéressé par des estimations plus

précises des termes de ce symbole se reportera à [3], p 57, Section 8.3, où les majorations sont
faites in extenso.
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Autre démonstration. Reprenons le calcul en yc = x, ηc = kdψ(yc). La matrice jacobienne
de la phase en ce point critique est alors

(

Hessψ −Id
−Id 0

)

.

Nous vérifions qu’elle est non dégénérée car son inverse est

(

0 −Id
−Id −Hessψ

)

L’opérateur qui intervient dans le développement de la phase stationnaire, le demi Laplacien
métrique, est alors

−
∑

j

∂2
yjηj −

1

2

∂2ψ

∂yjyk
∂2
ξjξk ,

La formule asymptotique s’en déduit, par application de la section 4.3.
Ceci nous permet d’obtenir la

Proposition 8.10 Soit χ un C∞ difféormorphisme de Ω sur Ω′, ouverts de IRd et soit a un
symbole de Sm(IRd × IRd). On suppose que le noyau intégral de l’opérateur associé à a est à
support compact.

On définit la fonction sur Ω′ × IRd, b(y, η), par l’égalité

b(χ(x), η) = e−iχ(x)ηa(x,D)[eiχ(x)η ]. (8.4.4)

1) Il s’agit d’un symbole de Sm(Ω′ × IRd).
2) Le noyau associé à b est à support compact dans Ω′ × IRd.
3) Si u ∈ S ′(Ω′), alors

a(x,D)(u ◦ χ) = (b(y,D)u) ◦ χ. (8.4.5)

On a imposé que le noyau de l’opérateur associé à a soit à support compact pour être à
même de définir a(x,D)(u ◦ χ).

On vérifie tout d’abord que

a(x,D)eix.ξ = eix.ξa(x, ξ).

En effet, on vérifie que, pour û à support compact,

a(x,D)[u(εx)eix.ξ ](x, ε, ξ) = (2π)−d
∫ ∫

ei(x−y).ηa(x, ξ)eiy.ξu(εy)dydη.

(noter la différence entre la variable η d’intégration et le paramètre ξ du symbole). Comme

∫ ∫

ei(x−y).ηa(x, ξ)eiy.ξu(εy)dydη = (2π)−n
∫

dηeix.η
∫

dyu(εy)eiy(ξ−η)

=
∫

dηeix.ηε−nû(−ξ+ηε ),

cette dernière intégrale étant à support compact pour ε > 0, on trouve, en notant τ = −ξ+η
ε ,

η = ξ + ετ , donc

a(x,D)[u(εx)eix.ξ ](x, ε, ξ) = (2π)−n
∫

eix(ξ+ετ)û(τ)dτ.

Lorsque ε tend vers 0, le terme de droite tend dans S ′ vers eix.ξ(2π)−n
∫

û(τ)dτ = u(0)eix.ξ.
Le terme de source u(εx)eix.ξ tend au sens de S ′ vers u(0)eix.ξ. On utilise alors le fait qu’un
opérateur pseudo-différentiel s’étend en un opérateur continu de S ′ dans D′, continu, donc on
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a le résultat en passant à la limite. On introduit le symbole b(χ(x), η) = e−iχ(x)ηa(x,D)eiχ(x)η

associé à un opérateur pseudo-différentiel). On a

a(x,D)[eiχ(x).ξ ] = eiχ(x).ξb(χ(x), ξ).

Soit fξ la fonction x→ eix.ξ, on a

a(x,D)[fξ ◦ χ] = [eiy.ξb(y, ξ)](y = χ(x)).

Nous vérifions donc que (8.4.4) implique

a(x,D)[fξ ◦ χ] = [b(., D)fξ] ◦ χ.
Comme l’espace engendré par les fξ est dense dans S ′, cette égalité implique

a(x,D)[u ◦ χ] = [b(y,D)u] ◦ χ,
ce qu’il fallait démontrer. On a ainsi montré l’existence de b, qui est un symbole. On l’évalue
désormais avec la proposition 8.9. On régularise eiχ(x)η par une fonction à support compact
(que l’on omet). On écrit alors

b(χ(x), η) = e−iχ(x).η

∫

ei(x−y).ξ+iχ(y).ηa(x, ξ)dξdη.

On peut considérer cette intégrale comme une intégrale asymptotique en |η| pour η 6= 0,
utilisant la proposition 8.9. La première méthode permet de vérifier que la phase étudiée est
ψ(y) = χ(y).η =

∑

j χj(y)ηj . On vérifie que

∂ψ

∂yk
=
∑

j

∂ykχj .ηj =
∑

j

χ′
jkηj =

∑

j

tχ′
jkηj .

On tire de la proposition 8.9 le calcul de b(χ(x), η). En effet, la valeur critique de la phase est
χ(x)η. Elle se compense avec le e−χ(x).η qui est en coefficient du symbole, et on trouve

b(χ(x), η) =
∑

α

1

α!
∂αy [eiχ(x).η−iχ(y).η−(tχ′(x)η).(y−x)]Dα

ξ a(x,
tχ′(x)η).

Enfin, si on calcule directement le point critique en (y, ξ) de la phase ψ(x, y, ξ, η) = (x −
y).ξ + χ(y).η − χ(x).η, on trouve les égalités −ξcj +

∑

k ∂yjχk(y
c)ηk = 0, xj − ycj = 0, dont on

déduit le changement y = x+ z, ξj =
∑

k ∂yjχk(x)ηk + βj . On obtient ainsi la relation (8.4.5)
en notant que ξc = tχ′(x)η.

8.5 Exercices du chapitre 8

Exercice 8.1 : Réduction des opérateurs Retrouver formellement, en utilisant le théorème
de la phase stationnaire sur la phase (x−y).ξ dans X×X×IRdimTx0X , les actions des symboles
p(x, y, ξ) et q(x, ξ) sur une fonction u C∞ à support compact comme dans le lemme 8.3. Le
calcul est il plus que formel ?

Exercice 8.2 :Calculer le symbole de l’adjoint d’un opérateur pseudo-différentiel
A.

Exercice 8.3 : Changement de variable par l’astuce de Kuranishi On se place dans
les conditions de la proposition 8.10. Démontrer le résultat en utilisant l’existence d’une fonc-
tion Σ(y, t, ξ) de X ×X × IRd dans IRd qui permette, pour tout difféomorphisme χ de X dans
X, d’écrire au voisinage de y = t

(χ(y)− χ(t)).ξ = (y − t).Σ(y, t, ξ).
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Exercice 8.4 : Inversion d’un opérateur intégral de Fourier Soit A un opérateur
intégral de Fourier, défini par sa phase (x − y).ξ + s(x, ξ) et son symbole classique a(x, ξ) ∈
S0(IRd × IRd), elliptique. Soit B l’opérateur défini par la phase (x − y).ξ − s(y, ξ) et par le
symbole b(y, ξ).

1) Démontrer qu’il existe un symbole classique b ∈ S0(IRd × IRd) tel que A ◦B = Id + R,
R ∈ L−∞.

2) En déduire que, pour tout opérateur pseudo-différentiel classique P ∈ Lm(IRd), de sym-
bole classique p ∈ Sm(IRd× IRd), l’opérateur Q = A◦P ◦B est un opérateur pseudo-différentiel
classique de IRd, et que l’on a l’égalité entre les symboles principaux :

qm(y,Σ) = pm(x +∇θs(x, θ(x, x,Σ)), θ(x, x,Σ))

où θ(x, y,Σ) est solution au voisinage de x = y de Σ.(x− y) = θ.(x − y) + s(x, θ) − s(y, θ).

Solution de l’exercice 8.1 La phase dans l’intégrale

Pu(x) =

∫ ∫

ei(x−y)ξp(x, y, ξ)u(y)dydξ

pourrait sembler être une phase linéaire. En réalité, il s’agit d’une phase quadratique de signature
(d, d). Ceci est vérifié grâce à l’égalité :

(x− y).ξ =
1

4

∑

j

(xj − yj + ξj)
2 − 1

4

∑

j

(xj − yj − ξj)
2. (8.5.6)

Nous introduisons le difféomorphisme de IR2d dans lui même défini par

(y, ξ) → (z1, z2) = (ξ − y + x, ξ + y + x).

On voit que dydξ = 1
2d
dz1dz2 par un simple calcul de jacobien. On a donc

∫

IR2d

ei(x−y).ξp(x, y, ξ)u(y)dydξ =

∫

IR2d

ei
1
4
z21−i

1
4
z22p(x, x− z1 + z2

2
,
z1 − z2

2
)u(x− z1 + z2

2
)
dz1dz2

2d
.

∫

IR2d

ei(x−y).ξq(x, ξ)u(y)dy ∧ dξ =

∫

IR2d

ei
1
4
z21−i

1
4
z22q(x,

z1 − z2
2

)u(x− z1 + z2
2

)
dz1dz2

2d
.

L’application du théorème de la phase stationnaire à l’une et à l’autre des intégrales est possible.
On applique donc successivement le théorème de la phase stationnaire, sous la forme

∫

IR2d

ei
1
4
z21−i

1
4
z22q(x,

z1 − z2
2

)u(x− z1 + z2
2

)
dz1dz2

2d

=

1

2d

∫

IRd

dz1e
i
(z1/

√
2)2

2

∫

IRd

dz2e
−i (z2/

√
2)2

2 q(x,
1

2
(z1 − z2))u(x− 1

2
(z1 + z2))dz1dz2.

Nous vérifions que ∆z/
√

2 = 2∆z . Appliquons alors le deuxième alinéa de la proposition 4.3.
L’opérateur permettant de connaitre le développement du symbole dans les coordonnées z2 est

∑

l

1

l!
(i)−l(−1)l(

∆z2/
√

2

2
)l

et celui dans les coordonnées z1 est
∑

l

1

l!
(i)−l(

∆z1
√

2

2
)l.

On obtient ainsi

Pu(x) '
∑

(
1

i
)l(l!)−1∂2l

yξ(p(x, y, ξ)u(y))|y=x,ξ=0

Op(q)u(x) '
∑

(
1

i
)l(l!)−1∂2l

yξ(q(x, ξ)u(y))|y=x.
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Calcul des deux premiers termes Ils sont obtenus grâce à

(1 + i−1∆z1)(1 − i−i∆z2)

Il reste ainsi

u(x− 1

2
(z1 + z2))p(x,

1

2
(z1 − z2))|z1=z2=0 +

1

2
i−1(∆z1 − ∆z2)[u(x− 1

2
(z1 + z2))q(x,

1

2
(z1 − z2))].

En étudiant coordonnée par coordonnée, on trouve facilement

q(x, 0)u(x) +
∑

j

∂xju(x)i
−1∂ξj q(x, 0).

Ceci correspond au développement asymptotique associé à l’opérateur q. Si, par exemple, q est un
opérateur différentiel d’ordre 1, alors q est un polynôme homogène de degré 1, égal à

∑

j
aj(x)ξj, qui

vaut 0 pour ξ = 0. On voit alors que le terme que l’on vient de calculer est

∑

j

∂xju(x)i
−1aj(x).

Ceci achève l’analyse. Pour le cas général, on utilise la formule de Leibniz, et on obtient

∑

α1+α2=α

(∂
|α|+|α1|
ξαyα1 p)(x, x, 0)∂

|α2|
xα2 u(x)

On en déduit donc la formule de dérivation en sommant sur les α1 :

P (u) '
∑

β

i−|β|(β!)−1∂
|β|
yβ
u(x)

∑

α,α1/β=α−α1

i−|α1|(α1!)
−1∂

|β|
ξβ

(∂
2|α1|
ξα1yα1 p)(x, x, 0).

Nous considérons alors le symbole

q1(x, ξ) =
∑

α1

i−|α1|(α1!)
−1 ∂2α1p

∂ξα1yα1
(x, x, ξ).

Comme p est un symbole de Sm, le symbole associé à ∂2α1
yα1ξα1 p(x, x, ξ) est un symbole de Sm−|α1|.

Nons appliquons le théorème de complétude asymptotique (Proposition 6.3), pour voir que cette
somme asymptotique définit un symbole de Sm.

On vérifie que Pu ' Op(q1)u. Il suffit alors de prendre q − q1 ∈ S−∞, en particulier q = q1 pour
obtenir l’égalité du lemme de réduction.

Solution de l’exercice 8.2 On considère, sur L2(X), le produit scalaire canonique (u, v) =
∫

uv̄dx. L’adjoint d’un opérateur (pseudo-différentiel)A continu de C∞
0 (X) dans D′(X) est l’opérateur

défini par (Au, v) = (u,A?v) pour u, v dans C∞
0 (X). Lorsque A est un opérateur pseudo-différentiel,

il admet un noyau KA(x, y), et A? a pour noyau la conjuguée de KA(y, x). On suppose que A est un
opérateur pseudo-différentiel dont un symbole est a(x, y, θ). Alors la représentation par une intégrale
oscillante du noyau distribution de A est donnée par

KA(x, y) =
1

(2π)n

∫

a(x, y, θ)ei(x−y)θdθ,

ce qui donne

KA?(x, y) =
1

(2π)n

∫

ā(y, x, θ)ei(x−y)θdθ

(dans cette dernière ligne, il y a à la fois l’échange de x et de y et la conjugaison pour obtenir la même
phase) ; Ainsi, l’opérateur A? est un opérateur pseudo-différentiel, dont un symbole est ā(y, x, θ).

Pour obtenir le symbole principal associé, on commence par prendre pour a(x, y, θ) le symbole
σA(x, θ), symbole principal de A. On constate alors que ā(y, x, θ) = σ̄A(y, θ), et on applique l’alinéa
3) de la proposition 8.3 pour obtenir le symbole

σ?(x, θ) '
∑ 1

i|α|
1

α!
(
∂

∂y
)α(

∂

∂θ
)ασ̄A(x, θ).
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Solution de l’exercice 8.3

Calcul de b par l’utilisation de l’astuce de Kuranishi Nous présentons ici une méthode
s’appuyant sur le comportement de phases de la forme φ(x, y, ξ) telles que φ(x, x, ξ) = 0. Elles se
factorisent sous la forme (x−y)g(x, y, ξ). L’exemple que nous abordons ici pour l’étude du changement
de variable est φ(x, y, ξ) = (χ(x) − χ(y))ξ. Nous vérifions en effet que

(a(x,D)u)(x) =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(x−z)ξa(x, ξ)u(z)dydξ,

qui se réécrit

(a(x,D)u)(χ(y)) =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(χ(y)−z)ξa(χ(y), ξ)u(z)dzdξ.

Cette égalité se transforme en

(a(x,D)u)(χ(y)) =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(χ(y)−χ(t))ξa(χ(y), ξ)u(χ(t)))(dχ(t))dtdξ. (8.5.7)

La phase oscillante considérée est donc

φ(y, ξ, t) = (χ(y) − χ(t)).ξ.

Du théorème des fonctions implicites on déduit le lemme suivant.

Lemme 8.7 Si une phase φ(y, t, ξ) s’annule pour y = t, et si ∇yφ(y0, y0, ξ0) 6= 0 ou ∇tφ(y0, y0, ξ0) 6=
0, il existe une fonction Σ ∈ C∞(K′ ×K′× IRd) telle que, pour y− t dans un voisinage de 0 et ξ dans
un voisinage de ξ0 on ait

φ(y, ξ, t) = (y − t).Σ(y, t, ξ).

On vérifie que Σ(y, y, ξ) = ∇tφ(y, ξ, y) dans ce voisinage. L’application de X × IRd × X dans lui
même, qui à (y, ξ, t) fait correspondre (y,Σ(y, ξ, t), t), est un difféomorphisme local au voisinage de
(y0, ξ0, y0).

La formule d’intégration prouve que

χj(y) − χj(t) =
∑

k

(yk − tk)

∫ 1

0

∂ykχj(st+ (1 − s)y)ds

ce qui donne

Σk(y, t, ξ) =
∑

j

ξj

∫ 1

0

∂ykχj(st+ (1 − s)y)ds =
∑

k

(yk − tk)

∫ 1

0

ξj∂ykχj(st+ (1 − s)y)ds.

La relation dχj =
∑

k
∂ykχjdyk =

∑

k
χ′
jkdyk donne alors χ′

jk = ∂ykχj , et comme

Σk(y, y, ξ) =
∑

j

ξj∂ykχj =
∑

j

ξjχ
′
jk =

∑

j

(tχ′)kjξj

on trouve la relation

Σ(y, y, ξ) = (tχ′(y).ξ).

Cette notation est cohérente car χ′ est une matrice, et on l’applique à un élément ξ de IRd. L’appli-
cation χ est un difféomorphisme, donc χ′ est une matrice inversible. Localement, au voisinage de la
diagonale on peut retrouver ξ en fonction de Σ et de y. On peut alors considérer le système d’équations
Σ(y, t, ξ) = Σ, et il existe une solution ξ = Θ(y, t,Σ). On calcule alors l’intégrale (8.5.7) par

(a(x,D)u)(χ(y)) =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(y−t)Σa(χ(y),Θ(y, t,Σ))u(χ(t)))det(χ′(t))dtdΣdΣΘ(x, t,Σ).

Si d(y, t,Σ) est le symbole a(χ(y),Θ(y, t,Σ))det(χ′(t))dΣΘ(x, t,Σ), une application du lemme 8.3 de
réduction permet alors d’obtenir
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(a(x,D)u)(χ(y)) =
1

(2π)d

∫ ∫

ei(y−t)Σb(y,Σ)dΣdt,

Le terme dominant de b0 est égal à

b0(y,Σ) = a0(χ(y), (tχ′)−1(Σ)).

Solution de l’exercice 8.4 Nous ferons ici un usage constant du lemme 8.7 démontré dans
l’exercice 8.2. En effet, une phase de la forme (x − y).ξ + ψ(y) − ψ(x) vérifie l’hypothèse dès
que ξ0 6= ∇ψ(y0).

1) On peut vérifier que, au sens des intégrales oscillantes

A ◦ B(u)(x) =
1

(2π)2d

∫ ∫ ∫ ∫

ei(x−z)ξ+is(x,ξ)+i(z−y).θ−is(y,θ)a(x, ξ)b(y, θ)u(y)dydθdzdξ.

Nous appliquons la méthode du col (Théorème 4.3) à la phase totale de cet opérateur dans les
variables z et ξ, qui est

φx,y,θ1 (z, ξ) = (x− z).ξ + (z − y).θ + s(x, ξ) − s(y, θ).

Le point critique est

{

ξc = θ
zc = x+ ∂ξs(x, ξc)

et la matrice jacobienne est

(

0 −Id
−Id Hessξs(x, ξ)

)

qui est inversible (air désormais connu). La valeur critique de la phase est

(x− y)θ + s(x, θ) − s(y, θ)

Le théorème de la phase stationnaire avec paramètre affirme l’existence d’un symbole L(a, b)(x, y, θ)
tel que

(A ◦ B)(u)(x) =

∫

ei((x−y)θ+s(x,θ)−s(y,θ))L(a, b)(x, y, θ)u(y)dydθ.

De plus, on vérifie, puisque les symboles et la phase ne dépendent pas de t dans l’égalité qui suit,
que

L(a, b)(x, y, θ) =
∑

α

1

α!
∂αt D

α
β [a(x, θ+β)b(y, θ)ei[(x−y).θ+s(x,θ)−s(y,θ)]+i[s(x,θ+β)−s(x,θ)−β∂θs(x,θ)]]|t=0,β=0.

Il existe r ∈ S−1(X × Y × IRd) tel que

L(a, b)(x, y, θ) = [a(x, θ)b(y, θ) + r(x, y, θ)]ei(x−y).θ+i(s(x,θ)−s(y,θ)).

Nous appliquons l’astuce de Kuranishi (Lemme 8.7). On vérifie que, dans un voisinage de x,
l’égalité θ + V (x, y, θ) = Σ est inversible, et on peut trouver θ = θ(x, y,Σ). On voit alors que

(A ◦ B)(u)(x) =

∫

ei(x−y)ΣL(a, b)(x, y, θ(x, y,Σ))| ∂θ
∂Σ

(x, y,Σ)|dy ∧ dΣ.

Le lemme de réduction 8.3 implique l’existence de c(x,Σ) tel que A ◦ B = Op(c), c étant un
symbole dont l’ordre est la somme des ordres de a et de b. On trouve

c(x, θ) =
∑

α

1

α!
Dα

Σ∂
α
y a(x, θ(x, y,Σ))b(y, θ(x, y,Σ))|y=x.
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Egaler le symbole principal à 1 et tous les autres à 0 se fait de proche en proche ; ici on identifie b0 en
fonction de (a0)

−1, qui est bien défini puisque a0 est le symbole principal d’un opérateur elliptique.
On procède de proche en proche pour identifier bj . De cette façon, on construit un symbole b tel que
le symbole de A ◦B soit ' 1 (mod S−∞). Ceci achève la preuve du résultat de l’exercice 8.3. Ceci est
la même démarche que celle employée dans la démonstration de la proposition 8.5.

2) On applique la même méthode de calcul pour évaluer le symbole principal de l’opérateur
A ◦ P ◦ B, où on connait le symbole principal de P . Le symbole principal obtenu après l’application
du théorème de la phase stationnaire est

a(x, θ)b(y, θ)p(x+ ∇θs(x, θ), θ)

et la phase que nous considérons est

(x− y)θ + s(x, θ) − s(y, θ)

L’astuce de Kuranishi conduit au changement de variable

Σ = θ + ∇xs(x, θ).

Le symbole principal obtenu pour l’opérateur A ◦ P ◦B est donc

q(x,Σ) = p(x+ ∇θs(x, θ), θ),Σ = θ + ∇xs(x, θ).

Nous reviendrons sur ce résultat dans la partie consacrée à la géométrie.
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Chapitre 9

Opérateurs et géométrie
symplectique

Dans ce chapitre, nous étudions certains objets reliés aux opérateurs pseudo-différentiels :
l’ensemble caractéristique, le flot bicaractéristique. Nous montrons que le cadre naturel dans
lequel ceci est possible s’appelle la géométrie symplectique (essentiellement grâce à la proposi-
tion 8.10 qui montre qu’un changement de variable en y induit un changement de variable en
ξ). Nous en déduisons des résultats sur les opérateurs intégraux de Fourier, en particulier nous
introduisons la relation canonique associée à un opérateur intégral de Fourier. Cette partie
est très importante pour l’analyse générale d’une équation aux dérivées partielles, puisque
toute propriété du symbole de l’opérateur sera vraie pour tout opérateur semblable (obtenu
par conjugaison par un opérateur inversible). En particulier, le flot bicaractéristique est la
généralisation des rayons de l’optique géométrique étudiés au chapitre 3.

La conjugaison d’un opérateur pseudodifférentiel par un opérateur intégral de Fourier
conduit à un nouvel opérateuur pseudodifférentiel, et les objets géométriques cités ci-dessus
(qui sont définis sur un espace de variables de dimension 2d) de l’ancien opérateur et du nou-
vel opérateur se déduisent les uns des autres par une transformation adaptée à la géométrie
symplectique qui est la relation canonique.

9.1 Solutions d’une équation pseudo-différentielle

On considère un opérateur pseudo-différentiel P , proprement supporté sur IRd d’ordre m
de symbole p(x, ξ) =

∑m
j=−N pj(x, ξ) ∈ Sm(IR2d), chaque pj est homogène de degré j. La

proposition suivante permet de calculer l’action de P sur un développement asymptotique
oscillant u(x, k).

Proposition 9.1 Soit u(x, k) = a(x, k)eikφ(x), telle qu’il existe des fonctions (aj)0≤j de classe
C∞ en x telles que

a(x, k) '
∑

j≥0

aj(x)(ik)
−j .

Il existe des fonctions bj(x), de classe C∞ en x, telles que

e−ikφ(x)(ik)−mP (u)(x, k) '
∑

j≥0

bj(x)(ik)
−j .

Preuve On emploie pour cela la représentation en opérateur intégral de Fourier triviale de
l’opérateur pseudo-différentiel P . On évalue

141
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∫

IR2d

ei(x−y)ξ+ikφ(y)p(x, ξ)a(y, k)dydξ.

Le changement de variable ξ = kη donne

∫

IR2d

ei(x−y)ξ+ikφ(y)p(x, ξ)a(y, k)dydξ = km+d

∫

IR2d

eik((x−y).η+φ(y))p(x, η, k)a(y, k)dydη,

où p(x, η, k) =
∑

−N≤l≤m pl(x, η)k
−l. On évalue cette intégrale par la méthode de la phase

stationnaire. Le gradient de la phase en (y, η) est

(−ξ +∇yφ(y), x − y).
Considérons dans un premier temps un cas particulier.

Une phase linéaire On choisit φ(y) = y.η0, η0 ∈ IRd\{0}, p(y, η) = ηα, a(y, k) = 1. On
trouve

∫

IR2d

eik((x−y)η+y.η0)ηαdydη = eikx.η0
∫

IR2d

eik(x−y)(η−η0)ηαdydη.

Notons u = y − x et ξ = η − η0. on trouve

∫

IR2d

eik((x−y)η+y.η0)ηαdydη = eikx.η0
∫

IR2d

e−ikuξ(η0 + ξ)αdudξ.

On remarque alors que, lorsque β 6= 0,
∫

IR2d ξβe−ikuξdudξ = 0. En effet, soit βj 6= 0. Par
séparation des variables, on intègre par rapport à la coordonnée uj . Au sens des distributions,
on trouve

∫

IR duje
−ikujξj = 1̂(kξj). Comme la transformée de Fourier de la fonction égale à 1

est la distribution δ0, et que βj > 0, on obtient < 1̂(kξj), ξ
βj
j >= 0.

Ainsi
∫

IR2d e−ikuξ(η0 + ξ)αdudξ = ηα0
∫

IR2d e−ikuξdudξ = (2π)dηα0 , car on ne conserve que le
terme d’ordre 0 en ξ.

On en déduit

∫

IR2d

eik((x−y)η+y.η0)ηαdydη = (2π)deikx.η0ηα0 .

On généralise ce résultat. Pour appliquer la méthode de la phase stationnaire, on se ramène
aux points critiques sur un ensemble compact. Plus précisément, il suffit de se ramener à un
compact en y et à un voisinage conique en η. Ceci est fait dans l’exercice 9.0.

Le Jacobien de la phase est

(

−Hessφ(y) −Id
−Id 0

)

inversible grâce à la formule
(

−Hessφ(y) −Id
−Id 0

)(

0 −Id
−Id Hessφ(y)

)

=

(

Id 0
0 Id

)

.

Le déterminant de la Jacobienne est égal à (−1)d. Nous sommes dans les conditions d’appli-
cation du théorème de la phase stationnaire, au voisinage du point critique (x,∇xφ(x)) dans
IRdy × IRdξ . La valeur de la phase critique est φ(x), et l’intégrale admet un développement en

(y, η) dont le premier terme est pm(x,∇xφ)( 2π
k )

2d
2 a0(x). Nous proposons ici une méthode s’ap-

puyant sur le lemme 8.5 pour calculer les fonctions bj résultant du développement de phase
stationnaire. Nous utilisons le changement de variable classique au voisinage du point critique
y = x, ξ = ∇yφ(x). En effet, il sera plus facile d’exprimer l’opérateur de développement de
phase stationnaire au voisinage du point (0, 0). On écrit
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y = x+ u, ξ = ∇xφ(x) + θ.

Alors il existe (développement de Taylor avec reste intégral) une matrice A(x, y) telle que

φ(y)− φ(x) − (y − x).∇xφ(x) = (y − x)A(x, y)(y − x).
L’intégrale calculée est

km+d

∫

IR2d

dudθeik[(−u)(∇xφ(x)+θ)+φ(x)+u∇xφ+uA(x,x+u)u]a(x+ u, k)p(x,∇xφ(x) + θ, k),

ou encore

km+deikφ(x)

∫

IR2d

dudθe−ikuθeikuA(x,x+u)ua(x+ u, k)p(x,∇xφ(x) + θ, k).

Nous avons déjà évalué au lemme 8.5 cette intégrale oscillante, où le symbole est a(x, u, θ) =
p(x,∇xφ+ θ, k)a(x + u, k)eikuA(x,x+u)u. Il vient

kmeikφ(x)
∑

l≥0

1

l!(ik)l

∑

|α|=l
∂αuα [eikuA(x,x+u)ua(x+ u, k)]|u=0∂

α
ξαp(x,∇xφ(x), k).

Nous avons donc explicitement tous les termes du développement asymptotique. En évaluant
les dérivées en u de eikuA(x,x+u)u, on montre que le terme comportant |α| dérivées est d’ordre
km+d−α

2 . La somme de ces termes définit alors une série asymptotique (comme dans la preuve
de la proposition 8.10). De cette proposition, on déduit, en annulant le terme de plus haut
degré en k dans l’expression de I

Lemme 9.1 u est solution asymptotique non triviale de P , i.e. P (u) ' 0 ⇒ {(x,∇xφ(x)} ⊂
Car(p) ∩ (suppa0 × IRd).

On a généralisé pour un opérateur pseudo-différentiel la notion d’équation eikonale. On
peut donner une généralisation supplémentaire, et faire agir un opérateur pseudo-différentiel
sur un opérateur intégral de Fourier (ce qui revient à composer des opérateurs intégraux de
Fourier, voir [46]). Cette généralisation est utilisée dans le chapitre 10 qui étudie les caustiques.

Proposition 9.2 Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m et soit A un opérateur
de Fourier intégral (selon la définition 7.4) de phase s(x, θ) et de symbole a(x, θ) ∈ Sp. Alors

P (A(u))

définit un opérateur de Fourier intégral de même phase et de symbole b(x, θ) ∈ Sm+p, chaque
terme bj étant calculé avec les termes de P et de a dont la somme des ordres est ≤ j.

Cette proposition est une conséquence de l’exercice 8.3. Il est énoncé dans l’article de
Duistermaat et de Hörmander [31] dans le théorème 4.2.2.1

Preuve Nous détaillons cette preuve pour montrer une fois de plus une application formelle2

du théorème de la phase stationnaire. Pour cela, on introduit

Pv(x) =

∫

ei(x−z)ξp(x, ξ)v(z)dzdξ (9.1.1)

1Nous verrons plus loin que si A a pour relation canonique C, alors PA a aussi pour relation canonique C.
2le mot formelle est dû au fait que l’on n’étudie pas ici le comportement en k de chaque terme du

développement formel obtenu, mais ce développement peut être justifié.
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On écrit alors la composée

P (Au)(x) =

∫ ∫

ei(x−z)ξ+s(z,θ)−y.θp(x, ξ)a(z, θ)u(y)dzdθdydξ. (9.1.2)

La phase associée est φ(x, y, z, ξ, θ) = (x−z)ξ−yθ+s(z, θ). Pour se ramener à un opérateur
intégral de Fourier, dont la phase ne dépend que de (x, θ, y), on applique la méthode du col
dans les variables (z, ξ). Le point critique (zc, ξc) est solution de

{

−ξc + ∂z(zc, θ) = 0
zc = x

et le Hessien de la phase est

(

Hess sz(z, θ) −Id
−Id 0

)

Cette phase est non dégénérée, de valeur critique s(x, θ) − yθ. Ainsi, utilisant le théorème de
la phase stationnaire (Proposition 4.3) et introduisant le laplacien associé à la phase, on a

∆sa(z, ξ) = Tr(

(

0 −Id
−Id Hesszs(z, θ)

)(

∂2
z2 ∂2

zξ

∂2
zξ ∂2

ξ2

)

)a = −2∂2
zξa+ Hesss(z, θ)∂2

ξ2a.

L’opérateur utilisé dans le théorème de la phase stationnaire est ainsi

(i)−1[−∂2
zξ +

1

2
Hesss(z, θ)∂2

ξ2 ].

L’intégrale (9.1.2) se met sous la forme

P (Au)(x) =

∫

eis(x,θ)−yθB(x, y, θ)u(y)dydθ

où le symbole B vaut

B(x, y, θ) =
∑

l

(l!)−1(i)−l[−∂2
zξ +

1

2
Hesss(z, θ)∂2

ξ2 ]
l(p(x, ξ)a(z, θ))|zc=x,ξc=∇zs(zc,θ).

Ce symbole est de la forme b(x, θ). Il ne dépend pas de y (ce qui n’est pas toujours le cas dans
l’application du théorème de la phase stationnaire).

Remarque Des relations ∂2
ξjξk

(p(x, ξ)a(z, θ)) = (∂2
ξjξk

(p(x, ξ))a(z, θ)) et ∂2
zjξj

p(x, ξ)a(z, θ) = ∂ξjp(x, ξ)∂zja(z, θ),
on déduit le terme d’ordre −1, égal à

b1(x, θ) = [
∑

j

∂ξjp(x, ξ)∂zja(z, θ) −
1

2
(
∑

j,k

∂2
ξjξk

p(x, ξ)∂2
zjzk

s(z, θ)a(z, θ))].

C’est un opérateur d’ordre 1 sur a dont les coefficients sont ceux de l’opérateur de transport usuel

∇ξp.∇z. Dans cet opérateur apparait Hessp.Hesss qui correspond au terme ∆φa0 dans l’équation de

transport pour l’équation de Helmholtz. Nous continuons le calcul de (9.1.2). Dans la phase φ, le
changement de variable

(z, ξ) = (x+ u,∇zs(x, θ) + η)

conduit à la phase

−u.η + [s(x+ u, θ)− u∇zs(x, θ)]− y.θ.
Soit
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p̃(x, θ;u, η) = p(x,∇zs(x, θ) + η)a(x+ u, θ)ei([s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)]−y.θ). (9.1.3)

C’est un symbole de Sm1,0((u, η) ∈ IR2d), les points x et θ étant fixés, puisque les dérivées en u
ne font pas intervenir de puissances supplémentaires de η. Le développement asymptotique de
l’intégrale

∫

e−iu.ηp̃(x, θ;u, η)dudη existe par le lemme 8.5. Il faut pour achever cette preuve
contrôler le symbole obtenu en variable θ. En effet, une dérivation en u du symbole p̃ conduit
à des puissances de θ supplémentaires. Le résultat est vrai par une méthode analogue à celle
employée dans la preuve de la proposition 8.9.

On a

A1 = ∂2
ηup̃(x, θ;u, η) =

∑

j
∂p
∂ξj

(x,∇zs(x, θ) + η)[ ∂a∂xj (x+ u, θ) + ia(x+ u, θ)( ∂s∂xj (x + u, θ)− ∂s
∂xj

(x, θ))]

×ei([s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)]−y.θ).
(9.1.4)

Le symbole intervenant dans (9.1.4) se met sous la forme

r(x, u, θ, η) =
∑

j

∂p

∂ξj
(x,∇zs(x, θ) + η)a(x, u, θ)ei([s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)]−y.θ).

De l’égalité

r(x, 0, θ, 0) =
∑

j

∂p

∂ξj
(x,∇zs(x, θ))

∂a

∂xj
(x, θ)e−iy.θ,

on déduit que dans le terme A1 il n’y a aucun terme induit par la phase s. On vérifie que A1

est d’ordre m− 1 car la dérivée d’un symbole homogène d’ordre m est d’ordre m− 1.
La phase s apparait en revanche dans les termes suivants du développement de phase

stationnaire. En effet, introduisons

A2 =
∑

l
∂2

∂ηl∂ul
[
∑

j
∂p
∂ξj

(x,∇zs(x, θ) + η)[a(x, u, θ)ei([s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)]−y.θ)] =
∑

j,l
∂2p

∂ξj∂ξl
(x,∇zs(x, θ) + η)[

∂a1,j
∂ul

(x, u, θ) + a1,j(x, u, θ)(
∂s
∂xl

(x+ u, θ) − ∂s
∂xl

(x, θ))]ei([s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)]−y.θ).

On trouve

∂a

∂ul
(x, u, θ) =

∂2a

∂xj∂xl
(x + u, θ) + a(x+ u, θ)

∂2s

∂xj∂xl
(x+ u, θ).

Dans ce terme, apparait la dérivée seconde de s en u, qui est d’ordre 1 car s est homogène
d’ordre 1 en θ. Il vient ainsi comme terme dans le symbole un terme d’ordre m−2+1 = m−1
(le m − 2 provient de la dérivée seconde du symbole p). Le terme A2 est donc un terme
d’homogénéité m− 1.

On rappelle les expressions

A1(x, θ) =
∑

|α|=1
1
α!∂

α
x a(x, θ)∂

α
θ p(x, θ),

A2(x, θ) =
∑

|α|=2[
1
α!∂

α
x a(x, θ) + a(x, θ)∂αz s(x, θ)]∂

αp(x, θ).

Nous démontrons dans ce qui suit que le terme Aj du développement de phase stationnaire
est d’ordre d’homogénéité ≤ m− [ j+1

2 ] dans la variable θ. La somme asymptotique existe par
le théorème de complétude asymptotique (Proposition 6.3). Ceci prouve la proposition 9.2.

Traitement du terme Aj Dans le cas général, on a Aj =
∑

|α|=j Dα, avec

Dα(x, θ) = 1
α!∂

α
u∂

α
η [p(x,∇zs(x, θ) + η)a(x+ u, θ)ei(s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ))]

=
∑

α′+α′′=α
1

α′!α′′!∂
α
η p(x,∇zs(x, θ))∂α

′′
x a(x, k)∂α

′
u [ei(s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ))].

On utilise l’égalité
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∂uj [e
i(s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ))] = i( ∂s∂xj (x + u, θ)− ∂s

∂xj
(x, θ))[ei(s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ))]

dont on déduit, notant t(u, x, θ) = ei(s(x+u,θ)−u∇zs(x,θ)), l’identité

∂uj t = iujw(u, x, θ)t(u, x, θ).

Ainsi, pour |α′| ≥ 2, on trouve, si α′ ne comprend que des dérivées d’ordre 1, ∂α
′

uα′ t(0, x, θ) =
0, et si α′ comprend une dérivée d’ordre 2, on trouve

∂α
′

uα′ t(0, x, θ) =
∑

dérivées d’ordre 2

bj
∂2s

∂u2
j

.

Le calcul successif de tous les termes est très technique. On applique le lemme 8.5.

9.2 Changement de variable et objets géométriques

Nous définissons un premier objet géométrique : les bicaractéristiques. Elles sont définies
dans l’espace des positions impulsions associé à l’espace des symboles. il s’agit de la généralisation
des rayons de l’optique géométrique introduits au chapitre 3, dans le sens où les bicaractéristiques
associées à l’opérateur ξ2− k2 sont les courbes dont les premières coordonnées sont les rayons
et où les deuxièmes coordonnées sont les vecteurs ~p de module k donnant la direction des
rayons. L’impulsion est alors ~p par analogie avec le Hamiltonien |~p|2 − k2.

9.2.1 Les bicaractéristiques

Commençons par un exemple provenant du résultat de la Section 3. Nous avons, dans cette
section, calculé la solution asymptotique formelle de (∆+k2)u(x, k) = 0 sous la condition (que
nous avions nommée condition initiale) u(x, k) = A(x, k)eikφ0 , x ∈ Σ0. Il s’agissait donc d’une
phase constante sur la variété Σ0 de codimension 1. Nous supposonsA(x, k) '∑j Aj(x)(ik)

−j .
Pour nous fixer les idées, considérons un point x0 ∈ Σ0. Alors, pour tout x ∈ Σ0 ∩ B(x0, ε),
ε assez petit, on peut définir un système de coordonnées locales (y1, y2) sur Σ0 telles que
x = x(y). Pour u assez petit (de sorte que la matrice det(Id + uW (x)) soit inversible pour
x ∈ Σ0 ∩ B(x0, ε), W désignant, on le rappelle, la matrice des courbures ou matrice de
Weingarten de la phase φ solution de |∇φ| = 1, φ|Σ0 = φ0 sur l’isophase Σ0), on peut définir
un difféomorphisme d’un voisinage de x0 dans IR3 par la relation

x(y, u) = x(y) + uN(x(y)). (9.2.5)

On sait ainsi que

a0(x(y, u)) = A0(x(y))(det(Id+ uW (x(y))))−
1
2

et
φ(x(y, u)) = φ0 + u.

Notons u0(x(y, u), k) = a0(x(y, u))e
ik(φ0+u). Il s’agit du terme principal de la solution

asymptotique formelle. Comme (9.2.5) définit un difféomorphisme, la fonction φ telle que
φ0 + u = φ(x(y, u)) est une fonction bien définie. Soit

u0(x, k) = a0(x)e
ikφ(x). (9.2.6)

La transformée de Fourier inverse en k de (9.2.6) est la distribution (notation formelle)

v0(x, t) = a0(x)

∫

IR

eikφ(x)+iktdk = a0(x)δ(t− φ(x)).
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Rappelons que le front d’onde d’une distribution est le complémentaire de l’ensemble des
points (x0, t0, ξ0, τ0) tels qu’il existe χ localisant au voisinage de (x0, t0) telle que F(χv0) soit
à décroissance rapide dans un voisinage de (ξ0, τ0). On suppose que a0(x0) 6= 0. Il existe un
voisinage B(x0, ε) tel que |a0(x)| ≥ 1

2 |a0(x0)| sur ce voisinage (et donc est non nul). On choisit
χ de sorte qu’elle ait son support contenu dans ce voisinage. Lorsque t0 6= φ(x0), on peut
choisir χ pour que χv0 soit identiquement nulle, donc les points (x0, t0, ξ0, τ0), t0 6= φ(x0) ne
sont pas dans le front d’onde de v0. La transformée de Fourier de χv0 est (avec des abus de
notation clairs)

I(ξ, τ) =

∫

IR3

a0(x)e
−iξ.x

∫

IR

δ(t− φ(x))e−itτdtdx =

∫

IR3

a0(x)e
−ix.ξ−iτφ(x)dx.

Le difféomorphisme (9.2.5) conduit à
∫

IR3

dudσΣ0 (y)det(Id+ uW (x(y))a0(x(y, u))e
ix(y).ξ+iuN(x(y)).ξ+iτφ0+iτu.

Cette phase stationne pour ξ normal à Σ0 et pour N(x(y)).ξ + τ = 0. Il vient ainsi ξ =
λN(x(y)) et τ = −λ. Les points où la phase ne stationne pas correspondent aux points
(x(y, u), φ0 +u, ξ, τ) qui ne sont pas dans le front d’onde de v0. Le front d’onde de v0 satistait
donc à

WF (v0) ∩ B(x0, ε) = {(x(y) + uN(x(y)), φ0 + u,−τN(x(y)), τ)} ∩ B(x0, ε). (9.2.7)

On donne la définition des courbes bicaractéristiques :

Définition 9.1 Les courbes bicaractéristiques de l’opérateur P différentiel (ou du symbole p
homogène, symbole proincipal de P ) sont les courbes intégrales du champ de vecteur hamilto-
nien Hp ∈ T (T ∗IRd) associé au symbole p sur T ∗IRd :

Hp =

j=d
∑

j=1

∂p

∂ξj
(x, ξ)

∂

∂xj
− ∂p

∂xj
(x, ξ)

∂

∂ξj
(9.2.8)

encore noté

Hp = (
∂p

∂ξ
,−∂p

∂x
).

Elles satisfont
{

d
ds ((x(s), ξ(s)) = Hp((x(s), ξ(s))
(x(0), ξ(0)) = (x0, ξ0).

(9.2.9)

Cette définition sera précisée d’un point de vue géométrique dans la section 9.3 consacrée à
la géométrie symplectique. Dans l’exemple simple de l’opérateur des ondes dans l’espace usuel
∆− ∂2

t2 , son symbole est p(t, x, τ, ξ) = τ 2 − ξ2. Le hamiltonien associé est le champ

Hp = (2τ,−2ξ, 0, 0).

Les courbes intégrales de Hp vérifient τ = τ0, ξ = ξ0. On a bien sûr τ2 − ξ2 = τ2
0 − ξ20 = 0.

Alors t(s) = t0 + 2τ0s, x(s) = x0 − 2sξ0.
On en déduit aisément que :
– le symbole principal est invariant sur les bicaractéristiques,
– la phase solution de l’équation eikonale peut être calculée sur les bicaractéristiques de

l’opérateur de d’Alembert. En effet, la phase de la solution de l’équation de Helmholtz
obtenue après transformation de Fourier en temps de l’équation des ondes est φ(s′) =
φ0+s

′ et x(s′) = x0+s
′∇φ(x0), avec |∇φ(x0)| = 1. On prend s′ = −2s ξ0τ0 pour vérifier que

la projection sur l’espace physique des bicaractéristiques de l’opérateur de d’Alembert
est confondue avec les caractéristiques et que la phase associée au dalembertien, égale à
ψ(x, t) = φ0 + s− t, est calculée le long des bicaractéristiques.
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9.2.2 Changement de variable et transformation du front d’onde, des
bicaractéristiques et de la phase eikonale

Nous utilisons dans cette section le lemme de changement de variable 8.10 qui donne la
relation entre le changement de variable dans X ⊂ IRd et le changement de variable induit
dans X × IRd ⊂ IR2d. Nous avons la

Proposition 9.3 Soit χ un difféomorphisme de IRd dans IRd, tel que χ(x0) = y0. On définit
un difféomorphisme hχ de IRd × IRd dans IRd × IRd par

hχ(x, ξ) = (χ(x), tχ′(x)−1ξ).

Alors

1) Invariance du front d’onde :

WF (u ◦ χ−1) = hχ(WF (u))

2) Invariance des bicaractéristiques et de la phase solution de l’équation eikonale :

Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique de symbole principal pm(x, ξ) homogène
de degré m. On définit l’opérateur pseudo-différentiel classique Q (en vertu de la proposition
8.10) par

Q(v) ◦ χ−1 = P (v ◦ χ−1),

de symbole principal qm(y, η), où y = χ(x), η = tχ′(x)−1
ξ.

a) Si (x(s), ξ(s)) est une courbe intégrale du champ hamiltonien Hpm , alors hχ(x(s), ξ(s))
est la courbe intégrale du champ hamiltonien Hqm passant par hχ(x(0), ξ(0)).

b) Si φ(x) est une solution de l’équation eikonale pour pm, alors φ ◦ χ−1 est une solution
de l’équation eikonale pour qm.

La preuve fait l’objet de l’exercice 1 de cette section. Notons que ce résultat peut être écrit
localement, modulo quelques précautions.

Dans la suite de ce chapitre, nous généralisons l’approche déjà exploitée dans la section
exprimant des solutions asymptotiques de l’équation de Helmholtz (Section 1.4), puis lorsque
nous avons exprimé dans le chapitre 2 la solution d’un problème hyperbolique matriciel d’ordre
1 en introduisant une équation eikonale (2.2.4). Nous utilisons ici le résultat démontré dans
la Section 9.1, en particulier l’alinéa 2) b) de la proposition 9.3. Nous généralisons la notion
d’équation eikonale. En effet, nous avons démontré que, pour l’équation de Helmholtz comme
pour un problème hyperbolique matriciel à coefficients variables, il existe une équation scalaire,
dont une fonction φ pouvait être solution, fonction que nous avons appelé fonction phase
et équation que nous avons appelé équation eikonale. Nous avons vu dans le lemme 9.1
que l’on pouvait aussi introduire une équation eikonale pour un opérateur pseudo-différentiel
usuel grâce aux opérateurs de Fourier intégraux. Enfin, la proposition 9.3 montre que l’en-
semble des points (x,∇xφ) où φ est une solution de l’équation eikonale associée à l’opérateur
pseudo-différentiel de symbole principal pm se transforme de la même façon que les courbes
bicaractéristiques lorsque l’on considère l’opérateur Q tel que Q(u ◦ χ−1) = (Pu) ◦ χ−1. Ces
considérations intrinsèques nous amènent à étudier non pas la phase φ elle même, mais les
ensembles {(x,∇xφ)}, puis les généraliser. De tels ensembles constituent des variétés lagran-
giennes, qui sont des solutions lagrangiennes de l’équation caractéristique pm(x, ξ) = 0.

Nous introduisons le cadre géométrique dans lequel ces ensembles sont bien définis, il s’agit
de la géométrie symplectique. En particulier, nous aboutirons à une définition rigoureuse
et intrinsèque de l’objet introduit dans la Définition 9.1 par la relation (9.2.8). Nous nous
appuyons ici sur le cours de J. Sjostrand [42]. Le lecteur intéressé peut se reporter au traité
de Stenberg [91].
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9.3 Géométrie symplectique

Nous choisissons dans cet ouvrage d’introduire le fibré cotangent comme l’espace de jets
sur une variété. Il est aussi naturel de définir en premier le fibré tangent.

9.3.1 Définition géométrique du fibré cotangent

On se donne X une variété C∞ de dimension d.

Définition 9.2 Le fibré cotangent de X en x0, noté T ∗
x0

(X), est l’ensemble des classes d’équivalence
de la relation d’équivalence f ∼ g ⇔ f − g = o(|x − x0|) dans l’ensemble des fonctions s’an-
nulant en x0, et l’élément associé à f ∈ C1(X, IR) est noté df .

T ∗
x0

(X) = {f ∈ C1(X, IR), f(x0) = 0}/ ∼

L’élément df est alors le germe d’ordre 1 de f . Cette définition est évidemment abstraite ; elle
a pour mérite d’être intrinsèque du point de vue géométrique.

Pour la rendre plus explicite, plaçons nous dans un système de coordonnées locales. Pour
chaque point x0 de X , il existe un voisinage W de ce point et un (bien sûr non unique)
système de coordonnées locales (x1, ..., xd). La base naturelle de T ∗

x0
(X) associée à ce système

de coordonnées locales est alors (dx1, ...dxd). En effet, soit f ∈ C1(X, IR). Il existe donc un
difféomorphisme χ de X dans IRd tel qu’un point u de X∩W s’écrive χ(u) = (x1, ...xd). Alors,
par la formule de Taylor, la fonction de IRd dans IR égale à f ◦ χ−1 vérifie

(f ◦ χ−1)(x) = f(x0) +

j=d
∑

j=1

∂

∂xj
(f ◦ χ−1)(χ(x0))(xj − (χ(x0))j) + o(|x − χ(x0)|). (9.3.10)

En remarquant que xj − (χ(x0))j est associé à dxj , on a la décomposition de f dans T ∗
x0

(X).
Le fibré cotangent est

T ∗X = ∪x0∈XT
∗
x0

(X).

La projection naturelle π, de T ∗X dans X est définie par

l ∈ T ∗X ⇒ ∃x = π(l), l ∈ T ∗
x (X).

Lorsque X est muni d’un système de coordonnées locales, alors tout point ρ d’une section
T ∗
xX du fibré cotangent peut être caractérisé par ses coordonnées dans la base dx1, dx2, ...dxd.

Ainsi, un point ρ de T ∗X est déterminé par (x, ξ) où x = π(ρ), π étant la projection naturelle
de T ∗X sur X . Dans T ∗

π(ρ)(X), on a

ρ =

j=d
∑

j=1

ξjdxj .

Ceci prouve qu’il existe une application de T ∗(X) ∩ π−1(W ) dans χ(W ) × IRd définie par
ρ→ (x, ξ), ρ =

∑

ξjdxj . Cette application est C∞. Soient x1 et x2 deux points de X distincts.
Comme π−1(x1) et π−1(x2) ont la même dimension et sont disjoints dans T ∗X , on en déduit
que T ∗(X) est un fibré vectoriel C∞.

9.3.2 Changement de système de coordonnées locales

On utilise la relation (9.3.10) pour identifier la représentation de ρ dans la base dxj . On
voit que

ξj =
∂

∂xj
(f ◦ χ−1)(χ(x0)). (9.3.11)
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Nous supposons que, dans W , X est représenté par un deuxième système de coordonnées
locales (y1, ...yd). Alors on introduit le difféomorphisme ψ qui à un point de X ∩ W fait
correspondre (y1, ..., yd) ∈ ψ(X ∩W ). Au point x0 est associé l’élément η dont les coordonnées
dans la base dy1, ..dyd sont

ηj =
∂

∂yj
(f ◦ ψ−1)(ψ(x0)). (9.3.12)

Soit φ = χ ◦ ψ−1. C’est l’application permettant de passer des coordonnées y vers les coor-
données x. Comme ψ−1 = χ−1 ◦ φ, on déduit de (9.3.12) et de (9.3.11) les égalités

ηj = ∂
∂yj

((f ◦ χ−1) ◦ φ)(ψ(x0))

=
∑

k
∂
∂xk

(f ◦ χ−1)∂φk∂yj

=
∑

k
∂φk
∂yj

ξk

= (t(∂x∂y )ξ)j

où ∂x
∂y est la matrice (

∂φj
∂yk

), matrice Jacobienne de l’application de passage y → x. Nous
synthétisons ainsi la relation de changement de variable.

Lemme 9.2 Soit x0 un point de X. Au voisinage de x0, on peut définir un système de coor-
données locales (x), ce qui permet de définir une base canonique de T ∗

x0
(X). Cette construction

peut être faite pour tout point dans un voisinage W de x0. La variété T ∗(X) est donc une
variété fibrée C∞. Lorsque (x) et (y) sont deux systèmes de coordonnées locales, (x, ξ) et (y, η)
décrivent un même point ρ de T ∗(X) lorsque x et y décrivent le même point de X et

ξ = (t(
∂x

∂y
))−1(η).

Nous remarquons que nous retrouvons ici, en projection sur IRd, le difféomorphisme hχ défini
dans l’alinéa 1 de la proposition 9.3. En particulier, ceci prouve que le front d’onde WF d’une
distribution sur une variété X s’identifie à un fermé conique du fibré cotangent T ∗X .

9.3.3 Fibré tangent

On définit l’espace tangent à X en x0 comme le dual de T ∗
x0

(X) dans la dualité canonique

de IRd× IRd. On notera la base duale associée à (dx1, ...dxd) par ( ∂
∂x1

, ... ∂
∂xd

). Pour le moment,

il s’agit de notations. Nous définissons aussi TX = ∪x0Tx0(X). Alors, par dualité, TX est aussi
un fibré vectoriel et (x, t) et (y, s) décrivent le même point de TX lorsque x et y décrivent le
même point de X et lorsque t = ( ∂x∂y )s.

Supposons donnée une section du fibré TX , c’est-à-dire une application locale de X dans
TX telle que sa composée avec la projection π soit l’identité. On appelle de tels éléments des
champs de vecteurs. Ils peuvent s’écrire, dans un système de coordonnées locales

V (χ−1x) =

j=d
∑

j=1

aj(x)
∂

∂xj

Comme, dans ce système

df =

j=d
∑

j=1

∂

∂xj
(f ◦ χ−1)dxj

la relation de dualité donne

< V, df >=

j=d
∑

j=1

aj(x)
∂

∂xj
(f ◦ χ−1).
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On identifie alors un champ de vecteurs avec un opérateur différentiel d’ordre 1, et on dit, par
dualité, que df est une forme différentielle, et plus précisément, comme f est une fonction, df
est une 1−forme différentielle.

9.3.4 Les formes canoniques et le champ hamiltonien

Ces définitions sont techniques, mais elles permettent de réduire les démonstrations de la
proposition 9.3 de manière considérable.

On considère un système de coordonnées locales (x) sur X . Le fibré T ∗X est identifié à
π(W )× IRd grâce au système de coordonnées locales et à la projection naturelle.

Pour ρ ∈ T ∗X , on peut alors définir l’espace T ∗
ρ (T ∗X), puisque T ∗X est une variété C∞.

Un élément de T ∗
ρ (T ∗X) est une classe d’équivalence pour ∼ dans T ∗X au voisinage de ρ. On

définit, par le schéma commutatif

T ∗X ← T ∗
ρ (T ∗X)

π ↓ ↑ π∗

X ← T ∗
π(ρ)X

le relèvement dual π∗.
On applique ce relèvement dual π∗ à l’élément ρ ∈ T ∗

π(ρ)(X), et on définit ainsi la 1-forme
canonique par

ωρ = π∗(ρ).

Il s’agit d’un élément de T ∗
ρ (T ∗X). Autrement dit, ρ → ωρ est une forme différentielle

sur T ∗X . Les coordonnées canoniques sur T ∗X sont (x, ξ), la base canonique associée est
(dx1, ...dxd, dξ1, ..dξd), et on a

ωρ =

j=d
∑

j=1

ξjdxj +

j=d
∑

j=0

0dξj .

Rappelons ensuite que on peut définir une dualité entre (T ∗X)2 et (TX)2 par

< ρ1 ∧ ρ2, t1 ∧ t2 >=< ρ1, t1 >< ρ2, t2 > − < ρ1, t2 >< ρ2, t1 > . (9.3.13)

Pour v ∈ T ∗(T ∗X), on écrit

v =

j=d
∑

j=1

vj,0(x, ξ)dxj +

j=d
∑

j=1

vj,1(x, ξ)dξj

et on définit

dv =

j=d
∑

j=1

dvj,0(x, ξ) ∧ dxj +

j=d
∑

j=1

dvj,1(x, ξ) ∧ dξj ,

l’élément dvj,0 ou dvj,1 étant dans T ∗X , et le ∧ étant la notation employée pour l’élément de
(T ∗X)2 défini par la dualité (9.3.13).

On introduit ainsi la 2-forme canonique σ = dω. Sa définition est intrinsèque, ne dépend
pas du système de coordonnées.

On vérifie que, pour ω la forme différentielle sur T ∗X définie ci-dessus, les fonctions
vj,0(x, ξ) et vj,1(x, ξ) sont connues, respectivement égales à ξj et 0. Donc on a

dvj,0(x, ξ) =

k=d
∑

k=1

0dxk +

k=d
∑

k=1

δkjdξk,

ce qui implique
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σ = dω =

j=d
∑

j=1

dξj ∧ dxj . (9.3.14)

Par les définitions employées précédemment, σ est une forme bilinéaire sur (TρT
∗X)2,

donnée par

σρ(t1, t2) =< σρ, t1 ∧ t2 > .

Lorsque, dans un système de coordonnées, t1 = (s1, τ1) et t2 = (s2, τ2), on vérifie que

< σ, t1 ∧ t2 > =
∑j=d
j=1 < dξj ∧ dxj , t1 ∧ t2 >

=
∑

j,k,l < dξj ∧ dxj , (s1,kdxk + τ1,kdξk) ∧ (s2,ldxl + τ2,ldξl) >

On remarque que dξj ∧ dxj = −dxj ∧ dξj et que < dξj ∧ dxj , dxp ∧ dxq >=< dξj ∧ dxj , dξp ∧
dξq >= 0, puis que < dξj ∧ dxj , dxp ∧ dξq >= −δjqδip. De l’égalité

< t1 ∧ t2 >=
∑

j,l

s1js2ldxj ∧ dxl +
∑

j,l

(s1jτ2l − s2jτ1l)dxj ∧ dξl +
∑

j,l

τ1jτ2ldξj ∧ dξl,

on déduit la relation

< σ, t1 ∧ t2 >=< τ2, s1 > − < τ1, s2 > .

Il existe alors une bijection H entre T ∗
ρ (T ∗X) et son dual Tρ(T

∗X) donnée par

σ(s,Hu) =< s, u >,

pour u ∈ T ∗
ρ (T ∗X). En coordonnées canoniques, si u = uxdx + uξdξ, Hu = uξ

∂
∂x − ux ∂

∂ξ .

On introduit alors le champ hamiltonien de f(x, ξ) de classe C1 sur un ouvert de T ∗X par la
relation Hf = H(df) ∈ T (T ∗X). Par définition

σ(s,H(df)) =< s, df > .

Il vient, en coordonnées canoniques (et on retrouve ainsi la définition 9.1) :

Hf =

j=d
∑

j=1

∂f

∂ξj

∂

∂xj
− ∂f

∂xj

∂

∂ξj
.

Le caractère intrinsèque de ces notions nous permet de donner une preuve directe de
la proposition 9.3. En effet, les courbes intégrales du champ hamiltonien sont des courbes
sur T ∗X . Le champ hamiltonien est intrinsèque, donc transporté par le difféomorphisme hχ
(associé au difféomorphisme χ et défini à l’alinéa 1 de la proposition 9.3), qui est la manière
d’identifier les points du fibré cotangent. Ses courbes intégrales sont donc transportées de la
même façon. Enfin, le symbole d’un opérateur est, lui aussi défini sur le fibré cotangent de
manière naturelle. Ceci est une conséquence de la proposition 8.10. En effet, un changement
de variable dans le symbole a(x, ξ) associé à l’opérateur a(x,D) transforme cet opérateur
selon la relation a(x,D)(u ◦ χ) = (b(y,D)(u)) ◦ χ et le symbole selon la relation b(χ(x), η) =
a(x,t χ′(x).η), ce qui est équivalent à b(hχ(x, ξ)) = a(x, ξ). En d’autre termes, l’invariance du
symbole par hχ et le fait que le point (x, ξ) et le point hχ(x, ξ) représentent le même élément

de T ∗IRd impliquent que le symbole est bien défini sur T ∗IRd.
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9.3.5 Quelques remarques

On vérifie l’égalité

[Hf , Hg] = H{f,g}. (9.3.15)

En effet, on sait que les termes d’ordre 2 disparaissent dans le commutateur, donc on ne
conserve dans ce qui suit que les termes d’ordre 1 ou zéro. Comme

HfHg = (
∑

j

∂f

∂ξj

∂

∂xj
− ∂f

∂xj

∂

∂xj
)(
∑

k

∂g

∂ξk

∂

∂xk
− ∂g

∂xk

∂

∂ξk
),

le coefficient de ∂
∂xk

dans le commutateur est

∑

j

(
∂f

∂ξj

∂2g

∂xj∂ξk
− ∂f

∂xj

∂2g

∂ξj∂ξk
)− (

∂g

∂ξj

∂2f

∂xj∂ξk
+

∂g

∂xj

∂2f

∂ξj∂ξk
).

D’autre part, on vérifie que

{f, g} = Hfg =
∑

j

∂f

∂ξj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂ξj
.

On en déduit

∂

∂ξk
{f, g} =

∑

j

∂g

∂xj

∂2f

∂ξj∂ξk
+
∂f

∂ξj

∂2g

∂ξk∂xj
− ∂g

∂ξj

∂2f

∂xj∂ξk
− ∂f

∂xj

∂2g

∂ξj∂ξk
.

En comparant, on aboutit au résultat. On vérifie ensuite que, pour p ∈ C∞(T ∗X), Hpp = 0,
ce qui induit que

Hp est tangent à l’hypersurface {p = 0}.
En effet, pour (V,W ) ∈ T(x0,ξ0)({p = 0}), p(x0, ξ0) = 0, il existe une courbe {(x(t), ξ(t))} ⊂

{p = 0} telle que x(0) = x0, ξ(0) = ξ0, ẋ(0) = V, ξ̇(0) = W . L’égalité p(x(t), ξ(t)) = 0
aboutit alors, en dérivant par rapport à t et en calculant en t = 0, à prouver que (V,W ) dans
l’hyperplan d’équation ∂xp(x0, ξ0)V +∂ξp(x0, ξ0)W = 0. Ainsi T(x0,ξ0)({p = 0}) =. Le vecteur
Hp est alors dans cet espace tangent.

Le lemme suivant, dû à Darboux, est un lemme essentiel du point de vue géométrie pour se
ramener à des systèmes de coordonnées symplectiques plus simples. On le trouve par exemple
dans le cours de Carathéodory [20].

Lemme 9.3 Soit (pj)j∈J , (qk)k∈K une famille de fonctions sur M , variété symplectique (par
exemple T ∗X), telles que

{pj , pk} = 0, {pj, qk} = δjk, {qj , qk} = 0.

et (dpj , dqk) linéairement indépendantes.
Alors on peut compléter cette famille en une famille de coordonnées symplectiques.

Ce lemme s’appuie sur la relation (9.3.15).

Preuve On peut, sans restreindre la généralité, supposer que pj(ρ0) = 0∀j ∈ J , qk(ρ0) =
0 ∀k ∈ K. On notera aussi J et K les cardinaux respectifs de J et de K. Les champs Hpj ,
Hqk commutent entre eux, car

[Hpj , Hpj′ ] = H{pj ,pj′} = H0 = 0

[Hqk , Hql ] = 0
[Hpj , Hqk ] = Hδjk = 0.

Considérons une sous-variété G de T ∗X , de dimension 2n − J − K, transverse en ρ0 à
l’espace vectoriel H = Vect(Hpj , Hqk ). L’idée de cette preuve est de construire le transport
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de G par tous les champs Hpj , Hqk . A partir d’un paramétrage de G, on ajoute une variable
transverse en propageant la direction de Hp1 :

On construit

Hp1(G) = {ρ(x1, z) ∈ T ∗X, z ∈ G, ρ(0, z) = z,
d

dx1
(ρ(x1, z)) = Hp1ρ(x1, z)}.

C’est une variété de dimension dimG+1. On poursuit la construction en considérantHp2(Hp1G)...
On a ainsi obtenu un système de coordonnées locales (x, y, z) sur T ∗X . En effet, les champs
dpj , dqk sont linéairement indépendants, donc la dimension de Tρ0((Hqk )k∈K ◦ (Hpj )j∈JG) est
égale à 2n− J −K + J +K = 2n.

Les champs commutent donc on a bien le droit de parler de coordonnées (en d’autres
termes Hpj2

(Hpj1
(z)(x1))(x2) = Hpj1

(Hpj2
(z)(x2))(x1), c’est-à-dire l’ordre d’application des

opérateurs Hp, Hq n’est pas important). On montre aussi que ∂
∂x1

= Hp1 , et on note que
G = {x = y = 0}.

Il faut alors compléter la famille pj , qk, ce qui est l’objectif de notre lemme. Nous avons
déjà des paires de coordonnées symplectiques données par (pj , qj), j ∈ J ∩K si ce dernier est
non vide. En fait, on va compléter la famille dans un premier temps pour tous les éléments de
J ∪K − J ∩K. Prenons donc, pour fixer les idées, j0 ∈ J, j0 /∈ K. On recherche la solution de

{

Hpj qj0 = δj0j
Hqkqj0 = 0

soit

{

∂xjqj0 = δj0j
∂ykqj0 = 0

On impose de plus qj0(0, 0, z) = q(z), quelconque, telle que dq 6= 0. On peut alors construire
qj0(x, y, z). La famille (dpj , dqk, dqj0) est une famille libre. Nous considérons donc cette nouvelle
famille comme point de départ.

Nous procédons par itérations successives, remarquant que J et K jouent le même rôle.
Nous avons donc obtenu un système de coordonnées

(pj , qj), j ∈ {0, ...J}
vérifiant (dpj , dqk) libre et {pj , qk} = δjk , {pj , pk} = 0, {qj .qk} = 0. Par le même raisonnement
que précédemment, nous avons construit un système de coordonnées locales sur T ∗X , de la
forme (x, y, z), où x et y sont les 2dim(J ∪ K) coordonnées indépendantes comportant les
indices de J ∪K. On veut compléter le système de coordonnées (x, y, z). On suppose d < n
et on ordonne les coordonnées sous la forme (x1, ...xd, y1...yd). On note F = {x = y = 0}. On
recherche une fonction qd+1 telle que Hpj qd+1 = Hqj qd+1 = 0 pour 1 ≤ j ≤ d, et dqd+1|F 6= 0.
Ceci est possible car la dimension de Tρ0F est au moins 2. On choisit alors pd+1 la solution de

Hqd+1
pd+1 = 1, Hqjpd+1 = 0, Hpjpd+1 = 0, pd+1 = p(z), z ∈ F ∩ {qd+1 = 0}

la fonction p étant donnée sur F ∩ {qd+1 = 0}, qui est non vide et de dimension supérieure ou
égale à 1. Ce processus est itéré jusqu’à épuisement de la dimension. Le système obtenu est
(p1, ..pn, q1, ..qn).

Soient f et g deux fonctions C∞ de T ∗X , écrites sous la forme f(p, q) et g(p, q), on a
p = p(x, ξ), q = q(x, ξ). On écrit f(p, q) = F (x, ξ) et g(p, q) = G(x, ξ).

On vérifie alors

∑

j
∂F
∂xj

∂G
∂ξj
− ∂F

∂ξj
∂G
∂xj

=
∑

j,j′
∂f
∂pj

∂g
∂pj′
{pj , pj′}+

∑

k,k′
∂f
∂qk

∂g
∂qk′
{qk, qk′}

+
∑

j,k
∂f
∂pj

∂g
∂qk
{pj , qk}+

∑

j,k
∂f
∂qk

∂g
∂pj
{qk, pj}.

Utilisant les relations sur les crochets des coordonnées nouvelles, on trouve
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{f, g} = {F,G} =
∑

j

∂f

∂pj

∂g

∂qj
− ∂f

∂qj

∂g

∂pj
.

La relation {f, g} = Hfg conduit àHf =
∑

j
∂f
∂pj

∂
∂qj
− ∂f
∂qj

∂
∂pj

. L’identification σ(Hf , Hg) =

{f, g} donne alors

σ(
∑

j

−∂qjfdpj + ∂pjfdqj ,
∑

j

−∂qjgdpj + ∂pjgdqj) =
∑

j

∂pjf∂qj g − ∂qjf∂pjg.

Il vient alors

σ(
∑

j

ajdpj + bjdqj ,
∑

j

cjdpj + djdqj) =
∑

j

−bjcj + ajdj ,

donc σ =
∑n

1 dpj ∧ dqj , et le système de coordonnées (pj , qj) est symplectique. Le lemme 9.3
est donc démontré.

9.4 Relations canoniques et opérateurs intégraux de Fou-
rier

Dans cette section, nous énonçons le théorème de composition des opérateurs intégraux de
Fourier, tel que nous pouvons le trouver dans [42]. Nous n’en présenterons pas la démonstration.

Il est nécessaire pour ce faire d’introduire une notion géométrique associée à un opérateur
intégral de Fourier, sa relation canonique. La définition des relations canoniques est étroitement
liées à des sous-variétés particulières de T ∗X , associées à la structure symplectiques, les variétés
lagrangiennes. Nous les introduisons ici pour la définition abstraite des classes d’opérateurs
intégraux de Fourier. Nous les utiliserons à nouveau dans le chapitre 12.

9.4.1 Définition des relations canoniques et des transformations ca-
noniques

Soit X une variété de dimension n.

Définition 9.3 On appelle variété lagrangienne toute sous-variété Λ isotrope (c’est-à-dire
vérifiant σ|Λ = 0) de dimension maximale n (dim (x0,ξ0)Λ = n).

Cette définition provient des travaux de Maslov [72], on la retrouve dans L. Hörmander [46]
et dans J.J. Duistermaat [29]. L’auteur a aussi rencontré (dans des notes de Chazarain, Ren-
contres scientifiques de Cargese) l’appellation de lagrangienne maximale.

Un exemple naturel est la variété {(x, dφ(x)), x ∈ X} = Λφ. Cette variété s’appelle la
variété lagrangienne associée à la phase φ. L’hypothèse de maximalité est trivialement vérifiée,
puisque x est un paramétrage de la variété. On vérifie, sur Λφ que ξj = ∂φ

∂xj
(x), puis que

dξj =
∑

i
∂2φ

∂xi∂xj
dxi, d’où

∑

dξj ∧ dxj =
∑

i,j

∂2φ

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj .

Les relations ∂2
xixjφ = ∂2

xjxiφ pour φ suffisamment régulière et dxi∧dxj = −dxj∧dxi montrent
que la variété Λφ est une variété lagrangienne.

Définition 9.4 Une relation canonique C de T ∗(X × Y ) est un sous espace de T ∗(X × Y ) '
T ∗X × T ∗Y qui soit une variété lagrangienne pour la forme canonique σX − σY = dx ∧ dξ −
dy ∧ dη. En d’autres termes
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C = {(x, ξ; y, η) ∈ T ∗X × T ∗Y }
est une relation canonique si ΛC = {(x, ξ; y,−η), (x, ξ; y, η) ∈ C} est une variété lagrangienne
pour σX×Y = dx ∧ dξ + dy ∧ dη.

Soit H une transformation canonique de X sur Y . Il s’agit d’une application de classe C∞

de T ∗Y sur T ∗X qui préserve la structure symplectique (soit H∗(dy ∧ dη) = dx ∧ dξ).
On vérifie que le graphe CH de la transformation canoniqueH, sous ensemble de T ∗X×T ∗Y

des (H(ρ), ρ), ρ ∈ T ∗Y , est une relation canonique.
On suppose qu’il existe un point (x0, η0) tel que la projection canonique l de T ∗(X × Y )

dans IR2n qui à (x, ξ; y, η) fait correspondre (x, η) est un difféomorphisme en l−1(x0, η0). Alors
il existe, par le théorème de représentation de Hörmander (Théorème 10.1, énoncé et démontré
plus loin, dont la démonstration s’appuie sur le Lemme 10.2 de complétude d’une base cano-
nique) une phase φ(x, η) telle que, localement, CH est de la forme (x, ∂φ∂x (x, η), ∂φ∂η (x, η), η). En
d’autres termes, la transformation canonique H est localement de la forme

(
∂φ

∂η
(x, η), η)→ (x,

∂φ

∂x
(x, η)).

Soit C′ = {(x, ξ; y, η), (x, ξ; y,−η) ∈ C}. On vérifie que

dx ∧ dξ + dy ∧ dη|C′ = dx ∧ d(∂xφ)− d(∂ηφ) ∧ dη.

On a les égalités d(∂xiφ) = Hessxixφ.dx+
∑

j
∂2φ
∂xiηj

dηj et d(∂ηjφ) =
∑

ji
∂2φ

∂xi∂ηj
dxi+Hessηφ.η.

Les matrices Hessx2φ et Hessη2φ étant symétriques, on trouve

dx ∧ dξ + dy ∧ dη|C′ =
∑

ij

∂2φ

∂xi∂ηj
(dxi ∧ dηj − dxi ∧ dηj) = 0.

Ceci démontre que C est une relation canonique.
Toute relation canonique de X × Y a, modulo un changement de variable symplectique

dans Y , une fonction génératrice φ(x, η). On trouve la démonstration dans [42] (Théorème
10.1). Ce résultat est un superbe résultat d’Egorov [33], et nous rappelons à la fin de cette
section la démonstration originale en deux pages.

Soit A l’opérateur intégral de Fourier de C∞
0 (Y ) dans S′(X) donné par

Au(x) =

∫ ∫

ei(φ(x,η)−y.η)a(x, y, η)u(y)dydη. (9.4.16)

On rappelle que c’est une notation formelle pour l’action d’une distribution de S ′, on devrait
écrire, pour ψ ∈ S ′,

< Au, ψ >=

∫ ∫

ei(φ(x,η)−y.η)a(x, y, η)u(y)ψ(x)dydηdx.

On déduit de la proposition 7.2 que le front d’onde de l’opérateur A est contenu dans

WF (Au) ⊂ T ∗X = {(x, ∂x(φ(x, η) − y.η)), ∂η(φ(x, η) − y.η) = 0/(y, η) ∈ WF (u)}

ce qui s’écrit aussi

WF (Au) ⊂ {(x, ∂φ
∂x

(x, η)), (
∂φ

∂η
(x, η), η) ∈ WF (u)}.

Étudions explicitement la relation canonique associée à un opérateur intégral de Fourier.
La fonction φ est la fonction génératrice de la relation canonique C = {(x, ∂xφ; ∂ηφ, η), x ∈
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X, η ∈ IRd}. A cette relation canonique est associée la transformation canonique H. On a
aisément WF (Au) ⊂ H(WF (u)).

Remarque 1
Si A est un opérateur pseudo-différentiel sur IRd

Au(x) =
1

(2π)d

∫

T∗IRd
ei(x−y).ηa(x, y, η)u(y)dydη.

La phase φ0(x, η) est donc φ0(x, η) = x.η. L’application H est alors l’identité de T ∗IRd et la
relation canonique C est

C = {(x, η;x, η), (x, η) ∈ T ∗IRd}
associée à la variété lagrangienne Λφ0 = {(x, x, η,−η)}.

Remarque 2 On considère désormais l’application particulière Hs de IRd× IRd qui à (x, θ)
fait correspondre (y,Σ) tel que x = y +∇θs(y, θ), θ +∇ys(y, θ) = Σ. L’opérateur intégral de
Fourier (selon la définition 7.4) de phase φ(y, θ) = y.θ+s(y, θ), et de symbole m(y, z, θ) s’écrit

Tms u(y) =

∫

ei(φ(y,θ)−z.θ)m(y, z, θ)u(z)dzdθ =

∫

ei((y−z)θ+s(y,θ))m(y, z, θ)u(z)dzdθ.

On écrit

dy ∧ dΣ =
∑

j

dyj ∧ [dθj +
∑

k

(
∂2s

∂yj∂yk
dyk +

∂2s

∂yj∂θk
dθk)].

De l’égalité
∑

j,k dyj ∧ ∂2s
∂yj∂yk

dyk = 0, on déduit

dy ∧ dΣ =
∑

j

dyj ∧ dθj +
∑

j,k

∂2s

∂yj∂θk
dyj ∧ dθk.

De même, de dxj = dyj+
∑

k
∂2s

∂θj∂yk
dyk+

∑

k
∂2s

∂θj∂θk
dθk et de l’identité

∑

j,k dθj∧ ∂2s
∂θj∂θk

dθk = 0

on déduit
∑

j

dxj ∧ dθj =
∑

j

dyj ∧ dθj +
∑

j,k

∂2s

∂yj∂θk
dyj ∧ dθk.

On a donc dy ∧ dΣ = dx ∧ dθ. La transformation Hs est un difféomorphisme de l’espace
IRd × IRd laissant invariante la structure symplectique. C’est une transformation canonique
sur T ∗IRd × T ∗IRd associée à la relation canonique Cs = {(y, θ +∇ys(y, θ); y +∇θs(y, θ), θ)}.
Remarque 3 : Ordre des opérateurs intégraux de Fourier Considérons l’opérateur
intégral de Fourier A, dont la phase est φ(x, y, θ), x ∈ IRnX , y ∈ IRnY , θ ∈ IRN , homogène en
θ de degré 1, et dont le symbole est a(x, y, θ), non encore précisé. On applique cet opérateur
intégral de Fourier, défini par l’intégrale oscillante

Au(x) =

∫

eiφ(x,y,θ)a(x, y, θ)u(y)dydθ

à une fonction phase u(y) = σ(y, k)eikψ(y). On désigne alors par ψ̃(x, y) la valeur critique de
ψ(y) + φ(x, y, θ) à un point critique ηc solution de

∂ηφ(x, y, ηc) = 0.

Le terme principal de Au(x, k) s’écrit

∫

IRnX
a(x, y, ηc)σ(y, k)eikψ̃(x,y)k

N
2 (detJ(φ + ψ))−

1
2 dy.

Ce résultat est indépendant du nombre de variables utilisées dans la phase φ lorsque, à di-
mensions d’espace nX et nY fixées, a est dans Sm+l(nX ,nY )−N

2 .
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Nous retrouvons les opérateurs pseudo-différentiels ordinaires lorsque nX = nY = N ,
auquel cas il suffit de poser l(N,N) = −N/2.

Ensuite, lorsque l’on compose formellement deux opérateurs intégraux de Fourier, respecti-

vement A1 dont le symbole a1 appartient à Sm1+l(nX ,nY )−N1
2 et A2 de symbole a2 appartenant

à Sm2+l(nY ,nZ)−N2
2 , A1 ◦A2 est donné par

A1A2u(x) =

∫ ∫ ∫ ∫

eiφ1(x,y,θ)+iφ2(y,z,η)a1(x, y, θ)a2(y, z, η)u(z)dydzdηdθ.

On veut obtenir un représentant de A1 ◦A2 de symbole b(x, z, ω) ∈ Sm1+m2+l(nX ,nZ)−nω
2 . On

pose formellement ω = (y, θ, η) ∈ IRN1+N2+nY et on retrouve la représentation

A1A2u(x) =

∫ ∫ ∫ ∫

eiψ(x,z,ω)b(x, z, ω)u(z)dzdω

Pour identifier les ordres, on doit avoir b ∈ Sm1+m2+l(nX ,nZ)−N1+N2+nY
2 , ce qui donne l’égalité

l(nX , nY ) + l(nY , nZ) = l(nX , nZ)− nY
2
.

Considérant alors l’adjoint A∗ = Iã,ψ de l’opérateur A = Ia,φ de phase ψ(y, x, θ) = −φ(x, y, θ)
et de symbole ã(y, x, θ) = ā(x, y, θ), on trouve que l(nX , nY ) = l(nY , nX). Des deux égalités,
on peut alors déduire que

l(nX , nY ) = −nX + nY
4

.

On définit alors l’espace des opérateurs intégraux de Fourier ayant la même relation cano-
nique et le même poids m.

Définition 9.5 Soit φ(x, y, θ) une phase définie sur IRnX×IRnY ×IRN . Elle définit une relation
canonique C sur T ∗(X × Y ). L’espace Im(X × Y, C′) des opérateurs intégraux de Fourier

de symbole a ∈ Sm+
nX+nY −2N

4 (X × Y × IRN ) de relation canonique C associée à la variété
lagrangienne pour σX + σY de C′ ⊂ T ∗(X × Y ) est l’ensemble des intégrales oscillantes dans
S ′ de la forme

Au(x) =

∫

IRnY ×IRN
a(x, y, θ)eiφ(x,y,θ)u(y)dydθ.

Cette définition ne dépend pas du nombre de variables θ utilisées pour caractériser la relation
canonique.

9.4.2 Inversion des opérateurs intégraux de Fourier

Nous résumons le résultat d’inversion d’opérateurs intégraux de Fourier et de conjugaison
d’opérateurs pseudo-différentiels par des opérateurs intégraux de Fourier dans le

Théorème 9.1 Soit C une relation canonique homogène d’un voisinage conique de (y0, η0) ∈
T ∗X, X ⊂ IRd sur un voisinage conique de (x0, ξ0) ∈ T ∗Y , Y ⊂ IRd associée à une fonction
génératrice φ(x, η). Sa relation canonique inverse, notée C−1 est la variété lagrangienne dans
T ∗(X × Y ) pour dy ∧ dη − dx ∧ dθ des points {(y, η, x, θ), (x, θ, y, η) ∈ C}

On considère l’opérateur A ∈ I0(X × Y, C′), de symbole a ∈ S0(X × Y × IRd) elliptique

Au(x) =

∫

T∗X
ei(φ(y,η)−zη)a(y, z, η)u(z)dzdη.
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1. Il existe b ∈ S0(Y ×X×IRd) tel que l’opérateur de Fourier intégral B ∈ I0(Y ×X, (C−1)′)
donné par

Bv(x) =

∫ ∫

ei(x.ξ−φ(y,ξ))b(x, y, ξ)v(y)dydξ

vérifie AB = Id+R1 ∈ L0(Y ), BA = Id+R2 ∈ L0(X), R1 et R2 sont dans L−∞.

2. Soit P un opérateur pseudodifférentiel sur X d’ordre m des symbole principal pm. L’opérateur
Q = A◦P ◦B est un opérateur pseudodifférentiel sur Y d’ordre m, dont le symbole prin-
cipal qm est l’image du symbole principal pm de P par la transformation canonique. On
a de plus (x0, ξ0, y0, η0) /∈WF (PA−AQ).

Notons qu’un opérateur pseudo-différentiel surX est associé à la relation canonique identité
sur T ∗(X×X) et à la phase x.η. Comme nous l’avons vu en Remarque 3, la dimension d’espace
est égale à la dimension en η, donc I0 correspond aux symboles de S0.

D’autre part, lorsque la relation canonique est générée par la phase φ(x, η), on a la relation
pm(x,∇xφ) = qm(∇ηφ, η), généralisation de la relation entre les symboles après changement
de variable symplectique de l’exercice 8.3.

Ce théorème est une conséquence directe des définitions ci-dessus et de l’exercice 8.3. C’est
le théorème 10.1 de [42], démontré par Egorov [33] et qui sert de base aux transformations
canoniques d’opérateurs pseudo-différentiels afin de se ramener à des opérateurs simples.

Egorov part d’une fonction phase S(x, ξ) vérifiant det( ∂2S
∂xiξj

(x, ξ′)) 6= 0. Il introduit la

transformation canonique homogène (x, ξ) → (x′, ξ′) avec x′j = ∂ξjS(x, ξ′), ξj = ∂xjS(x, ξ′).
Alors pour tout opérateur pseudo-différentiel P et toute fonction h, il existe Q tel que

PhΦu = ΦhQu+ Tu

où Φ est l’opérateur intégral de Fourier

Φv(x) =
1

(2π)n

∫

IRn
û(ξ)eiS(x,ξ)dξ

et où T ∈ L−∞(IRn). La relation canonique de PΦ est ainsi égale à celle de Φ, ce qui correspond
à la remarque 1 précédente.

9.4.3 Composition des opérateurs intégraux de Fourier

Dans ce dernier paragraphe, nous énonçons le théorème de composition des opérateurs
intégraux de Fourier par l’intermédiaire de leurs relations canoniques. Nous renvoyons le lecteur
intéressé au chapitre 11 de [42] pour la preuve détaillée de ce théorème.

On se donne X , Y , Z trois variétés de dimension nX , nY et nZ et un opérateur intégral
de Fourier A1 de X dans Y , de relation canonique C1 ⊂ T ∗(X × Y ), un opérateur intégral de
Fourier A2 de Y dans Z, de relation canonique C2. On suppose

A1 ∈ Im1(X × Y, C′1), A2 ∈ Im2(X × Y, C′2).
On suppose que C1 × C2 et T ∗X × {(ρ, ρ), ρ ∈ T ∗Y } × T ∗Z ont une intersection transverse,
et que la projection naturelle C1 ◦ C2 de cette intersection vers T ∗(X × Z) est propre. Nous
vérifions que

(ρ1, ρ2) ∈ T ∗X × T ∗Z ∈ C1 ◦ C2 ⇔ ∃ρ ∈ T ∗Y, (ρ1, ρ) ∈ C1, (ρ, ρ2) ∈ C2.

Dire que A1 est de relation canonique C1 équivaut à dire que, microlocalement au voisi-
nage d’un point de C1, on peut représenter C1 par une phase φ1(x, θ) sous la forme C1 =
{(x, ∂xφ(x, θ); (∂θφ(x, θ), θ)}. De même, dire que A2 est de relation canonique C2 équivaut à
dire que, microlocalement au voisinage d’un point de C2, on peut représenter C2 par une phase
φ2(y, w) sous la forme C2 = {(y, ∂yφ(y, w); ∂wφ(y, w), w)}.
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Théorème 9.2 Sous les hypothèses précédentes, l’opérateur A1 ◦A2 est un opérateur intégral
de Fourier, de relation canonique C1 ◦C2, d’ordre la somme des ordres des symboles de A1 et
de A2.

Preuve Des égalités

A1v(y) =
∫

T∗X e
iφ1(y,θ)−x.θa1(y, θ)v(x)dxdθ

A2u(z) =
∫

T∗Y e
iφ2(z,w)−y.wa2(z, w)u(y)dwdy

on déduit

A2A1u(z) =

∫

T∗X×T∗Y
ei(φ1(y,θ)−x.θ+φ2(z,w)−y.w)a1(y, θ)a2(z, w)u(x)dxdwdydθ.

Nous calculons la valeur de A2A1u au point z, en fonction de la valeur de u au point
x. Ainsi, dans les variables d’espace, nous choisissons d’éliminer la variable y. Comme, par
analogie avec l’analyse de Fourier, il faut éliminer conjointement une variable duale, on a le
choix entre θ et w. Le choix est indifférent. Nous appliquons formellement le théorème de
la phase stationnaire de paramètre (x, z, θ) dans les variables (y, w). Alors le point critique
(yc, wc) est solution de

∂yφ1(yc, θ) = wc, ∂wφ2(z, wc) = yc.

Identifions les points de C1 et de C2. Le point courant de C1 est (y, ∂yφ1(y, θ); ∂θφ1(y, θ), θ).
Pour y = yc, on obtient (yc, wc; ∂θφ1(yc, θ), θ). De même, le point courant de C2 associée à la
phase φ2 est (z, ∂zφ2(z, w); ∂wφ2(z, w), w). Pourw = wc, on obtient le point (z, ∂zφ2(z, wc); yc, wc).
La valeur critique de la phase est φ1(yc, θ) + φ2(z, wc)− yc.wc − xθ, et yc et wc ne dépendent
que de z et de θ. On note alors

φ̃(z, θ) = φ1(yc, θ) + φ2(z, wc)− yc.wc.

Il en découle que

∂θφ̃(z, θ) = ∂θφ1(z, θ) + ∂θyc[∂yφ1(yc, θ)− wc] + ∂θwc[∂wφ2(z, wc)− yc] = ∂θφ1(yc, θ).

De même ∂zφ̃(z, θ) = ∂zφ2(z, wc). Les deux points de C1 et de C2 sont respectivement

(yc, wc; ∂θφ̃(z, θ), θ) et (z, ∂zφ̃(z, θ); yc, wc).

On reconnâı t ainsi le point de T ∗(X × Z) égal à ((∂θφ̃(z, θ), θ); (z, ∂zφ̃(z, θ))). Il est alors
élément de la relation canonique C1 ◦ C2.

La condition de transversalité est équivalente à la non dégénéréscence du point critique.
Le calcul de phase stationnaire conduit à un symbole, dont l’ordre est la somme des ordres,
et qui est le produit des symboles. Nous avons ainsi esquissé la preuve du théorème 9.2, qui
est le théorème 4.2.2 de [47], repris dans le théorème 11.12 de [42].

9.5 Exercices du chapitre 9

Exercice 9.0 Montrer que seul un voisinage compact en y, conique en η des points critiques
de la phase (x − y).η + φ(y) contribue à l’intégrale de la proposition 9.1. Montrer aussi que
cette analyse est vraie pour le calcul de P (A(u)) dans la Proposition 9.2

Exercice 9.1 : Prouver la proposition 9.3 par des méthodes directes.
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Exercice 9.2 : suite du problème sur l’opérateur modèle de Friedlander de la
section 6.3 6) On se donne un point ρ0 = (0, 0, 0, ξ0, η0

1 , η
0
2) ∈ T ∗(IR+ × IR2) ∩ Car(p).

Déterminer la bicaractéristique de l’opérateur P défini par (6.3.6) passant par ρ0. Pour cela,
on définira

q(x, η1, η2) = (1 + x)η2
1 − η2

2

et on exprimera ces courbes à l’aide de

S(x, η1, η2) =

∫ x

0

(q(u, η1, η2))
1
2 du.

7) On introduit la fonction, définie sur IR+ × IR2 × IR2, par

φ(x, y1, y2, θ1, θ2) = y1θ1 + y2θ2 − S(x, θ1, θ2)sign(θ1).

Démontrer que les bicaractéristiques issues de l’origine dans y1 > 0 forment l’ensemble

Σ = {(x, y, ξ, η) ∈ T ∗(IR+ × IR2), x > 0, |θ1| ≥ |θ2|,
ξ = ∂xφ(x, y, θ)
η = ∇yφ(x, y, θ)
∇θφ(x, y, θ) = 0

}

8) Démontrer que le support singulier de l’opérateur de Fourier intégral K (2) de symbole

a2(x, θ) et de phase l(x, y, Y, θ) = (y − Y )θ − 2
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ) est inclus dans la réunion des

bicaractéristiques issues de l’origine dans y1 > 0.

Preuve de l’exercice 9.0 On fixe un compact K dans la variable x, et on considère ψ ∈ C∞
0 (K).

On introduit aussi φ̃(y) égale à 1 sur le compact B(K, 1) = {z, d(z,K) ≤ 1}, de support inclus dans
B(K, 2). On calcule la distribution

A(x, k) =

∫

IR2d

eik((x−y)η+φ(y))a(y, k)p(x, η, k)dydη

en considérant son action sur la fonction test ψ. On considère, de plus, une fonction test χ sur IR
qui localise au voisinage de 0. On tronque l’intégrale en η en supprimant un voisinage de η = 0. La
distribution obtenue est notée At.

Soit

I =< At, ψ >=
∫

IR3d e
ik((x−y)η+φ(y))φ̃(y)a(y, k)p(x, η, k)ψ(x)(1 − χ(|η|))dxdydη

+
∫

IR3d e
ik((x−y)η+φ(y))(1 − φ̃(y))a(y, k)p(x, η, k)ψ(x)(1 − χ(|η|))dxdydη

Le premier terme de cette somme est noté I1 et le deuxième terme est noté I2.
Étudions d’abord le deuxième terme. Comme At est une intégrale ne η ne contenant pas un

voisinage de 0, on peut écrire le deuxième terme après intégrations par parties en x. Il n’y aura pas
de termes de bord car la fonction ψ est à support compact. Ainsi on introduit l’opérateur L égal à

L =
∑

j

ηj
|η|2

∂

∂xj

qui vérifie L(eikη(x−y)) = ikeikη(x−y). Ainsi, son opérateur transposé étant noté tL, et c’est aussi un
opérateur différentiel, on trouve

I2 = (ik)−M
∫

IR3d

eik((x−y)η+φ(y))(1 − φ̃(y))a(y, k)(tL)M [p(x, η, k)ψ(x)](1 − χ(|η|))dxdydη.

Cette intégrale est absolument convergente en η dès que M > m + d + 1, après avoir supposé a
intégrable. On sépare l’intégrale en η en deux termes, notés IR2 et I3, avec

I3 = (ik)−M
∫

|η|≥R
eik((x−y)η+φ(y))(1 − φ̃(y))a(y, k)(tL)M [p(x, η, k)ψ(x)](1 − χ(|η|))dxdydη.
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L’inégalité M > m + d + 1 suffit pour affirmer qu’il existe une constante C indépendante de R
telle que I3 ≤ C

R
.

On introduit l’opérateur D dont l’opérateur transposé en η est

tD =
∑

j

xj − yj
|x− y|2

∂

∂ηj
.

Cet opérateur est régulier sur le support de (1 − φ̃(y)ψ(x), puisque x ∈ K et y ∈ C(B(K, 1)), ainsi
|x−y| ≥ 1. Des intégrations par parties successives dans IR2 conduisent à des termes de bord en O( 1

R
),

et à un terme intégral dans lequel on peut réaliser autant d’intégrations par parties que l’on souhaite.
Finalement

“Pour tout N > 0, il existe deux constantes CN et DN telles que

I2 ≤ CN
kN

+
DN
R

et donc le terme I2 est négligeable dans le calcul de phase stationnaire”.
Enfin, on supprime un voisinage en η du complémentaire de {∇yφ(y), y ∈ B(K, 2)}. On a le droit

de le faire car ces points ne contribuent pas à la phase. On s’est ainsi ramené à un voisinage compact en
y et conique en η des points critiques. La méthode est identique lorsque la phase est (x−y).θ+s(y, η).
Cette démonstration est une conséquence du résultat abstrait suivant :

Lemme 9.4 (Corollary 1.1.12 de Hörmander [46]) Soit L une application linéaire des fonctions de
C∞(X × IRn), s’annulant pour |θ| grand, sur un espace de Fréchet F . On suppose que L est continue
pour la topologie de Sm(X × IRn). Alors L admet une unique extension continue sur Sm(X × IRn)

On peut rendre le support compact en θ grâce au résultat de convergence de la proposition 6.1, où

on a prouvé{é que si a ∈ Smρ,δ , alors a(x, θ)χ( θj ) converge vers a dans la topologie de Sm
′

ρ,δ pour

m′ > m. On applique ensuite le lemme pour définir l’extension une fois le calcul asymptotique
fait avec le symbole tronqué.

Preuve de l’exercice 9.1 Pour le premier alinéa, on sait que (x0, ξ0) /∈ WF (u) lorsqu’il existe
un opérateur pseudo-différentiel Op(a) d’ordre 0, tel que a0(x0, ξ0) 6= 0, vérifiant Op(a)u ∈ C∞.

On vérifie alors que y → Op(a)u ◦ χ−1(y) est une fonction C∞, et comme

(Op(a)u) ◦ χ−1) = Op(a′)(u ◦ χ−1)

avec a′(χ(x), η) calculé par la proposition 8.10, on vérifie que le symbole principal de a′ est

a′0(χ(x), η) = a0(x, χ
′(x)η)

ce qui entrâıne que a′ est un symbole d’ordre 0, et que a′0(χ(x0), (χ
′(x0))

−1ξ0) = a0(x0, ξ0) 6= 0.
Il existe un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0, Op(a′), dont le symbole est non nul en

hχ(x0, ξ0), tel que Op(a′)(u ◦ χ−1) ∈ C∞. Donc hχ(x0, ξ0) /∈ WF (u ◦ χ−1).
Réciproquement, comme hχ−1 = (hχ)−1,

hχ(x0, ξ0) /∈ WF (u ◦ χ−1) ⇒ (x0, ξ0) = hχ−1 (hχ(x0, ξ0) /∈WF ((u ◦ χ−1) ◦ χ) = WF (u).

On a prouvé l’égalité
hχ(WF (u)) = WF (u ◦ χ−1).

L’égalité
∑

j
χ′
kj(x)dxj = d(χk(x)) permet d’obtenir χ′

kj(x) = ∂xjχk(x).

Supposons (x(s), ξ(s)) solution du système







dx
ds

= ∂ξpm(x(s), ξ(s))

dξ
ds

= −∂xpm(x(s), ξ(s)).

On introduit y(s) = χ(x(s)) et η(s) = (tχ′)−1(x(s))ξ(s).
On a donc

ξ(s) = tχ′(x(s))η(s),

donc, utilisant χ′
kj(x) = ∂xjχk,
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dξj
ds

=
d

ds
(
∑

k

∂xjχk(x(s))ηk(s)) =
∑

k,l

∂2
xjxl

χk(x(s))ηk(s)
dxl
ds

+
∑

k

∂xjχk(x(s))
dηk
ds

,

et donc

−∂xjpm(x(s), ξ(s)) =
∑

k,l

∂2
xjxl

χk(x(s))ηk(s)∂ξlpm(x(s), ξ(s)) +
∑

k

∂xjχk(x(s))
dηk
ds

.

Ceci se réécrit

−
∑

k

∂xjχk(x(s))
dηk
ds

= ∂xjpm(x(s), ξ(s)) +
∑

k,l

ηk(s)∂
2
xjxl

χk(x(s))∂ξlpm(x(s), ξ(s)).

La matrice inverse de tχ′, notée A(x), est caractérisée Ajk(x) telle que

∑

j

Apj(x)χ
′
jk(x) = δpk.

On obtient

−
∑

j

∑

k

Apjχ
′
kj
dηk
ds

=
∑

j

Apj∂xjpm +
∑

j,k,l

Apj∂
2
xjxl

ηk(s)χk∂ξlpm.

On a donc

−dηp
ds

=
∑

j

Apj(x(s)∂xjp(x(s), ξ(s)) +
∑

j,k,l

(tχ′)−1
pj (χ−1(y(s)))∂2

xjxl
χkηk(s)∂ξlpm.

Comme on a la relation

qm(y, η) = pm(χ−1(y), tχ′(χ−1(y)η),

on vérifie que

∂ypqm(y, η) =
∑

j

∂yp(χ
−1)j)(y)∂xjpm +

∑

j,k,l

∂2
xjxl

χk(χ
−1(y))ηk∂ξlpm∂xj (χ

−1(y)).

En comparant, on obtient le résultat

dηp(s)

ds
= −∂ypqm(y(s), η(s)). (9.5.17)

Le résultat sur
dyp
ds

s’obtient en notant que

dyp
ds

=
∑

j

∂yj (χ
−1)j

dxj
ds

=
∑

j

∂yj (χ
−1)j∂ξjpm(x(s), ξ(s)) = ∂ηpqm(y(s), η(s). (9.5.18)

On a donc montré que (y(s), η(s)) est la bicaractéristique de qm issue du point (y0, η0).
Le résultat pour la phase solution de l’équation eikonale est plus simple encore ; il provient de

l’égalité du gradient

∇y(φ ◦ χ−1) = (χ′)−1(χ−1(y))(∇xφ)(χ−1(y)).

Choisissant y = χ(x) dans cette égalité, on obtient

qm(y,∇y(φ ◦ χ−1)) = qm(χ(x), (χ′)−1(x)∇xφ(x)) = pm(x,∇xφ(x)) = 0. (9.5.19)

Ces égalités impliquent que le front d’onde, les bicaractéristiques, et la variété des {(x,∇xφ)} pour
φ solution de l’équation eikonale sont transportés par hχ dans le changement de variable sur IRd ×
IRd induit par le changement de variable sur IRd donné par χ. C’est un changement de variable
symplectique. Montrons qu’il laisse invariant la forme symplectique dy ∧ dη. De l’égalité
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dy ∧ dη = d(χ(x)) ∧ d(t(χ′)−1(x)η) = (
∑

j,k

χ′
kjdxj) ∧ (

∑

j,k

∂xj (
t(χ′)−1)kηkdxj +

∑

j,k

(t(χ′)−1)jkdηk)

utilisant la commutation des dérivées en x dans les dérivées secondes de χ, il ne reste pas de terme
en dxj ∧ dxk. Quant aux termes en dxj ∧ dηk, leur coefficient est

∑

l
χ′
lj((χ

′)−1)lk = δjk. On a vérifié

dy ∧ dη = dx ∧ dξ. (9.5.20)

On dit que hχ est un changement de variable symplectique sur IRd × IRd, et on identifie dans ce
cas IRd × IRd à T ∗(IRd), espace muni de la forme symplectique d(ξdx) qui est invariant en géométrie
par les transformations hχ.

Plus généralement, un changement de variable symplectique est associé à un difféomorphisme
(x, ξ) → (h1(x, ξ), h2(x, ξ)) tel que

(
∑

j

∂xjh1dxj +
∑

j

∂ξjh1dξj) ∧ (
∑

j

∂xjh2dxj +
∑

j

∂ξjh2dξj) =
∑

k

dxk ∧ dξk.

Ceci donne les conditions nécessaires et suffisantes :

∂xih1∂xkh2 − ∂xkh1∂xjh2 = 0
∂ξih1∂ξkh2 − ∂ξkh1∂ξjh2 = 0
∂xih1∂ξkh2 − ∂ξkh1∂xih2 = δij

qui traduisent que les crochets de Poisson des h soient nuls.

Solution de l’exercice 9.2 6) Le symbole principal de l’opérateur de Friedlander (6.3.6) est

p(x, ξ, y1, y2, η1, η2) = −ξ2 + (1 + x)η2
1 − η2

2 = q(x, η1, η2) − ξ2.

Les bicaractéristiques sont définies par le système



























ẋ = −2ξ

ξ̇ = −η2
1

ẏ1 = 2(1 + x)η1
ẏ2 = −2η2
η̇1 = 0
η̇2 = 0.

Le symbole est nul sur la bicaractéristique, donc

(ξ(s))2 = q(x(s), η(s))

En particulier, pour s = 0, on trouve η2
1 ≥ η2

2 puisque ξ0 est défini. De plus, η1 et η2 sont constants
sur les bicaractéristiques. Il existe donc ε = ±1 tel que

ξ(s) = εq(x(s), η).

Comme l’opérateur est défini pour x ≥ 0, on a, grâce à l’égalité ẋ = −2ξ, directement s ≤ 0 et ε = +1
ou s ≥ 0 et ε = −1.

On a de plus q(x(s), η) ≥ q(0, η) ≥ 0. Pour x(s) > 0, ce qui se produit lorsque ξ(0) < 0, q > 0. Il
est impossible, puisque (ξ0, η0

1 , η
0
2) 6= (0, 0, 0) que q soit nul partout, Donc q > 0 hors du point origine

même si il est nul au point origine. On vérifie que ξ est donc non nul, donc ẋ est non nul, et x peut
être choisi comme nouvelle variable. On se place dans un premier temps pour η2

1 > η2
2 , et ensuite, par

continuité dans les expressions, on peut étendre les résultats à η2
1 = η2

2 . On obtient

dy1
dx

= −ε(1 + x)η1(q(x, η))
− 1

2

dy2
dx

= εη2(q(x, η))
− 1

2 .

Ce système est exactement
dyj
dx

= − 1
2
ε(q(x, η))−

1
2 ∂ηj q(x, η), qui se réécrit

dyj
dx

= −ε∂ηj (q(x, η))
1
2 ).

Utilisant la fonction S, on trouve
dyj
dx

= d
dx
ε∂ηjS(x, η). On en déduit l’égalité

yj(x) = −ε ∂S
∂ηj

(x, η).
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La fonction S est explicite. Il s’agit de calculer

∫ x

0

((1 + u)η2
1 − η2

2)
1
2 du = [

2

3η2
1

((1 + u)η2
2 − η2

1)
3
2 ]x0 =

2

3η2
1

[((1 + x)η2
2 − η2

1)
3
2 − (η2

2 − η2
1)

3
2 ].

Comme de plus le signe de dy1
dx

est celui de −εη1 et que l’on n’est concerné que par les bica-
ractéristiques dans x > 0 qui vérifient y1 > 0, on sait que ε est le signe de −η1. Ceci permet de
justifier l’introduction de la fonction φ(x, y, θ).

7) On vérifie que la relation ∇θφ(x, y, θ) = 0 implique

yj = sign(θ1)∇θjS(x, θ)

On vérifie de plus que l’expression η = ∇yφ implique que η = θ, et la relation ξ = ∇xφ implique

ξ = −sign(θ1)(q(x, θ))
1
2 . Toutes ces relations conduisent à

θ = η, y(x) = sign(η1)∂ηS(x, η), ξ = −sign(η1)(q(x, η))
1
2 .

Le point de Σ considéré est alors le point sur la bicaractéristique issue de (0, 0, 0,−sign(η1)(η
2
1 −

η2
2)

1
2 , η1, η2) d’abscisse x. Réciproquement, un point d’une bicaractéristique issue de l’origine est dans

Σ.
8) Cette démonstration est une adaptation facile de la démonstration de la proposition 7.2. On se

donne une fonction χ à support compact dans IR+ × IR2. On écrit

(K(2), χ) = limε→0
1

(2π)2

∫

a2(x, y, θ)σε(θ)exp(−2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))χ(x, y)eiy.θdxdydθ.

On définit le cône contenu dans Σ :

Γ1 = {(ξ, η1, η2) ∈ IR3, ξ = ∂xφ, η = ∇yφ = θ, (x, y) ∈ suppχ, η2
1 ≥ η2

2 > 0}.
On vérifie tout d’abord que

2

3
(Z

3
2 − Z

3
2
0 ) = S(x, θ1, θ2)

(ce sont les quantités Z et Z0 introduits dans le 1) de la section 6.3. On rappelle aussi que sur le
support de a2,

−2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ) = −2

3
isign(θ1)(Z

3
2 − Z

3
2
0 ).

Il reste donc, au sens des distributions et à une troncature près

(K(2), χ) = 1
(2π)2

∫

a2(x, y, θ)χ(x, y)eiy.θ−isign(θ1)S(x,θ)dxdydθ

= 1
(2π)2

∫

a2(x, y, θ)χ(x, y)eiφ(x,y,θ)dxdydθ

Nous calculons ξ − ∂xφ. Nous trouvons ainsi

ξ − 2

3θ21

3θ21
2

((1 + x)θ21 − θ22)
1
2 = ξ − ((1 + x)θ2

1 − θ22)
1
2 .

De même, ∂yφ = θ. On suppose (ξ, η) ∈ Γ2 tel que Γ2 ∩ Γ1 = ∅. Il existe C > 0 tel que

mod(x, y, ξ, η) = (ξ − ∂xφ)2 + |η −∇yφ|2 ≥ C(|θ| + |ξ| + |η|)2.
L’opérateur M dont l’adjoint est

tM = (mod(x, y, ξ, η))−1[(ξ − ∂xφ)
∂

∂x
+ (η −∇yφ).

∂

∂y
]

est alors un opérateur adéquat pour le théorème de la phase non stationnaire, et on a ei(φ(x,y,θ)−xξ−y.η) =
tMei(φ(x,y,θ)−xξ−y.η).

On vérifie ainsi que l’intégrand dans (K(2), χ) peut être remplaçé, pour tout p par Mk(a2χ).
On utilise le résultat de régularité sur le symbole a2 ∈ S0

1
3
, 2
3

pour conclure que cette intégrale est

décroissante aussi rapidement que toute puissance de (|ξ| + |η|)−1.
Il vient donc que

Γ2 ∩ Γ1 = ∅ ⇒ suppχ ∩WF (K(2)) = ∅.
Nous avons achevé la preuve de cet exercice.
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Chapitre 10

Solutions lagrangiennes de
l’équation caractéristique

10.1 Définition des solutions lagrangiennes

La variété lagrangienne Λφ introduite dans la section 9.4.1 a une propriété importante
et contraignante : la projection canonique de T ∗X sur X est inversible. Relaxer cette hy-
pothèse nous permettra de tenir compte des caustiques. En effet, en un point voisin de la
caustique, la variété sera représentée grâce à plusieurs phases, ce qui équivaut à l’existence de
plusieurs rayons passant par ce point. Les bicaractéristiques correspondantes, quant à elles,
ne s’intersectent pas.

On considère maintenant un opérateur P sur C∞(X), de symbole principal p(x, ξ). Si P est
un opérateur différentiel, une phase φ est solution de l’équation eikonale associée à P lorsque
p(x, dφ(x)) = 0. En d’autres termes, Λφ ⊂ Car(P ).

Une généralisation de ce résultat a été démontrée dans le chapitre précédent (lemme 9.1)
pour les opérateurs pseudo-différentiels.

Dans ce chapitre, nous étudions les variétés lagrangiennes associées à un opérateur différentiel
ou pseudo-différentiel. On les appelle des solutions lagrangiennes de l’équation ca-
ractéristique de l’opérateur P . La variété caractéristique (ou équation caractéristique) est
définie par p(x, ξ) = 0, p étant le symbole principal de l’opérateur pseudo-différentiel P . Ces
variétés lagrangiennes sont la généralisation des variétés Λφ où φ est solution de l’équation
eikonale p(x,∇xφ) = 0.

Définition 10.1 Une solution lagrangienne Λ de p = 0 est une variété
– maximale (dimT(x0,ξ0)Λ = dimTx0(X)),
– isotrope (σ|Λ = 0),
– solution (p|Λ = 0). On omettra parfois p = 0 pour n’écrire que p.

Nous avons remarqué que le symbole principal est invariant sur les courbes intégrales du
chap hamiltonien. On en déduit le premier alinéa de la proposition 10.1 :

Proposition 10.1 1. Si une courbe bicaractéristique rencontre la variété caractéristique,
elle est contenue dans la variété caractéristique,

2. Si une courbe bicaractéristique de p rencontre en un point une solution lagrangienne Λ
de p, alors elle est contenue dans Λ.

Une version plus faible du deuxième alinéa de la proposition 10.1 est :

Proposition 10.2 Soit φ une solution de l’équation eikonale. Si une courbe bicaractéristique
rencontre Λφ, elle est contenue dans Λφ.
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Preuve de la proposition 10.2 Nous considérons un symbole polynôme homogène d’ordre
2, p(x, ξ) =

∑

i,j ai,j(x)ξiξj . On suppose que les données de Cauchy des équations de Hamilton
(9.2.9), (x0, ξ0), vérifient ∇φ(x0) = ξ0 où φ est solution de p(x,∇xφ(x)) = 0. On note

exp(sHp(x0, ξ0)) = (x(s),∇φ(x(s)))

la solution de (9.2.9), notation utilisée car exp(sHp(x0, ξ0)) est la solution de l’équation de
Cauchy1 d

ds (ρ(s)) = Hp(ρ(s)), ρ(0) = ρ0. L’équation satisfaite par φ est :

p(x,∇φ(x)) = 0 (10.1.1)

En la dérivant par rapport à chaque variable, on trouve

(∂xip+
∑

j

∂2
xixjφ∂ξjp)|Λφ = 0. (10.1.2)

Soit ωi(s) = ξi(s) − ∂xiφ(x(s)). On remarque que ω(0) = 0. Démontons que ω est solution
d’un système d’équations différentielles ordinaires. On vérifie que

−dωi
ds

= ∂xip(x(s), ξ(s)) −
∑

j

∂2
xjxiφ(x(s))∂ξj p(x(s), ξ(s)).

Exprimant la relation (10.1.1) au point x(s), et retranchant l’égalité obtenue à l’équation
donnant dωi

ds , on obtient :

−dωids = −∑j ∂
2
xjxiφ(x(s))[∂ξj p(x(s), ξ(s)) − ∂ξjp(x(s),∇φ(x(s)))]

+∂xip(x(s), ξ(s)) − ∂xip(x(s),∇φ(x(s))).

Utilisant ξiξj − ηiηj = ηj(ξi − ηi) + (ξi − ηi)(ξj − ηj) + ηi(ξj − ηj), on trouve :

−dωids =
∑

j,k ∂xiaj,k(x(s))ωj(s)ωk(s) +
∑

j,k ∂xiaj,k(x(s))(ξj (s)ωi(s) + ξi(s)ωj(s))

−2
∑

j,k ∂
2
xjxiφ(x(s))aj,k(x(s)ωk(s).

qui se met sous la forme condensée dω
ds = A(s)ω(s) − B(s)(ω(s), ω(s)). Comme ω(0) = 0,

le thórème de Cauchy-Lipschitz donne ω(s) = 0. On note pour compléter la preuve que
les fonctions employées sont bien définies pour s ∈ [0, T ∗]. On se place alors à T < T ∗,
et on vérifie que le problème de Cauchy admet une solution pour s < s0 dont le temps
d’existence s0 dépend des solutions sur [0, T ]. Il ne dépend donc pas du point initial. On peut
alors reproduire l’argument précédent avec pour données initiales (x(s0), ξ(s0)). On conclut
à l’égalité ξ(s) = ∇φ(x(s)) pour 0 ≤ s ≤ 2s0. On peut continuer l’argument jusqu’à [0, T ],
puisque l’intervalle où l’égalité est vraie a été prolongé d’une quantité fixe.

Dans le cas où le symbole n’est plus polynômial, par utilisation d’une formule de Taylor avec
reste intégral, on trouve que ∂xip(x(s), ξ(s))−∂xip(x(s),∇φ(x(s))) = Gi(x(s), ξ(s),∇φ(x(s))).ω(s)
et ∂ξjp(x(s), ξ(s))− ∂ξjp(x(s),∇φ(x(s))) = Rj(x(s), ξ(s),∇φ(x(s))).ω(s) et le système s’écrit
ω̇ = H(s).ω(s), H étant connu à l’aide des fonctions explicites x(s), ξ(s) et φ(x), donc le
théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique encore.

Preuve de la proposition 10.1 L’alinéa 2 de la proposition 10.1 se démontre en utilisant
la maximalité de la variété isotrope en (x0, ξ0). Il existe donc un système de coordonnées
y = (y1, ..yn) tel que Λ s’écrive, au voisinage de (x0, ξ0), {(x(y), ξ(y)), y ∈ IRn ∩ V }. Nous
utilisons les deux relations

{

p(x(y), ξ(y)) = 0
ω|Λ = 0

1Cette notation est facile à comprendre ; lorsqueHp est une fonction scalaireHp(ρ(s)) = a(ρ(s)), le problème
de Cauchy ci-dessus a pour solution a(ρ(s)) = a(ρ0)es.
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L’égalité ω|Λ = 0 s’écrit

∑

i

∂ξi
∂yj

∂xi
∂yk
−
∑

i

∂ξi
∂yk

∂xi
∂yj

= 0 (10.1.3)

(ceci est l’équivalent, lorsque x(y) = y, de ∇ ∧ ξ(x) = 0, d’où ξ(x) = ∇ψ(x).) La variété est
lagrangienne maximale. La différence avec les expressions précédentes est que la relation x(y)
n’est pas forcément inversible (la projection canonique dans ce cas ci n’est pas surjective).
Cependant, comme la variété est maximale, il existe un sous-ensemble de (x(y), ξ(y)), noté
(x′(y), ξ”(y)), où x′ comporte p coordonnées en ξ′′ comporte q coordonnées telles que p+ q =
n. On a det(Jac(x′(y), ξ”(y))) 6= 0 en y = 0. On définit alors J −1 l’application telle que
y = J −1(x′(y), ξ”(y)).

Notons que ce choix n’est pas le seul possible. On fixe ainsi un choix de variables x et de
variables ξ qui soit bijectif. On appelle, pour ce choix, J1 l’ensemble des indices correspondant
aux coordonnées de x′(y) et J2 l’ensemble des indices correspondant aux coordonnées de ξ”(y).
Si J1∩J2 = ∅, on passe directement à l’étude de la variété, sachant ainsi que J1∪J2 = {1, .., n}.

Si J1 ∩ J2 = J 6= ∅, les coordonnées formant un système libre sont alors

[(xj)j∈J1\J , (xj)j∈J , (ξj)j∈J , (ξj)j∈J2\J ].

On note (unions disjointes)

{1, .., n} = J1 ∪K1, {1, .., n} = (J1\J) ∪ J ∪ (J2\J) ∪K+
2 ,K2 = (J1\J) ∪K+

2 .

Soit k ∈ K1. Par le théorème d’inversion locale s’appuyant sur le fait que la famille (x′, ξ”)
est maximale, il existe une fonction Xk telle que

xk(y) = Xk[(xj)j∈J1\J , (xj)j∈J , (ξj)j∈J , (ξj)j∈J2\J ].

De même, pour l ∈ K2, il existe une fonction Ξl telle que

ξl(y) = Ξl[(xj)j∈J1\J , (xj)j∈J , (ξj)j∈J , (ξj)j∈J2\J ].

Soit p ∈ J . Alors, pour k ∈ K1, {xp, xk} = ∂xk
∂ξp

= 0, et donc les fonctions Xk sont

indépendantes des variables ξp, p ∈ J . Comme de plus, {ξp, xk} = 0 car J ∩K1 = ∅, on trouve
que Xk ne dépend pas des variables ξp, p ∈ J . Un raisonnement identique conduit à affirmer
l’indépendance des variables ξl pour l ∈ K2 des (xp, ξp), p ∈ J . On écrit

xk(y) = Yk[(xj)j∈J1\J , (ξj)j∈J2\J ].

ξl(y) = Σl[(xj)j∈J1\J , (ξj)j∈J2\J ].

La variété lagrangienne s’écrit donc (localement)

Λ = { [(xj)J1\J , (xj)J , (Yk[(xj)J1\J , (ξj)J2\J ])k∈K1 , (Σl[(xj)J1\J , (ξj)J2\J ])l∈J1\J
, (ξp)J , (ξl)J2\J , (Σl[(xj)J1\J , (ξj)J2\J ])l∈K+

2
] }.

Ainsi on remarque que localement Λ = Λ̃× IR2dim J , où Λ̃ est une variété lagrangienne dans

IRn−dim J (ne dépendant que des coordonnées (xj)j∈J1\J , (ξj)j∈J2\J). On s’est ramené au cas
élémentaire où J1\J ∩J2\J = ∅, et où les coordonnées indépendantes sont de la forme (x′, ξ”)
(aucun indice commun). C’est celui que nous considèrerons maintenant.

Soit (X(s),Ξ(s)) la courbe bicaractéristique telle que (X(0),Ξ(0)) = (x0, ξ0) = (x(0), ξ(0)).
La fonction y(s) définie par

(X ′(s),Ξ”(s)) = (x(y(s)), ξ(y(s)))
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existe au voisinage de y = 0 donc de s = 0 puisque dans ce voisinage, on a un difféomorphisme
(y(s) = J −1(X ′(s),Ξ”(s))).

Notons (V (s),W (s)) le vecteur (x(y(s)), ξ(y(s)) − (X(s),Ξ(s)). Par construction, il a la
moitié de ses composantes nulles.

On vérifie l’égalité :

∑

l
∂ξl
∂ym

(y(s))dVlds −
∑

l′
∂xl′
∂ym

(y(s))dWl

ds

=
∑

l,j
∂ξl
∂ym

∂xl
∂yj

dyj
ds −

∑

l
∂ξl
∂ym

(y(s)) ∂p∂ξl (X(s),Ξ(s))

−∑l′,j
∂xl′
∂ym

(y(s)∂ξl′∂yj
(y(s))

dyj
ds −

∑

l′
∂xl′
∂ym

(y(s)) ∂p
∂xl′

(X(s),Ξ(s))

(10.1.4)

En utilisant l’égalité (10.1.3), valable sur Λ, on échange les dérivées en m et j dans le pre-

mier terme du membre de droite. On en déduit l’égalité
∑

l,j
∂ξl
∂ym

∂xl
∂yj

dyj
ds =

∑

l′,j
∂xl′
∂ym

(y(s)∂ξl′∂yj
(y(s))

dyj
ds .

Pour les autres termes, on dérive par rapport à tout yj , 1 ≤ j ≤ n, l’égalité p|Λ = 0. Alors

[
∑

j

∂p

∂xj
p
∂xj
∂ym

+
∑

n′

∂p

ξn′
p.
∂ξn′

∂ym
]|(x(y(s)),ξ(y(s))) = 0.

On ajoute ces relations à l’égalité (10.1.4) pour obtenir

∑

l
∂ξl
∂ym

(y(s))dVlds −
∑

l′
∂xl′
∂ym

(y(s))dWl

ds

=
∑

l
∂ξl
∂ym

(y(s)) ∂p∂ξl (x(y(s), ξ(y(s))) −
∑

l
∂ξl
∂ym

(y(s)) ∂p∂ξl (X(s),Ξ(s))

+
∑

l′
∂xl′
∂ym

(y(s)) ∂p
∂xl′

(x(y(s)), ξ(y(s))) −∑l′
∂xl′
∂ym

(y(s)) ∂p
∂xl′

(X(s),Ξ(s)).

On a donc n équations (1 ≤ m ≤ n), et 2n inconnues dont n sont nulles par hypothèse.
L’hypothèse de maximalité entrâı ne que

∂ξ”

∂ym
(y(s)).

dV ”

ds
− ∂x′

∂ym
(y(s))

dW ′

ds
= Tm(s)

est un système inversible. On peut alors écrire les équations vérifiées par (V ”(s),W ′(s)) sous
la forme

d
ds (V ”(s),W ′(s)) = C(s, V ”(s),W ′(s)).(V ”(s),W ′(s))
V ”(0) = 0,W ′(0) = 0

qui est à nouveau un problème de Cauchy. Son unique solution est (V ”(s),W ′(s)) = 0.

10.2 Représentation des solutions lagrangiennes par des
phases

10.2.1 Solution lagrangienne maximale associée à une phase

Nous précisons ici la notion que nous avions évoquée dans le chapitre 3 lors du calcul du
développement asymptotique de la solution des ondes avec condition donnée sur une hyper-
surface Σ0. En fait, nous avions considéré sur Σ0 l’ensemble des points (y,∇φ(y)), y ∈ Σ0 (où
il se trouvait que Σ0 était une courbe isovaleur de φ).

On considère un opérateur pseudo-différentiel p sur X , variété de dimension n. On se
donne une hypersurface S dans X et une phase φ0 (fonction régulière) définie sur S. On
note l l’injection naturelle de T ∗S dans T ∗X . On note aussi π la projection naturelle de
{(x, ξ), x ∈ S, ξ ∈ TxX} vers T ∗S, définie comme π(x, ξ) = (x, ζ) où la forme linéaire ζ sur
TxS est la restriction de ξ à TxS. On suppose que π−1{(x, dφ0(x)} ∩ Carp 6= ∅. On suppose
en outre que le champ hamiltonien Hp est transverse à l(ΛSφ0

) en ρ0 ∈ l(ΛSφ0
) ∩ Carp.

Alors la solution lagrangienne maximale associée à S et à φ0 au voisinage de ρ0 est notée
Λ(φ0), et est l’union des courbes bicaractéristiques issues d’un point de π−1(ΛSφ0

).
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En effet, Λ(φ0) est maximale car Hp est transverse à l(ΛSφ0
) en ρ0, qui est de dimension

n − 1, et la maximalité vient de Tρ0(Λ(φ0)) = Tρ0 l(Λ
S
φ0

) + HpIR. Elle est solution par la
proposition 10.1. Elle est lagrangienne car les courbes bicaractéristiques le sont, toujours par
la proposition 10.1. Les courbes bicaractéristiques se projettent alors sur les caractéristiques,
courbes x(σ) solutions de dx

dσ = ξ(x(σ)) tant que Λ(φ0) est transverse en x(σ) à la fibre de
la projection canonique π de T ∗X sur X . Cette construction par l’intermédiaire des rayons
échoue lorsque la propriété de transversalité n’est plus vérifiée. On dit alors que le point
appartient à la caustique de la Lagrangienne.

10.2.2 Géneralisation aux phases à paramètre

Il faut généraliser ce prolongement à des phases comportant un paramètre supplémentaire
pour la solution de l’équation eikonale. En effet, si les solutions de l’équation eikonale sont
uniquement sous la forme φ(x), alors la variété lagrangienne associée est Λφ = {(x,∇φ(x)},
qui se projette de manière propre sur l’espace ambiant. Or les points des caustiques sont
les points où cette projection n’est plus propre, c’est-à-dire où on ne peut plus considérer
une phase sans paramètre. On se donne une phase φ(x, θ) à N paramètres (θ ∈ IRN ), non
dégénérée (∇x,θφ(x, θ) 6= 0) et on lui associe

Λφ = {(x,∇xφ(x, θ)),∇θφ(x, θ) = 0}.

Lemme 10.1 La variété Λφ est plongée dans une variété lagrangienne.

Preuve On vérifie que l’application iφ, qui va de l’ensemble des points critiques de φ en α
Cφ = {(x, θ),∇θφ(x, θ) = 0} vers T ∗X :

iφ(x, θ) = (x,∇xφ(x, θ)) ∈ T ∗X

est une immersion lagrangienne, et son image est Λφ.

On vérifie que dφ =
∑

j ∂xjφ(x, θ)dxj +
∑N

p=1 ∂θjφ(x, θ)dθj ∈ Λ1(X ×Rn) ce qui donne

dφ|Cφ =
∑

j

∂xjφ(x, θ)dxj

On en déduit i∗φ(
∑

ξjdxj) = dφ|Cφ , ce qui donne, par commutation de l’opérateur de
différentiation et de iφ

i∗φ(d(
∑

ξjdxj)) = d2φ = 0

donc i∗φ(
∑

j dξj ∧ dxj) = 0. La variété est localement isotrope. Comme φ est non dégénérée,
Cφ est une sous-variété de dimension n et on en déduit que Λφ, image d’une sous-variété de
dimension n par une immersion, est maximale. C’est localement une variété lagrangienne.

10.2.3 Le théorème de représentation de Hörmander

On a le résultat :

Théorème 10.1 Soit Λ une sous-variété lagrangienne de T ∗X et soit ρ0 un point de cette
lagrangienne.

Il existe un système de coordonnées symplectiques sur T ∗X, noté (x, ξ) et une phase non
dégénérée φ(x, ξ) telle que, O étant un voisinage de ρ0 dans T ∗X,

Λ ∩ O = {(x,∇xφ(x, ξ)),∇ξφ(x, ξ) = 0}.

Ce théorème est énoncé dans [47]. Il vient alors
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Corollaire 10.1 Il existe un difféomorphisme χ de IRn dans X, n étant la dimension de
Tρ0X, tel que

hχ(Λψ ∩ h−1
χ (O)) = Λ ∩ O

où ψ(y, η) = y.η − H(η). Ce difféomorphisme est construit avec le lemme de Darboux et la
représentation de la lagrangienne au voisinage de ρ0 par

Λ ∩ O = {(x(y), ξ(y)), y ∈ IRn ∩ χ−1(O)}. (10.2.5)

Preuve La démonstration du théorème s’appuie sur le lemme technique suivant, que nous
démontrerons ultérieurement :

Lemme 10.2 Il existe un système de coordonnées de X au voisinage de x0 tel que, dans le
système canonique associé de coordonnées symplectiques (x, ξ), la lagrangienne soit définie par
x = X(ξ).

Ce lemme étant supposé démontré, on sait que σ =
∑

j ξjdxj est nulle sur Λ. Ceci donne

n
∑

j=1

ξj
∂Xj

∂ξp
(ξ) = 0.

La relation d(
∑j=n

j=1 ξjxj) =
∑n

j=1 ξjdxj +
∑n
j=1 xjdξj donne, sur Λ

d(

j=n
∑

j=1

ξjXj) =

j=n
∑

j=1

Xj(ξ)dξj .

Soit H(ξ) =
∑j=n

j=1 ξjXj(ξ). On vérifie que ∂ξpH(ξ) =
∑j=n
j=1 ξj

∂Xj
∂ξp

+Xp(ξ) = Xp(ξ) et H est

homogène de degré 1.

Si on introduit φ(x, ξ) = x.ξ −H(ξ), on trouve ∇xφ(x, ξ) = ξ et ∇ξpφ(x, ξ) = xp −Xp(ξ).
Donc la lagrangienne est localement représentée par la phase φ, dans le sens où

Λ ∩ O = {(x, ξ), x = X(ξ)} = {(x,∇xφ),∇ξφ(x, ξ) = 0} ∩ O = Λφ ∩ O.

Nous avons démontré le théorème de représentation.

Démontrons maintenant le lemme 10.2. Pour cela, on utilise la représentation (10.2.5) de
Λ. La famille dx1(y), ...dxn(y)dξ1(y), ...dξn(y) définit un espace de dimension n au voisinage
du point ρ0 considéré, puisque Λ est maximale, donc de dimension n. Désignons par J et K
respectivement l’ensemble des coordonnées indépendantes de dx1, ..., dxn et dξ1, ..., dξn. On
note désormais (y, η) le système de coordonnées symplectiques sur IRn associé à (y), et on
introduit l’injection naturelle j de C(IRn) dans C(T ∗IRn) par j(f)(y, η) = f(y). Le système
de coordonnées (x, ξ) est symplectique, donc on a bien les relations

{j(xj)(y, η), j(xj′ )(y, η)} = 0, {j(ξk)(y, η), j(ξk′ )(y, η)} = 0, {j(xj)(y, η), j(ξk)(y, η)} = δjk .

On note pj(y, η) = j(xj)(y, η) = xj(y) et qk(y, η) = j(ξk)(y, η) = ξk(y). Ces fonctions sur
TXIRn vérifient les hypothèses du lemme 9.3.

On peut donc compléter cette famille en une famille de coordonnées symplectiques sur
T ∗X , notée p1(y, η), pn(y, η), q1(y, η), ...qn(y, η).

Écrivons ce que nous donne le lemme de Darboux. On vérifie que la famille (dp1, ...dpn, dq1, ...dqn)
est linéairement indépendante. En écrivant qu’il s’agit d’une application de T ∗X dans T ∗IRn

que l’on écrit sous forme matricielle, on trouve que sa matrice est
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AJ 0
BK 0
C1
n−J C2

n−J
D1
n−K D2

n−K









où on a réordonné les coordonnées dans T ∗X en j ∈ J, k ∈ K, j′ ∈ {1, ..n}−J, k′ ∈ {1, ..n}−K.
Nous avons utilisé ici que (pj)j∈J et (qk)k∈K ne dépendent que de y. Les matrices AJ et BK
sont les matrices respectives Jn et Kn des (∂ylpj)j∈J,1≤l≤n et (∂ymqk)k∈K,1≤m≤n. Les matrices
C2
n−J et D2

n−k sont les matrices

(∂ηlqk′)k′∈{1,..n}−J,1≤l≤n, (∂ηlpj′)j′∈{1,..n}−K,1≤l≤n.

Comme la famille est linéairement indépendante, on en déduit que les matrices nn

(

AJ
BK

)

,

(

C2
n−J

D2
n−K

)

sont inversibles au voisinage de (y0, η0), image de ρ0 par le difféomorphisme induit par le
changement de coordonnées symplectiques.

On en déduit que le système où η est le paramètre

{

xj′ (y) = pj′ (y, η), j
′ ∈ {1, .., n} − J

ξk′ (y) = qk′(y, η), k
′ ∈∈ {1, .., n}−K

admet, par le théorème des fonctions implicites, une seule solution η = Y (y). Le résultat
du lemme (en transformant les notations) provient du fait que (η,−y) est un système de
coordonnées symplectiques sur T ∗IRn. La phase est alors connue, il suffit d’écrire φ(y, η) =
−ηy −G(y), avec G(y) =

∑

j yjY (y).
Nous avons achevé la démonstration du lemme 10.2.
Les caustiques (points où le théorème de la phase stationnaire ne s’applique pas dans

une intégrale oscillante définissant une solution) peuvent être étudiées par l’intermédiaire de
solutions lagrangiennes.

10.3 Les caustiques

On se donne une phase φ(x, θ) à N paramètres, non dégénérée (Hessθφ(x, θ) 6= 0), telle
que

Λφ = {(x,∇xφ(x, θ)),∇θφ(x, θ) = 0}
soit une solution lagrangienne de P opérateur (pseudo)différentiel.

Nous définissons (utilisant en cela une notion identique à celle d’un opérateur intégral de
Fourier) une fonction oscillante

uφ,a(x, k) =

∫

IRN
eikφ(x,θ)a(x, θ, k)dθ (10.3.6)

l’amplitude a admettant un développement asymptotique comme défini dans la définition 1.1.
On donne la définition de deux phases équivalentes :

Définition 10.2 Soient φ1(x, α) et φ2(y, β) deux phases définies sur X×IRN (N est le nombre
de paramètres de la phase).

Elles sont équivalentes respectivement en (x0, α0) et (y0, β0) si il existe un difféomorphisme

X × IRN → X × IRN

(x, α) → (A(x),Φ(x, α))
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tel que A(x0) = y0, Φ(x0, α0) = β0 et une fonction ψ(x), C∞ au voisinage de x0, telle que

φ1(x, α) = φ2(A(x),Φ(x, α)) + ψ(x)

Deux lagrangiennes équivalentes (au voisinage d’un point, la terminologie classique est de
parler de germe de lagrangiennes) sont, de manière analogue, définies par

Définition 10.3 Deux lagrangiennes Λ1 (au voisinage de λ1) et Λ2 (au voisinage de λ2) sont
équivalentes si et seulement si il existe un difféomorphisme symplectique χ laissant invariant
les fibres de la projection canonique π de T ∗X sur X tel que χ(Λ1) = Λ2.

Nous avons l’unicité (locale) de la représentation par les deux propositions suivantes

Proposition 10.3 Soient φ et φ1 deux phases définies respectivement sur X × IRN et sur
X×IRn1 . Pour x0 ∈ X, les classes de fonctions oscillantes de la forme uφ,a et uφ1,a1 cöıncident
si et seulement si

• il existe θ0 ∈ IRN , θ10 ∈ IRn1 tels que iφ(x0, θ0) = iφ1(x0, θ
1
0). On note ce point λ0.

• on a Λφ = Λφ1 au voisinage du point λ0.

Proposition 10.4 Deux variétés lagrangiennes sont équivalentes si et seulement si il existe
deux phases φ1 et φ2, équivalentes au sens de la Définition 10.2, telles que Λ1 = Λφ1 et
Λ2 = Λφ2 .

Nous pouvons alors choisir les paramètres de la phase φ associée à une variété lagrangienne
au voisinage d’un point par la proposition

Proposition 10.5 Soit φ une phase non dégénérée définissant une carte locale de Λ au voi-
sinage de λ0 = (x0,∇θφ(x0, θ0)), (x0, θ0) ∈ Cφ. Si N est le nombre de paramètres de la phase

N = dimKerTλ0(πΛ) + rg(Hessφθ(x0, θ0))

où (x0, θ0) ∈ Cφ et (x0,∇θφ(x0, θ0)) = λ0.

De plus, il existe une phase φ0 à N0 = dimKer(Tλ0(πΛ)) paramètres, non dégénérée qui
représente localement Λ.

Nous démontrons ces résultats.

Preuve de la proposition 10.4 On sait qu’il existe une phase φ1 représentant Λ1 (Théorème
10.1). On suppose Λ1 ' Λ2, donc il existe un difféomorphisme symplectique g, de la forme
g(x, ξ) = (f(x), G(x, ξ)) (puisqu’il conserve les fibres de la projection canonique), qui trans-
forme Λ1 en Λ2. Nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 10.3 Un difféomorphisme symplectique conservant les fibres de la projection cano-
nique est de la forme

(x, ξ)→ (χ(x), (∂xiχj(x))
−1(ξ −∇xψ))

Nous reconnaissons la forme de hχ introduit dans la proposition 9.3, alinéa 1.
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Preuve Le difféomorphisme est symplectique, donc

∑

j

dxj ∧ dξj =
∑

j

d(fj(x)) ∧ d(hj(x, ξ))

Pour simplifier nos expressions, on note N la matrice de coefficients

Nij(x) = ∂xi(fj(x))

Alors
d(fj(x)) =

∑

i

Nij(x)dxi

On écrit de même

d(hj(x, ξ)) =
∑

i

∂xihj(x, ξ)dxi +
∑

k

∂ξkhj(x, ξ)dξk

et les égalités que doivent vérifier f, h deviennent alors

{ ∑

j Nij(x)∂xkhj(x, ξ) =
∑

j Nkj(x)∂xihk(x, ξ), ∀j, k
∑

j Nij(x)∂ξkhj(x, ξ) = δjk , ∀j, k
En considérant la matrice M(x, ξ) telle que Mjk(x, ξ) = ∂ξkhj(x, ξ), on trouve

NM = Id

ce qui nous donne deux résultats
• M est indépendante de ξ (la partie duale du difféomorphisme symplectique est linéaire

en ξ)
• La matrice M est l’inverse de N , ce qui se traduit par ∂ξkhj(x, ξ) = (N−1)jk(x). Il existe

donc un champ de vecteurs Xj(x) tel que

hj(x, ξ) =
∑

k

(N−1)jk(x)(ξk −Xk(x))

ce dont on déduit

∂xkhj(x) =
∑

l

∂xk((N
−1)jl)(ξl −Xl(x)) −

∑

l

(N−1)jl(x)∂xk (Xl)(x).

Les premières égalités du système ci-dessus définissant le difféomorphisme symplectique
s’écrivent

∑

j

Nij(x)
∑

l

∂xk (N−1)jl(ξl −Xl(x)) +
∑

j

∑

l

Nij(N−1)jl∂xkXl

=
∑

j

Nkj(x)
∑

l

∂xi(N−1)jl(ξl −Xl(x)) +
∑

j

∑

l

Nkj(N−1)jl∂xiXl.

Regroupant les termes en ξl −Xl(x), on trouve

∑

l(ξl −Xl(x))
∑

j Nij(x)∂xk (N−1)jl −
∑

j Nkj(x)∂xi(N−1)jl =
∂Xk
∂xi
− ∂Xi

∂xk
.

Le premier terme s’écrit

A = ∂xk(
∑

j

Nij(x)(N−1)jl(x))−
∑

j

∂xkNij(x)(N−1)jl(x)−∂xi(
∑

j

Nkj(x)(N−1)jl(x))+
∑

j

∂xjNkj(x).



176 CHAPITRE 10. SOLUTIONS LAGRANGIENNES

Comme Nij(x) = ∂xifj(x), on trouve
∑

j Nij(N−1)jl = δjl

∑

j

∂2
xixk

fj − ∂2
xkxi

fj = 0.

Il reste
∂Xk

∂xi
− ∂Xi

∂xk
= 0

qui prouve que X est le gradient d’une fonction ψ C∞ en x0. La réciproque (le difféomorphisme
écrit dans le lemme est un difféomorphisme symplectique conservant les fibres de la projection
canonique) s’obtient en reprenant ces égalités. La preuve du lemme est terminée.

Ce lemme étant prouvé, Λ1 = {(x,∇xφ1(x, α)),∇αφ1(x, α) = 0} car φ1 représente locale-
ment Λ1. On en déduit

Λ2 = {(f(x), (∇xf)−1(∇xφ1(x, α)−∇xφ(x))),∇αφ1(x, α) = 0}
La phase

φ2(y, β) = φ1(f
−1(y), β) − ψ(f−1(y))

est bien définie puisque f est un difféomorphisme au voisinage de x0. Alors

{

∇βφ2(y, β) = ∇αφ1(f
−1(y), β)

∇yφ2(y, β) = (∇xf)−1(∇xφ1(f
−1(y), β)−∇xψ(f−1(y)))

On a donc Λ2 par

Λ2 = {(y,∇yφ2(y, β)) ∈ T ∗X,∇βφ2(y, β) = 0}
Ceci démontre la première partie de l’équivalence.

Pour la deuxième partie de l’équivalence, on se donne deux phases équivalentes φ2(A(x),Φ(x, α)) =
φ1(x, α)− ψ(x), et on vérifie que

Λφ2 = {(y,∇yφ2),∇βφ2(y, β) = 0}
Les relations

{

∇βφ2(A(x),Φ(x, α)).∇αΦ(x, β) = ∇αφ1(x, α)
∇yφ2(A(x),Φ(x, α)).∇xA = ∇xφ1(x, α) −∇xψ

le fait que (x, α)→ (A(x),Φ(x, α)) soit un difféomorphisme et le fait que

(x, ξ) → (A(x), (∇xA)−1(ξ −∇xψ))

soit un difféomorphisme symplectique achèvent la preuve de la réciproque.

Preuve de la proposition 10.5 On se place au point (x0, α0) qui caractérise un point de
la variété lagrangienne ρ0 = (x0,∇xφ(x0, α0)).

On suppose rangHessαφ(x0, α0) = p < N . Il existe un changement linéaire orthogonal de
variables (qui diagonalise Hessαφ(x0, α0)) tel que β = χ(α) et si ψ(x, β) = φ(x, χ−1(β))

Hessβψ(x0, β0) =

(

0 0
0 Hessβ”ψ(x0, β0)

)

où β” ∈ Rp. Localement, l’équation ∇β”ψ(x, β) = 0 admet, par le théorème des fonctions
implicites (que l’on peut appliquer ici car le Hessien en β” est non nul), une solution unique
β” = B(x, β′) avec β”0 = B(x0, β

′
0). La phase

ψ1(x, β
′) = ψ(x, β′, B(x, β′))
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a N − p paramètres et dont le Hessien est nul en β′
0 représente donc localement Λψ, puisque

∇βφ(x, β) = 0 équivaut à ∇β′ψ(x, β) = 0 et ∇β”ψ(x, β) = 0 et que, d’autre part

∇xψ1(x, β
′) = ∇xψ(x, β′, B(x, β′)) +∇β”ψ(x, β′, B(x, β′))∇xB(x, β′)

qui entrâıne l’égalité, comme ∇β”ψ(x, β′, B(x, β′)) = 0 pour tout (x, β′), de ∇xψ1 et ∇xψ.
Nous avons donc représenté Λ par une phase à N − p paramètres.

Localement, Λ = {(x,∇xψ1(x, θ)),∇θψ1(x, θ)} où ψ1 est une phase non dégénérée définie
sur X×RN−p telle que Hessθψ1(x0, θ0) = 0. Au point (x0, ξ0) = (x0,∇xψ1(x0, θ0)), les égalités
de définition de Λ permettent d’écrire (u,Σ) ∈ T(x0,ξ0)Λ sous la forme

{(u,Hessxψ1(x0, θ0)u+
∑

j

∂θj∇xψ1(x0, θ0)Σj)} ∩ {∇x∂θjψ1(x0, θ0)u = 0}

L’espace tangent en x0 à la projection canonique πΛ de Λ ⊂ T ∗X sur X est alorscaractérisé
par les équations indépendantes ∀j,∇x∂θjψ1(x0, θ0)u = 0. Son noyau est donc de dimension
le nombre d’équations correspondantes, soit N − p. On en déduit

dimKerTx0(πΛ) = N − p

ce qui achève les deux parties de la preuve de la proposition 10.5. On a en effet construit
la phase ψ1 à N − p paramètres représentant la Lagrangienne au voisinage du point (x0, ξ0).
Lorsque dimKerTx0(πΛ) 6= 0, on dit que le point x0 est dans la caustique de Λ. La classification
élémentaire des caustiques n’est pas notre objectif, nous n’étudions dans cet ouvrage que la
caustique de type pli, mais nous rappelons les propriétés élémentaires des caustiques (que le
lecteur pourra trouver dans l’article de Duistermaat ([29] Section 3).

Définition 10.4 • La caustique de la lagrangienne Λ est l’ensemble des projections sur X
des points critiques de l’application projection canonique πΛ de Λ dans X. Cette caustique est
feuilletée par la dimension de KerTx0πΛ.

On suppose n ≤ 4. Les sept catastrophes élémentaires au sens de Thom sont
• Les points dont la dimension du noyau de la projection canonique est 1 sont : le pli

(n = 1), la fronce (n = 2), la queue d’aronde (n = 3), le papillon (n = 4).
• Les points dont la dimension du noyau de la projection est 2 sont les points de type

ombilic (n = 3).
• On dit qu’une singularité est de type pli si dimKerTx0(πΛ) = 1 et dimKerTx0(πΛ) ∩

Tx0C1 = 0.

On obtient aisément un théorème de représentation :

Théorème 10.2 Soit u ∈ O(Λ), Λ variété lagrangienne maximale.

1. Si le point x0 n’est pas dans la projection de Λ, u est à décroissance rapide en k dans
un voisinage de x0.

2. Si le point x0 est dans π(Λ) mais n’est pas dans la caustique de la lagrangienne, u admet
un développement asymptotique classique en k−j de premier terme k−N/2.

3. Si le point x0 est dans la caustique de Λ, u définit une représentation de la caustique au
voisinage de x0.

Preuve Pour le premier item, il n’existe pas de θ tel que ∇θφ(x0, θ) = 0 (si il en existait
un, alors on construirait un point de la lagrangienne se projetant sur x0). On en conclut
que l’on peut appliquer le théorème de la phase non stationnaire (Théorème 4.3) à l’intégrale
définissant u. On a alors u ' 0.

Pour le deuxième item, nous considérons θ0 tel que ∇θφ(x0, θ0) = 0. Nous souhaitons nous
placer au voisinage de x0 et résoudre ∇θφ(x, θ) = 0. Comme x0 n’est pas dans la caustique,
le point x0 n’est pas un point critique pour la projection lagrangienne πΛ. On en déduit que
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dimKerTx0πΛ = 0, et donc p = rangHessαφ(x0, α0) = N . La matrice hessienne est inversible
et on applique le théorème de la phase stationnaire (Proposition 4.3).

L’étude générale des caustiques s’appuie sur le résultat suivant. Nous ne démontrons ce
résultat dans la section suivante que dans le cas d’une singularité de type pli pour la projection
canonique. On peut faire intervenir dans le cas général une notion de stabilité ou de généralité
de la phase, exprimée dans la

Définition 10.5 On dit que la phase φ(x, α) est stable si, pour toute fonction g(x, α) ”assez
petite”, on a l’équivalence de φ(x, α) et de φ(x, α)+ g(x, α). Il est équivalent de dire que toute
fonction f(x, α) de classe C∞ s’écrit sous la forme

f(x, α) = a(x) +
∑

l

bl(x)∂xlφ+
∑

k

ck(x, α)∂αkφ

tous les coefficients étant de classe C∞.

Duistermaat [29] démontre alors la

Proposition 10.6 Soit φ(x, α) une phase stable et soit g(α) = φ(x0, α).
On désigne par g1(α), ...gq(α) une base de l’espace quotient C∞(IRN)/

∑

gk(α)∂αkg(α). Il
existe une submersion x→ y(x) telle que

φ(x, α) =
∑

1≥l≥q
yl(x)gl(α) + g(α)

Thom [94] a introduit, pour la dimension de l’espace quotient inférieure ou égale à 4,
les 7 catastrophes élémentaires suivantes : le pli (fold), la fronce (cusp), la queue d’aronde
(sparrowtail), le papillon, les ombilics elliptique, hyperbolique et parabolique. A chaque type
de catastrophe est associée une phase génératrice et un nombre de paramètres nécessaires
dans la phase de l’opérateur intégral de Fourier. Bien sûr, on peut toujours considérer (grâce
au théorème de représentation 10.1) autant de paramètres que la dimension N de l’espace
X , mais un lemme de Hörmander ([46], Lemma 3.2.3) qui est une généralisation du lemme
de Morse avec paramètres, permet de montrer que tout germe f(α) peut être représenté par
f1(α1, ..., αk0)+Q(αk0+1, .., αN ), f1 étant un germe et Q une forme quadratique non dégénérée.
La fonction f1 peut être évaluée dans les cas des catastrophes précitées. En particulier, pour
le pli, f1(α1) = α3

1, pour le cusp, f1(α1) = α4
1, pour la queue d’aronde f1(α1) = α5

1, pour
le papillon, f1(α1) = α6

1, et pour les ombilics, on a respectivement f1(α1, α2) = α2
1α2 + α3

1

(ombilic elliptique), f1(α1, α2) = α2
1α2 −α3

1 (ombilic hyperbolique) et f1(α1, α2) = α2
1α2 +α4

1

(ombilic parabolique). La base des germes est alors
• pour le pli, α3

1 + a(x)α1,
• pour le cusp, α4

1 + a(x)α1 + b(x)α2
1,

• pour la queue d’aronde α5
1 + a(x)α1 + b(x)α2

1 + c(x)α3
1,

• pour le papillon α6
1 + a(x)α1 + b(x)α2

1 + c(x)α3
1 + d(x)α4

1,
• pour les ombilics elliptique et hyperbolique respectivement α2

1α2±α3
2+a(x)α1+b(x)α2+

c(x)α2
2,
• pour l’ombilic parabolique enfin α2

1α2 + α4
2 + a(x)α1 + b(x)α2 + c(x)α2

2 + d(x)α3
2.

10.4 Caustique de type pli

Nous étudions dans cette section la représentation intrinsèque associée au germe de type pli.
La première étude d’un tel germe a été faite par Ludwig [68]. La représentation intrinsèque fait
intervenir la fonction déjà introduite, fonction d’Airy, que Airy [2] a introduite pour l’étude de
l’arc en ciel. Cette singularité nous permettra, dans la section suivante, de calculer la solution
uniforme au voisinage d’une caustique pour la propagation des ondes.

La singularité de type pli, nous l’avons vu, est caractérisée par les deux relations suivantes :
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si C1 = {x, dimKerTxπΛ = 1}, alors
• le point x0 est un pli lorsque x0 ∈ C1

• KerTx0πΛ est transverse à Tx0C1. On peut donc trouver une phase à 1 paramètre φ(x, α)
telle que

Λ = {(x,∇xφ(x, α), φ′(x, α) = 0}.
Nous allons construire explicitement dans le cas du pli le changement de variable permettant
de se ramener à la phase générique de la section précédente. On sait (puisque x0 est sur la
caustique) que φ”(x0, α0) = 0. La caustique est l’ensemble des points x tels que il existe α tel
que

∂2φ

∂α2
(x, α) = 0.

L’espace tangent à cette caustique en (x, α) est donné par

{u, ∃τ,∇xφ”α(x, α)u+ φ′′′α (x, α)τ = 0}.
La singularité est de type pli si les équations définissant KerTx0πΛ et celles définissant

Tx0C1 n’ont qu’une solution triviale. C’est le cas si, en (x0, α0), φ
′′′(x0, α0) 6= 0.

Proposition 10.7 La lagrangiennne Λ définie par la phase φ à un paramètre au voisinage du
point x0 de la caustique C1 est de type pli en x0 si et seulement si il existe α0 tel que

φ′α(x0, α0) = 0, φ′′α(x0, α0) = 0, φ′′′α (x0, α0) 6= 0

La phase est alors une déformation universelle de y1 + αy2 − α3

3 . Il existe deux fonctions
f(x) et g(x) et un changement de variable α→ t telles que la phase s’écrive

φ(x, α) = f(x) + (x− x0)g(x)t−
t3

3

10.4.1 Changement de variable explicite pour la phase (preuve)

L’existence de α0 a été prouvée ci-dessus lors de l’hypothèse d’existence d’un point de
caustique. On suppose que cette caustique est de type pli. Alors l’équation

φ”α(x, α) = 0

peut être résolue localement au voisinage de (x0, α0) par l’application du théorème des fonc-
tions implicites en α. Il existe donc une fonction f(x) continue telle que f(x0) = α0 et
φα”(x, f(x)) = 0.

Recherche des points critiques On peut alors écrire

φ(x, α) = φ(x, f(x)) + φ′α(x, f(x))(α − f(x)) +
1

3
B(α, x)(α − f(x))3.

Comme B(α0, x0) 6= 0, il existe C(α, x) tel que (C(α, x))3 = B(α, x), de même signe que
B(α0, x0) au voisinage de ce point. Les points critiques en β = α− f(x) de la phase ci-dessus
sont solution de

φ′α(x, f(x)) +B(β + f(x), x)β2 +
1

3
β3∂αB(β + f(x), x) = 0

Au voisinage de β = 0, cette équation admet deux solutions. La phase φ(x, α) admet donc
deux valeurs critiques φ+(x) et φ−(x). Il existe alors deux fonctions, notées ρ et γ, telles que
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φ±(x) = φ(x, f(x)) + (φ′α(x, f(x)))2γ(x)± 2

3
(φ′α(x, f(x))ρ(x))

3
2 .

En effet, si on écrit β = (φ′(x, f(x))
1
2 t dans la zone où φ′(x, f(x)) > 0 (sachant qu’il est

nul pour x = x0) , on vérifie que l’équation en t admet deux solutions, puisque φ′(x, f(x)) est
petit. Ces deux solutions sont de la forme (au voisinage de x0) :

t = ±(−B(f(x), x))−
1
2 +O((φ′(x, f(x)))

1
2 )

ce qui conduit au fait que les fonctions ρ(x) et γ(x), définies par les égalités

γ(x) = 1
2(φ′(x,f(x)))2 (φ+(x) + φ−(x) − 2φ(x, f(x)))

4
3 (φ′(x, f(x))ρ(x))

3
2 = φ+(x)− φ−(x)

sont bien des fonctions C∞. Elles sont déterminées grâce aux valeurs critiques.

Premier changement de variable On veut construire le changement de variable tel que

φ(x, α) =
1

2
(φ+(x) + φ−(x)) + (φ′(x, f(x))ρ(x)z − z3

3
. (10.4.7)

Tout d’abord, notons que cette égalité est cohérente puisque les valeurs critiques de la phase
écrite en (10.4.7) sont celles de φ.

On considère ψ(x, α) = φ′α(x, α). On constate que ψ′′
α2(x, f(x)) 6= 0 et ψ′

α(x, f(x)) = 0.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on peut écrire ψ(x, α) = ψ(x, f(x)) + (α −
f(x))2

∫ 1

0
ds(1 − s)ψ′′

α2(f(x) + s(α − f(x)))ds. En supposant ψ′′
α2(x, f(x)) < 0 on applique le

lemme de Morse pour une phase stationnaire non dégénérée et on trouve

ψ(x, α) = φ′(x, f(x)) − ρ−1(x)t2,

où t = (α−f(x))[−ρ(x)
∫ 1

0 ds(1−s)ψ′′
α2(f(x)+s(α−f(x)))ds]

1
2 dans un voisinage de α = f(x).

On note alors ω(x, t) = φ(x, α(x, t))− 1
2 (φ+(x)+φ−(x)). Les fonctions g1(t, x) et g2(t, x) égales

respectivement à 1
2 (ω(x, t) +ω(x,−t)) et 1

2
ω(x,t)−ω(x,−t)

t sont paires. On introduit la première
variable annexe

β = φ′(x, f(x))ρ(x).

Les points critiques de ω(x, t) dans la variable t sont les solutions de t2 = β, d’où les

valeurs critiques sont égales à ± 2
3β

3
2 (en effet ∂tω(x, t) = ∂tα(x, t)∂αφ(x, α(x, t))). On trouve

directement (par exemple par série de Taylor de fonctions paires et en supposant que la
correspondance x↔ β est un difféomorphisme local) que g1,2(x, t) = A1,2(t

2 − β, β). Ainsi

φ(x, α(x, t)) =
1

2
(φ+(x) + φ−(x)) + tA1(t

2 − β, β) +A2(t
2 − β, β)

A1 et A2 étant deux fonctions. De l’égalité φ(x, α(x,±β 1
2 )) = 1

2 (φ+(x) + φ−(x)) ± 2
3β

3
2 on

déduit
±β 1

2A1(0, β) +A2(0, β) = ± 2
3β

3
2 et 0 = ∂αt[A1(0, β) + 2β∂1A1(0, β)± 2β

1
2 ∂1A2(0, β)]

ce qui donne A1(0, β) = 2
3β, 2β∂1A1(0, β) +A1(0, β) = 0,∂1A2(0, β) = 0, A2(0, β) = 0. On

écrit alors les développements de Taylor de A1 et de A2 dans la première variable. Il vient
A2(u, β) = u2H2(u, β) et A1(u, β) = 2

3β − 1
3u + u2H1(u, β), soit A1(t

2 − β, β) = β − 1
3 t

2 +
H1(t, β)(t2 − β)2. Soit H(t, β) = tH1(t

2 − β, β) +H2(t
2 − β, β). On obtient

φ(x, α) =
1

2
(φ+(x) + φ−(x)) + (t2 − β)2H(t, β) + βt− t3

3
.

On remarque que, pour z = t+(β− t2)U , βz− z3

3 = βt− t3

3 +(β− t2)2[U − tU2− β−t2
3 U3].

Si U(β, t) est la solution unique au voisinage de t = 0 de u− u2t− (β − t2)u3/3 = H(t, β), on
obtient l’égalité demandée :
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φ(x, α) = φ(x, f(x)) + βz − z3

3
.

10.4.2 Calcul de la représentation intégrale de la solution associée

La fonction représentant la caustique de type pli est la fonction d’Airy. Pour ce faire, un
théorème de division de symboles de Boutet de Monvel (Lemme de préparation p 26 de [17])
prouve l’existence de trois fonctions σ0(x, k), σ1(x, k), h(x, z, k) tels que

σ(x, α, k)|dα
dz
| = σ0(x, k) + zσ1(x, k) + (∂zh(x, z, k) + (z2 + (x− x0)g(x))ikh(x, z, k))

On en déduit la relation, qui permet d’écrire une représentation générale de la solution
oscillante associée à une caustique de type pli, où on note s(x) = (x− x0)g(x) :

∫

eikφ(x,α)σ(x, α, k)dα = 2πk−
1
3 e

iπ
3 eikφ(x,f(x))[

σ0(x, k)Ai(k
2
3 e

iπ
3 s(x))

+k−
1
3 e

iπ
3 σ1(x, k)Ai

′(k
2
3 e

iπ
3 s(x))] + r

]

Comme les valeurs critiques de la phase

f(x) + (x− x0)g(x)z −
z3

3

sont intrinsèques et égales à

f(x)± 2

3
(s(x))

3
2 = f(x)± 2

3
((x− x0)g(x))

3
2 = φ±(x)

on achève la preuve du théorème 10.3, qui suit :

Théorème 10.3 Une intégrale oscillante I de phase φ (et de symbole σ(x, α, k)) admettant
une singularité de type pli en (x0, α0), α ∈ R, est caractérisée par les fonctions

φ0(x) =
1

2
(φ+(x) + φ−(x)) g(x)(x − x0) = [(

3

4
(φ−(x) − φ+(x)))

1
3 ]2

et il existe deux symboles σ0(x, k) et σ1(x, k) tels aue

I = k−
1
3 eikφ0(x)[σ0(x, k)Ai(k

2
3 e

iπ
3 g(x)(x − x0)) + k−

1
3 e

iπ
3 σ1(x, k)Ai

′(k
2
3 e

iπ
3 g(x)(x − x0))]

Si x 6= x0, alors le théorème de la phase stationnaire, la représentation du théorème 10.3
permet de trouver

I(a, φ) ' a1(x, k)e
ikφ+(x) + a2(x, k)e

ikφ−(x).

Les points de la lagrangienne qui ne sont pas sur la caustique sont des points usuels de phase
stationnaire.

On peut ainsi introduire la notion de couche limite associée à ce type de caustique. En
effet, la fonction d’Airy étant décroissante lorsque le paramètre tend vers +∞, la fonction
ci-dessus reste finie lorsque |g(x)(x−x0)| ≤ Ck− 2

3 pour tout C, la fonction d’Airy étant alors
considérée dans un compact |u| ≤ C. On vérifie que g(x0) est lié à φ′′′(x0, α0) et est donc
non nul. Ceci implique que la représentation de la solution exhibée dans le théorème 10.3 est
uniforme dans tout ouvert |x − x0| ≤ Dk−

2
3 , D (grande) constante positive donnée. Nous

reprenons dans le paragraphe suivant les expressions obtenues pour la solution de l’équation
des ondes pour retrouver la fonction d’Airy par une méthode de couche limite. Nous présentons
ainsi la manière dont Ludwig a introduit la caustique. Ceci permet d’expliquer la notion de
couche limite évoquée à la fin de la section précédente.
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10.4.3 Ansatz de D.Ludwig pour la caustique.

On considère des solutions de l’équation de Helmholtz (∆ + k2)u(x, k) = 0 de la forme

u(x, k) = eikθ(x)[g0(x, k
α)V (kβρ(x)) + g1(x, k

α)V ′(kβρ(x)].

On suppose que la fonction V vérifie l’égalité

V ”(t) + tV (t) = 0

(et donc Ludwig suppose a priori la dépendance de la solution en fonction de la fonction
d’Airy). On suppose que θ n’est pas une solution de l’équation eikonale classique, donc ∇θ
n’est pas de norme 1 sur un voisinage d’un point x0.

On trouve qu’il existe deux symboles σ0(x, k
α, kβ) et σ1(x, k

α, kβ) tels que

∆u = −k2eikθ(x)[σ0(x, k
α, kβ)V (kβρ(x)) + σ1(x, k

α, kβ)V ′(kβρ(x)).

Un calcul, laissé au lecteur, montre que

σ0(x, k
α, kβ) = [(∇θ)2g0 + 1

ik (2∇θ∇g0 + ∆θg0) + 1
(ik)2 ∆g0]

+k3β−2ρ(∇ρ)2g0 + 2ik2β−1g1ρ∇ρ∇θ
+k2β−2[2ρ∇ρ∇g1 + g1ρ∆ρ+ g1(∇ρ)2]

σ1(x, k
α, kβ) = [(∇θ)2g1 + 1

ik (2∇θ∇g1 + ∆θg1) + 1
(ik)2 ∆g1]

+k3β−2ρ(∇ρ)2g1 + 2
i k
β−1g0∇ρ∇θ

−kβ−2[2ρ∇ρ∇g0 + g0∆ρ]

Écrire (∆ + k2)u = 0 implique que, asymptotiquement

σ0 ' g0, σ1 ' g1.
Nous supposons g0 d’ordre 0 et k et g1 en kγ .

On compare les développements asymptotiques.
– Pour 3β − 2 < 0,

– si 2β − 1 + γ < 0, le terme dominant de σ0 conduit, soit à g0 = 0, soit à l’équation
eikonale classique (∇θ)2 = 1. Lorsque g0 = 0, on examine le terme suivant. Comme
3β − 2 < 0, il vient (∇θ)2g1 = g1, d’où (∇θ)2 = 1,

– si 2β − 1 + γ > 0, l’écriture du terme dominant pour σ0 donne g1ρ∇ρ∇θ = 0. En
supposant ρ 6= 0, on voit que σ1 ' g1 donne l’équation eikonale,

– si 2β − 1 + γ = 0, on trouve (∇θ)2g0 + 2i(k−γg1)ρ∇ρ∇θ ' g0 et, par σ1, le terme
g0∇ρ∇θ étant d’ordre inférieur, l’équation eikonale est obtenue.

– Pour 3β − 2 > 0, on reprend le même genre de raisonnement, en comparant 3β − 2,
2β− 1 + γ et β− 1− γ. Si le troisième est supérieur au premier on trouve g1ρ∇ρ∇θ = 0
et g0∇ρ∇θ = 0, puis ρ(∇ρ)2g1 = 0, ρ(∇ρ)2g0 = 0, puis enfin après avoir éliminé les
termes d’ordre trop élevé, l’équation eikonale (∇θ)2 = 1.

On doit donc avoir β = 2
3 pour pouvoir espérer trouver une expression différente des

développements asymptotiques usuels. Dans ce cas, on trouve :

σ0(x, k
α, kβ) = [[(∇θ)2 + ρ(∇ρ)2]g0 + 1

ik (2∇θ∇g0 + ∆θg0) + 1
(ik)2 ∆g0]

+2ik
1
3 g1ρ∇ρ∇θ

+k−
2
3 [2ρ∇ρ∇g1 + g1ρ∆ρ+ g1(∇ρ)2]

σ1(x, k
α, kβ) = [[(∇θ)2 + ρ(∇ρ)2]g1 + 1

ik (2∇θ∇g1 + ∆θg1) + 1
(ik)2 ∆g1]

+ 2
i k

− 2
3 g0∇ρ∇θ

−k− 4
3 [2ρ∇ρ∇g0 + g0∆ρ]

Lorsque γ > − 1
3 , on déduit de la première égalité σ0 ' g0 que ρ∇ρ∇θ = 0 et que (∇θ)2 +

ρ(∇ρ)2 = 1. La deuxième égalité est ainsi vérifiée pour son premier terme. On trouve alors
que ∇ρ∇θ = 0.
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Lorsque− 2
3 > γ, c’est de la deuxième égalité que l’on déduit de la deuxième égalité σ1 ' g1

que ∇ρ∇θ = 0. Dans ce cas ci, on en déduit encore l’équation eikonale (∇θ)2 + ρ(∇ρ)2 = 1.
Enfin, si − 2

3 < γ ≤ − 1
3 , on trouve de la deuxième égalité l’équation eikonale (∇θ)2 +

ρ(∇ρ)2 = 1. Ainsi, en remplaçant dans la première égalité, on trouve encore ρ∇ρ∇θ = 0. On
a interdit dans un voisinage ρ = 0 car dans ce voisinage on aurait l’équation eikonale sur θ.

On a ainsi obtenu :

(∇θ)2 + ρ(∇ρ)2 = 1, ∇θ∇ρ = 0, β =
2

3
.

Il reste σ0(x, k
α, kβ) = g0 + 1

ik (2∇θ∇g0 + ∆θg0) + 1
(ik)2 ∆g0 + k−

2
3 [2ρ∇ρ∇g1 + g1ρ∆ρ +

g1(∇ρ)2] et σ1(x, k
α, kβ) = g1 + 1

ik (2∇θ∇g1 + ∆θg1) + 1
(ik)2 ∆g1 − k− 4

3 [2ρ∇ρ∇g0 + g0∆ρ].

Pour plus de simplifications, on suppose que γ = − 1
3 . Le terme en k−1 de σ0 ' g0 donne

(2∇θ∇g0 + ∆θg0) +
1

ik
∆g0 + i[2ρ∇ρ∇(k

1
3 g1) + (k

1
3 g1)ρ∆ρ+ (k

1
3 g1)(∇ρ)2] = 0

alors que celui de σ1 ' g1 aboutit à

(2∇θ∇(k
1
3 g1) + ∆θ(k

1
3 g1)) +

1

ik
∆(k

1
3 g1)− i[2ρ∇ρ∇g0 + g0∆ρ]

On note g̃1(x, k
1
3 ) = 1

ik
1
3
g1(x, k

1
3 ) pour obtenir le système d’équations couplées

{

(2∇θ∇g0 + ∆θg0) + 1
ik∆g0 + [2ρ∇ρ∇g̃1 + g̃1ρ∆ρ+ g̃1(∇ρ)2] = 0

2∇θ∇g̃1 + ∆θg̃1 + 1
ik∆g̃1 + [2ρ∇ρ∇g0 + g0∆ρ] = 0

D’autre part, si ρ > 0, il vient (∇θ ± √ρ∇ρ)2 = 1, qui fait apparâıtre deux solutions de
l’équation eikonale qui cöı ncident pour ρ = 0. Ces deux solutions sont

φ±(x) = θ(x)± 2

3
(ρ(x))

3
2 ,

et bien sûr le système d’équations de transport ci-dessus correspond au système d’équations de
transport classique associé à chacune de ces phases, en considérant les symboles G±(x, k

1
3 ) =

g0(x, k
1
3 )±√ρg̃1(x, k

1
3 ).

Ceci se retrouve aisément lorsque la fonction V (qui est la fonction d’Airy) est développée
pour son argument grand.

On construit maintenant θ et φ au voisinage d’une caustique. Selon Ludwig, chaque point
hors de la caustique vit sur un rayon qui a quitté la caustique aussi bien que sur un rayon
qui va sur la caustique, cette courbe étant tangente au rayon. On paramètre, en dimension 2,
la caustique par une abscisse sur la caustique σ et par la distance tangente à la caustique τ .
Alors, comme u est solution de l’équation de Helmholtz et que l’on a

uP (x, k) = a−(x, k)eikσ−(x)−ikτ−(x)+a+(x, k)eikσ+(x)+ikτ+(x) = a−(x, k)eikψ−(x)+a+(x, k)eikψ+(x)

on vérifie que

(∇ψ±)2 = 1

Ces phases doivent correspondre à θ± 2
3ρ

3
2 , ce qui donne θ = 1

2 (ψ++ψ−) et ρ = 3
4 (ψ+−ψ−)]

2
3 .

Alors ρ est constant si τ+ + τ− + σ+ − σ− est constant.
Nous avons terminé l’analyse de la caustique faite par Ludwig. Nous présentons maintenant

ce qui se passe en relation avec le calcul usuel précédent. Nous représentons la caustique à
partir des courbes intégrales sous la forme du théorème 10.3.
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10.4.4 Calcul au voisinage de la caustique

Nous savons que, si Σ0 est donnée, surface sur laquelle φ, solution de l’équation eikonale,
est constante égale à φ0, alors on peut définir les courbes caractéristiques x(t) = x + t~n(x)
pour x ∈ Σ0. La variété lagrangienne de IR3 × IRt associée est

Λ∗ = {(x+ t~n(x), t, ~n(x),−1), x ∈ Σ0}.
La projection canonique est propre si l’application (x, t)→ (x+ t~n(x), t) est une bijection.

Ceci impose que son gradient doit non dégénéré, donc que IdTΣ0 + tW soit de déterminant
non nul.

On voit ainsi que les points de la caustique tels que nous les avions défini ci-dessus sont
des points qui correspondent à la définition de la caustique de ce présent chapitre. Nous
supposons que les deux rayons de courbure de la matrice de Weingarten sont distincts. La
variété lagrangienne Λ∗ est une solution lagrangienne maximale au voisinage de tout point
qui n’est pas sur la caustique. Il existe donc une solution lagrangienne maximale Λ telle que
Λ∗ ⊂ Λ. La singularité de la projection canonique π est de type pli, puisque 0 est, au temps
t = −κ−1

1 , valeur propre simple. On peut donc appliquer le théorème de représentation 10.3,

et il existe une phase φ(x, θ) égale à θ0(x) + θα(x) − θ3

3 − t représentant Λ. La variété Λ est
alors

Λ = {(x, t,∇θ0(x) +∇xαθ),−1, α(x) − θ2 = 0}.
Les points de Λ qui ne sont pas propres sont les points où θ = 0, c’est-à-dire α(x) = 0 (le
Jacobien en θ de la phase est 2θ qui est égal, au point critique, à 2

√
α lorsque α(x) ≥ 0).

Comme Λ = Λ∗ au voisinage des points qui n’appartiennent pas à la caustique, on voit que
les points de la forme (x, t,∇θ0(x) ±

√
α(x)α(x),−1) sont des points de la partie lisse de Λ,

donc dans Λ∗.
Ceci permet l’introduction de θ et ρ de la section précédente, qui sont évidemment θ0 et

α. L’interprétation géométrique est alors celle du paragraphe précédent.
Nous avons ainsi relié la définition intuitive de la caustique (points où le développement

asymptotique classique explose) et la définition géométrique de ce chapitre.



Chapitre 11

Propagation et réflexion
transverse des singularités.

Nous démontrons dans ce chapitre la généralisation des lois de l’optique géométrique,
encore appelées lois de Snell-Descartes. Nous voulons comprendre la notion de propagation le
long des rayons dans le cas des deux rayons dessinés ci-dessous ; le rayon 1 est le rayon qui se
propage et le rayon 2 est le rayon qui se réfléchit.

Rayon réfléchi 2

Rayon se propageant 1

Figure 4

∂Ω

Les deux résultats que nous généralisons sont les suivants : une onde lumineuse se propage
le long de droites, appelées les rayons (exemple le rayon 1), et lorsqu’un rayon rencontre un
bord réfléchissant, le rayon se réfléchit (exemple le rayon 2) et l’angle d’incidence est égal à
l’angle de réflexion. Le premier résultat fait l’objet du théorème 11.1, alors que le deuxième
est démontré dans le théorème 11.2. Nous utilisons ici les opérateurs intégraux de Fourier
pour démontrer ces résultats ; il existe d’autres preuves. L’avantage de la démarche employée
ici, outre qu’elle permet de donner une autre application des opérateurs intégraux de Fourier
et d’utiliser leurs propriétés géométriques, est qu’elle permet de construire une parametrix
sortante pour les problèmes hyperboliques d’ordre 2 avec condition au bord. Nous pouvons
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ainsi généraliser les lois de Descartes pour n’importe quelle onde incidente et tout bord régulier.

Dans une première partie, nous considérons la propagation d’une onde dans le vide (ou dans
un matériau) hors de tout point de caustique. On peut alors démontrer que le problème type
considéré est un problème de Cauchy strictement hyperbolique, c’est-à-dire que l’opérateur
est non dégénéré sur la variété caractéristique. Notons que ceci n’empêche pas qu’il y ait
une caustique ; la caustique dépend de la forme de l’onde incidente et est un phénomène non
microlocal. D’ailleurs il y a propagation le long des rayons même en présence d’une caustique,
comme nous l’avons vu dans la section 4.8.

Nous démontrons le théorème de propagation des singularités (nom traditionnel donné
à la propagation le long d’un rayon) dans le cas de l’opérateur de dérivation le long d’une
coordonnée (Section 11.2). Nous utilisons ensuite le lemme de Darboux pour ramener tout
problème d’ordre 1 à ce problème particulier, utilisant une transformation canonique dans
le fibré cotangent (Section 11.3). Nous démontrons enfin le théorème 11.1. Nous utilisons les
opérateurs intégraux de Fourier introduits dans le chapitre 9 pour calculer la phase d’une
onde réfléchie et le coefficient de réflexion dans le cas de différentes conditions aux limites.
L’obtention des coefficients est simplifiée par l’introduction des deux opérateurs intégraux de
Fourier parametrix sortantes du problème.

Nous généralisons ici le résultat obtenu pour l’équation des ondes à coefficients constants
dans le chapitre 3, où nous avons calculé la solution de l’équation de Helmholtz connaissant
sa valeur sur une surface Σ0. Nous avions montré que la solution était connue sur des courbes
particulières, appelées courbes caractéristiques de l’opérateur de Helmholtz.

Nous avons démontré dans la section 9.3 que les “bons” objets à considérer pour étudier
les opérateurs pseudo-différentiels n’étaient pas les courbes caractéristiques mais les courbes
bicaractéristiques, flot du champ de Hamilton-Jacobi associé au symbole de l’opérateur pseudo-
différentiel. Nous avons vérifié que ces courbes se projetaient sur les courbes caractéristiques
pour l’opérateur des ondes.

Nous voulons donc généraliser les résultats de propagation pour un opérateur pseudo-
différentiel. Ces résultats de propagation sont vrais dans le cas où l’opérateur différentiel
étudié est de Cauchy strictement hyperbolique, ce que nous allons définir. Les opérateurs
étudiés dans ce chapitre sont dits de type principal réel :

Définition 11.1 On dit que p est de type principal réel si p(y, η) ∈ IR pour (y, η) ∈ IR2n et
dp et ηdy sont deux formes linéaires indépendantes.

11.1 Définition d’un opérateur hyperbolique

Nous avons défini, dans le chapitre 2, un opérateur hyperbolique matriciel dans la définition
2.1, que nous rappelons :

L = A0∂t +
∑

j

Aj∂xj

où les matrices Aj sont symétriques, et, en plus, A0 est définie positive.

Dans le cas d = 1, on trouve que L = a0(x, t)∂t+a1(x, t)∂x. Il est équivalent à ∂t+
a1(x,t)
a0(x,t)∂x,

ainsi son symbole est l(x, t, ξ, τ) = iτ+ a1(x,t)
a0(x,t) iξ. On vérifie que l(x, t, ξ, τ+τ0) = 0 a uniquement

comme racine en τ0 le réel −τ − a1(x,t)
a0(x,t)ξ.

Dans le cas d = 2 à coefficients constants, on obtient

∂tu1 + a1,11∂x1u1 + a1,12∂x1u2 + a2,11∂x2u1 + a2,12∂x2u2 = 0
∂tu2 + a1,12∂x1u1 + a1,22∂x1u2 + a2,12∂x2u1 + a2,22∂x2u2 = 0

Après inversion formelle de ∂t+a1,11∂x1+a2,11∂x2 , si besoin par la méthode des caractéristiques,
on trouve
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u1 = −(∂t + a1,11∂x1 + a2,11∂x2)
−1(a1,12∂x1u2 + a2,12∂x2u2) d’où

∂tu2 − a1,12∂x1(∂t + a1,11∂x1 + a2,11∂x2)
−1(a1,12∂x1u2 + a2,12∂x2u2)

+a1,22∂x1u2 − a2,12∂x2(∂t + a1,11∂x1 + a2,11∂x2)
−1(a1,12∂x1u2 + a2,12∂x2u2) + a2,22∂x2u2 = 0.

On obtient ainsi sur u2 :

∂2u2
∂t2

+ (a1,11 + a1,22)
∂2u2
∂t∂x1

+ (a2,11 + a2,22)
∂2u2
∂t∂x2

+ (a1,11a1,22 − (a1,12)
2) ∂

2u2

∂x2
1

+ (a2,11a2,22 − (a2,12)
2) ∂

2u2

∂x2
2

+(a1,22a2,11 − 2a1,12a2,12 + a2,22a1,11)
∂2u2
∂x2∂x1

= 0.

Le symbole de cet opérateur d’ordre 2 est alors (en changeant le signe)

p(τ, ξ1, ξ2) = τ2 + (a1,11 + a1,22)τξ1 + (a2,11 + a2,22)τξ2 + (a1,11a1,22 − (a1,12)
2)ξ21

+(a1,22a2,11 − 2a1,12a2,12 + a2,22a1,11)ξ1ξ2 + (a2,11a2,22 − (a2,12)
2)ξ22 .

Il s’écrit

p(τ, ξ1, ξ2) = (τ + a1,11ξ1 + a2,11ξ2)(τ + a1,22ξ1 + a2,22ξ2)
−((a1,12)

2ξ21 + 2a1,12a2,12ξ1ξ2 + (a2,12)
2ξ22)

= (τ + a1,11ξ1 + a2,11ξ2)(τ + a1,22ξ1 + a2,22ξ2)− (a1,12ξ1 + a2,12ξ2)
2.

On reconnait ainsi le déterminant de τId+A1ξ1 +A2ξ2.
Ceci n’est pas suffisant pour étudier les racines de p(τ + s, ξ1, ξ2). Il faut différencier la

forme quadratique en τ et celle en ξ1, ξ2 par exemple. On a donc

p(τ, ξ1, ξ2) = (τ +
1

2
( Tr A1ξ1 + Tr A2ξ2))

2 + det (ξ1A1 + ξ2A2)−
1

4
( Tr A1ξ1 + Tr A2ξ2)

2.

La matrice ξ1A1 + ξ2A2 est symétrique donc diagonalisable. Ses valeurs propres sont
λ1(ξ1, ξ2) et λ2(ξ1, ξ2). Il vient alors

p(τ, ξ1, ξ2) = (τ +
1

2
(λ1(ξ1, ξ2) + λ2(ξ1, ξ2)))

2 − 1

4
(λ1(ξ1, ξ2)− λ2(ξ1, ξ2))

2.

On vérifie alors que les racines de p(τ + s, ξ1, ξ2) = 0 sont de la forme

s = −τ − λ1(ξ1, ξ2), s = −τ − λ2(ξ1, ξ2).

On note qu’elles ne sont pas automatiquement simples, car on peut avoir par exemple A1 =
A2 = Id, auquel cas λ1 = λ2 = ξ1 + ξ2. On remarque alors que dans ce cas, les problèmes sur
u1 et sur u2 sont découplés.

En introduisant une nouvelle variable temps, qui suit en quelque sorte la partie diagonale
de A1 et de A2, soit

τ ′ = τ +
1

2
(λ1(ξ1, ξ2) + λ2(ξ1, ξ2))

l’opérateur associé se met sous la forme p(τ ′, ξ1, ξ2) = (τ ′)2 − A(ξ1, ξ2), où A(ξ1, ξ2) est le
symbole d’un opérateur différentiel elliptique (les coefficients dépendent en effet de ai,jk uni-
quement et c’est un polynôme ; seule la positivité s’exprime plus facilement avec λ1 et λ2)
dans le sens où on a A(ξ1, ξ2) ≥ C(ξ21 + ξ22), avec C > 0.

Les valeurs propres de la matrice τId+ ξ1A1 + ξ2A2 sont alors τ +λ1(ξ1, ξ2), τ +λ2(ξ1, ξ2).
L’hypothèse d’hyperbolicité de la définition 2.1 n’exclut pas les valeurs propres multiples.
En revanche, on constate que Lax [58] impose que ξ1A1 + ξ2A2 a deux valeurs propres
distinctes réelles (p 628).

La définition 2.1 d’un opérateur hyperbolique matriciel impliquait, dans le cas à co-
efficients constants, que l’opérateur P d’ordre m scalaire déduit de l’opérateur matriciel
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τA0 +
∑j=m

j=1 ξjAj vérifie σ(P )(x, t, ξ, τ + s) = 0 n’a que des solutions réelles. Si, de plus, le

problème matriciel associé à τA0 +
∑j=m
j=1 ξjAj vérifie la condition restrictive supplémentaire

de Lax, alors σ(P )(x, t, ξ, τ + s) = 0 n’a que des solutions réelles de multiplicité 1. Dans tous
les cas ci-dessus, on dira que les opérateurs sont hyperboliques par rapport aux surfaces de
type temps. Ceci implique deux définitions distinctes :

Définition 11.2 On dit que P , opérateur différentiel d’ordre m sur IRd, est un opérateur
hyperbolique par rapport à N ∈ TxIRd lorsque son symbole principal σ(P ) vérifie

σ(P )(x, ξ + sN) = 0 n’a que des racines réelles .

Cette définition provient du chapitre 12.3 de [47]. En particulier un opérateur P (D) est hy-
perbolique selon Hörmander lorsque

P (ξ + iτN) 6= 0 pour ξ ∈ IRd et pour τ < τ0

Ceci est équivalent, pour un polynôme homogène, à σ(P )(x, ξ + τN) = 0 n’a que des racines
réelles. (Theorem 12.4.3 et Theorem 12.4.6 de [47], tome II)

On définit aussi une notion d’hyperbolicité stricte :

Définition 11.3 On dit que P , opérateur différentiel d’ordre m sur IRd, est un opérateur
strictement hyperbolique par rapport à N ∈ TxIRd lorsque son symbole principal σ(P ) vérifie

σ(P )(x, ξ + sN) = 0 n’a que des racines réelles de multiplicité 1.

qui est la définition 12.4.11 de [47], Tome II.
Dans le cas que nous avons étudié précédemment, les coordonnées sont (x, t), les coor-

données duales sont (ξ, τ) et le vecteur N est (colinéaire à) (0, 1). Les opérateurs hyperbo-
liques de la définition 2.1 sont les opérateurs hyperboliques par rapport à N = (0, 1), vecteur
conormal à toute surface t = t0.

Les opérateurs hyperboliques sont extrêmement importants. En effet, d’après le théorème
12.5.1 de [47] Tome II, un opérateur hyperbolique admet une seule solution fondamentale
supportée dans l’hyper-demi-espace x.N ≥ 0.

11.2 Equation eikonale et problème de Cauchy stricte-

ment hyperbolique

Dans ce qui suit, on étudie un opérateur P de type principal réel qui soit strictement
hyperbolique par rapport à (0, ξn) (on dit aussi par rapport à xn = 0). On veut étudier
les solutions asymptotiques associées à P , par la même méthode que celle employée dans le
chapitre 2 et le chapitre 3. Cette section s’inspire du livre de F. Treves [95].

L’opérateur est strictement hyperbolique, ce qui implique (comme les racines sont simples)
que ∂ξp(x, ξ) 6= 0 sur une feuille de la variété caractéristique p(x, ξ) = 0. On peut ainsi écrire
un changement de coordonnées dans X tel que ∂ξnp(x, ξ) 6= 0 sur la feuille considérée. Cette
feuille a pour équation ξn = q(x, ξ′), et il existe un symbole e(x, ξ) (d’ordre m − 1 lorsque p
est d’ordre m) tel que

p(x, ξ) = e(x, ξ)(ξn − q(x, ξ′)),
Le symbole p (et l’opérateur associé) est de Cauchy strictement hyperbolique pour la feuille
ξn = q(x, ξ′) quand il existe c telle que e(x, ξ′, q(x, ξ′)) ≥ c|ξ′|m−1 pour ξ′ grand.

Nous étudions les bicaractéristiques de e(x, ξ)(ξn − q(x, ξ′)). Nous notons p1(x, ξ) = ξn −
q(x, ξ′). Le point courant sur la bicaractéristique est noté ρ(s) = (x(s), ξ(s)) et on suppose
que ρ(0) appartient à ξn − q(x, ξ′) = 0, ξ′ 6= 0.

Le système dans T ∗IRn de courbes bicaractéristiques est
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dξn
ds = e(ρ(s)) ∂q

∂xn
(x(s), ξ′(s))− ∂e

∂xn
(x(s), ξ(s))p1(ρ(s))

dxn
ds = e(ρ(s)) + ∂e

∂ξn
(ρ(s))p1(ρ(s))

dξ′

ds = e(ρ(s)) ∂q∂x′ (x(s), ξ
′(s)) − ∂e

∂x′ (ρ(s))p1(ρ(s))
dx′

ds = −e(ρ(s)) ∂q∂ξ′ (x(s), ξ′(s)) + ∂e
∂ξ′ (ρ(s))p1(ρ(s)).

(11.2.1)

On vérifie que

e(ρ(s))p1(ρ(s)) = 0

De plus, comme ρ(0) ∈ {ξn − q(x, ξ′) = 0}, e(ρ(0)) 6= 0. Il existe alors s0 > 0 vérifiant
e(ρ(s)) 6= 0 pour s ∈ [0, s0]. Ceci indique donc que, pour s ∈ [0, s0], ρ(s) est dans la variété
p1(ρ(s)) = 0.

Pour s ∈ [0, s0], le système de courbes bicaractéristiques (11.2.1) est équivalent à















dξn
ds = e(ρ(s))∂xnq(x(s), ξ

′(s))
dxn
ds = e(ρ(s))
dξ′

ds = e(ρ(s))∂x′q(x(s), ξ′(s))
dx′

ds = −e(ρ(s))∂ξ′q(x(s), ξ′(s)).

(11.2.2)

En utilisant le changement de variable S(s) (qui est un difféomorphisme de [0, s0] sur [0, S(s0)]
et dont le difféomorphisme inverse est noté s(S)) tel que

S′(s) = e(ρ(s)), S(0) = 0

on vérifie que (11.2.2) équivaut à















dξn
dS = ∂xnq(x(s(S)), ξ′(s(S)))
dxn
dS = 1
dξ′

ds = ∂x′q(x(s), ξ′(s))
dx′

ds = −∂ξ′q(x(s), ξ′(s)).

(11.2.3)

Il s’agit du système donnant les courbes bicaractéristiques de l’opérateur pseudo-différentiel
de symbole p1. Une courbe bicaractéristique de p1 est une courbe bicaractéristique de p tant
que ξ′(s) 6= 0. Nous considérons désormais l’opérateur pseudo-différentiel P de symbole :

p(x, ξ) = ξn − q(x, ξ′)

où q est un symbole homogène de degré 1. Son flot bicaractéristique est donné par (11.2.3).
L’équation eikonale associée à cet opérateur pseudodifférentiel est

∂xnφ(x′, xn) = q(xn, x
′, ∂x′φ(xn, x

′)).

On impose aussi la condition initiale sur xn = 0 ∂x′φ(0, x′) = ξ′0(x
′).

Lemme 11.1 Soit φ la phase solution de l’équation eikonale ∂xnφ(x) = q1(x, ∂x′φ(x)). On
donne φ(x′, a) et ∂x′φ(x′, a) (c’est-à-dire on impose φ sur l’hypersurface xn = a et sa dérivée
normale sur cette hypersurface). Il existe une fonction Ψ, déterminée dans un voisinage du
point (x′0, a) grâce aux courbes intégrales par

φ(x′, xn) = φ(x′, a) +

∫ xn

a

q1(x
′, u, ξ′(u, x′,Ψ(x′, u, ∂x′φ(x′, a)), ∂x‘φ(x′, a)))du.
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Preuve On considère la bicaractéristique issue du point

x′(0) = x′, xn(0) = 0, ξ′(0) = ξ′0, ξn(0) = q(x′, 0, ξ′0(x
′))

Le paramètre s sur la bicaractéristique est égal à xn. On choisit ce nouveau paramètre
comme variable. Le point courant sur la bicaractéristique est noté

(x′(s, x′, ξ′0), s, ξ
′(s, x′, ξ′0), q(x

′(s, x′, ξ′0), s, ξ
′(s, x′, ξ′0))).

Le résultat de la proposition 10.1 (inclusion d’une bicaractéristique dans une solution lagran-
gienne si un point de cette bicaractéristique y est) permet d’écrire

∂φ

∂x′
(x′(s, x′, ξ′0), s) = ξ′(s, x′, ξ′0).

On en déduit ainsi

∂φ

∂xn
(x′(s, x′, ξ′0), s) = q(x′(s, x′, ξ′0), s, ξ

′(s, x′, ξ′0)) (11.2.4)

qui est une équation sur le comportement en xn de la phase. On suppose que le voisinage du
point considéré est totalement caractéristique, c’est-à-dire que tout point (y ′, xn) est attei-
gnable de manière unique dans ce voisinage.

Il existe donc une fonction Ψ(xn, y
′, ξ′0) telle que l’équation (où x0 est l’inconnue)

y′ = x′(xn, x
′
0, ξ

′
0)

admette pour solution (localement)

x′0 = Ψ(xn, y
′, ξ′0).

La bicaractéristique issue de (Ψ(xn, y
′, ξ′0), 0, ξ

′
0, q(Ψ(xn, y

′, ξ′0), 0, ξ
′
0)) passe alors par le point

(y′, xn, ξ′(xn,Ψ(xn, y
′, ξ′0), ξ

′
0), q(y

′, xn, ξ′(xn,Ψ(xn, y
′, ξ′0), ξ

′
0))). L’équation (11.2.4) est équivalente

à :

∂φ

∂xn
(y′, xn) = q(y′, xn, ξ

′(xn,Ψ(xn, y
′, ξ′0), ξ

′
0)).

On en déduit la solution à partir de φ(y′, 0). Ce dernier terme se calcule en remarquant que

∂x′φ(y′, 0) = ξ′(0,Ψ(0, y′, ξ′0), ξ
′
0) = ξ′0.

Il suffit alors d’exprimer la relation donnant ξ′0 en fonction de x′ pour en déduire φ(y′, 0). On
obtient la relation du lemme 11.1.

11.3 Théorème de propagation des singularités

On considère l’opérateur de dérivation dans IRn par rapport à la dernière coordonnée.
Les coordonnées dans IRn sont notées (y′, yn) et les coordonnées dans T ∗(IRn) sont notées
(y′, yn, ξ′, ξn), et on se donne y0

n ∈ IR. Soit ũ0(y
′) une fonction de classe C∞(IRn−1). On note

de manière traditionnelle Dyn l’opérateur 1
i
∂
∂yn

, de sorte que le symbole de l’opérateur Dyn

soit ξn. On étudie le problème modèle dans IRn suivant :

{

Dynũ(y) = ṽ(y)
ũ(y′, y0

n) = ũ0(y
′)

dont la solution est

ũ(y) = ũ0(y
′) + i

∫ yn

y0
n

ṽ(y′, t)dt
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Soit H la fonction de Heaviside, fonction indicatrice de IR+. On introduit la distribution
w(y′, yn) = iδ(y′) ⊗ H(yn) et l’opérateur à noyau Ẽ tel que Ẽφ = w ? φ, plus précisément
Ẽφ(x) =< w, φ(x − .) >. On a l’égalité

ũ = ũ0 + Ẽṽ.

On vérifie aussi que l’opérateur Ẽ est une parametrix de Dyn . Le front d’onde de w est

WF (w) = {(0, yn, ξ′, 0), yn > 0} ∪ {(0, ξ)}.

On peut vérifier ce fait aisément, en effectuant la transformée de Fourier de cette distribution,
au voisinage d’un point tel que y′ = 0 (en effet, les points y′ 6= 0 ne contribuent pas au front).

Cherchons maintenant le front d’onde du noyau K associé a l’opérateur w?. Comme w ?
u(x) =

∫

w(x − y)u(y)dy, on a K(x, y) = w(x − y).
On considère une fonction χ qui localise en t au voisinage de t0, et on se donne x0, y0 tels

que x0 − y0 = t0. On localise y au voisinage de y0 par l’intermediaire de φ0, χ et φ0 sont à
support compact. On en déduit WF (K) grâce à l’égalité :

F(φ0χK)(ξ, η) =

∫ ∫

χ(t)w(t)e−itξdt

∫

dyφ0(y)e
−iy(ξ+η).

Comme χ est à support compact, la distribution χw est d’ordre fini, donc sa transformée
de Fourier est à croissance polynômiale au plus.

Tout d’abord, comme φ0 est à support compact et C∞, si (ξ, η) appartient à un cône
voisinage de (ξ0, η0), avec ξ0 + η0 6= 0, alors l’intégrale en y est à décroissance rapide en

(|ξ|2 + |η|2) 1
2 . Ainsi, avec la croissance polynômiale de l’autre terme, on a décroissance rapide.

Les points de la forme (x0, y0, ξ0, η0) avec ξ0 + η0 6= 0 ne sont pas dans le front d’onde de K.
On se préoccupe maintenant de ξ0 + η0 = 0. Alors, si (x0 − y0, ξ0) n’est pas dans le front

d’onde de w, le point (x0, y0, ξ0, η0) n’est pas dans le front d’onde de K. On a obtenu

WF (K) ⊂ {(x, ξ, y,−ξ), (x− y, ξ) ∈WF (w)}.
On en déduit

WF ′(K) ⊂ {(x, ξ, y, ξ), (x− y, ξ) ∈WF (w)}.
D’autre part, les bicaractéristiques de l’opérateur Dyn , notées γ(s) = expsHξn(m0), sont
données, pour m0 = (y0, ξ

′
0, 0), par γ(s) = (y′0, y

0
n + s, ξ′0, 0).

On utilise la remarque de la section 8.2.4, pour obtenir le front d’onde de Ẽṽ. La re-
lation WF (w ? u) = WF (Ku) ⊂ WF ′(K)(WF (u)) ∪ WF ′

X (K) et le fait que WF ′
X (K) =

{(x, ξ), ∃y, (x, ξ, y, 0) ∈ WF ′(K)} = ∅ donne, reprenant les notations de l’égalité donnant ũ :

WF (Ẽṽ) ⊂WF (ṽ) ∪ {(Y, ξ), ∃(y, ξ) ∈WF (ṽ), (Y − y, ξ) ∈WF (w)}.
On démontre le théorème de propagation des singularités dans le cas de l’opérateur ∂xn .

Soit γ une bicaractéristique de ξn. On suppose que γ ∩WF (ṽ) = ∅. L’étude précédente
démontre que γ ∩ WF (Ẽṽ) = ∅. Il reste à étudier le terme ũ(x′, 0). Le front d’onde de ũ0

est inclus dans T ∗(IRn−1). Pour caractériser le front d’onde dans IRn de ũ(x′, 0), on évalue la
transformée de Fourier de χ(xn)φ0(x

′)ũ(x′, 0). On trouve

F(χφ0ũ|xn=0)(ξ
′, ξn) = χ̂(ξn)F(ũ0φ0)(ξ

′).

Soit ξ0n 6= 0 et (ξ0n)2 + ((ξ′)0)2 = 1. On considére (ξn, ξ
′) dans un (petit) cône autour de

(ξ0n, (ξ
′)0). Alors il existe ε > 0 tel que |ξn − λξ0n| ≤ ελ pour tout λ, et comme χ est de classe

C∞, sa transformée de Fourier est à décroissance rapide en ξn donc en λ. On en déduit que
(x′, ξ′, xn, ξn), ξn 6= 0 n’est pas dans le front d’onde de ũ(x′, 0). On en tire

WF (ũ(x′, 0)) ⊂ {(x′, ξ′, xn, 0)}.
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De plus, si (x′0, (ξ
′)0) ∈ WF (ũ0), on obtient facilement (x′0, xn, (ξ

′)0, 0) ∈ WF (ũ(x′, 0))
pour tout xn. On suppose alors qu’une bicaractéristique rencontre le front d’onde de ũ solution
de Dxn ũ = ṽ mais ne rencontre pas le front d’onde de ṽ. Ce point d’intersection est noté
(y′0, y

0
n, η

′
0, 0) (ηn = 0 car la bicaractéristique est incluse dans la variété caractéristique). Ainsi,

comme Ẽṽ est régulier, on en déduit que (y′0, η
′
0) est dans le front d’onde de ũ0, et le front

d’onde de ũ(x′, 0) contient alors tous les points de la forme (y′0, yn, η
′
0, 0). La bicaractéristique

issue de (y′0, y
0
n, η

′
0, 0) est {(y′0, y0

n + s, η′0, 0), s ∈ IR}, donc elle est entièrement contenue dans
le front d’onde de ũ. La démonstration est terminée et on a donc, soit γ ∩WF (ũ) = ∅, soit
γ ⊂WF (ũ).

On considère désormais le point γ(s0) = (y′0, yn(s0), ξ
′
0, 0) et on étudie Ũ(y) = −ũ(y′, 2yn(s0)−

yn). Alors DynŨ(y) = ṽ(y′, 2yn(s0) − yn) = Ṽ (y). On vérifie que γ ∩ WF (Ṽ ) = ∅ et que

γ(s0) ∈ WF (Ũ). Donc γ(s), s ≥ s0 est contenue dans WF (Ũ), ce qui équivaut à γ(s), s ≤ s0
contenue dans WF (ũ).

Nous avons donc montré le résultat :

Lemme 11.2 Soit γ une bicaractéristique de Dyn.

γ ∩WF (Dynũ) = ∅ ⇒ γ ∩WF (ũ) = ∅ ou γ ⊂WF (ũ).

On considère, plus généralement, un opérateur pseudo-différentiel classique d’ordre 1 (∈
L1
cl). La généralisation du lemme 11.2 est le théorème :

Théorème 11.1 Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique de degré 1, dont le symbole
principal p est de type principal réel. Alors

γp(ρ0) ∩WF (Pu) = ∅ → γp(ρ0) ∩WF (u) = ∅ ou γp(ρ0) ⊂WF (u).

Par abus de langage, et par similitude avec le problème de Cauchy strictement hyperbo-
lique, j’appelle ce théorème le théorème de propagation des singularités hyperboliques. En effet,
l’opérateur ξn− e(x, ξ′), où e est homogène en ξ′ de degré 1, vérifie dp = dξn− ∂e

∂xdx− ∂e
∂ξ′ dξ

′,
et le coefficient 1 devant dξn implique que p est de type principal réel. Ce résultat est le
théorème 6.1.4 de l’article de Duistermaat et Hörmander [31]. Lorsque (x0, ξ0) est un point
de la variété caractéristique de p, opérateur de type principal réel, les auteurs construisent un
opérateur intégral de Fourier A tel que le point (x0, ξ0;X0,Σ0) ne soit pas dans le front d’onde
d’opérateur de PA− ADXn .

Nous reprenons une démonstration explicite pour un opérateur homogène de degré 1. Pour
cela, considérons ηn = p(x, ξ). Comme l’opérateur est de type principal réel, dp est non nul et
dp est indépendant de ξdx. On peut alors compléter la seule coordonnée ηn en un système de
coordonnées symplectique sur T ∗X , soit (y, η), ceci grâce au lemme de Darboux 9.3 démontré
dans la section 9.3. Ce système de coordonnées symplectiques est associé à une transformation
canonique χ permettant de passer de (y, η) à (x, ξ). Il existe alors deux opérateurs de Fourier
intégraux A et B quantifiant la transformation canonique tels que BA = Id + R1, AB =
Id + R2, R1,2 ∈ S−∞ tels que le symbole principal de l’opérateur Q = BPA soit ηn. Ce
symbole principal est le symbole de l’opérateur 1

i
∂
∂yn

, traditionnellement noté Dyn . Il existe
donc un opérateur R d’ordre 0 tel que Q = Dyn +R. A partir de R, on construit un opérateur
pseudo-différentiel elliptique d’ordre 0 (|C(y, η)| ≥ c > 0 pour (y, η) dans un voisinage du
point χ(x0, ξ0)) tel que (Dyn + R)C = CDyn . Le symbole de cet opérateur est solution des
équations







C0(y
′, η, y0

n) = 1
Cp(y

′, η, y0
n) = 0

∂ynCp(y, η) = i(RC)p(y, η)
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équivalentes à C = 1 sur yn = y0
n et [Dyn , C] +RC = 0.

Comme C est elliptique, il admet un inverse C−1 tel que CC−1 = Id+R3, C
−1C = Id+R4.

Alors il existe un opérateur R5 de L−∞ tel que

C−1BPAC = Dyn +R5. (11.3.5)

On a construit une parametrix Ẽ de Dyn , telle que

Id = ẼDyn = ẼC−1BPAC +R6

ce qui implique
(AC)−1 +R7 = ẼC−1BP

ou encore
ACẼC−1BP = Id+R8

Une parametrix de P est alors ACẼC−1B, et on peut aussi, modulo des termes S−∞,
écrire

P = ACDynC
−1B.

Soit γp(ρ0) la bicaractéristique de P issue de ρ0. On suppose que la bicaractéristique n’est
pas dans le front d’onde de Pu

γp(ρ0) ∩WF (Pu) = ∅ ⇒ γp(ρ0) ∩WF (ACDynC
−1Bu) = ∅.

Les bicaractéristiques sont transportées par transformation canonique. Ce résultat dans le
cas d’une transformation symplectique associée à un changement de variable dans l’espace
des x provient de la Proposition 9.3. La généralisation à une transformation générale est une
conséquence du théorème 9.1 et de l’invariance du symbole principal après transformation ca-
nonique : pm(y,∇yφ) = pm(∇θφ, θ) (relation (9.4.9)). On obtient χ(γp(ρ0))∩WF (CDynC

−1(Bu)) =
∅. Or χ(γp(ρ0)) = γξn(χ(ρ0)), et, comme C est elliptique ainsi que C−1,WF (CDynC

−1(Bu)) =
WF (Dyn(Bu)) (application de la proposition 8.7).

On a donc γξn(χ(ρ)) ∩ WF (DynBu) = ∅. Par application du lemme 11.2, γξn(χ(ρ)) ∩
WF (Bu) = ∅ ou γξn(χ(ρ)) ⊂WF (Bu).

La transformation canonique transporte le front d’onde (dans la cas d’une transformation
symplectique, il s’agit d’un résultat de la Proposition 9.3). Si B est une quantification de cette
transformation canonique, WF (Bu) = χ(WF (u)). En effet, de la relation du paragraphe 9.4.1
WF (Au) ⊂ {(x,∇xφ), (∇ηφ, η) ∈ WF (u)). On a donc l’inclusion WF (Au) ⊂ Tχ(WF (u)) et
on en déduit WF (BAu) ⊂ T−1

χ (WF (Au)). D’autre part, BA = I + R2 donc WF (BAu) =
WF (u), et on a l’égalité cherchée. On en déduit

γp(ρ0) ⊂WF (u) ou γp(ρ0) ∩WF (u) = ∅.
Nous avons achevé la démonstration pour l’opérateur de symbole p(x, ξ) homogène de degré
1.

Lorsque p, d’ordre m, est de type principal réel, au voisinage d’un point ρ strictement
hyperbolique, il existe un opérateurE elliptique (au voisinage du point ρ) tel que P = EP1+R,
E elliptique et P1 d’ordre 1. Le front d’onde de Pu au voisinage de ρ, WF (Pu) est égal à
WF (P1u) dans ce voisinage (conséquence de la proposition 8.7). Les bicaractéristiques de P
sont les mêmes que les bicaractéristiques de P1 (voir la section 11.2), donc

γp(ρ0) ∩WF (Pu) = ∅ ⇒ γp1(ρ0) ∩WF (P1u) = ∅.
On utilise alors

γp1(ρ0) ∩WF (P1u) = ∅ ⇒ γp1(ρ0) ∩WF (u) = ∅ ou γp1(ρ0) ⊂WF (u).

On a ainsi prouvé le théorème 11.1. Duistermaat et Hörmander l’énoncent (Théorème 6.1.1
de [31]) de la manière suivante : Si P ∈ Lmcl (X) est proprement supporté, de type principal réel
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et si u ∈ D′(X) et Pu = f , alors WF (u)−WF (f) ⊂ p−1(0) et cet ensemble est invariant par
Hp.

Le but des sections suivantes est de généraliser ce théorème de propagation des singularités
par le flot hamiltonien au cas avec bord, c’est-à-dire au cas où la bicaractéristique considérée
rencontre le bord du domaine (le problème Pu = 0 est résolu dans M, typiquement xn > 0).
On se restreint au cas de l’application qui nous intéresse : l’équation des ondes.

11.4 Problèmes au bord pour l’équation des ondes.

Nous étudions dans cette section des problèmes au bord. Le problème type que nous allons
étudier est le suivant :

Soit P un opérateur d’ordre 2 défini sur IRn et soit Ω un ouvert de IRn. On veut résoudre,
localement au voisinage du bord, le problème (P−∂2

t2)u = 0 dans le complémentaire de Ω×IRt,
et une condition aux limites sur le bord ∂Ω× IRt, qui peut être soit

• la condition de Dirichlet (D) u|∂Ω×IRt = 0,

• la condition de Neumann (N) ∂nu|∂Ω×IRt = 0 (ceci dans le cas où u ∈ H1
loc((IR

d − Ω)×
IRt) ∩ {Pu ∈ L2}, puisque l’on peut alors définir la dérivée normale),

• la condition mixte (M) ∂nu|∂Ω×IRt + z(x, t)∂tu|∂Ω×IRt = 0.

On donne aussi les deux conditions de Cauchy, qui peuvent s’écrire u|t<0 = ui|t<0 qui,
lorsque u ∈ C1([−T, T ], H1), conduisent à u|t=0 et ∂tu|t=0.

On suppose que, localement au voisinage de y0, ce bord peut être redressé, c’est à dire
qu’il existe un système de coordonnées (x) dans lequel le bord est xn = 0. Nous nous y
ramènerons pour le problème de la diffraction par un ouvert convexe pour l’opérateur des
ondes. Nous commençons par montrer la formule des sauts, qui permet de connâıtre la solution
d’un problème dans un ouvert extérieur en fonction des traces sur le bord. Il s’agit d’une
généralisation de la formule de Green et des potentiels de simple et double couche. Nous
appliquons ce résultat, énoncé pour un opérateur différentiel d’ordre m, à l’opérateur Laplacien,
d’ordre 2. Notons tout de suite, sans démonstration, qu’il n’y a pas redondance entre la
condition de Cauchy et la condition au bord.

11.4.1 Formule des sauts et front d’onde au bord

On se donne un opérateur différentiel d’ordrem, sous la forme P =
∑j=m
j=0 Pj(xn, x

′, Dx′)(Dxn)j .
On définit une distribution prolongeable, et une solution prolongeable.

Définition 11.4 • Soit V ⊂ IRn, et S une hypersurface lisse d’équation s = 0. On définit,
au voisinage d’un point tel que ∇xs 6= 0, les deux ouverts V± = {x ∈ V,±s(x) > 0}. On peut
aussi définir Ṽ+ = {x ∈ V, s(x) ≥ 0}. L’ensemble Ṽ+ est la variété à bord considérée ici. On
dit que u est une distribution prolongeable de V+, et on note u ∈ D′(Ṽ+), lorsque il existe
ũ ∈ D′(IRn) telle que

∀φ ∈ C∞
0 (V+), < u, φ >=< ũ, φ > .

L’espace des distributions prolongeables est ainsi l’espace dual de C∞
0 (V+), espace des

fonctions test C∞ à support compact s’annulant à tout ordre sur ∂V+ (voir Melrose [74]).

Comme ∇xs 6= 0, on choisit une coordonnée xj telle que ∂s
∂xj

(x0) 6= 0. On réordonne les

coordonnées de sorte que j devienne n. Soit V un voisinage de x0 où | ∂s∂xn (x)| ≥ 1
2 | ∂s∂xn (x0)|.

Par le théorème des fonctions implicites, s = 0 équivaut à xn = ψ(x′), ψ étant une fonction
de classe C∞ dans V , et s > 0 équivaut à ∂s

∂xn
(x0)(xn − ψ(x′)) > 0. On choisit alors Xn =

∂s
∂xn

(x0)(xn − ψ(x′)). l’application (x′, xn) → (x′, Xn) est un difféomorphisme de V sur son
image, et V± = {±Xn > 0}.

On s’est donc ramené à s(x) = xn. On se place désormais dans cette situation.
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Proposition 11.1 Soit u une distribution prolongeable de D′(V+) telle que Pu = 0 dans V+.
On suppose

p(x0, 0, 0, ..1) 6= 0.

Il existe une unique distribution u, prolongeant u par 0 dans V−, telle que xmn Pu = 0.

Remarque Le fait de prolonger u par 0 ne définit pas de manière unique une prolongée. En
effet, soit u1 et u2 deux distributions telles que

u = u1 = u2 dans D′(V+), 0 = u1 = u2 dans D′(V−).

Alors u1−u2 est supportée par xn = 0, donc sur un compact de xn = 0, il existeM ∈ IN etM+1

distributions aj de E ′(IRn−1) telles que u1 − u2 =
∑M
j=0 aj ⊗ δ

(j)
xn . Cette idée est utilisée dans

la preuve de la proposition 11.1. En particulier, si D = δxn=0 est la distribution de Dirac sur
xn = 0, définie par < D,φ >=

∫

IRn−1 φ(x′, 0)dx′, on voit que pour φ ∈ C∞
0 (V+), < D,φ >=<

0, φ > pourtant D 6= 0. En revanche, on définit l’espace C∞
(0)(V+) comme étant l’espace des

restrictions à V+ de fonctions de C∞
0 (IRn), alors, pour φtest(x

′, xn) = χ(xn)χ(x1)...χ(xn−1),
χ étant une fonction positive d’intégrale 1, on a < D,φtest >= χ(0) 6=< 0, φtest > .

Soit x0 un point de ∂V et U un compact contenant un ouvertW contenant x0. On restreint
maintenant toutes les distributions à W . Ainsi ũ, prolongeant u, est à support compact donc
d’ordre fini. On prend dans cette analyse un prolongement quelconque de u. Il existe ainsi
M > 0 tel que

(1−∆)−M ũ(x) = (2π)−n
∫

eix.ξ
û(ξ)

(1 + |ξ|2)M dξ

est continue sur IRn. On définit alors

ǔ(x) = (1−∆)M [1xn≥0(1−∆)−M ũ(x)]

Cette distribution vérifie ǔ(x) = 0, xn < 0, ǔ(x) = u(x), xn > 0. De plus, P ǔ = 0 pour
xn 6= 0, car u est solution de p. La distribution P ǔ est d’ordre fini, ainsi il existe des aj ,
0 ≤ j ≤ j0, aj(x′) ∈ D′

j0
(|x′| < r) telles que

P ǔ =

j0
∑

j=0

aj ⊗ δjxn=0.

Soit D′
S l’espace des distributions à support dans S = ∂V+ = {xn = 0}, D′

S,l le sous

espace des distributions de l−couche à coefficients sur S, de la forme al ⊗ δlxn=0 (distribution

définie, pour φ ∈ C∞
0 (IRn), la restriction ∂lxnφ(x′, 0) = ψl(x

′), ψ ∈ C∞
0 (IRn−1), par < al ⊗

δlxn=0, φ >= (−1)l < al, ψl >, dualité des distributions dans D′(IRn−1)). Comme P est un
opérateur différentiel

b→ P (b)

définit une application T de D′
S . Cette application est injective. De plus on vérifie que, pour

tout a ∈ D′
S , il existe un b ∈ D′

S tel que T (b)− a ∈ D′
S,m−1.

On le prouve de manière explicite. Soit P =
∑

pjα(x)∂αx′∂
j
xn . On écrit b =

∑j=j0
j=0

bj(x
′) ⊗ δjxn=0,

ainsi

< P (b), φ > =
∑

j+|α|≤m,l≤j0 (−1)j+|α| < bl ⊗ δlxn=0, ∂
α
x′∂

j
xn [pj,α(x)φ(x)] >

=
∑

j+|α|≤m,l≤j0 (1−|α|+j+l < bl, ∂
α
x′∂

j+l
xn [pj,α(x)φ(x)]|xn=0 >

Après application de la formule de Leibniz pour le terme de dérivée en xn, il reste

T (b) =

p=m+j0
∑

p=0

∑

j+l≥p

(−1)j+l−pCpj+l∂
j+l−p
xn pj,α(x′, 0)∂αx′bl ⊗ δpxn=0.
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On vérifie que, pour p = m + j0, le coefficient est obtenu en prenant j = m, l = j0, ce qui donne
pm,0(x

′, 0)bj0 (x′). Le coefficient pm,0 est égal à 1, donc le terme d’ordre m + j0 de T (b) est égal au
terme d’ordre j0 de b. De même, le terme d’ordre m + j0 − 1 est bj0−1 +

∑

|α|=1
pm−1,α∂

α
x′bj0 +

pm−1,0(x
′, 0)bj0 − ∂xnpm,0(x

′, 0)C1
m+j0bj0 . Ainsi le terme d’ordre m + j0 − q comprendra le terme

bj0−q avec pour coefficient 1, et tous les termes bj0−q′ pour q′ ≤ q.

Lorsque a est donné, d’ordre r ≥ m, on peut construire une suite de distributions bj , j ≤ r −m,

telles que T (b) = a. En effet, br−m = ar, et on construit bq−m avec les bq′−m pour q′ ≥ q.

On revient à P (ǔ). Il existe b telle que T (b)−P (ǔ) ∈ D′
S,m−1, et b est unique. On en déduit

alors que xmn [T (b)− P (ǔ)] = 0 en comparant les ordres.
On note u = ǔ − b. C’est une réponse au problème. Si il y a deux réponses, on vérifie

u1 − u2 ∈ D′
S et T (b) ∈ D′

S,m−1. Ceci implique b = 0 par étude de l’ordre de T (b). Le
prolongement est donc unique. Lorsque P est un opérateur différentiel d’ordre 2, on a le
résultat suivant

Lemme 11.3 Soit u est une distribution prolongeable solution de Pu = 0 dans V+. Soit u sa
prolongée unique au sens de la proposition 11.1. Il existe deux distributions g0(u) et g1(u) de
D′
S, telles que

Pu = g0(u)⊗ δxn=0 + g1(u)⊗ δ′xn=0.

Cette formule s’appelle la formule des sauts à l’ordre 2.

Pour cela, on rappelle qu’il existe un unique u, prolongement canonique de u, u ∈ D′(V ),

u|V+ = u, u|V− = 0, x2
nPu = 0. En écrivant Pu =

∑j=m
j=0 bj ⊗ δjxn , puisque Pu est supportée

par xn = 0 et est à support compact, on vérifie que, pour j ≥ 2, x2
nbj⊗δjxn = j(j−1)bj⊗δj−2

xn ,
ainsi bj = 0 pour j ≥ 2. On note la distribution b0, g0(u) et la distribution b1, g1(u).

On définit enfin le front d’onde jusqu’au bord, que l’on note WFb(u) pour une distribution
prolongeable u. Il y a plusieurs définitions équivalentes, voir Hörmander [47], [74], Melrose-
Sjostrand [76]. Pour cela, on considère l’injection canonique i de C∞

0 (V+) dans C∞
(0)(V+), as-

sociée à la surjection duale i∗ de Ḋ′(V+) sur D′(Ṽ+). Les distributions régulières jusqu’au bord
D′
∂(Ṽ+) sont les distributions u telles que u ∈ C∞([0, ε],D′(IRn−1)). Il est équivalent de dire

qu’il existe A(x′, Dx′) ∈ L0(IRn−1) à support compact tel que A(x′, Dx′)u(x′, xn) ∈ C∞([0, ε]×
IRn−1). Le fibré conormal à ∂V+, noté N(∂V+), est par définition {(x′, 0, 0, ξn), ξn 6= 0}. On
note alors BṼ+ = T ∗Ṽ+/N(∂V+), qui est un espace topologique dont la section nulle est bien
définie et notée {0}. Cet espace se projette naturellement sur T ∗(V+) × T ∗(∂V+) (l’intérieur
se projette sur l’intérieur et un point de T ∗(∂V+) s’écrit (x′, ξ′), auquel on associe la classe
déquivalence de (x′, 0, ξ′, 0) dans BṼ+). La projection canonique de T ∗Ṽ+ dans T ∗Ṽ+/N(∂V+)
est notée b.

La définition du front d’onde au bord donnée par R. Melrose dans [74] est la suivante

Définition 11.5 Soit u une distribution prolongeable. Le front d’onde au bord WFb(u) ⊂ BṼ+

est

WFb(u) = {ρ ∈ T ∗(Ṽ+), ρ ∈ WF (i∗u) = WF (u|V+)}∪
{ ρ0 ∈ T ∗(∂V+){0}, pour tout voisinage Γ conique de ρ0, il existe
ρ = (x′, 0, ξ′, ξn) tel que (x′, ξ′) ∈ Γ et ρ ∈ WF (u)

}.

La deuxième partie (partie de WFb(u) contenue dans T ∗(∂V+)) s’obtient de la manière
suivante, comme indiqué par Melrose et Sjöstrand [76] :

Définition 11.6 Si ρ ∈ T ∗∂V+ − {0}, alors ρ /∈ WFb(u) si et seulement si u est régulière
jusqu’au bord comme défini ci-dessus.
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Il existe aussi une définition faisant appel aux variétés caracéristiques d’opérateurs, ana-
logue à la définition du front d’onde usuel :

WF (u) = ∩CarB,Bu ∈ C∞. (11.4.6)

Cette définition est plus technique et fait intervenir les distributions conormales par rapport au bord ∂X de

la variété X. Le lecteur qui veut plus de détails se reportera utilement à Hormander [47], Tome III, Definition

18.2.6 pour Im(X, ∂X, T ∗X), (183.328) pour définir Ȧ(X), distributions conormales par rapport à ∂X, Defi-

nition 18.3.18 pour définir Ψ0
b
(X), opérateurs localement de symbole a(x, ξ′, xnξn), ∂X étant xn = 0, et dans

ces notations WFb(u) = ∩CharB,B ∈ Ψ0
b(X), Bu ∈ Ȧ(X).

Pour un opérateur différentiel d’ordre 2 à coefficients de classe C∞, on démontre (voir par
exemple G. Lebeau [66] dans le cas analytique) :

Proposition 11.2 Soit u une solution de Pu = 0 dans xn > 0. On note U sa prolongée
canonique, comme obtenue dans la proposition 11.1. On a l’égalité WFb(u) = b(WF (U)).

On donne deux résultats permettant de comprendre un peu mieux le front d’onde au bord.
Le premier concerne le front d’onde au bord d’une distribution de couche (Lemme 11.4, dû à
Hörmander). Le deuxième permet de relier en partie le front d’onde au bord de u et le front

d’onde des traces de u sur xn = 0 (quand on peut les définir, par exemple pour u ∈ H 3
2+ε(xn >

0)) lorsque u est solution dans xn > 0 de Pu = 0 [47])

Lemme 11.4

WF (

j=m−1
∑

j=0

aj(x
′)⊗ δjxn) = ∪WF (aj)× T ∗S.

Preuve On considère un point (x′0, x
0
n, ξ

′
0, ξ

0
n). Au voisinage d’un point où x0

n 6= 0, la distri-
bution est nulle, donc le front est inclus dans à x0

n = 0. D’autre part, on considère (x′0, 0, ξ
′
0, ξ

0
n)

et on localise en x′ au voisinage de x′0. Après transformée de Fourier, on trouve

χ̂aj(ξ
′)(iξn)

j .

Si le point (x′0, ξ
′
0) n’est pas dans le front d’onde de aj , alors χ̂aj(ξ

′) est à décroissance
rapide dans un voisinage conique de ξ′0. On multiplie par un polynôme, donc le résultat est à

décroissance rapide, grâce à l’égalité (λ = (ξ2
n + |ξ′|2) 1

2 )

âj(ξ
′)ξjn = λj âj(λ

ξ′

(|ξ′|2 + ξ2n)
1
2

)(
ξn

(|ξ′|2 + ξ2n)
1
2

)j .

On note (η′0, η
0
n) = 1

((ξ0n)2+|ξ′
0
|2)

1
2

(ξ′0, ξ
0
n). Alors on sait que, pour (ξ′, ξn) dans un voisinage conique

de (ξ′0, ξ
0
n),

ξ′

(|ξ′|2+ξ2n)
1
2

est dans un voisinage conique de ξ′0 (puisqu’un voisinage conique de η′0 est un

voisinage conique de ξ′0) et donc âj(λ
ξ′

(|ξ′|2+ξ2n)
1
2

) est à décroissance rapide en λ, ce qui fait que

λj âj(λ
ξ′

(|ξ′|2+ξ2n)
1
2

) est à décroissance rapide en λ.

Ceci démontre que WF (aj ⊗ δ(j)xn ) ⊂WF (aj)× {0} × IR∗.

Réciproquement, soit (x′0, 0, ξ
′
0, ξ

0
n) /∈ WF (aj ⊗ δ

(j)
xn ). Alors âj(ξ

′)ξjn est à décroissance
rapide dans le cône donné par (ξ′0, ξ

0
n). On en déduit que, pour tout N , il existe CN+j tel que

l’on ait l’inégalité de décroissance rapide pour la puissance N + j. On utilise l’homogénéité de
ξjn pour obtenir

|âj(λη′)ηjn| ≤ CN+jλ
−N .

Lorsque η0
n 6= 0, on voit que cela implique la décroissance rapide de âj dans le cône engendré

par η′0, donc ξ′0, et donc le point (x′0, ξ
′
0) n’est pas dans le front d’onde de aj .
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Lorsque η0
n = 0, on choisit un point fixe ηn = ε

2 , et on a (x′0, ξ
′
0) hors du front d’onde de

aj .

Ainsi WF (aj ⊗ δ(j)xn ) = WF (aj)× ({0} × IR) .
On étudie enfin le front d’onde de la somme, en utilisant les ordres successifs de δxn . En

effet, on a (par exemple)

xnδ
j
xn = −jδ(j−1)

xn

pour j ≥ 1.
On utilise WF (fT ) ⊂ WF (T ) si f est une fonction de classe C∞ et T une distribution

tempérée. On en déduit ainsi que, pour T = aMδ
(M)
xn

WF (xM−1
n T ) = (−1)MWF ((M − 1)!aMδxn) = WF (aM )× ({0} × IR).

Ceci démontre que WF (aM )× ({0}× IR) ⊂WF (T ). Pour simplifier la preuve, on se restreint
à M = 1. On vérifie que

xnT = −a1 ⊗ δxn
(1 + ∂

∂xn
◦ xn)T = a0 ⊗ δxn

ce qui donne, utilisant le fait que (1 + ∂
∂xn
◦ xn) est un opérateur différentiel, l’inclusion

WF (a0)∪WF (a1)× ({0}× IR) ⊂WF (T ). L’inclusion inverse est immédiate. On a montré le
résultat du lemme 11.4. Un opérateur différentiel d’ordre 2 se met sous la forme

P = ann(x)
∂2

∂x2
n

+
∑

1≤j≤n−1

bj(x)
∂2

∂xj∂xn
+

∑

k,l≤n−1

ckl(x)
∂2

∂xk∂xl
+ b(x)

∂

∂xn
+ C(x,

∂

∂x′
).

Introduisant

A(xn, x
′, Dx′) = −

∑

1≤j≤n−1

1

2

bj(x)

ann(x)
Dxj +

i

2

b(x)

ann(x)

on trouve
1

ann
P =

∂2

∂x2
n

+
2

i
A(xn, x

′, Dx′)
∂

∂xn
+B(xn, x

′, Dx′)

où l’opérateur B est un opérateur différentiel d’ordre 1 dans les coordonnées x′ dont les
coefficients dépendent de x. Alors on a le

Lemme 11.5 On considère u une distribution prolongeable telle que Pu soit une distribution
prolongeable.

Soit U la prolongée de u par 0 dans xn < 0 et (Pu)∗ la prolongée de Pu par 0 dans
xn < 0.(Pu = 0 dans xn > 0)

1. Lorsque u est une fonction de classe C∞,

PU = (Pu)∗ + ∂u
∂xn

(0, x′)δxn=0 + u(x′, 0)δ′xn=0 + 2
iA(0, x′, Dx′)u(x′, 0)δxn=0.

2. Si u est une solution prolongeable, il existe deux distributions g0(u) et g1(u) telles que
PU = g0(u)⊗δxn=0+g1(u)⊗δ′xn=0. Lorsque u est un peu plus régulière, par exemple u ∈
H1(xn > 0), Pu ∈ L2(xn > 0), alors PU = ( ∂u

∂xn
(x′, 0) + 2

iA(0, x′, Dx′)u(x′, 0))δxn=0 +
u(x′, 0)δ′xn=0. La régularité de Pu permet de prolonger Pu par zéro et le résultat est

dans L2. La régularité de u permet de définir la trace de u, γu ∈ H
1
2

loc(IR
n−1), ainsi que

la dérivée normale, donnée dans ce cas par

< PU, φ > +
2

i
< γu,A(0, x′, Dx′)φ > + < γu,

∂φ

∂xn
>=<

∂u

∂n
, φ > .

Le premier item est la forme particulière des expressions (20.1.4) et (20.1.5) de [47].
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Preuve Nous démontrons la formule des sauts pour les opérateurs ∂2

∂x2
n

et pourA(xn, x
′, Dx′) ∂

∂xn
.

Soit φ ∈ C∞
0 (IRn). Alors

∫

( ∂
2u
∂x2
n
)∗(x)φ(x)dx =

∫

dx′
∫∞
0

∂2u
∂x2
n
φ(x)dxn

=
∫

dx′[− ∂u
∂xn

(x′, 0)φ(x′, 0)−
∫∞
0

∂u
∂xn

∂φ
∂xn

dxn]

=
∫

dx′[− ∂u
∂xn

(x′, 0)φ(x′, 0) + u(x′, 0) ∂φ∂xn (x′, 0) +
∫

u(x) ∂2

∂x2
n
φ(x)dxn]

De même, en notant A⊥ l’adjoint de l’opérateur A (en variables x′), xn étant un paramètre

∫

(A(xn, x
′, Dx′) ∂u

∂xn
)∗φ(x)dx =

∫∞
0
dxn

∫

dx′A(xn, x
′, Dx′) ∂u

∂xn
φ(x)

=
∫∞
0
dxn

∫

dx′ ∂u∂xnA
⊥(xn, x

′, Dx′)φ(x)

=
∫

dx′
∫∞
0
dxn

∂u
∂xn

A⊥(xn, x
′, Dx′)φ(x)

=
∫

dx′[−u(x′, 0)A⊥(0, x′, Dx′)φ(0, x′)
−
∫∞
0
dxnu(x)

∂
∂xn
◦A(xn, x

′, Dx′)φ

= −
∫

dx′A(0, x′, Dx′)u(x′, 0)φ(x′, 0)
−
∫∞
0
dxn

∫

dx′u(x) ∂
∂xn
◦A(xn, x

′, Dx′)φ

On vérifie ainsi, en regardant les égalités et en remarquant que l’adjoint dans D(Rn) de
A(x,Dx′) ∂

∂xn
est − ∂

∂xn
◦A⊥(xn, x

′, Dx′) l’égalité du lemme puisque

∫ +∞

0

dxn

∫

dx′uP⊥φ =

∫

dxUP⊥φ

∫

PUφ.

Ceci achève la démonstration du premier point du lemme 11.5. Le deuxième point provient
du fait que si u est une solution, Pu = 0 dans xn > 0 donc le prolongement unique de 0 étant
0 dans L2, (Pu)∗ = 0 comme distribution dans IRn.

On a alors des informations supplémentaires sur le front d’onde au bord de u, distribution
prolongeable solution de Pu = 0 dans xn > 0 :

Proposition 11.3 Le front d’onde au bord d’une distribution u prolongeable solution de Pu =
0 pour xn > 0

WFb(u)|xn=0 = WF (u|xn=0)× T ∗S ∪WF (∂xnu|xn=0)× T ∗S.

Lorsque u est assez régulière (H1 par exemple), les notations employées sont bonnes. Lorsque u
n’est pas assez régulière, on remplace u|xn=0 par g1(u) et ∂xnu|xn=0 par g0(u), les distributions
g0(u) et g1(u) de D′(IRn−1) étant définies dans le lemme 11.3.

Preuve Comme, pour tout opérateur différentiel B, on a WF (Bu) ⊂WF (u), on déduit que
WF (Pu) ⊂WF (u), donc comme WF (g0(u)⊗ δxn=0 + g1(u)⊗ δ′xn=0) = WF (g0(u))× T ∗S ∪
WF (g1(u))× T ∗S, on a l’inclusion

WF (g0(u)) ∪WF (g1(u)) ⊂WFb(u).

11.4.2 Réduction de l’opérateur des ondes

Nous démontrons la proposition de représentation du laplacien suivante, dans le cas où Ω
est totalement géodésique au voisinage de x0, c’est-à-dire que tout point de IRn peut se mettre
sous la forme M = N +Xnn(N), N ∈ ∂Ω et n(N) normale extérieure à ∂Ω en N .

Proposition 11.4 Il existe un système de coordonnées locales (Xn, X) au voisinage de x0 ∈
∂Ω (x0 est caractérisé par Xn = 0, X = 0 et ∂Ω est localement Xn = 0) et il existe une
fonction K identiquement égale à 1 sur ∂Ω tels que

K−1∆Kf =
∂2f

∂X2
n

+Q(Xn, X,
∂

∂X
)f.
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L’opérateur Q est différentiel et sa restriction sur ∂Ω est le Laplacien associé à la métrique
du bord.

Xn~n

X1x0

X2

Figure 5

∂Ω

Preuve Nous considérons x0 ∈ ∂Ω et on associe au bord ∂Ω une carte locale au voisinage
de x0. Cette carte locale est constituée des coordonnées (X1, ...Xn−1) = X ′ et chaque point
de ∂Ω peut s’écrire M(X1...Xn−1), chaque coordonnée étant xj(X1, ..Xn−1), 1 ≤ j ≤ n.

A chaque point M ∈ ∂Ω on associe le vecteur normal unitaire extérieur n(M), de coor-
données nj(X1...Xn−1), 1 ≤ j ≤ n. Dans le système de coordonnées cartésiennes usuel, on
écrit donc

xj(X1, ..Xn) = xj(X1, ..Xn−1) +Xnnj(X1, ...Xn−1).

Ce changement de variable définit un difféomorphisme d’un voisinage de x0 ∈ IRn qui trans-
forme un voisinage de x0 dans ∂Ω en un voisinage de (Xn = 0, X = 0) dans Xn = 0. On note
que X ∈ IRn−1. L’égalité

df =
∑

j

∂f

∂xj
dxj =

∑

j

∂f

∂Xj
dXj

se traduit en, utilisant dxj =
∑

k≥n−1(
∂xj
∂Xk

+Xn
∂nj
∂Xk

)dXk + nj(X1, ...Xn−1)dXn, en

∇Xf =t B(Xn, X)∇xf (11.4.7)

le système de coordonnées X1, ...Xn−1 étant appelé X . Les composantes de B sont données
par

Bij(Xn, X) =
∂xj
∂Xk

+Xn
∂nj
∂Xk

Bin(Xn, X) = ni(X)

Soit C = tB−1. On a, de (11.4.7)

∇xf = C(Xn, X)∇Xf.

L’opérateur laplacien est donné par les relations

∂2f

∂x2
i

=
∑

j

Cij∂Xj (
∑

p

Cip∂Xpf)

∆f =
∑

j,p

[
∑

i

CijCip]
∂2f

∂Xp∂Xj
+
∑

p

(
∑

i,j

Cij
∂Cip
∂Xj

)
∂f

∂Xp

Le coefficient de ∂2f
∂Xj∂Xp

dans cette somme est alors (tCC)pj = (tBB)−1
pj . La matrice

obtenue est symétrique. La matrice tBB vérifie les égalités suivantes :

(tBB)nn =
∑

i(ni(X,Xn))
2 = 1

(tBB)ni =
∑

p(
tB)npBpi =

∑

pBpnBpi =
∑

p np(X)[
∂xp
∂Xi

+Xn
∂np
∂Xi

]
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Comme x(X) ∈ ∂Ω, le vecteur ∂Xi(x(X)) est tangent à ∂Ω en x(X). Comme (np) est le vecteur

normal au même point du bord, la somme
∑

p np(X)
∂xp
∂Xi

est nulle. Le reste du coefficient est

nul car il s’agit de Xn
1
2
∂n2

∂Xi
. La matrice tBB est donc de la forme

(

G−1(Xn, X) 0
0...0 1

)

dont l’inverse est alors la matrice

(

G(Xn, X) 0
0...0 1

)

Il existe donc une matrice G symétrique telle que

∆f =
∂2f

∂X2
n

+
∑

j,k≤n−1

gjk(Xn, X)
∂2f

∂Xj∂Xk
+ a(Xn, X)

∂f

∂Xn
+
∑

j≤n−1

bj(Xn, X)
∂f

∂Xj

Soit K la fonction solution de

{

K|Xn=0 = 1
2∂XnK + a(Xn, X)K = 0.

Alors il existe un opérateur différentielQ d’ordre 2 dans les variablesX , à coefficients dépendant
de Xn, tel que

K−1∆Kf =
∂2f

∂X2
n

+Q(Xn, X,
∂

∂X
)f.

Le symbole principal de Q est la forme quadratique associée à la matrice G(Xn, X). On peut
alors écrire

Q(Xn, X,
∂

∂X
) =

∑

j,k

gj,k(Xn, X)
∂2

∂Xj∂Xk
+
∑

j

Vj(Xn, X)
∂

∂Xj
+ S(Xn, X), (11.4.8)

où les indices j, k varient de 1 à n − 1, construit à partir des bj(Xn, X) et de K. On a
S(Xn, X) = (∆K/K) et KVj(Xn, X) = ∆(XjK)−Xj∆K. Ceci achève la preuve de la propo-
sition 11.4. Nous abandonnerons dans la suite les notations (Xn, X) que nous avions employé
ici pour faire la différence entre les coordonnées cartésiennes usuelles de IRn, notées (x), et
les coordonnées semi-géodésiques ici introduites (Xn, X). On considérera donc maintenant,
dans les coordonnées (x′, xn), le bord redressé xn = 0 et le laplacien à coefficients variables
∂2

∂X2
n

+Q.

11.4.3 Régions elliptique, hyperbolique et glancing

Soit P un opérateur d’ordre 2, différentiel, défini sur IRn × IRt. Nous l’étudions dans le
demi espace Ω = {(x′, xn, t), xn > 0} au voisinage de l’hypersurface xn = 0. Ici, on se restreint
tout de suite aux coordonnées adaptées au bord.

L’espace cotangent au bord T ∗(∂Ω) = T ∗(IRn−1 × IRt) peut être divisé en trois régions,
définies de la manière suivante : Soit π la projection canonique de T ∗IRn+1 sur IRn+1 et soit
Π la projection canonique de π−1(∂Ω)∩T ∗(IRn+1) sur T ∗(∂Ω) qui associe à (x′0, 0, t0, ξ0, τ0) ∈
T ∗IRn+1 le point (x′0, t0, ξ

′
0, τ0). L’équation p(x′0, 0, t0, ξ

′
0, ξn, τ0) = 0 est une équation de degré

2 en ξn, qui admet 0, 1, ou 2 racines réelles. On introduit la classification

Définition 11.7 La région elliptique E est l’ensemble des points ρ0 ∈ T ∗(∂Ω) tels que

Π−1(ρ0) ∩ Car(p) = ∅.
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La région hyperbolique H est l’ensemble des points ρ0 ∈ T ∗(∂Ω) tels que

Card(Π−1(ρ0) ∩ Car(p)) = 2.

Enfin, la région glancing G est T ∗∂Ω− E ∪ H.

Ce mot glancing provient de la première étude de Friedlander. Je cite la phrase de Friedlander
p 148 de [41]” The front of disturbance in the shadow is orthogonal to diffracted rays which
are glancing rays emerging from the boundary”

Interprétation. Pour l’opérateur des ondes ∆−∂2
t2 et le bord ∂Ω défini par xn = 0, les points

de T ∗(∂Ω× IRt) sont alors de la forme (x′, t, ξ′, τ). La variété caractéristique du d’Alembertien
est ξ2n + (ξ′)2 − τ2 = 0. Alors

E = {(x′, t, ξ′, τ), |ξ′| > |τ |}

H = {(x′, t, ξ′, τ), |ξ′| < |τ |}

G = {(x′, t, ξ′, τ), |ξ′|2 = τ2}.
Une onde plane incidente vérifie nécessairement (puisque c’est une solution de l’équation

des ondes) |k| = 1. Alors, nécessairement, |k′| ≤ 1, et l’onde est tangente quand kn = 0.
Une onde plane incidente n’est donc jamais associée à un point elliptique, en revanche, les
points hyperboliques sont ceux où la réflexion est transverse, et les points glancing sont ceux
où l’onde arrive tangentiellement. Nous explicitons et précisons ces remarques dans la section
suivante.

k//

(x0, k//) ∈ H

(x̃0, k) ∈ G

~k

~n

~k
~n

Figure 6

∂Ω

x0

x̃0

�

11.5 Réflexion des singularités

Dans cette partie, nous voulons démontrer le résultat de réflexion des singularités hyperbo-
liques, qui est la généralisation du résultat de propagation des singularités dans le vide pour des
rayons généralisés, c’est à dire en admettant pour les rayons des courbes se propageant dans
l’extérieur de Ω se réfléchissant sur Ω. Pour cela, il est possible de passer par la construction
de deux opérateurs intégraux de Fourier qui sont les deux parametrix, sortante et rentrante
par rapport à ∂Ω, de l’opérateur d’ordre 2 considéré. Ces opérateurs de Fourier intégraux
sont notés A+ et A−. Ils sont solution de P et peuvent être considérés respectivement comme
sortant et entrant (par rapport à xn > 0)
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11.5.1 Parametrix pour la réflexion

On se place dans le cas où P = ∂2

∂x2
n

+ R(xn, x
′, ∂
∂x′ , ∂t), R étant un opérateur différentiel

dans les variables (x′, t) à paramètre xn. Lorsque l’on étudie l’équation des ondes, ceci revient
à considérer un système de coordonnées x′ ∈ IRn−1 adapté sur ∂Ω, la variable normale au
bord xn et le temps t. L’opérateur R dans cette égalité est obtenu, pour l’équation des ondes,
à partir de l’opérateur Q(xn, x

′, ∂x′) de la proposition 11.4 en considérant

R(xn, x
′, ∂x′ , ∂t) = Q(xn, x

′, ∂x′)− ∂2
t2 ,

puisque le bord ∂Ω est supposé de la forme ∂C × IRt, indépendant du temps et K commute
alors avec ∂t.

On veut prouver la proposition, qui décrit la solution d’un problème de Cauchy avec
données sur xn = 0 :

Proposition 11.5 Soit f ∈ S ′({xn = 0}) et ρ0 ∈ WF (f) ∩ H. On note ρ+ et ρ− les deux
points de Carp qui se projettent sur ρ0.

Soit A+ et A− les opérateurs intégraux de Fourier qui décrivent la parametrix sortante et
entrante de P au voisinage de ρ+ et de ρ−.

La solution du problème







Pu = 0, xn > 0
u|xn=0 = 0
∂u
∂xn
|xn=0 = f(x′, t)

est décrite au voisinage de ρ0 par

u(x′, xn, t) = (A+ −A−)(g)(x′, xn, t)

où g(x′, t) est solution du problème au bord, elliptique au voisinage de ρ0

(∂xn ◦A+ − ∂xn ◦A−)|xn=0(g)(x
′, t) = f(x′, t)

Les deux opérateurs T± = ∂xn ◦ A±|xn=0 sont des opérateurs pseudo-différentiels sur
T ∗(IRn−1 × IRt).

Preuve constructive Selon les notations de la section précédente, on écrit l’opérateur P
sous la forme

P =
∂2

∂x2
n

+G(xn, x
′, ∂2

x′2)− ∂2
t2 + V (xn, x

′).∇x′ + S(xn, x
′).

Cette représentation est celle de l’opérateur des ondes en coordonnées adaptées, et est moins
générale que la représentation d’un opérateur hyperbolique. L’opérateur G(xn, x

′, ∂2
x′2) s’écrit

G(xn, x
′, ∂2

x′2) =
∑

i,j=1..n−1

gij(xn, x
′)

∂2

∂xi∂xj
.

Le symbole principal de P , est égal à

p(xn, x
′, ξn, ξ

′, τ) = −ξ2n + τ2 −
∑

i,j=1..n−1

gij(xn, x
′)ξiξj . (11.5.9)

Si φ(xn, x
′, t, ξ′, τ) est une phase homogène de degré 1 en ξ′, τ et si σ(x, t, ξ′, τ) est un

symbole de C∞(IR, S0(IRn−1× IRt)), l’application du Lemme 1.2 conduit à l’équation eikonale,
qui exprime la nullité du premier ordre d’homogénéité en τ, ξ de e−iφP (σeiφ) :

p(xn, x
′,∇xnφ,∇x′φ,∇tφ) = 0 (11.5.10)
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(on a omis les variables pour simplifier). Nous écrivons les opérateurs du lemme 1.2 qui inter-
viendront dans les équations de transport :

P b(x, φ) =
∂2φ

∂x2
n

+
∑

j,k=1..n−1

gjk(xn, x
′)

∂2φ

∂xj∂xk
− ∂2φ

∂t2
+

∑

j=1..n−1

Vj(xn, x
′)
∂φ

∂xj

ainsi que

L1(x, ∂x, ∂t) = −2
∂φ

∂xn

∂

∂xn
+ 2

∂φ

∂t

∂

∂t
− 2

∑

j

(
∑

k

gjk(x)
∂φ

∂xk
)
∂

∂xj
+ P b(x, φ)

L’équation eikonale (11.5.10) se réécrit

(∂tφ)2 = (∂xnφ)2 +
∑

i,j

gi,j(xn, x
′)∂xiφ∂xjφ.

On veut que la phase φ soit la phase identité sur le bord xn = 0. Ceci correspond à l’écriture

φ(0, x′, t, ξ′, τ) = x′ξ′ + tτ. (11.5.11)

Les dérivées tangentielles de cette phase sont alors connues sur le bord par

∂tφ = τ, ∂xjφ = ξj ,

ce qui donne

τ2 = (∂xnφ|xn=0)
2 +

∑

i,j

gi,j(0, x
′)ξiξj . (11.5.12)

Le système des bicaractéristiques pour l’opérateur P est (ḟ désigne la dérivée par rapport
au paramètre sur les bicaractéristiques de la fonction f(s))































ṫ = 2τ
τ̇ = 0
ẋn = −2ξn
ξ̇n = −∑i,j ∂xngij(xn, x

′)ξiξj
ẋi = 2

∑

i,j gi,j(xn, x
′)ξj

ξ̇i = −2
∑

j,k ∂xigj,k(xn, x
′)ξiξj .

On en déduit en particulier que τ(s) = τ(0) et t(s) = t(0) + 2τ(0)s.
On applique la proposition 10.1 sur l’identité entre une variété lagrangienne et la variété

générée par les bicaractéristiques. Ce théorème indique que si

(x′(0), xn(0), t(0), ξ′(0), ξn(0), τ(0)) ∈ Λφ,

où la phase φ est une solution de l’équation eikonale (11.5.12) associée au symbole p, alors la
courbe bicaractéristique

{(x′(s), xn(s), t(s), ξ′(s), ξn(s), τ(s)), s ∈ [−a, b]}

est contenue dans la variété lagrangienne Λφ.
On choisit le point initial

(0, x′, t, ∂xnφ, ∂x′φ, ∂tφ)

dans la variété lagrangienne associée à la phase φ introduite ci-dessus par (11.5.12), (11.5.11).
Ce point initial s’écrit

(0, x′, t, ∂xnφ, ξ
′, τ).
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On vérifie alors que le point situé sur la courbe bicaractéristique issue de ce point initial est
(xn(s), x′(s), t− 2τs, ξ′(s), τ). En particulier, on vérifie que, identiquement

∂tφ(xn(s), x′(s), t(s), ξ′, τ) = τ.

Il existe donc une phase ψ(xn, x
′, ξ′, τ), indépendante de t telle que

φ(x′, xn, t, ξ
′, τ) = ψ(x′, xn, ξ

′, τ) + tτ.

Cette phase ψ est solution de l’équation eikonale (remarquons que ce n’est pas la même
que (11.5.12)) :

τ2 = (∂xnψ)2 +
∑

i,j

gi,j(xn, x
′)∂xiψ∂xjψ.

Considérons un point du bord ∂Ω× IR ⊂ IRn+1 qui soit hyperbolique : (x′0, t0, ξ
′
0, τ0) ∈ H.

Ceci signifie que

τ2
0 −

∑

i,j

gij(0, x
′
0)(ξi)0(ξj)0 > 0.

Il existe deux valeurs ξ±n telles que (x′0, 0, t0, ξ
′
0, ξ

±
n , τ0) sont dans l’ensemble Carp. De tels

points sont stables, donc dans un voisinage de (x′0, ξ
′
0, t0, τ0) et de xn = 0 on peut écrire

−ξ2n + τ2 −
∑

i,j

gij(x)ξiξj = −(ξn − ξ+n (x, ξ′, τ))(ξn − ξ−n (x, ξ′, τ))

Dans le cas étudié sur le symbole p, ξ−n = −ξ+n et ξ+n (x, ξ′, τ) = (τ2 −∑i,j gij(x)ξiξj)
1
2 . La

phase ψ est donc solution de l’équation eikonale (11.5.12) qui s’écrit

(∂xnψ)2 = (ξ+n (x, ∂x′ψ, τ))2.

Il existe deux phases ψ+ et ψ−, solutions dans le voisinage du point hyperbolique (x′0, 0, t0, ξ
′
0, τ0)

de T ∗(∂Ω×R) de

{

∂xnψ± = ±ξ+n (x, ∂x′ψ, τ)
ψ±(x′, 0, ξ′, τ) = x′.ξ′

(11.5.13)

Ces deux phases sont homogènes par rapport à (ξ ′, τ). Elles existent au voisinage du point
(x′0, 0, ξ

′
0, τ0) car ξ±n (x0, ξ

′
0, τ0) 6= 0. Ces deux phases étant supposées connues, nous noterons

L±
1 (x, ξ′, τ, ∂x, ∂t) l’opérateur de transport associé à la phase ψ± + tτ et c±(x, ξ′, τ) la fonction

P b(ψ±+tτ). Nous obtenons, pour toute fonction σ(xn, x
′, t, ξ′, τ) admettant un développement

asymptotique homogène :

c±(x, ξ′, τ) = ∂2
x2
n
ψ± +

∑

j,k

gjk(x)∂
2
xjxkψ± +

∑

j

Vj(x)∂xjψ±

L±
1 σ = −2τ

∂σ

∂t
± 2ξ+n (x, ∂x′ψ±, τ)

∂σ

∂xn
+ 2

∑

j,k

gjk(x)
∂ψ±
∂xj

∂σ

∂xk
+ c±.σ

Maintenant, supposons que

σ(0, x′, t, ξ, τ) = 1

(cette condition est le pendant de la condition sur la phase qui permet d’obtenir la transformée
de Fourier sur xn = 0).

Nous écrivons σ(x, t, ξ′, τ) comme une somme de symboles homogènes σj de degré −j en
(ξ′, τ). On vérifie

σj(0, x
′, t, ξ′, τ) = δj0
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et l’équation de transport homogène sur σ0 est L±
1 σ0 = 0. Comme L±

1 commute avec ∂t et
que ∂tσ0(0, x

′, t, ξ′, τ) = 0, le problème de Cauchy sur ∂tσ admet une solution unique, qui est
0. On en déduit que σ0(x, t, ξ

′, τ) ne dépend pas de t. Pour chaque symbole σj , on procéde
par récurrence, le terme source ne dépendant pas de t et les coefficients ne dépendant pas
de t dans L±

1 σj = iP (σj−1), donc ∂tσj = 0. On omet la dépendance en t et on peut écrire
l’opérateur de transport

R±
1 = ±2ξ+n (x, ∂x′ψ±, τ)

∂

∂xn
+ 2

∑

j,k

gjk(x)
∂ψ±
∂xj

∂

∂xk
+ c±.

Comme ξ±n est non nul dans un voisinage du point hyperbolique considéré, les équations de
transport

R±
1 (σ±(x, ξ′, τ)) = iP (σ±(x, ξ′, τ))

avec condition initiale σ±(0, x′, ξ′, τ) = 1 admettent une unique solution. On a la

Proposition 11.6 Soit (x′0, t0, ξ
′
0, τ0) ∈ Tx′

0
,t0 IR

n−1 × T ∗IRt ∩ H. Il existe deux symboles et
deux phases ψ+(x, ξ′, τ) et ψ−(x, ξ′, τ) tels que















ψ±|xn=0 = x′.ξ′
∂ψ±
∂xn

= ±ξ+n (x, ∂x′ψ±, τ)
σ±(0, x′, ξ′, τ) = 1
R±

1 (σ±)− iPσ± = 0.

Alors

uξ′,τ (x, t) = σ±(x, ξ′, τ)eitτ+iψ±(x,ξ′,τ) = σ±(x, ξ′, τ)eiτ(t+ψ±(x, ξ
′
τ ,1))

sont deux solutions de (P−∂2
t2)u = 0 vérifiant u(x′, 0, t) = eiτ(t+

ξ′
τ x

′). On les définit microloca-

lement dans un voisinage conique de ρ±0 = (x′0, 0, t0, ξ
′
0,±ξ+n (x′0, ξ

′
0, τ0), τ0) dans T(x′

0,0,t0)
IRn+1

A partir de ces deux solutions, on introduit les opérateurs intégraux de Fourier définis sur
les fonctions f ∈ S ′(IRn−1 × IRτ ) dont le front d’onde est localisé au voisinage du point ρ±0 :

A±(f)(x, t) = (2π)−n
∫

eiφ±(x,t,ξ′,τ)σ±(x, ξ′, τ)F(f)(ξ′, τ)dξ′dτ (11.5.14)

qui s’écrivent encore

A±(f)(x, t) = (2π)−n
∫

eiφ±(x,t,ξ′,τ)−iτs−iy′ξ′σ±(x, ξ′, τ)f(y′, x)dξ′dτdy′ds.

Nous reconnaissons ici la notation des opérateurs de Fourier intégraux de la Section 7, et
en particulier la Définition 7.4. On vérifie que les opérateurs A± construisent des solutions de
P . Dans xn > 0, si nous introduisons deux éléments de S ′(IRn−1 × IR), notés f+ et f− :

P (A±(f±)) = 0, xn > 0

Nous remarquons aussi que, lorsque f ∈ D′(IRn−1 × IR), alors les opérateurs de Fourier
intégraux A± construisent des distributions qui sont très régulières en xn dans un voisinage
du bord :

A±(f) ∈ C∞([0, ε],D′(IRn−1 × IR).

Ceci permet alors de vérifier que les distributions g0(u) et g1(u) de la formule des sauts (Lemme
11.5) sont donc la trace et la dérivée normale, qui sont les opérateurs pseudo-différentiels

g1(A+(f)) = A+(f)(x′, 0, t) =
1

(2π)n

∫

ei(x
′ξ′+tτ)σ+(x′, 0, ξ′, τ)F(f)(ξ′, τ)dξ′dτ,
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g0(A+(f)) = ∂xn(A+(f))(x′, 0, t) =
1

(2π)n

∫

ei(x
′ξ′+tτ)[i∂xnφ+(x′, 0, ξ′)σ++∂xnσ+](x′, 0, ξ′, τ )F(f)(ξ′, τ )dξ′dτ.

On en déduit, grâce à la formule des sauts

P (A+(f+)+A−(f−)) = (A+(f+)+A−(f−))|xn=0δ
′
xn=0+(

∂

∂xn
(A+(f+)+A−(f−)))|xn=0δxn=0.

On définit alors les opérateurs

T± =
∂

∂xn
◦A±|xn=0.

On vérifie que

∂xn◦A+(f)(x, t) =
1

(2π)n

∫

eiφ±(x,t,ξ′,τ)[i∂xnφ+(x, ξ′)σ+(x, ξ′, τ)+∂xnσ+(x, ξ′, τ)]F(f)(ξ′, τ)dξ′dτ.

L’opérateur A+ a été construit de telle sorte que sa restriction à xn = 0 soit l’identité, la phase
φ+ se restreignant en xn = 0 à x′.ξ′ + tτ et le symbole σ+|xn=0 étant identiquement 1. Il vient

T+f(x′, t) =
1

(2π)n

∫

eix
′.ξ′+tτ [iξ+n (x, ∂x′ψ+(x′, ξ′)) + ∂xnσ+(x′, 0, t, ξ′, τ)]F(f)(ξ′, τ)dξdτ.

Les opérateurs T+ et T− sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques de
symbole principal respectif ±iξ+n (x, ∂x′ψ(x′, ξ)). Nous remarquons que ce sont des
opérateurs d’ordre 1, elliptiques aux points hyperboliques.

On introduit V = A+(f+) +A−(f−). D’après Hörmander, U est dans C∞([0, ε],D′) (avec
l’ordre pour les variables xn, (x

′, t)). Il est solution de

PU =
∂u

∂xn
(x′, 0, t)δxn=0.

L’égalité PU = PV se traduit par

{

A+(f+)(x′, 0, t) +A−(f−)(x′, 0, t) = 0
T+(f+)(x′, 0, t) + T−(f−)(x′, 0, t) = ∂xnu(x

′, 0, t)

Après transformation de Fourier, le coefficient de δxn=0 est

ξ+n (x′, 0, ξ′, τ)(F(f+)(ξ′)−F(f−)(ξ′)).

Il reste donc le système, équivalent à P (U − V ) = 0 :

{

f− = −f+
[ ∂
∂xn
◦A+ − ∂

∂xn
◦A−](f+) = ∂u

∂xn
(x′, 0, t)

(11.5.15)

Le symbole principal de l’opérateur T+ − T− est elliptique (il est homogène en ξ′ d’ordre
1, et nous sommes au voisinage d’un point hyperbolique). En effet, on peut affirmer que
r2(0, x

′, ξ′) ≥ c > 0 pour |ξ′| = 1 dans un voisinage de (x′0, ξ
′
0/|ξ′0|), la propriété d’hyper-

boliticité étant stable, et le caractère homogène d’ordre 1 de
√
r2 implique l’ellipticité de√

r2(0, x
′, ξ′) dans un voisinage du point (x′0, ξ

′
0) ∈ H.

La seconde équation de (11.5.15) est une équation elliptique au voisinage des points hyper-
boliques de P . En supposant que ∂u

∂xn
(x′, 0) a son front d’onde inclus dans un petit voisinage

conique de (x′0, ξ
′
0), il existe une solution f+(x′) dont le front d’onde est inclus dans un petit

voisinage conique de (x′0, ξ
′
0). On a ainsi déterminé f+(x′) = (T+ − T−)−1( ∂u∂xn (x′, 0)) modulo

C∞.
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Il reste à démontrer que si u et v sont deux distributions solution prolongeables nulles
sur xn < 0 et que PU = PV , alors u et v coincident microlocalement au voisinage des
points hyperboliques. Il est équivalent de démontrer que si w est une distribution solution
prolongeable nulle sur xn < 0, PW = 0 implique w = 0 au voisinage des points hyperboliques.

Le front d’onde de W ne rencontre pas la zone xn < 0 car w est nulle sur xn < 0. Comme
le point ρ0 = (x′0, t0, ξ

′
0, τ0) est hyperbolique, les deux bicaractéristiques γ+ et γ− qui passent

par un point de la forme (x′0, 0, t0, ξ
′
0,±ξ0n, τ0) rencontrent toutes les deux la zone xn < 0 (on

dit qu’elles rentrent dans la zone xn < 0) . Elles ne rencontrent donc pas le front d’onde de
W . Ainsi W est microlocalement nulle dans un voisinage du bord.

On a ainsi obtenu U = A+(f+)−A−(f+) +W , où WF (W ) ∩ (γ+ ∪ γ−) = ∅.
La proposition 11.5 est donc démontrée. Cette proposition, rappelons le, permet de connaitre

la solution d’un problème de Dirichlet où la dérivée normale est connue sur le bord, microlo-
calement, et que son front d’onde ne contient que des points hyperboliques.

On souhaite maintenant résoudre le problème de Dirichlet avec données de Cauchy u0 et
u1 en t = 0 :















Pu = 0, xn > 0
u|xn=0 = 0
u(x, 0) = u0(x)
∂tu(x, 0) = u1(x).

(11.5.16)

Ce problème est un problème localement bien posé. On rappelle que K−1∆K = ∂2

∂X2
n

+

Q(Xn, X,
∂
∂X ) et P = ∆− ∂2

∂t2 . On introduit donc Q̃(Xn, X,
∂

∂Xn
, ∂
∂X ) = ∂2

∂X2
n

+Q(Xn, X,
∂
∂X ).

Pour se reporter à des notations plus traditionnelles, on change Xn et xn et X en x′. Les
coordonnées (x′, xn) sont notées x.

Soit p0 ∈ WF (u0)∪WF (u1) ⊂ T ∗(IRn ' IRn+1∩{t = 0}). On construit la bicaractéristique
de p passant par (p0, t = 0, τ = (σ(Q̃)(p0)).

Commençons par la solution du problème de Cauchy. Aux données de Cauchy sont associés
deux opérateurs intégraux de Fourier, notés B±, dont la construction est similaire de celle des
opérateurs intégraux de Fourier A+ et A−. On introduit

B±g(x, t) =
1

(2π)n

∫

eiφ±(x,ξ,t)−iy.ξs±(x, ξ, t)g(y)dydξ

où φ± et s± sont solution des équation eikonale et de transport engendrées par la variable
temps, soit

{

∂φ±
∂t = ±(σ(Q̃)(x,∇xφ±(x, ξ, t))

1
2

φ±(x, ξ, 0) = x.ξ.

Les deux problèmes pour φ± sont des problèmes de Hamilton-Jacobi. Pour simplifier les no-
tations, on introduit q̃(x, ξ) = σ(Q̃)(x, ξ).

On écrit, au voisinage de p0, la solution u de (11.5.16) sous la forme

u = B+g+ +B−g−.

Il s’agit de déterminer g+ et g− en fonction de u0 et de u1, toujours microlocalement. Le
système obtenu est alors











u0 = g+ + g−
u1 = 1

(2π)n

∫

[i(q̃(x, ξ))
1
2 + ∂ts+(x, ξ, 0)]ĝ+(ξ)dξ

+ 1
(2π)n

∫

[−i(q̃(x, ξ)) 1
2 + ∂ts−(x, ξ, 0)]ĝ−(ξ)dξ

(11.5.17)

Comme τ est constant sur la bicaractéristique, égal à −(q̃(p0))
1
2 , on en déduit que sur la

bicaractéristique q̃(x(s), ξ(s)) est aussi constant, donc dans un voisinage de celle-ci (tubu-
laire par exemple), ce symbole reste borné inférieurement, ce qui entraine l’ellipticité du
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système (11.5.17). Plus précisément, soit R l’inverse de l’opérateur pseudodifférentiel de sym-

bole 2i(p(x, ξ))
1
2 + ∂ts+(x, ξ, 0) + ∂ts−(x, ξ, 0), et T̃ l’opérateur pseudodifférentiel de symbole

i(p(x, ξ))
1
2 − ∂ts−(x, ξ, 0). On a

g+ = R(u1 + T̃ u0), g− = (I −RT̃ )u0 −Ru1.

On obtient la solution du problème (11.5.16)

u = (B+R−B−R)u1 + (B+RT̃ +B−(I −RT̃ ))u0. (11.5.18)

Cette solution est valable uniquement dans un voisinage de t = 0, ou, plus précisément,
tant que les bicaractéristiques γ et γ̃ (la deuxième passant par le point (p0, 0, (q̃(p0))

1
2 ) ne

rencontrent pas le bord.
On reprend alors l’égalité (11.5.18) pour calculer la solution du problème de Dirichlet. En

effet, on sait que l’opérateur B+ propage sur la bicaractéristique incluse dans τ = (q̃(x, ξ))
1
2

et l’opérateur B− propage sur la bicaractéristique incluse dans τ = −(q̃(x, ξ))
1
2 . Ces deux

bicaractéristiques se projettent sur le même rayon sur IRn
x , la différence essentielle vient du

sens du parcours du rayon. Pour calculer la solution de (11.5.16), on reprend les notations
précédentes, en considérant p0 ∈ WF (u0) ∩WF (u1), u0 et u1 étant les données au bord du
problème (11.5.16). La bicaractéristique γ, correspondant à B−, rencontre le bord en ρ̃0, si
il existe. La projection de ρ̃0 sur T ∗(∂Ω × IRt) est notée ρ0. En écrivant en coordonnées, on

a p0 = (x0, ξ0), on lui associe p̃0 = (x0, ξ0, 0, τ0 = [((ξ0)n)2 + σ(Q)(x0, ξ
′
0)]

1
2 ), alors ρ̃0 =

(x(s0), ξ(s0), 2τ0s0, τ0) avec xn(s0) = 0, et ρ0 = (x′(s0), 2τ0s0, ξ′(s0), τ0).1 On supppose que le
point ρ0 est un élément de H. Microlocalement au voisinage de ρ0, on sait que les deux traces
générées u|xn=0 et ∂u

∂xn
|xn=0 sont connues. Pour t > t0, u n’est pas la solution du problème de

Dirichlet, car la trace sur le bord existe et est non nulle. En revanche, tant que le rayon n’a
pas rencontré le bord, microlocalement u est solution du problème de Dirichlet puisque u est
C∞ au voisinage du bord, le rayon n’a pas encore touché le bord. La solution du problème de
Dirichlet s’écrit

ũ = A+(h)−A−(h) (11.5.19)

qui vérifie la condition de Dirichlet. D’autre part, on vérifie que la contribution microlocale
rentrante est donnée par A−(h), et on sait que h|xn=0 = u|xn=0 et T−(h) = ∂u

∂xn
|xn=0, en

regardant microlocalement au voisinage de ρ0
2. Comme h est connue, la contribution micro-

locale de u, au voisinage d’un rayon réfléchi par le bord xn = 0 au voisinage de ρ0, est donnée
par l’égalité (11.5.19). On a ainsi résolu le problème de Dirichlet avec données de Cauchy en
t = 0, dans l’hypothèse où les rayons intersectent transversalement le bord (traduction de

la condition (x′0, t0, ξ
′
0, (q̃(p0))

1
2 ) ∈ H). On remarque que l’écriture totale de la solution est

plutôt compliquée, et dépend du fait que les rayons rencontrent le bord ou non. Une traduction
simple et intrinsèque de ces idées est présentée dans la section qui suit, et porte le nom de
théorème de propagation des singularités réfléchies.

Remarque On sait que P (A+(f)) ' 0. En revanche, on vérifie que P = ∂2
x2
n
−(−R(xn, x

′, ∂x′ , ∂t)).

Le symbole principal deR est noté r2(xn, x
′, ξ′, τ). Traditionnellement on introduit les opérateurs

strictement hyperboliques d’ordre 1 égaux à P± = ∂xn∓Op(−r2(xn, x′, ξ′, τ))
1
2 . Les opérateurs

A+ et A− ne résolvent pas P+ et P− respectivement. En effet, il existe deux opérateurs S±
d’ordre 1 tels que

1On note que l’on note parfois les coordonnées dans T ∗(X×Y ) sous les deux formes équivalentes T ∗X×T ∗Y
et X × Y × TxX × TyY .

2En effet, on a supposé que le point est hyperbolique, donc le rayon associé à B− “provient de xn < 0”, ce
qui implique que B−(I−RT̃ )u0 −B−Ru1 n’est pas une partie de la solution induite par la réflexion totale sur
le bord. Cette raison est heuristique ; il faudrait plutôt dire que la solution u du problème de Cauchy dans le
vide ne comprend pas de terme en B− si le rayon associé a déjà parcouru, en temps, une partie de l’intérieur
de l’objet réfléchissant.
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P+ ◦ P− = P + S+, P− ◦ P+ = P + S−.

Ainsi il en découle P+[P−(A−)] = S+(A−) et P−[P+(A+)] = S−(A+), ce qui prouve que
A+ ne résout pas P+ car A+ résout P . La démarche que nous avons utilisé ici n’est pas celle
utilisée habituellement pour le problème de Cauchy (comme dans Taylor [93]).

11.5.2 Théorème de propagation des singularités réfléchies

On veut montrer le théorème suivant, qui est le théorème de propagation des singularités
sur les rayons réfléchis.

Théorème 11.2 Soit u une solution, quand elle existe du problème (11.5.16). Soit γ une
bicaractéristique de p, passant par un point de Car p∩ {t = 0} se projetant sur p0 élément de
WF (u0) ∪WF (u1). Soit ρ0 la projection sur T ∗({xn = 0}) d’un point d’intersection de γ et
de T ∗X ∩ {xn = 0} .

Si ρ0 ∈ H, on construit les deux bicaractéristiques γ+ et γ− passant par les deux points de
(Π−1(ρ0) ∩ Car(p)). L’équivalence suivante est vraie

ρ0 ∈ WFb(u)⇔ γ+ ⊂WF (u) ou γ− ⊂WF (u)⇔ γ+ ⊂WF (u) et γ− ⊂WF (u).

~n

~t//

~ki

γ+

~kr

Figure 7γ−

Preuve On considère les deux points de Carp qui se projettent sur ρ0 (l’un est d’ailleurs ρ̃0).

Ces deux points sont alors ρ+ = (x′0, 0, 2τ0s0ξ
′
0, [σ(R)(x′0, 0, ξ

′
0, τ0)]

1
2 ) et ρ− = (x′0, 0, ξ

′
0,−[σ(R)(x′0, 0, ξ

′
0, τ0)]

1
2 ).

On note γ+ la bicaractéristique pour q+(x, ξ) = ξn − [σ(R)(x, ξ′0, τ0)]
1
2 issue de ρ+ et γ− la

bicaractéristique de q−(x, ξ) = ξn + [σ(R)(x, ξ′0, τ0)]
1
2 issue de ρ−.

Grâce à l’étude sur le problème de Cauchy strictement hyperbolique (Section 11.2), γ+ et
γ− sont les bicaractéristiques de P issues de ρ+ et de ρ− (il serait plus juste de dire ”passant
par” car il y a probablement à étudier le signe du coefficient elliptique pour être sûr du signe du
paramètre de la bicaractéristique). De plus, A+ et A− permettent de construire respectivement
deux solutions de P , associées respectivement à q+ et à q− (sans que cela soit des solutions
de q+ ou de q−).Lorsque u ∈ H1(xn > 0), ∂u

∂xn
est bien défini. Comme u vérifie la condition

de Dirichlet, on en déduit l’égalité PU = ∂u
∂xn
|xn=0δxn=0.

On suppose γ+ ⊂ WF (A+(f+)) (il suffit, d’après le théorème de propagation sans bord,
de supposer que γ+ ∩WF (A+(f+)) 6= ∅). Alors

γ+ ∩ {xn = 0} × TxIRn+1 ⊂WF (A+(f+)) ∩ {xn = 0}.

On vérifie que (π est la projection d’un élément de T ∗(IRn × IR) ∩ {xn = 0} sur T ∗(IRn))
WF (f+) ⊂ π(WF (A+(f+)∩{xn = 0})ceci carA+(f+)|xn=0 = f+. D’autre part, par décroissance
rapide dans un cône autour de (x′0, ξ

′
0), ξ

′
0 6= 0, si (x′0, ξ

′
0) /∈WF (f+), alors par développement

limité au voisinage de xn = 0, F [θ(xn)ψ(x′)A+(f+)(x′, xn)](ξ′, ξn) est à décroissance rapide
dans tout cône (petit) construit autour de (x′0, 0, ξ

′
0, ξ

0
n) car ξ′0 6= 0 et donc |ξ′|2 + |ξn|2
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équivalent à |ξ′|2 dans ce cône. Ainsi π(WF (A+(f+) ∩ {xn = 0}) = WF (f+). Comme
γ+ ∩ {xn = 0} = {ρ+}, le point ρ0 est dans WF (f+). Tout point (ρ0, 0, ξn) est alors dans
WF (PU), et de WF (PU) ⊂ WF (U), on en déduit que ρ0 ∈ WFb(u) = b(WF (U)). On en
déduit aussi que ρ0 ∈WF (f−) donc γ− ⊂WF (A−(f−)), et donc γ− ⊂WF (U).

Réciproquement, soit ρ0 /∈WF ( ∂u
∂xn
|xn=0). Alors, pour tout ξn, (ρ0, 0, ξn) /∈WF ( ∂u

∂xn
|xn=0⊗

δxn=0). En particulier, si (ρ0, 0, ξ
±
n ) sont les deux antécédents par Π de ρ0, on sait que ces

deux points ne sont pas dans WF (PU) ni dans WF (u|xn=0). Par théorème de propagation
des singularités hyperboliques sur U , les deux bicaractéristiques γ+ et γ− ne rencontrent pas
WF (U) car elles ne sont pas incluses dans WF (U), puisque l’intersection est vide sur une
demi-bicaractéristique (U |xn>0 = u|xn>0). Ainsi, microlocalement au voisinage de γ+ et de
γ−, U est régulière.

On considère un point ρ1
+ /∈ WF (A+(f+)). Soit ρ1 le point d’intersection entre la bica-

ractéristique de P passant par ρ1
+ et {xn = 0}. Par application du théorème de propagation

des singularités pour un opérateur de Cauchy strictement hyperbolique, la projection ρ̃1 de ρ1

dans T ∗(IRn−1 × IRt) n’est pas dans WF (f+).
Comme

∂u

∂xn
|xn=0 = (− ∂

∂xn
◦A+|xn=0 +

∂

∂xn
◦A−|xn=0)(f+)

on trouve ρ̃1 /∈WF ( ∂u
∂xn
|xn=0).

D’autre part, on considère ρ /∈ WF ( ∂u
∂xn

). On étudie la possibilité qu’il existe ξn tel que
(ρ, 0, ξn) ∈WF (U). Comme WF (U) ⊂WF (PU) ∪ Car p, il vient (ρ, 0, ξn) ∈ Car p. On note
ρ+ et ρ− les deux points (en supposant que ρ est hyperbolique. Alors WF (U) contient soit ρ+

soit ρ−. Dans les deux cas, on en déduit que la bicaractéristique γ+ ou γ− est contenue dans le
front d’onde de U , et donc que γ+ ⊂WF (A+(f+)) ou γ− ⊂WF (A−(f−), donc ρ ∈ WF (f+),
ce qui est contradictoire car ρ /∈ WF ( ∂u

∂xn
) et que ∂u

∂xn
= (T+ − T−)(f+), et T+ − T− est un

opérateur elliptique au voisinage des points hyperboliques. On a ainsi prouvé le théorème de
propagation des singularités transverses (Théorème 11.2).

Enoncons enfin un théorème plus puissant que le théorème 11.2, puisqu’il permet de tenir
compte du cas glancing en partie. Soit u une distribution prolongeable solution de Pu = 0
dans xn > 0, de prolongée U , et soit g0(u) et g1(u) les deux distributions de D′

S obtenues par
le lemme 11.5 telles que

PU = g0(u)⊗ δxn=0 + g1(u)⊗ δ′xn=0.

Théorème 11.3 (Hörmander [47]) Soit ρ dans la variété caractéristique, telle que exp(sHp(ρ))
rencontre xn < 0. On note ρ0 le point d’intersection de exp(sHp(ρ)) et de {xn = 0}. On a
l’équivalence

ρ0 ∈ WFb(u)⇔ ρ0 ∈WF (g0(u)) ∪WF (g1(u))

Le lecteur intéressé par de tels résultats peut se reporter, pour une généralisation de ce
théorème, au résultat de Melrose et Sjostrand [76] qui est un résultat de propagation des
singularités : Soit Σb la projection sur T ∗∂Ω de Car (∂2

t2 − ∆), et soit Σ∞
b l’ensemble des

points où ∂lxln
r(0, x′, t, ξ′, τ) = 0 pour tout l lorsque l’opérateur des ondes en coordonnées

redressées est écrit sous la forme ∂2
x2
n

+ R(xn, x
′, Dx′ , Dt). On a le théorème de propagation

des singularités le long du flot généralisé :

Théorème 11.4 Si u ∈ D′(Ωc), (∂2
t2 −∆)u ∈ C∞(Ωc) et u|∂Ω ∈ C∞(∂Ω), WFb(u) ⊂ Σb et

WFb(u) est invariant suivant le flot généralisé hamiltonien (défini dans [76]).

11.5.3 Construction de la solution du problème de Dirichlet

Nous nous inspirons de Taylor [93] pour la construction de la solution
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Tout d’abord, on considère une solution du problème de Cauchy associé à u0 et u1, notée
ũ. Cette solution est définie microlocalement au voisinage des bicaractéristiques γ passant
par un point de WF (u0) ∪ WF (u1). On la suppose définie pour xn ∈] − ε, ε[ dans un voi-
sinage des rayons issus des points de WF (u0) ∪ WF (u1). On la note ũ. On considère le
point ρ̃0 = (x′0, 0, t0, ξ

′
0, ξ

0
n, τ0) d’intersection de γ et de xn = 0, en remarquant que le point

(x′0, t0, ξ
′
0, τ0) est hyperbolique, que ξ0n < 0 et que l’autre point de la variété caractéristique

est ρ̌0 = (x′0, 0, t0, ξ
′
0,−ξ0n, τ0). On définit la bicaractéristique réfléchie qui est γ̃ issue du point

ρ̌0. On considère alors le problème mixte

{

Pv = 0
v|xn=0 = −ũ|xn=0

où v est défini dans un voisinage conique des bicaractéristiques γ̃. Ce problème mixte a une
solution (modulo C∞) notée v. Alors le front d’onde de v est concentré dans un voisinage
des rayons γ̃ rayons réfléchis issus des rayons incidents provenant de γ issu d’un point de
WF (u0)∪WF (u1). La solution v est microlocalement nulle au voisinage de WF (u0)∪WF (u1)
à t = 0.

La distribution ũ+v est une solution, modulo C∞ de P (ũ+v) = 0 dans xn > 0, ũ+v|t=0 =
u0, ∂t(ũ+ v) = u1 (modulo C∞), vérifiant (ũ+ v)|xn=0 = 0.

11.5.4 Analyse du problème mixte

Nous appelons ici (contrairement à la terminologie classique de la littérature de l’analyse
microlocale) la condition mixte une condition mêlant ∂tu(x

′, 0, t) et ∂xnu(x
′, 0, t). On veut

résoudre le problème

Pu = 0, z(x′)∂tu(x
′, 0, t) + ∂xnu(x

′, 0, t) = 0.

En employant la représentation avec les opérateurs A+ et A−, on étudie une solution sous la
forme A+(f+) +A−(f−) = u. Ainsi, l’égalité sur le bord conduit à

T+(f+) + T−(f−) + z(x′)[∂t ◦A+|xn=0(f+) + ∂t ◦A−|xn=0(f−)] = 0. (11.5.20)

On remarque que le symbole de l’opérateur ∂t ◦ A+|xn=0, qui est un opérateur pseudo-
différentiel, est égal à iτ , car la phase et le symbole ne dépendent pas du temps. L’égalité
(11.5.20) devient

Op(iξ+n (x′, ∂x′ψ+(x′, ξ′)) + ∂xnσ+ + iτz(x′))(f+) = −[T−(f−) + z(x′)Op(iτ)(f−)]

Si la condition mixte vérifie la condition de Lopatinskii, par exemple si Rez > 0, on a une
égalité elliptique et f+ est connue en fonction de f−, ce qui permet d’identifier les deux traces u
et ∂xnu en fonction de f−. Le résultat de propagation des singularités s’applique alors comme
précédemment.

Dans la section suivante, nous présentons des applications des parametrix de l’équation
des ondes. Nous nous focaliserons en particulier sur la démonstration rigoureuse, en terme
de propagation des singularités, des lois de Snell-Descartes (réflexion transverse d’une onde
scalaire incidente).

Nous analysons en premier la notion de front d’onde, et nous introduisons des fonctions
adaptées à cette notion : les ondes conormales. Nous utilisons cette représentation pour
construire de manière explicite le front d’onde de l’onde réfléchie, en utilisant les opérateurs
A+ et A−, pour une condition de Dirichlet.

11.6 Le coefficient de réflexion

Nous voulons ici calculer le coefficient de réflexion induit par l’écriture de la condition
aux limites. Pour le calculer plus facilement, nous introduisons une représentation de l’onde
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incidente qui généralise la notion d’onde plane incidente. Il s’agit de l’onde conormale. Elle
est caractérisée par un symbole et une phase t− θi(x′, xn). Cette phase est nulle sur le front
étudié (généralisation de l’hyperplan dans le cas d’une onde plane).

11.6.1 Onde conormale

Le bon outil pour étudier la propagation d’une onde associée à un front d’onde mis sous
la forme t = θi(x) est une onde conormale. Nous en donnons la définition et nous en étudions
les propriétés :

Définition 11.8 Une onde u(x, t) est une distribution conormale par rapport à la surface

Σ = {t = θ(x)} quand il existe un symbole σ(x, τ) ∈ Sm+n−1
4 (IRn × IR,C| ) tel que

u(x, t) =

∫ ∞

0

eiτ(t−θi(x))σ(x, τ)dτ.

avec

σ(x, τ) ' τα
∑

j

σj(x)τ−j .

Cette définition est une application de la définition 18.2.6 et du théorème 18.2.8 de [47].
Remarque : on dit que l’onde est conormale analytique lorsque le symbole σ(x, τ) est

holomorphe dans =τ < 0 et qu’il vérifie

sups≥0

∫ ∞

0

(1 + |τ |2)−β/2|σ(x, τ − is)|2dτ <∞.

Nous pouvons les représenter de manière imagée dans la figure suivante, la fonction θi(x)

pouvant alors se calculer et elle est égale à −5 + ((x+ 5)2 + y2)
1
2 (on vérifie que son gradient

est de norme 1) :

u(−1, x) = ui(−1, x) u(−1, x) = 0

Σ ∩ {t = −1}

Σ ∩ {t = 3}

u(3, x) = 0

u(3, x) = ui(3, x)

Nous vérifions que les ondes conormales sont C∞ hors du front Σ.
En effet, nous divisons l’intégrale en τ en un voisinage fixe de τ = 0 et en son complémentaire.

Dans son complémentaire, la seule majoration |σ(τ)| ≤ τ−1−ε conduit à une intégrale absolu-
ment convergente.

On se donne un ordre de troncature N de la série asymptotique tel que α−N < −1. Alors
on peut écrire, sur tout compact K en x, la majoration



214 CHAPITRE 11. PROPAGATION ET RÉFLEXION

|σ(x, τ) − σn(x, τ)| ≤ CN,Kτ−N

qui conduit à

∫

eiτ(t−θ(x))(σ(x, τ) − σN (x, τ))dτ

absolument convergente.

Si on considère une dérivée d’ordrem de
∫

eiτ(t−θ(x))(σ(x, τ)−σN+m(x, τ))dτ , cette dérivée
est aussi associée à une intégrale absolument convergente.

On se fixe un ordre de dérivationm. On vérifie alors par intégrations par parties la relation,
valable hors de t = θ(x) :

uN+m(x, t) =

∫

eiτ(t−θ(x))σN+m(x, τ)dτ = (
i

t− θ(x) )p
∫

eiτ(t−θ(x))∂pτp(σ
N+m(s, τ))dτ.

Cette relation indique, en choisissant p > α+1, que l’intégrale définissant uN+m est absolument
convergente hors de t = θ(x). On remarque aussi que

∂ltl∂
|β|
xβ
uN+m(x, t) =

∫

eiτ(t−θ(x))τ l+|β|Sα,β(σ
N+m)(x, τ)dτ,

et le choix p > l+α+|β|+1 permet de conclure à l’existence dans C0 de l’intégrale définissant la
dérivée de uN+m. La fonction u est somme de deux fonctions élément de Cm hors de t = θ(x).

De plus, le caractère holomorphe de σ(x, τ) permet d’écrire l’intégrale en déformant le
contour dans le plan complexe, sur {τ − is, s > 0}. On vérifie alors que

u(x, t) = es(t−θi(x))
∫ ∞

0

eiτ(t−θi(x))σ(x, τ − is)dτ.

La majoration uniforme de σ(x, τ − is) et le fait que e−s(θi(x)−t) tende vers 0 lorsque s tend
vers +∞ pour θi(x)− t > 0 permet d’obtenir que u(x, t) est nulle pour t < θi(x). La fonction
u(x, t0) est supportée dans le demi espace caractérisé par la frontière t0 = θi(x) ne contenant
pas ∇xθi(x0), θi(x0) = t0.

Nous donnons deux exemples

Somme de Dirac On suppose que α est un entier positif N0. On vérifie que, pour φ à
support compact dans IRd × IR

∫ ∫ ∫

eiτ(t−θ(x))τ ldτφ(x, t)dxdt = i−l
∫

dx
∫

dτ
∫

dt∂ltl(e
iτ(t−θ(x)))φ(x, t)

= il
∫

dx
∫

dτ
∫

dteiτ(t−θ(x))∂ltlφ(x, t)
= 2πil

∫

dx∂ltlφ(x, θ(x))

La distribution
∫

eiτ(t−θ(x))τ l est donc la distribution 2πilδ
(l)
t=θ(x) lorsque l est positif ou nul.

Le cas l = 0 donne ce que l’on appelle un potentiel de simple couche, le cas l = 1 donne un
potentiel de double couche.

Pour fixer les idées et simplifier les notations, on suppose que θi(0) = 0 et que le point
(0,∇x′θi(0),−1) est un point hyperbolique de IRd−1 × IRt.

Front d’onde On décompose σi en σNi et rNi . La m-ième dérivée en t (ou en x) de uNi
correspond à un symbole en τa+m. On effectue alors suffisamment d’intégrations par parties
(licites sur t 6= θi(x)) pour que l’intégrale en τ soit absolument convergente en τ = +∞. Le
terme rNi se traite de la même façon. On en déduit que ui(x, t) est C∞ hors de t = θi(x).
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Le front d’onde de la distribution ui est alors concentré sur t = θi(x). On localise ui grâce
à χ(x, t) au voisinage d’un point (x0, t0) tel que t0 = θi(x0). La transformée de Fourier de χui
est :

û(ξ, k) =

∫ ∫

ei(τ(t−θi(x))−kt−ξx)σi(x, τ)χ(x, t)dxdtdτ

On vérifie que la dérivée en (x, t, τ) de la phase dans cette intégrale est −ξ−τ∇xθi(x) = 0,
τ − k = 0, t − θi(x) = 0. La phase présente un point critique en t = θi(x), ξ = −k∇xθi(x).
Ceci implique que

WF (ui) ⊂ {(x, θi(x),−k∇xθi(x), k), k ∈ R∗}.

Solution On considère l’opérateur P étudié précédemment

P = P0 − ∂2
t2 =

∂2

∂x2
n

+R2(xn, x
′,
∂

∂x′
) +R1(xn, x

′,
∂

∂x′
) +R0(xn, x

′)− ∂2

∂t2
.

La première égalité que nous vérifions est

P (

∫

eiτ(t−θi(x))σi(x, τ)dτ) =

∫

dτeiτt(P0 + τ2)(e−iτθi(x)σi(x, τ)).

Ceci correspond à l’application de la transformée de Fourier en temps à v = Pu.
On utilise alors la section 1.5. On trouve explicitement (R2 est une forme bilinéaire sur le

fibré tangent Tx′IRn−1 à paramètre xn et R1 est un vecteur de ce même fibré tangent) :

eiτθi(x)P0(e
−iτθi(x)σi(x, τ))
=

−τ2[( ∂θi∂xn
)2 +R2(∇x′θi∇x′θi)]σi(x, τ)

−iτ [2 ∂θi
∂xn

∂σi
∂xn

+ 2R2(∇x′θi,∇x′σi) + (P0 −R0)(θi)σi]

+P0σi.

(11.6.21)

On vérifie qu’il existe θi solution de l’équation eikonale

(
∂θi
∂xn

)2 +R2(xn, x
′)(
∂θi
∂x′

,
∂θi
∂x′

) = 1

et σi solution des équations de transport

2
∂θi
∂xn

∂σli
∂xn

+
∑

j

∂xjR∂xjσ
l
i + ∂τR∂tσ

l
i + (P0 −R0)(θi)σ

l
i = iP0(σ

l−1
i )

11.6.2 La phase et l’amplitude après réflexion

On se donne une onde ui(x, t), conormale analytique par rapport à la surface d’équation
t = θi(x), supportée pour t = −T dans la partie de IR3 ne contenant pas l’ouvert Ω. Dans ces
conditions, par propagation à vitesse finie pour l’équation des ondes, il existe un point de ∂Ω,
noté x0, tel que (x0, θi(x0),∇θi(x0),−1) soit dans le front d’onde de ui et queWF (ui)∪∂Ω×IR3

soit vide pour t < θi(x0). Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition :

Proposition 11.7 Soit

ui(x, t) =
1

2π

∫

IR

eiτ(t−θi(x))σi(x, τ)dτ

une solution de (P0 − ∂2
t2)ui = 0.

• Il existe une fonction θr(x
′, xn), telle que
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( ∂θr∂xn
)2 +R2(xn, x

′)(∂θr∂x′ ,
∂θr
∂x′ ) = 1

θr(x
′, 0) = θi(x

′, 0)
∂θr
∂xn

(x′, 0) = − ∂θi
∂xn

(x′, 0).

Cette fonction θr(x) vaut

θr(x) = θi(y
′
c, 0) + y′cη

′
c − ψ+(x, η′c)

où y′c, η
′
c sont solution du système

{

y′c = ∇ξ′ψ+(x, η′c)
η′c = −∂y′θi(y′c, 0).

La solution u(x, t) = ui(x, t) + ur(x, t) de







(P0 − ∂2
t2)u = 0

u|t<0 = ui|t<0

(D), (N), (M)

(où la condition (D), (N), ou (M) est écrite sur u) est de la forme

ur(x, t) =
1

2π

∫

IR

eiτ(t−θr(x))σr(x, τ),

où

σ0
r (x

′, 0) = R(D),(N),(M)σ
0
i (x

′, 0).

Dans cette égalité

R(D) = −1
R(N) = 1

R(M)(x
′) =

∂φ+
∂xn

(x′,0)−z(x′)
∂φ+
∂xn

(x′,0)−z(x′)
=

ξ+n (x′,
∂ψ+

∂x′ (x′,0))−z(x′)

ξ+n (x′,
∂ψ+

∂x′ (x′,0))−z(x′)
.

Nous représentons dans l’ensemble de figures qui suivent la réflexion d’un front par une
ellipse. Ces dessins proviennent de l’application des lois de l’optique géométrique.

Figure 8

front a t=-3 front a t=-2
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front a t=1 front a t=2

On effectue un changement de coordonnées semi-géodésiques, qui correspond à ce point x0

et on effectue une translation en temps, pour que le temps t′ soit t′ = t− θi(x0). Le point x0

sera alors associé au point (0, 0) en coordonnées semi-géodésiques.
On suppose donc que le front d’onde de ui contient le point

ρ−0 = (0, 0,∇x′θi(0),∇xnθi(0),−1)

et que, pour fixer les idées, ce point est le premier du bord atteint par ui. On cherche la
solution du problème







Pu = 0, xn > 0
u|xn=0 = 0
u− ui ∈ C∞, t < −T

Nous relions alors ce calcul classique de résolution des équations de Helmholtz au calcul fait
sur A+ et A− en considérant la trace de la solution ui sur xn = 0 et en appliquant l’opérateur
A+ pour trouver la solution réfléchie et l’opérateur A− pour obtenir la solution incidente.

En effet, écrivons la solution de ce problème sous la forme u = ui + ur. Le problème
devient :







Pur = 0, xn > 0
ur|xn=0 = −ui|xn=0

ur ∈ C∞, t < −T

L’ensemble des points de T ∗(IR3×IRt)∩∂Ω×IR3×IR qui se projettent sur ρ0 = (0,∇x′θi(0, 0),−1)
est caractérisé par ξ2n = (∇xnθi(0, 0))2. Lorsque ∇xnθi(0, 0) est non nul, ρ0 est un point hyper-
bolique pour p. Nous nous plaçons dans cette hypothèse. Remarquons que nous avons utilisé
ici le fait que τ(t − θi(x′, xn)) est solution de l’équation eikonale. Notons aussi que WF (ui −
A−(ui|xn=0)) = ∅ dans un voisinage de tous les points de γ−(ρ−0 ) = {exp(sHp(ρ

−
0 )), s < 0}.

La bicaractéristique pour P de symbole principal

p = τ2 − ξ2n −R2(xn, x
′)(ξ′, ξ′)

issue de ρ−0 est caractérisée par le système d’équations































ṫ = 2τ
τ̇ = 0
ẋn = −2ξn
ξ̇n = ∂xnR2(ξ

′, ξ′)
ẋ′ = −2R2(ξ

′)
ξ̇′ = ∂x′R2(ξ

′, ξ′)
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avec condition initiale

t(0) = 0, τ(0) = −1, xn(0) = 0, ξn(0) = ∇xnθi(0, 0), x′(0) = 0, ξ′(0) = −∇x′θi(0, 0).

En particulier τ(s) = −1, t(s) = −2s. On vérifie ainsi que la dernière relation du système, qui
est ur ∈ C∞, t < −T implique

WF (ur) ∩ {−2s < −T, exp(sH−p(ρ
−
0 ))} = ∅

ou encore
WF (ur) ∩ {s ≥ 0, exp(sHp(ρ

−
0 )), s > T/2} = ∅.

En termes imagés, ur n’a pas de front d’onde sur la bicaractéristique rentrante de P arrivant
au point ρ−0 .

Ceci se traduit par le fait que, microlocalement au voisinage de cette bicaractéristique
rentrante ur est nul. On définit la bicaractéristique sortante associée au point

ρ+
0 = (0,∇x′θi(0),−∇xnθi(0),−1).

Par l’analyse sur les opérateurs A+ et A−, lorsque le point (0,∇x′θi(0),−1) est dans le front
d’onde de f , alors la bicaractéristique γ+ est contenue dans le front d’onde de A+(f).

Microlocalement au voisinage de γ+, on a prouvé que ur = −A+(ui|xn=0).
On vérifie que ur est accessible de deux façons : un théorème de phase stationnaire et un

calcul de solution réfléchie pour des équations eikonale et de transport. La deuxième vision
est immédiate. Pour la première, on rappelle l’existence de σ+ et de ψ+ tels que

A+(f)(x) =

∫ ∫

eiψ+(x,ξ′)−iy′ξ′σ+(x, ξ′)f(y′)dy′dξ′

On remplace f(y′) par −e−iτθi(y′,0)σi(y′, 0, τ). On obtient

ur(x, τ) =

∫ ∫

eiψ+(x,ξ′)−iy′ξ′−τθi(y′,0)σ+(x, ξ′)σi(y
′, 0, τ)dy′dξ′.

Un changement de variable permet de se ramener à η′τ = ξ′. Le théorème de la phase station-
naire en (y′, η′) donne

{

−η′c −∇y′θi(y′c, 0) = 0
∇ξ′ψ+(x, η′c)− y′c = 0

Il est clair que pour x = 0 ce système admet pour solution y′c = η′c = 0. Pour xn petit, on
vérifie ψ+(x, η′) = x′η′ + xng(x, η

′) donc ∇η′ψ+(x, η′) = x′ + xn∇η′g(x, η′). On vérifie donc
que le point critique est de la forme

{

y′c = x′ + xn∇η′g(x, η′c)
η′c = −∇y′θi(y′c, 0)

Pour xn = 0, on retrouve y′c = x′ et η′c = −∇y′θi(x′, 0). La valeur critique de la phase ainsi
obtenue est x′.η′ − x′η′ − θi(x′, 0) = −θi(x′, 0).

Pour xn > 0, l’équation donnant y′c est

y′c = x′ + xn∇η′g(x,−∇y′θi(y′c))

Cette équation implicite en y′c est résoluble dans un voisinage de xn = 0 puisque sa différentielle
est de la forme Id+xnHessη′gHessy′θi, inversible si xn est assez petit. Ce système admet donc
une solution unique (y′c(x), η

′
c(x)). La valeur critique est notée −θ(x) avec

θ(x) = θi(y
′
c(x), 0) + y′c(x).η

′
c(x)− ψ+(x, η′c(x))

On contrôle que le Hessien est non nul et que

∇xθ(x) = [∇y′(θi(y′, 0)) + η′c(x)].
dy′c
dx + [y′c(x) −∇η′ψ+(x, η′c(x))]

dη′c
dx −∇xψ+(x, η′c(x))

= −∇xψ+(x, η′c(x))
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La phase θ(x) est, on le voit, solution de l’équation eikonale associée à A+. Nous avons
donc construit la phase θr attendue pour l’onde réfléchie par xn = 0. Nous résumons dans

Lemme 11.6 Soit θi(x
′, xn) la fonction caractérisant le front de l’onde incidente. Soit ψ+(x, η′)

la phase caractéristique de l’opérateur intégral de Fourier sortant A+. On désigne par (y′c, η
′
c)

la solution de

{

−η′c −∇y′θi(y′c, 0) = 0
∇ξ′ψ+(x, η′c)− y′c = 0

Alors

θr(x) = θi(y
′
c, 0) + y′cη

′
c − ψ+(x, η′c).

Il s’agit maintenant d’identifier le coefficient de réflexion. Pour ce faire, on écrit

ui(x, t) = A−(ui|xn=0), ur = −A+(h(x′, t)).

La condition aux limites de Dirichlet donne ui + ur = 0. On obtient ainsi

A−(ui|xn=0)|xn=0 −A+(h(x′, t))|xn=0 = 0.

Les opérateurs A− et A+ sont l’identité sur xn = 0, donc h(x′, t) = ui(x
′, t). On en déduit

immédiatement

R(D)(x
′, τ) = −1.

La condition aux limites de Neumann est ∂xn(ui + ur)|xn=0. Elle se traduit donc par

∂

∂xn
◦A−(ui|xn=0)|xn=0 −

∂

∂xn
◦A+(h)|xn=0.

On utilise alors ∂xnφ+ = −∂xnφ−. Comme nous sommes au voisinage d’un point hyperbolique,
cette quantité est non nulle. Il vient alors, en regardant l’asymptotique en τ , que

∂φ+

∂xn
(x′, 0)[σ0

i (x
′, 0) + h̃(x′)] = 0.

Comme σr est obtenu en calculant A+(h̃e−iτθr(x
′,0)) et que A+ est l’identité sur xn = 0, on

trouve
R(N) = 1.

Enfin, la condition aux limites mixte s’écrit

∂xn(ui + ur)|xn=0 + z(x′)∂t(ui + ur)|xn=0.

On remplace alors ∂t par iτ , ∂xnA+|xn=0 par −iτ ∂φ+

∂xn
(x′, 0) et ∂xnA− par iτ ∂φ+

∂xn
(x′, 0). On

obtient

−iτ ∂φ+

∂xn
(x′, 0)σ0

i (x
′, 0)− iτ ∂φ+

∂xn
(x′, 0)h(x′) + iτz(x′)[σi(x

′, 0)− h(x′)] = 0

On obtient ainsi

σ0
i (x

′, 0) =
z(x′) + ∂φ+

∂xn
(x′, 0)

z(x′)− ∂φ+

∂xn
(x′, 0)

h(x′).

Le coefficient de réflexion s’en déduit immédiatement

R(M)(x
′) =

∂φ+

∂xn
(x′, 0)− z(x′)

∂φ+

∂xn
(x′, 0)− z(x′)

.

Nous résumons dans
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Lemme 11.7 Le coefficient de réflexion en fonction de la condition aux limites est

R(D) = −1

R(N) = 1

R(M)(x
′) =

∂φ+

∂xn
(x′, 0)− z(x′)

∂φ+

∂xn
(x′, 0)− z(x′)

.

On reconnâı t les cas limites z = 0 (qui permet de trouver (N)) et z = ∞ (qui permet de
trouver (D)).



Chapitre 12

Les valeurs propres du Laplacien
(C. Bardos)

La détermination des valeurs propres du Laplacien, ou plus généralement d’un opérateur
elliptique sur une variété compacte avec ou sans bord est un problème de mathématiques
“pures” qui trouve de nombreuses applications aussi bien en mathématiques fondamentales,
théorie des nombres ou géométrie, qu’en physique (comme cela est expliqué dans l’introduction
de l’article de Balian et Bloch (1970) [7]), physique nucléaire et électromagnétisme, et enfin
dans les sciences de l’ingénieur (acoustique d’une salle de concert par exemple).

Les premiers résultats datent de 1911 et sont dûs à Hermann Weyl, ils donnent un équivalent
du comportement asymptotique de ces valeurs propres.

Plusieurs idées sont apparues par la suite ; le noyau de la chaleur s’est révélé être un outil
commode (Minakshisundaram et Pleijel (1949) [78]) et le lien avec la géométrie riemannienne
s’est imposé (Mac Kean et Singer (1967) [71]).

Mais comme l’ont observé Keller et Rubinow (1960) [53] ainsi que Balian et Bloch [7],
la distribution des valeurs propres présente des oscillations dont le noyau de la chaleur ne
peut pas rendre compte. Ces oscillations sont dues à la contribution des géodésiques fermées.
Il s’agit donc d’effets globaux. Ainsi les opérateurs intégraux de Fourier se sont avérés être
l’outil le plus adapté à la mise en forme rigoureuse de ces observations.

Sans prétendre à la nouveauté, on se propose dans le présent chapitre d’illustrer ces idées et
de montrer comment la sophistication des outils va de pair avec la précision des résultats. Si-
multanément, on essaie de faire preuve “d’économie” dans cette présentation et de n’introduire
les outils que lorsqu’ils deviennent indispensables à l’amélioration des résultats.

12.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’évaluation des valeurs propres d’un opérateur elliptique du
second ordre, soit dans un domaine borné de IRn, avec pour fixer les idées la condition de
Dirichlet :

u = 0 sur ∂Ω .

soit sur une variété compacte sans bord.

Les informations les plus élémentaires sur ce comportement peuvent s’obtenir par un calcul
direct (principe du maximum) puis grâce à une série de Lévy (qui s’interprète comme un calcul
pseudo-différentiel). Pour accéder aux résultats “optimaux” il est nécessaire de tenir compte
de la géométrie globale du problème et donc d’utiliser des Opérateurs Intégraux de Fourier.
C’est cette démarche que l’on se propose d’illustrer dans le présent chapitre.

On désigne donc par L un opérateur du second ordre qui s’écrit sous la forme :
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Lu = −
∑

ij

∂i(a
ij(x)∂ju) +

∑

i

bi∂j + c = −∇x ·(A(x)∇xu) +B(x)∇xu+ c(x)u (12.1.1)

où A désigne une matrice symétrique réelle définie positive , B.∇x un champ de vecteurs et c
une fonction scalaire.

On suppose qu’il existe sur Ω une densité 0 < Y (x) ∈ C∞(Ω̄) qui symétrise L c’est-à-dire
que pour tout couple de fonctions (u, v) ∈ D(L)×D(L) on a :

∫

Ω

Lu(x)v(x)Y (x)dx =

∫

Ω

u(x)Lv(x)Y (x)dx,

∫

Ω

Lu(x)u(x)Y (x)dx ≥ 0 (12.1.2)

Dans ce cas il existe des bases Hilbertiennes de L2(Ω) formées de fonctions propres wk(x) de
l’opérateurs L :

Lwk(x) = λkwk(x) dans Ω, wk(x) = 0 sur ∂Ω si Ω n’est pas une variété sans bord

On désigne donc par
0 ≤ λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ..... ≤ λk

la suite de ces valeurs propres comptées avec leur multiplicité. Cette suite tend bien sûr vers
l’infini avec k et on veut obtenir des informations sur son comportement asymptotique lorsque
k tend vers l’infini.

Il s’agit donc d’une analyse à hautes fréquences (ce qui rentre bien dans la théorie asymp-
totique). De plus dans de nombreuses applications physiques on sera amené à considérer des
valeurs “pas trop grandes” et ainsi la précision du comportement asymptotique devient une
issue importante.

Pour simplifier l’exposé et pour mettre encore plus en évidence le rôle de la géométrie, on
se limite au cas où L s’identifie au Laplacien sur Ω muni de la structure Riemannienne ad hoc.
En fait, à cause de l’aspect haute fréquence, seule la partie principale de l’opérateur intervient.
On peut donc toujours se ramener au cas du laplacien qui contient les aspects géométriques de
la théorie des OIF, ainsi on suppose que dans un système de coordonnées locales cet opérateur
s’écrit sous la forme (invariante par changement de coordonnées riemannien) :

Lu = −∆u = − 1√
detg

∑

ij

∂i(a
ij(x)

√

detg∂ju) (12.1.3)

Dans (12.1.3) intervient la matrice symétrique définie positive : A(x) = {aij(x)} associée
au symbole principal de l’opérateur (A(x)ξ, ξ), g(x) est la matrice qui définit la structure
riemannienne, elle est reliée à A(x) par la formule (déduite du calcul variationnel via la trans-

formation de Legendre) g(x) = (A(x))−
1
2 . L’élément de volume (cf (12.1.2) ) est donc

dv(x) = Y (x)dx =
√

detg(x)dx

formule qui identifie les densités d’ordre 1
2 et les fonctions selon l’isomorphisme :

f 7→ f
√

detg(x)dx

Pour évaluer le comportement asymptotique des valeurs propres il est commode d’intro-
duire plusieurs objets :

1. La fonction de dénombrement :

N(λ) = Card{λk ≤ λ}
2. La trace de l’opérateur de la chaleur

Trace e−tL =
∑

k

e−tλk (12.1.4)
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3. La fonction de dénombrement des fréquences :

Ñ(τ) = N(τ2)

4. La trace de l’opérateur des ondes

Trace cos t
√
L =

∑

k

e±it
√
λk . (12.1.5)

Le terme 1 dans le second membre de (12.1.5) correspond à la valeur propre 0 qui est présente
(et simple) dans le cas d’un ouvert sans bord, elle disparait dans le cas d’un ouvert à bord et
bien sûr n’influe pas sur le comportement asymptotique des valeurs propres. La fonction de
dénombrement est l’inverse de la fonction k 7→ λk ; il n’est pas évident et cela sera prouvé ci
dessous que les expressions figurant au membre de droite de (12.1.4) et (12.1.5) soient bien
définies mais il convient d’observer que, au moins formellement, la trace de l’opérateur de la
chaleur est la transformée de Laplace de la distribution

∑

k

δ(λ − λk) =
d

dλ
N(λ)

tandis que la trace de l’opérateur des ondes est la transformée de Fourier de la distribution

∑

k

δ(τ ±
√
λk)

et que l’on a enfin :

Ñ(τ) =
1

2π

∫ τ

0

dτ

∫ ∞

−∞
eitτ{ Trace cos t

√
L}dt .

L’objet le plus facile à étudier est le noyau de la chaleur et on prouvera ci dessous on a pour
t > 0 et voisin de zéro un développement asymptotique de la forme suivante

∑

k

e−tλk = (4πt)−n/2
∑

0≤k≤n
akt

k
2 +O(1). (12.1.6)

Les termes de ce développement ont une interprétation géométrique intrinsèque. En particulier
dans le cas du Laplacien “plat” sur un ouvert borné de IRn, le premier coefficient n’est autre
que le volume de Ω, le second est proportionnel à la surface du bord etc... De plus pour une
variété sans bord seuls sont présents dans (12.1.6) les puissances paires de k.

Le formule (12.1.6) s’obtient par des calculs très directs (cf MacKean et Singer [71]) qui
peuvent aussi s’interpréter comme le recours aux opérateurs pseudo-différentiels (cf Taylor [T]
paragraphe 8.3 ).

Le théorème Tauberien de Karamata, [87], [52] (Théorème 12.2) permet alors de d’obtenir
l’estimation de Weyl

N(λ) ∼ a0

Γ(n2 + 1)(4π)n/2
.

Si la fonction de dénombrementN(λ) admettait pour λ→∞ un développement en puissance :

N(λ) = b0λ
s0 + b1λ

s1 ....+ bpλ
sp + λsp(1 + o(λ)), s0 > s1 > .... > 0 (12.1.7)

alors il en serait de même de sa transformée de Laplace, (c’est l’objet d’un théorème très simple
dit théorème abélien (Théorème 12.1) dont la preuve est rappelée ci dessous), pour t → 0+

et les coefficients bl se déduisent des coefficients al du développement de la transformée de
Laplace par une simple identification selon la formule :

∑

k≥0

e−λk =
∑

0≤l≤(p−1)

blΓ(sl − 1)

tsl
+O(

1

tsl
) . (12.1.8)
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Les pathologies de l’asymptotique proviennent du fait que la fonction N(λ) n’est en général
pas, jusqu’à un ordre convenable, somme de puissances, elle contient des termes oscillants qui
sont dûs à des effets géométriques non locaux. C’est pour cela que le recours à la trace de
l’opérateur des ondes s’impose.

Pour terminer cette introduction on prouve le théorème abélien et le théorème tauberien
de Karamata et on donne deux résultats permettant d’utiliser la transformée de Fourier de la
distribution

∑

k

δ(τ ±
√
λk) .

Il convient de remarquer que le dernier de ces énoncés contient des informations plus précises
que ceux qui n’utilisent que la transformée de Laplace.

Théorème 12.1 (Théorème Abélien) Soit dµ une mesure de Borel sur [0,∞) ayant le com-
portement asymptotique suivant :

lim
λ→∞

λ−γµ[0, λ) = C, avec γ ≥ 0 . (12.1.9)

Alors on a

lim
t→0+

tγ
∫ ∞

0

e−λdµ(λ) = CΓ(γ + 1) .

Démonstration. On introduit la fonction

G(λ) = (λ+ 1)−γ
∫ λ

0

dµ ≡ (λ+ 1)−γF (λ)

Par hypothèse G(λ) est une fonction uniformément bornée sur [0,∞) qui tend vers C lorsque
λ tend vers l’infini. Une intégration par parties au sens de Stieltjes donne alors

tγ
∫∞
0
e−tλdµ(λ) = tγ+1

∫∞
0
e−tλF (λ)dλ

= tγ+1
∫∞
0
e−tλ(λ+ 1)γG(λ)dλ

=
∫∞
0 e−y(y + t)γG(yt )dy .

Pour t ≤ 1,

e−y(y + t)γG(
y

t
)

est uniformément borné dans L1(IR+
y ) et pour t tendant vers zéro, (y + t)γG(yt ) converge

simplement vers Cyγ . Ainsi (12.1.9) se déduit ainsi du théorème de convergence dominée.
On remarque que le théorème 12.1 peut s’appliquer au second membre de (12.1.7) et qu’il

conduit alors à l’identification des termes de ce second membre en fonction du comportement
en puissance de la transformée de Laplace. Mais comme la transformée de Laplace lisse les
fonctions, le théorème réciproque est bien moins précis, en l’absence de l’hypothèse concernant
le développement en puissances. Il est un peu moins trivial et c’est le célèbre

Théorème 12.2 (Théorème Taubérien). Pour toute mesure µ positive sur [0,∞) la relation

∫ ∞

0

e−tλdµ(λ) ∼ t−s, s ≥ 0, t→ 0+ (12.1.10)

implique pour λ→∞ la relation :

∫ λ

0

dµ(k) ∼ λs

Γ(s+ 1)
. (12.1.11)
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Démonstration.
On utilise la transformation qui, à toute mesure σ, associe la mesure σt définie par la

formule

σt(A) = tsσ(t−1A) .

Cette transformation laisse invariante la mesure dν = ks−1dk et la conclusion (12.1.11) se
reformule selon la relation :

lim
t→0

µt[0, 1) =
1

Γ(s)
ν([0, 1)) .

Il suffit donc de prouver la relation plus forte :

lim
t→0+

∫

f(x)dµt(x) =
1

Γ(s)

∫

f(x)dν(x) ∀f ∈ C∞
0 [0,∞) .

L’hypothèse (12.1.10) (la positivité joue un rôle important) implique que la famille de mesures
e−tdµt est uniformément bornée. Ainsi il suffit de prouver (12.1.8) pour f appartenant à un
sous espace dense de fonctions continues tendant vers zéro à l’infini. On utilise enfin la densité
des polynômes en e−x (Stone Weierstrass !) pour lesquels un calcul exact est immédiat.

Voici enfin les deux énoncés impliquant non pas la transformée de Laplace mais une analyse
de Fourier.

Proposition 12.1 Soit S(t) une distribution uniformément d’ordre fini sur IRt. On suppose
que zéro est un point isolé de son support singulier et qu’après localisation (par une fonction
θ égale à 1 au voisinage de zéro et ne rencontrant pas le support singulier de S(t) en dehors
de zéro) on a :

(θ̂S)(τ) ' (
1

2π
)n|τ |(n−1)

∑

k≥0

pk|τ |−k .

Alors pour t→ 0 on a

< e−tτ
2 ˆS(τ) >' (

1

2πt
)
n
2

∑

0≤k≤n
akt

k
2 +O(1) . (12.1.12)

avec

ak = (
1

2π
)
n
2 Γ(n− k)pk . (12.1.13)

Démonstration. On introduit donc la fonction θ(t) et on décompose S(t) en la somme de deux
distributions S1(t) = θ(t)S(t) et S2(t) = (1− θ(t))S(t), la première est localisée au voisinage
de zéro, sa transformée de Fourier est donc une fonction régulière qui, pour τ tendant vers
l’infini, a un comportement asymptotique donné par

(θ̂S)(τ) ' (
1

2π
)n−1|τ |n−1

∑

k≥0

pk|τ |−k

Sa contribution :

(
1

2π
)n
∫ ∞

O

e−τ
2t|τ |

∑

k≥0

pk|τ |−kdτ

fournit par un calcul évident (du type théorème abélien) la relation (12.1.12) pourvu que soit
établi que la contribution de S2(t) dans le premier membre de (12.1.12) est négligeable ; et en
effet on a d’après Plancherel

∫ ∞

−∞
e−τ

2t ˆS2(τ)dτ =
√

2π <
1

4t
e−

s2

4t , S2(s) > .
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Maintenant, comme S2(s) est uniformément d’ordre fini (dérivée au plus m fois d’une fonction
continue bornée) et comme son support ne rencontre pas 0, on a

<
1

4t
e−

s2

4t , S2(t) >≤ e−
c2

t ,

ce qui termine la démonstration du théorème 12.1.
L’énoncé suivant permet de préciser le comportement asymptotique d’une mesure dµ dont

la transformée de Fourier est connue dans un voisinage I de zéro. Pour filtrer on introduit
une fonction de troncature (en Fourier) φ construite de la manière suivante. On choisit ψ̂ ∈
C∞

0 (− 1
2 ,

1
2 ) de norme L2 égale à 1 et on pose

φ = |ψ|2 ? |ψ|2, φa(τ) =
1

a
φ(
τ

a
) .

Bien entendu le support de ψ̂ est contenu dans l’intervalle ]−1, 1[ et celui de φ̂a dans l’intervalle
−] 1a ,

1
a [. Enfin φ est une fonction strictement positive sur tout IR. On a le théorème (Lemme

17.5.6 volume III. p 50 de Hörmander [47])

Théorème 12.3 Soit µ une fonction à croissance tempérée vérifiant µ(0) = 0. Soit d’autre
part ν une fonction localement à variation bornée avec ν(0) = 0.

On suppose que ces deux fonctions vérifient les estimations suivantes

|dν(τ)| ≤M0(|τ |+ a0)
n−1dτ

|(dµ− dν) ? φa(τ)| ≤M1(|τ |+ a1)
κ (12.1.14)

avec κ ∈ [0, n− 1] et a ≤ a0, a ≤ a1. Alors

|µ(τ)− ν(τ)| ≤ C
(

aM0(|τ |+ a0)
n−1 +M1(|τ | + a1)

κ
)

où C est une constante qui ne dépend que de κ et n.

Démonstration. Comme φ(τ) est strictement positive sur IR, il existe une constante
c0 > 0 telle que, sur l’intervalle ]− 1

2 ,
1
2 [ on ait φ > c0 et ainsi il vient :

c0a
−1

∫ τ+ 1
2a

τ− 1
2a

dµ ≤ dµ ? φa(τ) ≤ C
(

aM0(|τ | + a0)
n−1 +M1(|τ | + a1)

κ
)

(12.1.15)

en effet il suffit de majorer convenablement |dµ ? φa(τ)| ce qui, avec (12.1.14), résulte des
relations :

|dµ ? φa(τ)| ≤ |(dµ− dν) ? φa(τ)| + |dν ? φa(τ)| ≤ C
(

aM0(|τ |+ a0)
n−1 +M1(|τ | + a1)

κ
)

.

En divisant l’intervalle (0, s) en |s| + 1 intervalles de longueur inférieure à 1 on déduit de
(12.1.15) la relation

|µ(τ) − µ(τ − as)| ≤ C
(

a(|s|+ 1)M0(|τ |+ a0 + a|s|)n−1 +M1(|τ | + a1 + a|s|)κ
)

(12.1.16)

En multipliant (12.1.16) par φ(s) et en intégrant on obtient la relation essentielle :

|µ(τ) − µ ? φa(τ)| ≤ C
(

aM0(|τ |+ a0)
n−1 +M1(|τ | + a1)

κ
)

et la démonstration se termine en utilisant à nouveau la seconde relation de (12.1.14).

12.2 Trace du noyau de la chaleur.

L’opérateur L est (avec une définition convenable de son domaine) le générateur d’un semi
groupe fortement continu dans L2(Ω) et par le théorème des noyaux on a :

e−tLf(x) =

∫

Ω

K(t, x, y)f(y)dy .
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Il résulte aussi de la régularité des solutions de l’équation de la chaleur que, pour tout t > 0,
ce noyau est une fonction bornée. D’autre part la décomposition spectrale de L (avec les
conditions aux limites s’il s’agit d’un domaine borné avec frontière) conduit à la formule :

(e−tLf)(x) =

∫

Ω

K(t, x, y)f(y)dv(y) =
∑

k

e−tλkwk(x)

∫

Ω

wk(y)f(y)dv(y)

Des théorèmes classiques sur la régularité des solutions des problèmes elliptiques, il résulte
que les séries

∑

k

e−tλk |wk(x)|2, x ∈ Ω̄

∑

k

e−tλk =
∑

k

e−tλk
∫

Ω

|wk(x)|2dv(x) =

∫

Ω

K(t, x, x)dx = Trace e−tL (12.2.17)

sont (pour tout t > 0, sont mais pas pour t = 0) convergentes et en particulier le noyau de
l’opérateur de la chaleur est un opérateur à trace.

On commence par traiter un cas élémentaire.

12.2.1 L’asymptotique de Weyl pour le problème de Dirichlet à co-
efficients constants

On considère les fonctions propres et les valeurs propres du Laplacien “plat” ∆ dans un
ouvert Ω borné avec conditions de Dirichlet :

−∆wk = λkwk, , wk(x)∂Ω = 0 .

On introduit le noyau de la chaleur dans l’espace entier :

E0(t, x, y) =
1

(4πt)
n
2
e−

|x−y|2
4t .

Pour t ≥ 0, x et y dans Ω cette distribution est (par rapport aux variables x, t) solution de
l’équation de la chaleur ; elle vérifie les mêmes conditions initiales mais de plus sur le bord elle
est strictement positive ainsi, d’après le principe du maximum, elle majore le noyau du semi
groupe de la chaleur avec condition de Dirichlet selon la formule

0 < K(t, x, y) < E0(t, x, y), ∀(t, x, y) ∈ IR+ × Ω× Ω .

De cette équation on déduit tout de suite la relation :

∫

Ω

K(t, x, x)dx ≤ 1

(4πt)
n
2

vol(Ω) .

Ensuite pour tout ε > 0 fixé on introduit un ouvert O qui approxime Ω à ε > 0 près par
l’intérieur :

O ⊂ Ō ⊂ Ω, vol (Ω\O) ≤ ε .
On note δ(y) la distance d’un point y à ∂Ω et δ = δO la distance de O à Ω et on observe que
l’on a (toujours d’après le principe du maximum) :

0 < E0(t, x, y)−K(t, x, y) ≤ 1

(4πt)
n
2
e−

δ(y)2

4t . (12.2.18)

En étudiant le comportement de la fonction

s→ 1

(4πt)
n
2

e−
δ2

4s
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et en choisissant t > 0 assez petit (O et δ fixés, t ≤ δ2

2n ) on en déduit la formule :

0 <

∫

O
E0(t, x, x)dx −

∫

O
K(t, x, x)dx ≤ 1

(4πt)
n
2
e−

δ2

4t

Ceci donne

lim
t→0+

(4πt)
n
2

∫

O
K(t, x, x)dx = lim

t→0+

(4πt)
n
2

∫

O
E0(t, x, x)dx

En réutilisant (12.2.18) on en conclut que l’on a :

Vol(Ω) ≥ (4πt)
n
2 lim
t→0+

∫

Ω

K(t, x, x)dx ≥ Vol(Ω)− ε

Avec la relation (12.2.17) et le Théorème 12.2 (Théorème taubérien) on obtient l’estimation
de Weyl :

Théorème 12.4 (Estimation de Weyl) Le comportement asymptotique de la fonction de
dénombrement des valeurs propres du Laplacien “plat ” dans un ouvert borné est “au pre-
mier ordre” donné par les formules :

N(λ) = #{λk ≤ λ} ∼
Vol(Ω)

Γ(n2 + 1)(4π)
n
2
λ
n
2 , λk ∼

4π

(Vol(Ω))
2
n

k
2
n . (12.2.19)

Remarque 1 Le volume de la boule unité dans IRn est donné par la formule (cf. Schwartz
Méthodes Mathématiques de la Physique page 350)

Cn =
π
n
2

Γ( n
2+1 )

ainsi l’asymptotique de Weyl sécrit aussi sous la forme :

N(λ) ∼ Vol(Ω)
Cn

(2π)n
λ
n
2 =

1

(2π)n

∫

Ω

∫

(|ξ|2≤λ)

dxdξ (12.2.20)

formule qui sera généralisée dans les paragraphes suivants.

12.2.2 La méthode des coefficients gelés et les sommes de Lévy

Pour systématiser les résultats sur la trace du noyau de la chaleur on procède en deux
étapes.
• on généralise d’abord à un problème à coefficients variables sur une variété sans bord,
• ensuite on traite l’influence du bord.
Les calculs faits dans Mac Kean et Singer [71] et que l’on reproduit ici sont sont essentiel-

lement explicites. Ils peuvent bien sûr s’interpréter en termes de calcul d’opérateurs pseudo
différentiels ce que le lecteur trouvera dans Taylor [93](volume 2 page 55). On remarque que
comme le noyau de la chaleur est régularisant l’analyse est locale et donc le recours aux
opérateurs intégraux de Fourier n’est pas contrairement à ce qui sera exposé dans la section
12.3 nécessaire.

Suivant les notations de l’introduction on considère donc le noyau de l’opérateur de la
chaleur pour une variété compacte sans bord. En coordonnées locales celui ci s’écrit sous la
forme

etLf =

∫

Ω

K(t, x, y)f(y)dv(y) (12.2.21)

Bien sûr le noyau K(t, x, y) est symétrique en (x, y) et positif.
Enfin comme c’est à la fois une étape de la démonstration et un outil pour la suite (grâce

au Théorème 12.3) on étudie la série :
∑

k

e−λkt|wk(x)|2 = K(t, x, x), x ∈ Ω (12.2.22)
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en gardant à l’esprit qu’il s’agit d’une série convergente et que l’on a :

∑

k

e−λkt =

∫

Ω

K(t, x, x)dv(x). (12.2.23)

Pour x 6= y, K(t, x, y) est à décroissance exponentielle en 1
t pour t tendant vers zéro. Ainsi

pour l’asymptotique du second membre de (12.2.22) on utilise des coordonnées locales et la
formule (12.1.3) :

Lu = −∆u = − 1√
detg

∑

ij

∂i(a
ij(x)

√

detg∂ju)

On peut étendre l’opérateur à IRn en supposant qu’en dehors d’une boule de taille convenable
il cöı ncide avec le laplacien usuel, puis on “gèle” alors les coefficients au point y ce qui conduit
à l’équation parabolique à coefficients constants :

∂tu = ∇x ·(A(y)∇xu) = Lyu, u(x, 0) = f(x)

dont la solution élémentaire est donnée (faire un changement de variables) par

u(t, x) = (4πt)−n/2
∫

e−
(g(y)(x−z),(x−z))

4t

√

detg(y)f(z)dz .

On pose donc

Ky(t, x, z) = (4πt)−n/2e−
(g(y)(x−z),(x−z))

4t (12.2.24)

j’ai essayé de refaire le calcul, je ne comprends pas car il me semble que K(0, z, y) =
Ky(0, z, y) = 0 D’une part on a :

∫

K(t, x, z)
√

detg(z)Ky(0, z, y)
√

detg(y)dz

= K(t, x, y)
√

detg(y)
∫

Ky(t, x, z)
√

detg(y)K(0, z, y)
√

detg(z)dz

= Ky(t, x, y)
√

detg(y)

et d’autre part on a aussi :

K(t, x, y)
√

detg(y)−Ky(t, x, y)
√

detg(y)

=
∫ t

0
ds ∂∂s

∫

IRn
K(s, x, z)

√

detg(z)Ky((t− s), z, y)
√

detg(y)dz
(12.2.25)

En simplifiant (12.2.25) par
√

detg(y) et en utilisant les propriétés des solutions élémentaires
il vient enfin

K(t, x, y)−Ky(t, x, y) =
∫ t

0
ds
∫

IRn
L(K(s, x, z))

√

detg(z)Ky((t− s), z, y)dz
−
∫ t

0
ds
∫

IRn
K(s, x, z)

√

detg(z)LyKy((t− s), z, y)dz
(12.2.26)

L’opérateur de Laplace Beltrami étant autoadjoint pour la forme de volume
√

detg(z)dz on
peut réécrire l’équation 12.2.26 sous la forme :

K(t, x, y)−Ky(t, x, y) =

∫ t

0

ds

∫

IRn
K(s, x, z))(L− Ly)(Ky((t− s), z, y))

√

detg(z)dz .

(12.2.27)
On introduit les notations suivantes :

f(t, x, y) = (L− Ly)Ky(t, x, y)

et

(g#h)(t, x, y) =

∫

IRn

∫ t

0

g(s, x, z)h(t− s, z, y)
√

detg(z)dzds

qui permettent de réécrire (12.2.25) sous la forme suivante

K(t, x, y) = Ky(t, x, y) +K#f
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On désigne par f#k(t, x, y) la suite de fonction définie par la récurrence :

f#1 = f, f#(k+1) = K#f#k .

Dans la suite de cette construction on désigne par c et d différentes constantes indépendantes
de (t, x, y) et on observe que f vérifie l’estimation :

|f(t, x, y)| ≤ c
( |x− y|3

t2
+
|x− y|
t

)

t−n/2exp(−d |x− y|
2

t
) (12.2.28)

et on en déduit la majoration :

|f#k(t, x, y)| ≤ ck

Γ(n2 + 1)
t
k−n

2 exp
(

− d |x− y|
2

t

)

La série (appelée Somme de Lévy)

S(t, x, y) =
∑

k≥1

f#k(t, x, y) (12.2.29)

converge uniformément sur tout compact de IR+
t × IR2n et SN (t), sa somme à l’ordre N vérifie

la relation :
K = Ky + SN +Kf#(N+1),

soit en faisant tendreN vers l’infini, on obtient l’unicité du noyau pour la solution de l’équation
de la chaleur. On a enfin la relation :

K(t, x, y) = Ky(t, x, y) +
∑

k≥1

Ky#f#f#...#f k fois

On résume le calcul ci dessus dans la

Proposition 12.2 Soit L l’opérateur de Laplace Beltrami associé à une variété sans bord Ω
alors le noyaux de la solution élémentaire est en coordonnées locales donné par la série :

K(t, x, y) = (4πt)−
n
2 e−

(g(y)(x−z),(x−z))
4t

(

1 + t
1
2 p1(t, x, y) + tp2(t, x, y) + ...+ t

k
2 pk(t, x, y)...

)

(12.2.30)
avec

|pk(t, x, y)| ≤
ck

Γ[n2 + 1]

En explicitant le développement asymptotique du second membre de (12.2.30) on obtient (cf.
Minakshisundaram et Pleijel [78] pour une démonstration complète) la formule

∑

k≥0

e−λkt|wk(x)|2 = K(t, x, x) = (4πt)−
n
2

∑

k≥0

ak(x)t
k
2 (12.2.31)

Les étapes suivantes de l’analyse sont alors d’une part le calcul des coefficients

ak =

∫

Ω

ak(x)dv(x)

intervenant dans le développement de la trace du Laplacien et d’autre part la généralisation
de cette formule à un ouvert sans bord.

Une remarque essentielle due à Mac Kean et Singer est que ces coefficients ne dépendent
que d’objets géométriques intrinsèques et donc que l’on dispose de moyens de calcul également
intrinsèques. Plus précisément, p2k(g) est un polynôme homogène en la métrique g et en ses
dérivées covariantes, associée à une 2k−forme différentielle. Comme le calcul est local il se fait
au voisinage d’un point x choisi pour simplifier égal à zéro. Avec des coordonnées géodésiques,
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on voit que la matrice g(x) se développe en fonction polynomiale du tenseur de courbure R et
de ses dérivées covariantes. Ce tenseur est défini par le développement au premier ordre selon
la formule de Taylor :

gij(x) = δij +
1

3
Rklijxkxl +O(|x|3) (12.2.32)

On observe ensuite que ak est un polynôme homogène de degré k en R et en ses dérivées
covariantes, il en résulte, avec les symétries du laplacien que les coefficients d’ordre impair
sont nuls.

On introduit ensuite les fonctions (qui sont intrinsèques sur Ω c’est à dire invariantes par
changement de coordonnées riemannien) :

K = −
∑

i<j

Rijij

et
A = (

∑

i<j R
ij
ij)

2 = K2

B =
∑

j,k(
∑

i R
ik
ij )

2

C =
∑

ijkl(R
kl
ij )

2

(12.2.33)

On note, pour une variété avec ou sans bord (dans le cadre d’une variété sans bord on ne
définit pas S et J ) :

V =
∫

Ω dv(x) le volume riemannien de Ω
S =

∫

∂Ω
dσ la surface riemannienne de ∂Ω

K =
∫

∂ΩK(x)dv(x) la courbure intégrale de Ω
J =

∫

∂Ω J(σ)dσ la courbure moyenne intégrée de∂Ω

et on a le

Théorème 12.5 Soit Ω une variété Riemannienne compacte sans bord, de dimension n et L
l’opérateur de Laplace Beltrami correspondant alors on a la formule de trace suivante :

∑

k e
−λkt =

∫

ΩK
d(t, x, x)dv(x)

= (4πt)−
n
2 {V + t

3K + t2

180

∫

Ω(10A−B + 2C)dv(x) + 0(t3}} (12.2.34)

Corollaire 12.1 Si Ω est une variété compacte de dimension 2 la formule (12.2.34) se
réécrit :

∑

k

e−λkt =

∫

Ω

Kd(t, x, x)dVg(x) =
La surface

4πt
+
E

6
+
πt

60

∫

Ω

K2dVg(x) (12.2.35)

où E désigne la caractéristique d’Euler [25], égale à 1
2π

∫

M K.

Commentaires et Démonstration. La formule (12.2.35) se déduit de la formule (12.2.34)
avec des changements de notations et des arguments de géométrie. D’abord on parle de surface
au lieu de volume, ensuite on utilise la formule de Gauss Bonnet :

E =
1

2π

∫

Ω

KdVg(x)

et la relation (propre à la dimension 2) :

10A−B + 2C = 12K2

Le terme d’ordre zéro se calcule directement à partir du premier terme de la série de Lévy
(12.2.30). On va indiquer le calcul du terme en t et pour le terme en t2 on renvoie à [71]. Si
on change g en C2, l’opérateur L est changé en l’opérateur C−2L, donc la série

∑

k≥0

e−λkt|wk(x)|2
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est changée en la série
∑

k≥0

e−λk
t
C2 |wk(x)|2

Ainsi les coefficients a2k (les seuls non nuls) sont multipliés par C2k. D’autre part toute
dérivée covariante d’ordre l de R(C2)g est un multiple de C22 + l. En conséquence, a2k est un
polynôme homogène de degré 2k en R et ses dérivées covariantes, si on convient d’attribuer
à une dérivée covariante d’ordre l le degré 2 + l . En particulier a2 est une forme de degré 1
en R tandis que a4 est une forme de degré 2 en R plus une forme de degré 1 en les dérivées
covariantes d’ordre 2 de R. Les coefficients de ces expressions ne dépendent de Ω que par
l’intermédiaire de la dimension.

Ensuite on utilise le fait que le laplacien commute avec les transformations orthogonales.
Il en est donc de même des coefficients des formule de trace et il en résulte que a2 forme
invariante de degré 1 est proportionnelle (H. Weyl [98]) à

K(x) = −
∑

i<j

Rijij(x) .

Le calcul des coefficients se fait en regardant la sphère Ω = S2 et des variétés produit.

12.2.3 Le calcul des premiers termes dans le problème de Dirichlet

Théorème 12.6 Soit Ω une variété Riemannienne compacte à bord, de dimension n et L
l’opérateur de Laplace Beltrami correspondant avec condition de Dirichlet u = O sur ∂Ω.
Alors on a la formule de trace suivante :

∑

k

e−λkt =

∫

Ω

Kd(t, x, x)dv(x) = (4πt)−
n
2 {V − 1

4

√
4πtS +

t

3
K − t

6
J + o(t

3
2 )}

Remarque 2 Comme en dimension 2 on a :
∫

∂Ω

Jdσ = 2(1− h)

avec h désignant le nombre de “trous ” de l’ouvert (connexe mais éventuellement pas simple-
ment connexe) Ω. Ainsi le comportement asymptotique des valeurs propres λk pour k → ∞
contient-il toute l’information (utiliser le théorème Abélien) sur le comportement asympto-
tique pour t→ 0 de

∑

e−λkt et donc permet de connâı tre la taille du domaine, la surface de
sa frontière et en dimension 2 le nombre de “trous”.

Remarque 3 Dans tous les cas on trouve pour le premier terme l’expression

(4πt)−
n
2 V

Ce qui avec le théorème taubérien donne :

N(λ) ∼ λn/2

((4π)n/2Γ(n/2 + 1))
V (12.2.36)

ou encore, en introduisant dans le calcul le volume Cn−1 de la boule unité de IRn−1,

N(λ) ∼ (
1

2π
)n
∫

(A(x)ξ,ξ)≤λ
dxdξ (12.2.37)

formule qui sera retrouvée dans la section 12.3. La structure sera ainsi expliquée.
Schéma de la preuve du Théorème 12.6
On commence par calculer Kd(t, x, x) pour x ∈ Ω′ (Ω̄′ ⊂ Ω. L’influence du bord est pour t

tendant vers zéro en exp(−c/t) et ainsi les méthodes du théorème 12.5 s’appliquent et on a :

(4πt)

∫

Ω′
K(t, x, x)

√

det g(x)dx =

∫

Ω′
[1 +

t

3
K] +O(t2)
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Ensuite on utilise aux voisinage des points de ∂Ω un système de cartes locales qui transforme
l’ouvert Ω en l’ouvert xn > 0 et on introduit un recouvrement de ∂Ω par des ouverts Uj de
IRn et on se propose d’estimer :

(4πt)

∫

Ω∩U
K(t, x, x)

√

det g(x) .dx

Sur U on introduit une involution I : U → U qui conserve la structure riemannienne et laisse
invariant ∂Ω. On observe que le noyau de la chaleur avec conditions de Dirichlet sur ∂Ω ∩ U
est donné par

Kd(t, x, y) = K̃(t, x, y)− K̃(t, x, Iy)

où K̃(t, x, y) désigne la restriction à U×U du noyau de la chaleur. On a au voisinage du bord :

Kd(t, x, x) = K̃(t, x, x) − K̃(t, x, Ix) (12.2.38)

Les deux termes du second membre de (12.2.38) sont calculés par somme de Lévy (12.2.30)

en puissance de t
1
2 . On utilise à nouveau le développement de Taylor de g(x) en terme du

tenseur de Ricci et de ses dérivées covariantes, cela permet d’améliorer l’estimation (12.2.28)
et de prouver que l’on a :

|f(t, x, y)| ≤ c
( |x||x − y|3

t2
+
|x||x − y|

t
+ 1
)

t−n/2exp(−d |x− y|
2

t
)

et on en déduit la majoration :

|K#
∑

k≥2

f#k(t, x, y)| ≤ ct2−n
2 (12.2.39)

Ainsi pour avoir le comportement asymptotique jusqu’à l’ordre 1 inclus, il suffit de considérer
les termes suivants extraits de (12.2.39) par sommes de Lévy :

(4πt)n/2
∫

Ω∩U e
0(t, x, Ix)dv(x)

et
(4πt)n/2

∫

Ω∩U e
0f(t, x, Ix)dVg(x)

On utilise bien sûr le changement de variable semi-géodésique en notant ∂n la dérivée selon
la normale extérieure à Ω. Les calculs se font de manière difficile mais complètement explicite
en remplaçant g par son développement de Taylor en terme du tenseur de Ricci R.

(4πt)n/2
∫

U∩Ω

e0(t, x, Ix)dv(x) =
1

4

√
4πt

∫

U∩∂Ω

∂
∂n{gnn det g}

det g
dx′ + o(t)volume de U

(4πt)n/2
∫

U∩Ω

e0(t, x, Ix)dVg(x) = − t
6

∫

U∩Ω

∂n(gnn det g)

det g

√
gnn + o(t× volU)

et

(4πt)n/2
∫

U∩Ω

e0#f(t, x, Ix)dVg(x) + o(t× volU) .

Remarque 4 Pour conclure cette section on peut rappeler à nouveau le “sens” des résultats
obtenus ; les informations sur les valeurs propres fournissent par la transformée de Laplace
de leur fonction de dénombrement, des renseignement précis sur la géométrie du domaine :
volume, surface, nombre de trous, courbure géodésique, mais inversement le comportement
asymptotique de la trace de l’opérateur de la chaleur permet de connâı tre le premier terme
du développement asymptotique de la fonction N(λ) ; il permettrait de connâı tre d’autres
termes si on savait que cette fonction a un développement en puissance de λ mais comme cela
va être illustrée ci dessous ce n’est en général pas le cas et ainsi les résultats les plus précis
que l’on puisse espérer dans le cas général pour cette fonction de dénombrement se limitent
au premier ou au mieux au deux premiers termes comme selon les énoncés des corollaire 12.2,
théorème 12.8, corollaire 12.3 et Théorème 12.9 qui suivent.
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12.3 Influence des géodésiques fermées et opérateurs intégraux
de Fourier.

12.3.1 Formule de Poisson et pathologies du cercle et de la sphère

L’existence d’un développement de la forme (12.1.7) même jusqu’au second terme est
nullement évidente, et même fausse dans des cas simples. Sa non existence est liée à l’accu-
mulation de géodésiques fermées qui comme on le verra ci dessous contribuent à son caractère

non rationnel (en λ
n−k

2 ). Le premier exemple se construit en dimension 1 et n’est autre que
l’interprétation dans ce cadre de la formule de Poisson.

∑

k∈ZZ

eikt = 2π
∑

k∈Z
δ(t− 2πk) . (12.3.40)

En effet avec Ω = T = IR/(2πZ), les fonctions propres du laplacien sont les exponentielles com-
plexes e±ikx et les valeurs propres correspondantes sont les nombres λk = k2, (de multiplicité
2 pour k 6= 0). On retrouve bien la relation :

N(λ) ∼ 2λ
1
2

en parfait accord avec (12.1.9). Mais, comme au passage de chaque valeur propre, N(λ) aug-
mente de 2, cette fonction ne peut admettre un développement de la forme :

N(λ) = 2λ
1
2 + a1 + o(1).

D’autre part pour la fonction Ñ(τ) = N(τ2) dont la dérivée est la distribution :

S(t) =
∑

δ(τ −
√
λk)

on a une formule encore plus explicite (en désignant par Ñ(x) = N(x2)) :

N(τ) = 2τ + 2(E(τ) − τ) . (12.3.41)

Ainsi on observe que le second membre de (12.3.41) est la somme d’une fonction linéaire et
d’une fonction périodique (E(τ) désignant bien sûr la partie entière de τ). La présence de cette
fonction périodique se traduit par des singularités dans Ñ(τ) ou de sa dérivée :

d

dτ
Ñ(τ) = δ + 2

∑

k>0

δk .

En prolongeant par parité, pour utiliser la transformation de Fourier, on a, d’après la “Formule
de Poisson” (12.3.40) :

F
(

+∞
∑

−∞
δτ−k)

)

=

+∞
∑

−∞
eikt = 2π

+∞
∑

−∞
δτ−2πk (12.3.42)

Il est alors important de remarquer que le deuxième terme de (12.3.42) cöı ncide avec la
distribution

Trace cos t
√
−∆ . (12.3.43)

Et la formule (12.3.43) dit en particulier que le support singulier de la transformée de Fourier
de la distribution

d

dτ
Ñ(τ)

cöı ncide avec les longueurs des géodésiques fermées tracées sur le cercle (dans le cas présent
il n’y a qu’une que l’on parcourt bien sur plusieurs fois soit dans le sens positif soit dans le
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sens rétrograde). Ce support singulier traduit la présence d’oscillations dans le comportement
asymptotique de la fonction Ñ(τ).

Le second exemple est la sphère, pour fixer les idées on la considère en dimension 3,
(l’observation étant cependant valable en toute dimension) l’opérateur de Laplace Beltrami
est alors

Lu = −[
1

sin θ
∂θ(sin θ∂θu) +

1

sin2 θ
∂2
φu]

dont les fonctions propres sont les harmoniques sphériques :

Yk,l(θ, φ) = e±ikφP kl (cos θ), 0 ≤ l ≤ k.

correspondant aux valeurs propres
λk = k(k + 1)

ainsi chaque valeur propre est ainsi de multiplicité 2k+1 . A cause de cette multiplicité on a :

N(λk) =

l=k
∑

l=1

(2l + 1) = k(k + 1) + k = (k + 1)2

Ici aussi on retrouve la relation
N(λ) ∼ λ

qui n’est autre que (12.2.36) en dimension 2.
Par contre au passage de chaque valeur propre N(λk) saute de (2k + 1)

N(λk+0)− k(k + 1) = k + 1, N(λk−0)− k(k + 1) = −k,

et il est impossible d’avoir un développement de la forme :

N(λ) = (λ) + a1

√

(λ) + o(
√

(λ))

Remarque 5 Le cercle est bien sûr la sphère de IR2, le calcul fait ci dessus s’étend à la sphère
de IRn pour tout n. Néanmoins on a préféré ici séparer les deux cas car c’est la dimension 2
qui redonne la formule originale de Poisson. La sphère de IRn est une variété où toutes les
géodésiques fermées ont la même longueur primitive. On dit alors que le flot Hamiltonien est
périodique et dans ce cadre on peut exhiber des comportements de même nature. Ceci dépasse
cependant le cadre de cet exposé et le lecteur pourra se référer à l’article de Duistermaat et
Guillemin [32] ou au tome III de Hörmander [47].

12.3.2 Géodésiques fermées et singularités de la trace de l’opérateur
des ondes.

Généraliser ces observations est une application importante des opérateurs intégraux de
Fourier en particulier parce que les contributions des géodésiques fermées nécessitent le re-
cours à des parametrix globales. Ceci est l’objet du présent paragraphe où, pour simplifier on
considère toujours le spectre de l’opérateur de Laplace Beltrami, écrit en coordonnées locales
sous la forme suivante :

Lu =
1

√

det A−1(x)
∇x ·
(

(A(x)
√

det A−1(x)∇xu
)

sur une variété compacte en général sans bord Ω.
Comme le symbole principal de l’opérateur est (A(x)ξ, ξ), la variété caractéristique de

l’opérateur des ondes
u 7→ ∂2

t u− Lu
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est définie par la relation : C = {τ 2 = (A(x)ξ, ξ)} ⊂ T ∗(IR × Ω)\0, la métrique riemannienne
est définie par la matrice A−1 et les bicaractéristiques sont les applications

s 7→ (t(s), τ(s); y(s), η(s)) ∈ C

solutions du système différentiel







ṫ = 2τ, τ̇ = 0
ẏ = −2A(x)ξ, η̇ = ∇x(A(x)ξ, ξ)
(t, τ ; y, η)|s=0 = (0, τ0;x, ξ) ∈ C

On a bien entendu
τ = τ0 = ±

√

(A(y)η, η) = ±
√

(A(x)ξ, ξ)

et on dit qu’une bicaractéristique est périodique si sa projection s 7→ (x(s), y(s)) est une ap-
plication périodique. Les temps de parcours d’une ou plusieurs boucles s’appellent les périodes
de la bicaractéristique. On note L+ l’ensemble des périodes positives et on pose

L = L+ ∪ −L+ ∪ 0 .

Avec le paramétrage par s et la métrique donnée par A−1, la longueur d’une géodésique fermée
de période t > 0 est donnée par :

l =

∫ t
2τ0

0

(A−1ẋ(s), ẋ(s))ds =

∫ t
2τ0

0

4(A(x(s)ξ(s), ξ(s))ds = l =

∫ t
2τ0

0

4τ2
0 ds = t .

Comme dans le cas du noyau de la chaleur il est naturel de considérer à la fois les sommes

S(t, x) = 1 +
1

2

∑

k

∑

k≥0

e±i
√
λkt|wk(x)|2 (12.3.44)

et

S(t) =

∫

Ω

S(t, x)dv(x) . (12.3.45)

Proposition 12.3 Les formules (12.3.44) et (12.3.45) où les valeurs propres sont comptées
avec leur multiplicité définissent bien des distributions uniformément d’ordre fini.

Démonstration : On utilise la relation,

dp

dtp
(

1

(i
√
λk)p

ei
√
λkt)|wk(x)|2 = ei

√
λkt|wk(x)|2 ,

le fait que la norme dans L∞(Ω) de |wk(x)| est majorée par CλMk avec M convenable résulte
du théorème de Sobolev et de la relation :

−Lwk(x) = λkwk(x).

La convergence (uniforme en t et x ), pour p assez grand de la série

∑

k

ei
√
λkt

(i
√
λk)p

est donc conséquence de l’estimation de Weyl (12.2.19) obtenue précédemment.
Pour prendre en compte l’influence des longueurs des géodésiques fermées on aura besoin

des opérateurs Fourier intégraux et d’une généralisation du théorème de la phase stationnaire
adaptée à l’évaluation d’intégrales dont la phase oscille sur des sous variétés. Ainsi on introduit
la :
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Proposition 12.4 Théorème de la Phase stationnant sur une sous variété (Colin de Verdière
[26]). Soit Z une variété riemannienne de dimension d, soit a ∈ C∞

0 (Z) et soit une phase à
valeurs réelles Φ ∈ C∞(Z). On suppose que les points critiques de Φ situés dans le support de
a constituent une sous variété connexe W de Z dont on note ν la dimension. On suppose de
plus que W est une variété critique non dégénérée pour Φ, c’est à dire que le Hessien Φ”(z)
induit sur l’espace normal

N = TzZ/TzW

une forme quadratique non dégénérée Φ”(z)|N dont on note σ la signature.
Alors on a un comportement asymptotique de la forme suivante :

J(τ) =

∫

Z

eiτΦ(z)a(z)dz = (
2π

τ
)
d−ν

2 ei
π
4 σ(W )eiτΦ(W )p(τ) (12.3.46)

avec
p(τ) ∼

∑

k≥0

akτ
−k pour τ →∞ (12.3.47)

Enfin dans (12.3.47) le coefficient principal est donné par

a0 =

∫

W

a(z)|detΦ”(z)|N |−
1
2 dvw(z) (12.3.48)

avec dans (12.3.48) dvw(z) désignant l’élément de volume défini par la métrique induite par
celle de Z sur W .

La démonstration de la proposition 12.4 est donnée à la fin de ce paragraphe et on observera
dans le cours de cette démonstration que la valeur de Φ(z) et la signature de la matrice Φ”(z)
sont constants sur W .

12.3.3 Le support non singulier de la trace de l’opérateur des ondes
et sa singularité en 0.

Pour introduire les outils et bien que l’extension au cas d’un ouvert à bord soit une issue
fondamentale, on se concentre dans ce paragraphe au cas d’un ouvert sans bord.

Théorème 12.7 i) Pour x ∈ Ω le support singulier de S(t, x) est contenu dans L(x) ensemble
des longueurs des géodésiques fermées passant par x et celui de S(t) dans L.

ii) Le point 0 est isolé dans L et en son voisinage (avec l’introduction d’une fonction
θ qui localise autour de zéro, la transformée de Fourier de S(t, x) admet un développement
asymptotique de la forme suivante :

(θ̂S)(τ, x)) ' (
1

2π
)n−1|τ |

∑

k≥0

pk(x)|τ |−k (12.3.49)

et de même on a :

(θ̂S)(τ) ' (
1

2π
)n−1|τ |

∑

k≥0

pk(x)|τ |−k

iii) Les coefficients pk(x) apparaissant dans la formule (12.3.46) sont (pour k < n) liés
aux coefficients ak du développement asymptotique de Minakshisundaram et Pleijel (formule
(12.2.31)) par la relation

ak(x) = (2π)1−
n
2 Γ(

n− k
2

)pk(x) (12.3.50)

La relation (12.3.50) s’intègre pour donner, avec les notations de la section 12.2,

ak = (2π)1−
n
2 Γ(

n− k
2

)pk

Ceci implique en particulier que ces coefficients sont nuls pour k impair.
Démonstration On utilise l’asymptotique par opérateurs de Fourier intégraux et plus

précisément la
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Proposition 12.5 (Théorème de représentation) Il existe un opérateur intégral de Fourier

F̃ : Ω 7→ IR×Ω appartenant à la classe I−
1
4 (IR×Ω,Ω;C) qui résout le problème de Cauchy :

∂2
t F̃ − LF̃ = 0, F̃|t=0 = Identité de Ω, ∂tF̃|t=0 = 0 (12.3.51)

où C est la relation canonique : (t, τ ; y, η) est sur la bicaractéristique qui passe par l’un des
points (0, τ0 = ±

√

(A(x)ξ, ξ);x, ξ).

La variété canonique exhibée est donc, si on note Φt le flot bicaractéristique de l’opérateur
étudié i−1∂t +

√

(A(x)ξ.ξ),

{(t, τ); (x, ξ); (y, η), τ + q(x, ξ) = 0, (x, ξ) = Φt(y, η)}. (12.3.52)

On désigne par F (t, x, y) ∈ D(IR × Ω × O) le noyau distribution de F . Son front d’onde est
donc contenu dans

{(t, τ ; y, η;x, ξ) ∈ C × C\(t, τ ; y, η;x,−ξ) ∈ C}.
En introduisant la décomposition spectrale de l’opérateur L on a bien sûr

1x ⊗ 1y +
∑

k

cos(
√

λkt)wk(x) ⊗ wk(y) = F (t, x, y) modulo C∞ .

De plus on peut définir la restriction de cette distribution à la variété IR×D ⊂ IR×Ω×Ω où
D désigne la diagonale de Ω× Ω et on obtient :

∑

k

cos(
√

λkt)|wk(x)|2 −
∫

Ω

F (t, x, x) ∈ C∞ .

Par conséquent le support singulier de S(t, x) vérifie la relation :

supp. sing S(t, x) ⊂ {t\∃(ξ, 0, τ) ∈ C, (t, τ, x; ξ, x, ξ) ∈ C}

ce qui prouve le point i).
Pour prouver que le point 0 est isolé dans L (donc dans L(x) pour tout x ∈ Ω) on utilise

l’équation hamiltonienne et le fait Ω est compacte.
La singularité de S(t, x) au voisinage de zéro est donc caractérisée par le comportement

asymptotique pour τ → ±∞ de l’expression

I(τ, x) = (θ̂S)(τ, x) =

∫

IR×Ω

e−iτtθ(t)F (t, x, x)dt .

Comme S est réelle et paire il suffit d’étudier le cas τ > 0
Au voisinage de t = 0 on peut résoudre de manière classique (il n’y a pas de caustique)

l’équation eikonale

∂tφ
2 = (A(x)∇xφ,∇xφ) (12.3.53)

et les équations de transport. Le noyau F (t, x, y) s’écrit sous la forme :

F (t, x, y) = (2π)−n
∫

IRnη

exp{i(φ(t, x, η)− y · η)}a(t, x, y, η)dη (12.3.54)

où a(t, x, y, η) est un symbole d’ordre zéro.
On utilise l’homogénéité de degré 1 de la phase φ et de degré 0 du symbole pour réécrire,

en changeant η en τη, (12.3.54) sous la forme

I(τ, x) = (
τ

2π
)n
∫

IRnη

∫ ∞

∞
θ(t) exp{iτ(φ(t, x, η) − x · η − t)}a(t, x, x, η)dηdt . (12.3.55)
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La phase stationne au plus pour t = 0 où on a :

φ(0, x, η) = x · η, et a(t, x, x, η) = 1 (12.3.56)

et
φ′t(t, x, η) = 1,
φ′x = η,
φ′η = x .

(12.3.57)

Ainsi la sous variété de IRt × IRnη où la phase stationne est caractérisée par les relations :

t = 0, (A(x)ξ, ξ) = 1 (12.3.58)

Il s’agit donc d’une sous variété de dimension (n − 1) dans un espace de dimension (n + 1)
elle est donc de codimension 2. De plus au voisinage de zéro la phase correspondante s’écrit
(utiliser l’équation eikonale du (12.3.53) ) sous la forme :

φ(t, x, η) = x · η + t
√

(A(x)η, η) +O(t2) (12.3.59)

On déduit de (12.3.59) que la sous variété définie par (12.3.58) est bien non dégénérée au sens
du théorème de la phase stationnant sur une sous variété. L’existence d’un développement
du type (12.3.49) est donc conséquence de ce dernier théorème. Pour finir la démonstration
du point (ii) il suffit d’observer que 0 est un point isolé du spectre singulier de S(t, x) et
d’appliquer la proposition 12.1 en conjonction avec les résultats de la section 12.2.

Corollaire 12.2 Soit N(λ) la fonction de dénombrement des valeurs propres du Laplacien
sur une variété compacte Ω de dimension n (avec condition de Dirichlet s’il y a un bord) alors
on a :

N(λ) = (2π)−nCnV ol(Ω)λ
n
2 +O((λ)n−1)

Démonstration : D’après les points i) et ii) du théorème 12.7, la distribution S(t, x) est
régulière sur l’ouvert 0 < t < l(x) = 1

a(x) (avec l(x) désignant la longueur de la plus petite

géodésique fermée de longueur non nulle passant par x, de plus toujours d’après le théorème
12.7 (point iii)), pour t = 0 elle admet un développement asymptotique de la forme suivante :

ˆθ(t)S(t, x, x)(τ) = A(x)|τ |(n−1) +O(|τ |(n−2)) . (12.3.60)

Ainsi on peut appliquer le théorème de localisation (Théorème 12.3) avec les notations sui-
vantes :

dν(τ, x) = A(x)τn−1

et
dµ(τ, x) = 2

2π

∫

eiτtF (t, x, x) .

On obtient :

µ(τ, x) =
1

n
A(x)τn + Ca(x)(τn−1)

La relation (12.3.60) s’en déduit par intégration.
En fait il est possible d’améliorer sensiblement ce théorème en microlocalisant l’opérateur

F (t, x, x) et en particulier ce qui conduit au résultat pertinent d’Ivrii pour le problème au
bord.

Pour ce faire on introduit deux objets.
D’une part pour tout couple (x, ξ) ∈ T ∗(X)\0 on désigne par l(x, ξ) la longueur de la plus

petite géodésique fermée passant par ce point puis on pose (comme ci dessus)

l(x) = inf
ξ 6=0

l(x, ξ)

bien entendu s’il n’existe pas de géodésique fermée passant par ce point l(x) est pris égal à
+∞. Ainsi définie l(x, ξ) est une fonction semi continue inférieurement et l’infimum dans la
définition de l(x) peut être pris sur la sphère unité.
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D’autre part on introduit un recouvrement de T ∗(X)\0 par un nombre arbitraire mais fini
de cônes ouverts Γj et une famille Bj d’opérateurs pseudo différentiels homogènes d’ordre zéro
convenables (cf. Hörmander [47] tome IV page 258 pour les détails) qui réalisent une résolution
(modulo C∞) de l’identité et dont le front d’onde est contenu dans Γj . Notons simplement
que ce résultat a été établi pour la première fois en 1968 par Hörmander [45]. Il s’agit de la
parametrix d’Hadamard.

Avec ces outils on va prouver le

Théorème 12.8 La fonction de dénombrement de l’opérateur de Laplace Beltrami sur la
variété sans bord Ω vérifie l’estimation suivante :

|N(λ) − CnV ol(Ω)λ
n
2 | ≤ Cλ (n−1)

2

∫

(A(x)ξ,ξ)<1

1

l(x, ξ)
dxdξ (12.3.61)

Avant de faire la démonstration il convient de remarquer que de ce théorème on déduit
immédiatement le

Corollaire 12.3 On suppose que l’ensemble des points (x, ξ) par lesquels passe une géodésique
fermée est de mesure nulle dans T ∗(X)\0 (ce qui est beaucoup moins fort que de supposer que
l’ensemble des points x ∈ Ω par lesquels passe une géodésique fermée est de mesure nulle
dans Ω) alors on a, pour la fonction de dénombrement de l’opérateur de Laplace Beltrami, la
formule :

N(λ) = CnV ol(Ω)λ
n
2 + o(λ

(n−1)
2 )

Démonstration du Théorème 12.8 On utilise le recouvrement Γj et les opérateurs Bj
introduits ci dessus en posant en particulier

lj = inf
(x,ξ)∈Γj

l(x, ξ) .

Avec la fonction Ñ(τ) = N(τ2) la formule (12.3.61) s’écrit

Ñ(τ) = CnV ol(Ω)λ
n
2 + C(τ)

|C(τ)| =≤ Cτ (n−1)
∫

(A(x)ξ,ξ)<1
1

l(x,ξ)dxdξ .

D’autre part on a

Ñ(τ) =

∫ τ

0

∫

Ω

dµ(τ ′, x)dx .

On introduit la résolution de l’identité :

I =

N
∑

1

BjB
∗
j = I +R, avec R indéfiniment régularisant

et ainsi modulo τ−∞, on a :

Ñ(τ) =
∑

j

∫ τ

0

∫

Ω

dµj(τ
′, x)dx

avec

dµj(τ
′, x) =

1

π

∫

e−itτ Trace{cos(t
√
−∆BjB

∗
j )}dt ; (12.3.62)

dans (12.3.62) les traces et transformées de Fourier sont comprises au sens des distributions.
On désigne enfin par Fj(t, x, y) toute approximation (modulo C∞) du noyau de l’opérateur :

cos(t
√
−∆BjB

∗
j )
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et, comme on a :

Trace{cos(t
√
−∆BjB

∗
j )} = Trace{B∗

j cos(t
√
−∆Bj)}

on déduit du théorème de propagation des singularités que la fonction :

Sj(t, x) : t 7→ Fj(t, x, x)

est régulière pour 0 < t < lj . On suppose (ce qui est aussi possible) que les symboles principaux
bj des opérateurs Bj vérifient la relation :

∑

j

|bj |2 = 1 .

Pour appliquer le théorème de localisation, on introduit les mesures :

dνj(τ) =
1

π
∈ e−itτθ(t) Trace{cos(t

√
−∆BjB

∗
j )}dt (12.3.63)

Dans (12.3.63) θ(t) désigne une fonction régulière, à support dans un voisinage assez petit
de 0 (pas de caustiques formées pour t ∈supportθ) et égale à 1 dans un voisinage (encore
plus petit) de zéro. Ainsi comme dans la formule (12.3.54), le terme principal du noyau d’une
parametrix de l’opérateur cos(t

√
−∆BjB

∗
j ) s’écrit :

Fj(t, x, y) = (
1

2π
)−n

∫

IRnη

ei{φ(t,x,η)−y·η}a(t, x, y, η)|bj(η)|2dη

Ceci permet d’expliciter les mesures νj(τ, x) et νj(τ) selon les formules :

dνj(τ) =
∫

dνj(τ, x)dx

dνj(τ, x) = ( 1
2π )−n

∫

IRnη
ei{φ(t,x,η)−x·η}a(t, x, x, η)|bj(η)|2dη

d’où l’on déduit comme ci dessus et par le théorème de la phase stationnant sur une sous
variété que dνj(τ, x) admet un développement asymptotique de la forme

dνj(τ, x) = Cj(x)τ
(n−1) +Dj(x)τ

(n−2) + o(τ (n−2)) (12.3.64)

avec

|Cj(x)| ≤ C
∫

(A(x)ξ,ξ)≤1

|bj(ξ)|2dxdξ.

Il reste alors à appliquer le théorème de localisation 12.3 et à sommer par rapport à j pour
obtenir la relation :

|Ñ(τ) − τn∑j

∫

Ω
Cj(x)dx− τ (n−1)

∑

j

∫

Ω
Dj(x)dx| ≤

C
∑

j
1
lj

∫

(A(x)ξ,ξ)≤1 |bj(ξ)|2dxdξ .
(12.3.65)

On utilise le point ii) pour l’identification des coefficients, en particulier le terme en τ (n−1)

figurant dans le premier membre de (12.3.65) est nul dans le cas, considéré ici, de l’ouvert sans
bord. Enfin pour le second membre de (12.3.65) on a la majoration :

∑

j
1
lj

∫

(A(x)ξ,ξ)≤1
|bj(ξ)|2dxdξ ≤

∫

(A(x)ξ,ξ)≤1

∑

j
|bj(ξ)|2
lj(x,ξ)

dxdξ

≤ C
∫

(A(x)ξ,ξ)≤1
1

lj(x,ξ)
dxdξ

ce qui termine la démonstration.

L’inspection de la démonstration ci dessus fait apparâı tre les ingrédients suivants :
i) Le fait que Sj(t, x) est régulière sur l’intervalle 0 < t < lj ,



242 CHAPITRE 12. COMPTAGE DES VALEURS PROPRES

ii) Le calcul (il suffit de savoir que l’on a un développement en puissance et que l’on a une
majoration convenable du premier terme) de la singularité en t = 0 de cette distribution.

Ces deux étapes se généralisent bien sûr pour un problème aux limites. En particulier pour
le point i) on parle (cf. Hörmander [47] Tome III) de bicaractéristiques généralisées (incluant
toute interaction “physique” avec le bord) et ainsi on obtient l’énoncé suivant du à Ivrii que
l’on cite sans démonstration.

Théorème 12.9 La fonction de dénombrement de l’opérateur de Laplace sur un ouvert Ω
avec condition de Dirichlet sur la frontière vérifie l’estimation suivante :

|N(λ)− Cn
(2π)n

Vλn2 +
1

4

Cn−1

(2π)n−1
Sλ (n−1)

2 | ≤ Cλ (n−1)
2

∫

(A(x)ξ,ξ)≤1)

1

l(x, ξ)
dxdξ

et en particulier si les géodésiques fermées forment un ensemble de mesure nulle, on a :

N(λ) =
Cn

(2π)n
Vλn2 − 1

4

Cn−1

(2π)n−1
Sλ (n−1)

2 + o(λ
(n−1)

2 )

12.3.4 Contribution des géodésiques au spectre de la trace.

Grâce au théorème de localisation les résultats précédents sont, par rapport à la structure
riemannienne Globale de nature négative : on a prouvé que si on n’a pas trop de géodésiques
fermées on peut améliorer (un peu) l’asymptotique de Weyl. Pour prouver des résultats “po-
sitifs” c’est à dire impliquant des géodésiques fermées il est nécessaire de disposer de parame-
trix globales plus précises. On ne peut plus (à cause du passage des caustiques) représenter
l’opérateur Fourier intégral F (x, y, t) de la formule (12.3.51) par une seule intégrale oscillante,
par contre on dispose de l’énoncé suivant :

Au voisinage de tout point l ∈ IRt l’opérateur θ(t)F (t, x, y) s’explicite en une somme finie
d’intégrales oscillantes.

Pour ce faire on définit un recouvrement de la relation canonique C par des domaines Cα
de cartes Tα associées à des fonctions de phase de la forme

Φα(t, x, η, y) = φα(t, x, η, y)− y · η (12.3.66)

Plus précisément l’ouvert Cα est difféomorphe à un ouvert conique Zα de ]l−ε, l+ε[×Ω×Γα
avec Γα cône ouvert de IRn\0 au moyen de l’application :

(t, x, η) ∈ Zα Tα→ (t, φ′αt, x, φ
′
αx; y = φ′αη , η) ;

ainsi on représente localement modulo C∞, (pour t dans un voisinage de T ) le noyau K(t, x, y)
comme une somme finie d’intégrales oscillantes :

Fα(t, x, y) =
∑

α∈A
(2π)−n

∫

Γα

ei{φα(t,x,η)−y·η}aα(t, x, η)dη (12.3.67)

où aα(t, x, η) est un symbole d’ordre zéro dont le support est une partie conique à base com-
pacte incluse dans Zα. Avec cette représentation on a le :

Théorème 12.10 On suppose que (l > 0) ∈ L est un point isolé dans L et que, hypothèse
(Hl), l’ensemble W+

l des bicaractéristiques fermées admettant l pour période est une réunion
finie de sous variété compactes connexes non dégénérées Wl,j de dimension νj :

W+
l = ∩j∈jlWl,j , (12.3.68)
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alors au voisinage du point l la singularité de S(t) est donnée (au sens du front d’onde c’est
à dire en localisant et en prenant la transformation de Fourier) par un développement asymp-
totique de la forme suivante :

(θ̂S)(τ) =
∑

j∈Jl
e−iτl

(2π

τ

)(1−νj)/2
ei
π
4 σjpkj τ

−k (12.3.69)

avec

p0
j =

∑

α

(
1

2π
)n
∫

T−1
α (Wl,j∩Cα

|a0
α(l, x, η)|| detΦ”α|N |−

1
2 dv(x)dη

Démonstration
Soit maintenant l ∈ L et θ une fonction indéfiniment dérivable localisant au voisinage

de l. La singularité de S au point l est caractérisée par le comportement asymptotique pour
τ → ±∞ de l’expression

I(τ) = (θ̂S)(τ) =

∫

IR×Ω

e−iτtθ(t)F (t, x, x)dtdv(x) . (12.3.70)

Comme S est réelle, il suffit d’étudier le cas τ > 0, l’autre s’en déduisant par conjugaison, de
même il suffit de se limiter par parité à l ∈ L ∪ O .

Selon la théorie classique des opérateurs Fourier intégraux on explicite θF en une somme
finie (l’intégrale du second membre de (12.3.70) porte sur un compact en (x, t)) d’intégrales
oscillantes utilisant (12.3.67). Le premier membre de (12.3.70) est donc, modulo un terme à
décroissance rapide en τ , une somme finie d’intégrales oscillantes du type suivant

∫ ∫

θ(t)

∫

Γα

exp{i{φα(t, x, η) − x · η − τt}} aα(t, x, η)dηdxdt; (12.3.71)

on utilise (comme dans le passage de (12.3.54) à (12.3.55) l’homogénéité de degré 1 de la phase
φα et de degré 0 du symbole aα(t, x, η) pour obtenir

Iα(τ) = (
τ

2π
)n
∫ ∫

θ(t)

∫

Γα

exp{iτ{φα(t, x, η) − x · η − t}} aα(t, x, τη)dηdxdt . (12.3.72)

Désormais on omettra l’indice α dans les calculs. Les points critiques de la phase de l’intégrale
(12.3.72) sont donnés par (12.3.57), ce qui implique, compte tenu de la relation canonique C,
que ces points critiques cöı ncident avec les points de la forme :

(t, 1;x, ξ;x, ξ), ξ = φ′x(t, x, ξ)

De plus la phase φ vérifie l’équation “eikonale”

φ′2t = (A(x)∇xφ, φ) = 1

On désigne par W+
l , la partie de C constituée par tous les points

(l, 1;x, ξ;x, ξ)

qui sont obtenus comme image par les diverses cartes Tα des points critiques des diverses
phases Φα et on introduit le fibré en sphère conormale S∗Ω de Ω :

On considère maintenant l ∈ L,, avec pour fixer les idées l > 0 et un suppose donc que
l’ensemble W+

l est une réunion finie de sous variétés compactes connexes selon la formule
(12.3.68) reprise ci dessous :

W+
l = ∩j∈jlWl,j ,

On pose νj = dim Wl,j .
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Par une partition de l’unité Cα, rα subordonnée aux applications Tα définies par les phases
φα (en nombre fini) on se ramène a évaluer (cf Chazarain [22] pour les détails), modulo des
termes à décroissance rapide en τ

(θ̂S)(τ) = (
τ

2π
)n
∑

j

∑

α

Ij,α(τ)

où Ij,α(τ) correspond à une carte Cα qui rencontre Wl,j . L’intégrale oscillante Ij,α(τ) s’écrit
sous la forme :

Ij,α =
∑

α

∫

Zα

exp(iτ [φα(t, x, η)− x · η − t])aαdtdv(x)dη (12.3.73)

Dans (12.3.73) le symbole principal a0
α est la partie principale du symbole rαa par la carte

Tα, la phase stationne sur la variété T−1(Wl,j ∩ Cα), sur cette variété elle est constante, et
d’après l’équation eikonale égale à −τl ; ainsi on a (phase stationnaire avec paramètre)

Ij,α(τ) = e−iτl(
2π

τ
)

1−νj
2 ei

π
4 σj,αpj,α(τ)

avec
pj,α ∼

∑

k>0

pkj,ατ
−k

et

p0
j,α = (

1

2π
)n
∫

T−1
α (Wl,j∩Cα∩ supp(rαa)

a0
α(l, x, η)|det (Φ”α|N)|− 1

2 dv(x)dη

Il reste pour terminer la démonstration à prouver que l’on a :

a0
α(l, x, η) = ei

π
4 σj |a0

α(l, x, η)|

avec σj indépendant de la carte d’ordre α et |a0
α(l, x, η)| > 0. Ceci résulte des deux lemmes

suivants explicités dans l’article de Chazarain [22] et que l’on rappelle ici :

Lemme 12.1 ([22] Lemme 5.2) Il existe un entier nα tel que l’on ait sur T−1
α (Wl,j ∩ Cα)

aα(l, x, η) = einα
π
2 |a0

α(l, x, η)| 6= 0 .

et

Lemme 12.2 ([22] Lemme 5.3) Soit deux indices α , β tels que

(supp rα) ∩ (supp rβ) ∩ (Wl,j) 6= ∅

alors on a :
e(
iπ
4 σj,α+inα

π
2 ) = e(

iπ
4 σj,β+inβ

π
2 ) .

Le premier lemme se prouve en remarquant que le symbole principal est sur C solution de
l’équation de transport

{H, a} = 0 , (12.3.74)

que les conditions initiales impliquent que la restriction a|{0,1}×D∗ est identique à 1 et que
a(|{l,1}×D∗)∩C est une section constante de cette restriction.

Le deuxième lemme se prouve en microlocalisant l’opérateur Fourier intégral F (t, x, x)
sur l’intersection des deux cartes et en calculant le comportement asymptotique de ces deux
mêmes termes par le théorème 12.2.

Le cas le plus intuitif de sous variété formée de bicaractéristiques fermées correspond à une
unique bicaractéristique γ de longueur primitive T passant par le point (x, ξ). L’application :

(x, ξ) 7→ (x(s), ξ(s)) = exp sH(x, ξ)
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est symplectique ainsi sa différentielle D(exp sH) est une application IR2n dans lui même dont
le spectre est invariant par la transformation λ 7→ λ−1.

Comme la trajectoire est périodique, au point t = s = T le vecteur (ẋ(0), ξ̇(0)) est invariant
ainsi 1 est une valeur propre de multiplicité au moins égale à 2 de l’application D(expTH).
Selon la tradition on dit que γ est non dégénérée si la multiplicité de cette valeur propre
est exactement égale à 2. On désigne par K le sous espace propre correspondant et par P
l’application définie sur IR2n modulo K, elle s’identifie à une application de IR2(n−1) dans lui
même dite application de Poincaré et notée Pγ dont 1 n’est pas valeur propre. Ainsi det(I−P )
est non nul.

On a alors le

Théorème 12.11 (Duistermaat Guillemin [32])
On suppose que mT est un point isolé dans L qui correspond à une géodésique γ non

dégénérée alors au voisinage de t = mT alors la singularité de la distribution trace cos t
√
−∆

est décrite, avec θ une fonction localisant au voisinage de t = mT et τ tendant vers l’infini,
par la formule :

∫

eitτ
∑

k

ei
√
λkθ(t)dt = i−mσ

T

2π
e−imTτ |I − Pm|− 1

2 +O(τ−1) .

avec σ l’indice de Morse de la courbe γ.

Comme le point mT est isolé, la variété WmT du théorème 12.9 est réduite à la bica-
ractéristique γ parcouruem fois. De plus le fait que l’application de Poincaré soit non dégénérée
équivaut au fait que cette variété est aussi non dégénérée.

Ainsi d’après la formule (12.3.69) et avec les notations du théorème 12.9 on a :

Im(τ) = ei
π
4 σe−iτmT cm +O(τ−1) (12.3.75)

Et il reste à observer que σ s’identifie à l’indice de Morse de la courbe et que cm est donné
par la formule :

cm =
T

2π
| det(I − Pm)|− 1

2 (12.3.76)

ce qui fait l’objet de la section 3.5.
En introduisant une fonction θ(t) paire qui localise près des points ±mT et en utilisant

la parité et la réalité de la distribution Trace cos t
√
−∆, on déduit de la formule (12.3.75) et

sous les hypothèses du théorème 12.10, la relation

∫

e−iτt Trace cos t
√
−∆θ(t)dt = (−1)σ

′m T

2π
| det(I − Pm)|− 1

2 cos(τmT ) +O(τ−1) (12.3.77)

A partir de cet énoncé on se rapproche beaucoup d’une généralisation explicite de la formule
de Poisson, comme le montre le

Corollaire 12.4 On désigne par U un intervalle ouvert borné de ]0,∞[ et on suppose que

Ū ∩ L = ∪{mTj |mTj ∈ L}

est une réunion finie de longueurs de géodésiques isolées non dégénérées, alors pour toute
fonction paire φ régulière et à support dans U ∪ (−U) on a :

<
∑

k cos t
√
λk, φ(t) >

=< Trace cos t
√
−∆, φ(t) >

=<
∑

j,m(−1)σ
′
jm Tj

2π | det(I − Pmj )|− 1
2 δ(t−mTj), φ(t) > + < h(t), φ(t) >

(12.3.78)

avec h(t) ∈ L∞(IR)
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La démonstration se fait simplement en prenant la transformée de Fourier inverse de la formule
(12.3.77) en observant que seul un nombre fini de termes sont impliqués.

Remarque 6 Les énoncés ci dessus ont été décrits dans le cadre d’un ouvert sans bord,
mais comme ils n’utilisent que l’analyse microlocale le long d’une bicaractéristique isolée ils
s’adaptent ici sans trop de difficulté au cas des bicaractéristiques fermées, après un nombre
fini de réflexions transverses sur le bord, et non dégénérées.

12.3.5 Relation avec l’application de premier retour de Poincaré

L’objet de cette section est donc le calcul de coefficient cm et de l’exposant σ et leur
interprétation géométrique. Rappelons que, dans la carte locale adaptée, il existe une phase
φ(t, x, η) telle que (selon l’égalité (12.3.67))

F (t, x, y) =
1

(2π)n

∫

Γ

ei(φ(t,x,η)−y.η)a(t, x, η)dη.

Nous mettons l’opérateur des ondes sous la forme de son terme de Cauchy strictement hyper-
bolique i−1∂t + q(x, i−1∂x), de symbole principal τ + q(x, η). Nous sommes amenés à calculer
l’action de Q sur F . Le théorème de la phase stationnaire en (z, xi) sur

∫

dzdζei(x−z).ζ+iφ(t,z,η)−iy.ηQ(x, ζ)a(t, z, η)dη

conduit au point critique (zc, ζc) = (x, ∂xφ(t, zc, η), la jacobienne de la phase étant

J =

(

∂2
x2φ −I
−I 0

)

, d′inverse J−1 =

(

0 −I
−I −∂2

x2φ

)

.

Les deux premiers termes du développement asymptotique de Op(q)F sont

(∂tφ+ q(x, ∂xφ(t, x, η)))(a0 + i−1a1)+ i−1∂ta0 +
1

2i
[q1a0 +2

∑

j

∂2

∂zj∂ζj
+
∑

j,k

∂2
xjxk

φ
∂2

∂ζj∂ζk
]a0

Alors la phase φ est solution de l’équation eikonale :

∂tφ(t, x, η) + q0(x, ∂xφ(t, x, η)) = 0. (12.3.79)

Le symbole a0 est solution de l’équation de transport :

∂a0

∂t
+
∑

j

∂Q

∂ηj
(x, ∂xφ)

∂a0

∂xj
+

1

2
(
∑

j,k

∂2
ηjηkQ(x, ∂xφ)∂2

xjxkφ)a0 = 0. (12.3.80)

Notons aussi que

∑

j

∂

∂xj
(∂ηjq0(x, ∂xφ)) =

∑

j,l

∂2
ηjηlQ∂

2
xjxlφ+

∑

j

∂2
xjηjQ

ce qui fait que le terme coefficient de a0 dans (12.3.80) est étroitement lié au symbole sous-
principal de Op(Q) qui est q1−

∑

j ∂
2
xjηjQ, et qui est invariant par changement de coordonnées

symplectiques. Dans le cas d’espèce de l’opérateur des ondes, le symbole sous principal est nul1.
La relation canonique associée à la représentation de F est donc caractérisée par

1Notons que l’on retrouve ce qui a été fait précédemment, lorsque Q = ξ2, où on retrouve le terme ∆φ. La
solution est proposée par Nirenberg et Treves [80] p 491-493 par exemple, et on voit que

a0(t, x(t), η) = a0(0, x(0), η)e
− 1

2

∫ t

0

∑

j

∂
∂xj

(∂ηj q0(x,∂xφ))|x=x(s),t=sds
.

Nous verrons ci-dessous une méthode directe.
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(y, η)↔ (x, ζ)

avec y = ∂ηφ(t, x, η) et ζ = ∂xφ(t, x, η). Alors le graphe de la transformation canonique Φt0

associée à l’opérateur eit0P est égal à

Φt0
(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

=

(

x
∂xφ(t0, x, η)

)

=









Φt0x

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

Φt0ξ

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)









.

De cette relation, nous déduisons la matrice jacobienne de Φt0 , qui est appelée application de
premier retour de Poincaré, grâce aux relations obtenues en dérivant par rapport à x et par
rapport à η les deux égalités :















Φt0x

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

= x

Φt0ξ

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

= ∂xφ(t0, x, η)

soit















































∇yΦt0x
(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

∂2
xηφ(t0, x, η) = Id

∇yΦt0x
(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

∂2
η2φ(t0, x, η) +∇ηΦt0x

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

= 0

∇yΦt0ξ
(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

∂2
xηφ(t0, x, η) = ∂2

x2φ(t0, x, η)

∇yΦt0ξ
(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

∂2
η2φ(t0, x, η) +∇ηΦt0ξ

(

∂ηφ(t0, x, η)
η

)

= ∂2
xηφ(t0, x, η).

Omettant le jeu de variables (t0, x, η), on obtient

P =

( ∇yΦt0x ∇ηΦt0x
∇yΦt0ξ ∇ηΦt0ξ

)

=

(

(∂2
xηφ)−1 −(∂2

xηφ)−1∂2
η2φ

(∂2
xηφ)−1∂2

x2φ ∂2
xηφ− (∂2

xηφ)−1∂2
x2φ∂2

η2φ

)

.

Cette égalité est licite puisque l’application de premier retour de Poincaré est bien définie
lorsque cette matrice jacobienne est non singulière, ce qui implique que ∂2

xηφ est inversible.
On en déduit que

I − P =

(

I − (∂2
xηφ)−1 (∂2

xηφ)−1∂2
η2φ

−(∂2
xηφ)−1∂2

x2φ I − ∂2
xηφ+ (∂2

xηφ)−1∂2
x2φ∂2

η2φ

)

.

Par des manipulations algébriques élémentaires, on trouve que

−(I − P )

(

∂2
xηφ 0
0 ∂2

xηφ

)(

∂2
η2φ I

I 0

)

= −
(

∂2
η2φ I − ∂2

xηφ

I − ∂2
xηφ ∂2

x2φ

)(

∂2
xηφ 0
0 I

)

,

d’où la relation, dans tout système de coordonnées symplectiques

−det(I − P )det(∂2
xηφ) = det(Hessx,η(φ(t0, x, η)− x.η)). (12.3.81)

Nous avons constaté que les points critiques de (12.3.72) étaient les points (tc, xc, ηc) so-
lution de (12.3.57)







∂tφ(tc, xc, ηc) = 1
∂xφ(tc, xc, ηc) = ηc
∂ηφ(tc, xc, ηc) = xc

(12.3.82)
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La relation ∂η(φ(t, x, η) − x.η)|(tc,xc,ηc) = 0 implique que (t, ∂tφ); (x, ∂xφ); (x, ξ) est dans
C, soit, d’après la définition de C donnée par (12.3.52), la relation (x, ∂xφ(t, x, η)) = Φt(x, ξ),
l’autre relation τ + q(x, ∂xφ) = 0 étant déjà vérifiée car φ est solution de l’équation eikonale.

La troisième relation de (12.3.82) permet d’avoir

(xc, ∂xφ(tc, xc, ηc)) = Φtc(xc, ηc).

Des deux premières relations, on déduit que

q(xc, ξc) = 1, (xc, ηc) = Φtc(xc, ηc).

On vérifie ainsi que les points (tc, xc, ηc) où la phase stationne dans (12.3.72) sont les points
tc = T , période du flot caractéristique, et (xc, ηc) point fixe de Φtc avec la relation normalisante
q(xc, ηc) = 1. C’est une variété critique au sens des intégrales avec paramètre.

Considérons (x, η) un point du fibré cotangent, et (x(s), ξ(s)) la solution des équations de
Hamilton associées à q0 :







dx
ds = ∂ηq0(x(s), ξ(s))
dξ
ds = −∂xq0(x(s), ξ(s))
x(0) = x, ξ(0) = η

(12.3.83)

On vérifie que, à partir de (12.3.79)

[
∂

∂t
+
∑

p

∂q0
∂ηp

(x, ∂xφ(t, x, η))
∂

∂xp
][
∂φ

∂ηj
(t, x, η)] = 0, (12.3.84)

[
∂

∂t
+
∑

p

∂q0
∂ηp

(x, ∂xφ(t, x, η))
∂

∂xp
][
∂φ

∂xj
(t, x, η)] = − ∂q0

∂xj
(x, ∂xφ(t, x, η)). (12.3.85)

L’équation (12.3.85) est celle permettant d’obtenir ξ(t), ce qui est justifié par ce qui suit.
Comme φ est solution de l’équation eikonale, la variété lagrangienne Λφ est feuilletée par les
bicaractéristiques). Or (x, ∂∂x (φ(0, x(0), η))) = (x, η), et on vérifie que

d

ds
(
∂φ

∂xj
(s, x(s), η)) = [

∂

∂t
+
∑

p

∂q0
∂ηp

(x, ∂xφ(s, x(s), η))
∂

∂xp
](
∂φ

∂xj
(s, x(s), η)).

Le point initial correspond à s = 0 sur la bicaractéristique (12.3.83), donc ∂φ
∂x (t, x(t), η) = ξ(t).

On déduit de (12.3.84) que

d

ds
[
∂φ

∂ηj
(s, x(s), η)] = 0⇒ ∂φ

∂ηj
(s, x(s), η) =

∂φ

∂ηj
(0, x(0), η) = xj .

Il vient

∂

∂xp
(
∂φ

∂ηj
(s, x(s), η)) = δjp

et en développant le terme de gauche, il reste

∑

m

∂2φ

∂xm∂ηj
(z, x(s), η)

∂

∂xp
(xm(s)) = δjp.

Les deux matrices ainsi exhibées sont inverses l’une de l’autre, ce qui implique que leurs
déterminants sont inverses l’un de l’autre. Ainsi

a0(s, x(s), η)

(det(∂2
xmηjφ(s, x(s), η)))

1
2

= a0(s, x(s), η)|
∂

∂xp
(xm(s))| 12 .

Le dernier terme est le jacobien du changement de variable, et on sait que a0(s, x(s), η)| ∂∂xp (xm(s))| 12
est constant, égal à a0(0, x, η)× 1 = 1. On prend s = tc et η = ηc, auquel cas x(tc) = xc.
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Pour appliquer le théorème de la phase stationnaire avec paramètre à l’intégrale (12.3.73),
il faut représenter la phase dans un système de coordonnées où la variable sur la variété
caractéristique est isolée. On considère ainsi un point (x0, η0) de la bicaractéristique fermée
de longueur T = tc. Alors l’hypersurface H = {(x− x0).η0 = 0} de T ∗IRn est transverse à la
géodésique, et elle est paramétrée par (y, η). On introduit

(x(s, y, η), η(s, y, η)) = Φs(y, η).

La phase considérée est alors

ψ(t, s, y, η) = φ(t, x(s, y, η), η) − x(s, y, η).η − t.

Elle stationne en (tc, yc, ηc) ' (T, x0, η0) pour tout s par les relations de (12.3.82).
Le gradient de cette phase est (t, s, yi, ηi)











∂tφ(t, x(s, y, η), η) − 1
∑

j [∂xjφ(t, x(s, y, η), η) − ηj ]∂xj∂s
∑

j [∂xjφ(t, x(s, y, η), η) − ηj ]∂xj∂yi
∑

j [∂xjφ(t, x(s, y, η), η) − ηj ]∂xj∂ηi
+ ∂ηiφ(t, x(s, y, η), η) − xi(s, y, η)











Le jacobien en (t, y, η) est alors











∂2
t2φ(t, x(s, y, η), η)

∑

j
∂2
txjφ

∂xj
∂yi

∑

j
∂2
txjφ

∂xj
∂ηi

+ ∂2
tηiφ

∑

j
∂2
txjφ

∂xj
∂yi

∑

j,l
∂2
xjxl

φ
∂xj
∂yi

∂xl
∂yk

∑

j,l
∂2
xjxl

φ
∂xj
∂yi

∂xl
∂ηk

+ [
∑

j
∂2
xjηk

φ− δjk]
∂xj
∂yi

∑

j
∂2
txjφ

∂xj
∂ηi

+ ∂2
tηiφ

∑

j,l
∂2
xjxl

φ
∂xj
∂yi

∂xl
∂ηk

+[
∑

j
∂2
xjηk

φ− δjk]
∂xj
∂yi

∑

j,l
∂2
xjxl

φ ∂xl
∂ηk

∂xj
∂ηi

+[
∑

j
∂2
xjηk

φ− δjk]
∂xj
∂ηi











.

Nous utilisons une transformation canonique2 dans laquelle l’opérateur s’écrit q0(x, η) = η1.
Alors on obtient, à partir de l’équation eikonale















∂2
t2φ+ ∂2

tx1
φ = 0

∂2
tx1
φ+ ∂2

x2
1
φ = 0

∂2
tx′φ+ ∂2

x1x′φ = 0
∂2
tηφ+ ∂2

x1ηφ = 0

ce qui permet de réécrire, notant que ∂sxj = δj1 et ∂ηxj = 0, que le déterminant de cette
matrice hessienne est égal au déterminant de la matrice hessienne de φ(t, x, η) − x.η dans les
variables (x, η).

Enfin, la phase φ est constante sur la variété critique, et donc on trouve φ(tc, xc, ηc) −
xc.ηc − tc = −tc = −T . Ceci achève la preuve de la relation

2L’équation eikonale ∂tφ(t, x, η) + q0(x, ∂xφ(t, x, η)) = 0 implique les relations

∂2
t2
φ(t, x(s, y, η), η) =

∑

j

∂q0

∂xj
.
∂xj

∂s
+
∑

j,l

∂2φ

∂xi∂xl

∂xi

∂s

∂xl

∂s
∂2
txj

φ = −
∂q0

∂xj
−

∑

k

∂2φ

∂xk∂xj

∂xk

∂s
∂2
tηj
φ = −

∑

p

∂2φ

∂xp∂ηj

∂xp

∂s

La première ligne de la matrice hessienne est

(

∑

j

∂q0

∂xj
.
∂xj

∂s
+

∑

j,l

∂2φ

∂xi∂xl

∂xi

∂s

∂xl

∂l
,−
∑

j

∂q0

∂xj

∂xj

∂yi
−
∑

j,l

∂2
xjxl

φ
∂xj

∂yi

∂xl

∂s
,−
∑

j

∂q0

∂xj

∂xj

∂ηi
−
∑

j,l

∂2
xjxl

φ
∂xj

∂ηi

∂xl

∂s
−
∑

p

∂2
xpηi

∂xp

∂s
).

La matrice hessienne est égale à (noter les deux termes supplémentaires)

t

(

∂sx 0
∂yx 0
∂ηx I

)(

∂2φ

∂x2
∂2φ
∂xη − I

∂2φ
∂xη − I ∂2φ

∂η2

)(

∂sx 0
∂yx 0
∂ηx I

)

+M1
∂q0

∂x1

+M2
∂q0

∂x2

.
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I(µ) ' (det(I−P ))−
1
2 (2π)−1−n(

2π

µ
)

2n+1−1
2 µn

∫

Z∩q(x,ξ)=1

dωZ∩q(x,ξ)=1e
−iµT ρ̂(T )

a(T, x, x, µξ)

(det(∂2
xηφ))

1
2

.

soit

I(µ) ' (det(I − P ))−
1
2
T

2π
e−iµT ρ̂(T )

a(T, x, x, µξ)

(det(∂2
xηφ))

1
2

= (det(I − P ))−
1
2
T

2π
e−iµT ρ̂(T ).

12.3.6 Démonstration du théorème de la phase stationnant sur une
sous variété

On désigne par Z une variété de dimension n et par φ(z) une phase qui stationne sur

W = {z ∈ Z,∇zφ = 0}

On suppose que W ⊂ Z est une sous variété connexe de dimension d. Il existe donc une
application W : IRd 7→ X telle que

W = {z ∈ IRn, z =W(y), y ∈ IRd}

ainsi y 7→ W(y) est un difféomorphisme de IRd sur W et il existe un jeu de coordonnées
(zj1 , zj2 , ..., zj1) telles que la matrice

(∂Zjp
∂yl

)

soit inversible. On réordonne alors les coordonnées sur X pour que les d dernières coordonnées
soient (zj1 , zj2 , ..., zj1) et on note Ξ le difféomorphisme inverse de l’application

y 7→ (zj1(y), zj2(y), ..., zj1(y)) = (z̃n−d+1(y), z̃n−d+1(y), ...z̃n−d+1(y)) = z̃” = Ξ−1(y)

On vérifie que W s’écrit sous la forme suivante :

W = {(z̃′(z̃”)z̃”)}, avec z̃” = Ξ−1(y), z̃′(z̃”) = z̃′(Ξ(y))

Ainsi on construit une représentation de Z sous la forme Z = (z̃ ′, z̃”′) dans laquelle on a
W = {(z̃′(z̃”), z̃”)}. Bien entendu pour tout p, 1 ≤ p ≤ n on a

∂z̃pφ(z̃′(z̃”), z̃”) = 0 (12.3.86)

ce qui implique que la phase est constante sur W et que l’on a, en dérivant (91) par rapport
à l, pour n− d+ 1 ≤ l ≤ n

q=n−d
∑

q=1

∂2
z̃pz̃qφ(z̃′(z̃”), z̃”)

∂z̃q
∂z̃l

+ ∂2
z̃pz̃lφ(z̃′(z̃”), z̃”) = 0 (12.3.87)

La hessienne de φ est ainsi solution de d équations indépendantes et est au plus de rang n−d.
On dit que la sous variétéW est non dégénérée si cette hessienne est exactement de rang n−d.
Il existe alors au moins une sous matrice inversible de taille (n − d) × (n − d). Les équations
(92) montrent aussi que pour l ≥ n− d+ 1 on a :

∂2
z̃pz̃lφ(z̃′(z̃”), z̃”) = −

q=n−d
∑

q=1

∂2
z̃pz̃qφ(z̃′(z̃”), z̃”)

∂z̃q
∂z̃l

ainsi la matrice inversible (n− d)× (n− d) est extraite de la matrice

(

∂2
z̃pz̃q

)

1≤p≤n,1≤q≤n−d.
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On écrit désormais z̃” = y et z̃′(z̃”) = x(y). La variété critique W est l’ensemble des points
de la forme (x(y), y) et les équations du point critique sont

∇xφ(x(y), y) = 0,
∇yφ(x(y), y) = 0

(12.3.88)

En dérivant par rapport à y ces deux égalités il vient :

Hessxφ(x(y), y) · ∂x∂y + ∂2φ(x(y),y)
∂x∂y = 0,

∂2φ
∂y∂x · ∂x∂y + Hessyφ(x(y), y) = 0

(12.3.89)

Ce qui permet d’écrire que l’on a :

Hess(x,y)φ =

(

Hessxφ −Hessxφ
∂x
∂y

tHessxφ
∂x
∂y +t

(

Hessxφ
∂x
∂y

)

∂x
∂y

)

Il en résulte que si Hessxφ est de rang strictement inférieur à n − d il en est de même de
la matrice Hess(x,y)φ. Donc imposer que la matrice Hess(x,y)φ soit de rang n − d (ce qui est
l’hypothèse de non dégénérescence est équivalent à imposer que la matrice Hessxφ soit aussi
de rang n− d ce qui est l’hypothèse nécessaire pour pouvoir appliquer le théorème de la phase
stationnaire avec paramètre. On observe de plus que siW est connexe φ(x(y), y) et la signature
de Hessxφ sont tous deux constants sur W , ces deux nombres sont donc notés φ(W ) et σ(W ).
On a donc d’après le théorème de la phase stationnaire avec paramètre pour a(z) une fonction
indéfiniment dérivable et en utilisant les changements de variables et de notations ci dessus :

∫

eikφ(z)a(z)dz = ( 2π
k )

n−d
2

∫

IRdy
eikφ(x(y),y)ei

φ
4 σ(Hessxφ(x(y),y))(|Hessxφ(x(y), y)|− 1

2

×{∑j≥0 k
−jLj(a)(x(y), y)}dy

= ( 2π
k )

n−d
2 eikφ(w)ei

φ
4 σ(w) {∑j≥0

∫

IRdy
|Hessxφ(x(y), y)|− 1

2Lj(a)(x(y), y)}dy .
(12.3.90)

Bien sur dans (12.3.90) les égalités sont à prendre au sens des développements asympto-
tiques par rapport au paramètre k et les Lj désignent des opérateurs différentiels d’ordre j
par rapport aux variables “conormales ” y ∈ IRn−d. Nous avons achevé la preuve du théorème
de la phase stationnant sur une sous-variété.

12.4 Conclusion

On a essayé de montrer dans ce rapport la nécessité d’utiliser des outils précis et adaptés
pour démontrer des propriétés fines concernant la distribution des valeurs propres du Lapla-
cien.

Le lecteur observera qu’il reste encore un gap assez important entre les résultats intuitifs
fournis par les physiciens (Balian et Bloch [7] par exemple) et ceux rigoureusement démontrés.
Une des raisons essentielles est que, au niveau de l’équation des ondes, on utilise un double
passage à la limite.

Les parametrix (obtenues par opérateurs intégraux de Fourier) ne sont en général valables
que pour un temps fini (la stabilité des géodésiques fermées permet de contourner dans cer-
tains cas ce handicap), tandis que les valeurs propres se manifestent naturellement dans le
comportement à “grand” temps des solutions.

Des situations plus complexes au niveau de la géométrie (trajectoires chaotiques) conduisent
à la théorie du chaos quantique ou des cicatrices.

Inversement, on peut se demander si la connaissance des valeurs propres détermine le
domaine et la géométrie riemannienne. Ceci est d’ailleurs le titre d’une contribution essentielle
de Kac [51] sur le sujet (Can we hear the shape of a drum ?). Lax et Phillips [59] ont ainsi
contribué à étudier la réponse à cette question.
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Comme on l’a vu à la section 2, de nombreuses quantités géométriques sont déjà déterminées
par la distribution ou le comportement asymptotique des valeurs propres, néanmoins la réponse
à la question de Kac est négative (même à une isométrie près).

Pour connâı tre l’objet, il faudrait avoir non seulement les valeurs propres mais la trace
sur le bord des fonctions propres correspondantes (ou ce qui revient au même l’opérateur de
Dirichlet-Neumann) Belyshev [10], Sylvester and Ulhmann [86]. Ceci est d’ailleurs déjà vrai
en dimension 1 pour l’opérateur de Hill (Mc Kean [70]).

A plus d’une dimension d’espace, un exemple géométrique explicite où la réponse à la
question de Kac est négative est fourni par Buser et Bérard [19].

Dans le cas d’un ouvert non borné (par exemple le complémentaire d’un compact (obs-
tacle)) le spectre de l’opérateur des ondes (avec pour fixer les idées une condition de Dirichlet
sur le bord) :

A =

(

0 I
∆ 0

)

,D(A) = (H1
0 (Ω)× L2(Ω))

devient continu et égal à iIR. La résolvante (µI − A)−1, définie pour Reµ > 0, peut - pourvu
qu’on la localise (c’est-à-dire on la multiplie à gauche et à droite par des fonctions régulières à
support compact) - être prolongée à tout le plan complexe en une fonction méromorphe dont
les pôles

µk = αk + iβk, Reαk < 0

sont appelées fréquences de rayonnement. Sous des hypothèses convenables, ces pôles per-
mettent de représenter le champ proche (c’est-à-dire la solution au voisinage de l’obstacle)
sous la forme

u(t, x) =
∑

Reµk≥−σ,|x|≤R
eµktwk(x) +O(e−σt). (12.4.91)

Ainsi la partie imaginaire des pôles traduit les oscillations des ondes et leur partie réelle
correspond à la décroissance locale dûe à la dispersion.

Les résonances jouent pour le problème extérieur le rôle des valeurs propres pour le
problème intérieur. Leur signification “appliquée” est même bien plus explicite (un avion
éclairé par un radar ne vole pas dans un domaine borné ; lorsqu’on écoute de la musique on ne
place pas son oreille à l’intérieur de l’instrument mais à l’extérieur). Sans développer ce sujet
il semble bon de signaler que, au fur et à mesure de leur obtention, les résultats concernant
les valeurs propres ont été transposés aux fréquences de rayonnement.

L’estimation de Weyl trouve son analogue d’abord dans l’estimation des fréquences réelles
(Lax et Phillips [60]) puis dans une première estimation du nombre N(R) des fréquences de
module inférieur à R (Melrose [75]). Le calcul d’asymptotiques avec une phase stationnaire
ou une série asymptotique a permis de traiter des exemples “pathologiques” faisant apparâı
tre les contributions des géodésiques captives (Ralston [84], Bardos-Guillot-Ralston [8] Ikawa
[48], [49]).

L’introduction du front d’onde analytique et de la régularité Gevrey a permis de systématiser
les premiers résultats de V. B. Filippov [37], V. M. Babic et N.S. Grigoreva [4]. On peut
ainsi évaluer la contribution des géodésiques rampant sur l’obstacle (Bardos-Lebeau-Rauch [9],
Sjostrand-Zworski [89]). Enfin, l’utilisation des inégalités de Carleman ou du calcul h−pseudo-
différentiel conduit à des résultats optimaux sur la manière dont les fréquences de rayonnement
(qui sont, rappelons le µk = αk + iβk, αk < 0) peuvent s’approcher de l’axe imaginaire lorsque
βk →∞ (Burq [18]).

Comme cela a été dit en introduction, l’analyse du spectre du laplacien apparâı t aussi
en arithmétique et en théorie des groupes. Pour commencer, on peut étendre la formule de
Poisson à n (ou pour simplifier à 2) dimensions d’espace. On désigne par L le réseau des points

L = {(ma, nb), (m,n) ∈ ZZ
2, a, b ∈ IR2}
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ainsi que le groupe des translations engendré par le vecteur (a, b). De même, on désigne par
L′ le réseau dual des 2π(ma ,

n
b ). Comme les translations commutent avec le laplacien, par

passage au quotient celui-ci devient l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la variété compacte
sans bord Ω = IR2/L. Les valeurs propres sont les carrés des modules des éléments du groupe

dual ω′ = 2π(ma ,
n
b ), |ω′|2 = 4π2(m

2

a2 + n2

b2 ), tandis que les longueurs des géodésiques fermées
sont les modules des éléments de L : ω = (ma, nb), |ω|2 = m2a2 + n2b2. On retrouve par la
formule de Poisson une version exacte de (3.80) :

∑

ω′∈L′

eit|ω
′| =

ab

4π

∑

ω∈L
δ(t− |ω|).

Par Fourier inverse et Laplace elle redonne la célèbre formule de Jacobi

∑

L′

e−4π2|ω|2t =
ab

4πt
(
∑

L

e−
|ω|2
4t )

qui correspond au comportement asymptotique de la trace du noyau de la chaleur. Bien en-
tendu, le comportement asymptotique de la fonction de comptage N(λ) s’interprète comme le
calcul du nombre de points à coordonnées entières situés dans l’ellipse

x2

a2
+
y2

b2
=

λ

4π2

Selon Lax et Phillips [61], Gauss avait, dans le cas du cercle, donné la formule ”optimale”

N(λ) = Mλ2 +O(λ).

On remarque immédiatement que la démarche ci-dessus peut être généralisée au cas où M
est une variété riemannienne quelconque et où Γ est un sous groupe des transformations de
M qui préservent la structure riemannienne. Alors le spectre du Laplacien va contenir des
informations intrinsèques sur la variété M et le sous-groupe Γ. Le cas qui a été le plus étudié
est sans doute celui où M s’identifie au demi plan de Poincaré H = {(x, y), y > 0} muni de

la métrique Riemannienne ds2 = dx2+dy2

y2 . Le groupe qui préserve cette métrique s’identifie à

SL(2, IR) = G et l’opérateur de Laplace-Beltrami est y2(∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 ) + 1
4u.

Pour tout sous groupe Γ de G, on peut donc considérer la variété riemannienne H/Γ et
étudier le spectre de l’opérateur de Laplace-Beltrami en relation avec Γ. Le cas où H/Γ est
compacte a été développé entre autres par Mc Kean [73]. Mais le cas le plus fascinant est celui
qui correspond au groupe modulaire donné par

z → az + b

cz + d
, ad− bc = 1, (a, b, c, d) ∈ ZZ

4.

Dans cette situation,H/Γ n’est plus compacte (bien que de volume fini). Le recours à une adap-
tation de la théorie du scattering évoquée ci-dessus s’impose pour contourner cette difficulté
et comme dans le cas de l’obstacle borné, on introduit un semi groupe Z(t) correspondant à
un développement du type (12.4.91). Un calcul explicite de représentation des groupes montre
que le spectre de B correspond aux pôles de la fonction

−(
1− 2µ

1 + 2µ
)2

Γ(−µ)ζ(−2µ)

Γ( 1
2 − µ)ζ(1− 2µ)

où ζ désigne la fonction zeta de Riemann. Ainsi une analyse du comportement asymptotique de
Z(t) donnerait la réponse à la conjecture de Riemann. Plus précisément il suffirait de prouver
l’estimation

l̄im
1

t
log ||(B + i)Z(t)|| ≤ −1

4
. (12.4.92)
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Malheureusement les auteurs [60] poursuivant le calcul montrent que la preuve de (12.4.92)
repose en fait sur l’hypothèse de Riemann, et ainsi le problème reste ouvert. Ces dernières
remarques achèvent ce chapitre de présentation d’une application des opérateurs intégraux de
Fourier.



Chapitre 13

Réflexion des ondes
électromagnétiques.

Dans ce chapitre, nous calculons l’expression locale d’une relation au bord entre champ
électrique et champ magnétique (condition d’impédance). Nous introduisons à cet effet une
formulation intrinsèque des équations de Maxwell, que nous dériverons de manière élémentaire
d’identités sur la divergence et le rotationnel. Nous écrivons alors les équations de Maxwell
dans un système de coordonnées adapté au bord.

Nous étendons la notion de front d’onde pour une distribution (E,H). Nous considérons
un champ électromagnétique incident conormal analytique par rapport à une surface d’onde.

De cette forme du champ électromagnétique, on en déduira, dans certaines hypothèses
sur l’objet réfléchissant Ω, une relation entre les champs électrique et magnétique tangentiels.
Le problème extérieur obtenu en imposant sur ∂Ω cette condition est alors un problème de
réflexion de singularités comme celui que nous avons étudié pour les ondes scalaires. Nous
démontrerons le résultat de réflexion dans le cas général.

13.1 Géométrie et équations de Maxwell

13.1.1 Formalisme différentiel

Nous commençons par des formules explicites de calcul différentiel. Nous considérons donc
deux systèmes de coordonnées dans IR3, le système (x1, x2, x3) et le système (X1, X2, X3).
Nous supposons que les équations de Maxwell sont écrites dans le système de coordonnées
cartésien (X).

La matrice jacobienne qui caractérise le changement de variables est

(Mij) Mij(x) =
∂Xj

∂xi
(x)

Nous introduisons la matrice N égale à (detM)(tM)−1. Cette matrice est la matrice des
cofacteurs de M . Nous introduisons aussi la matrice g(x) = (M tM)−1.

L’identité remarquable que nous utilisons est la suivante : soit F1(X), F2(X), F3(X) trois
fonctions C∞(X). Alors si on introduit





f1(x)
f2(x)
f3(x)



 = M(x)





F1(X(x))
F2(X(x))
F3(X(x))



 (13.1.1)

on obtient




∂x3f2(x)− ∂x2f3(x)
∂x1f3(x)− ∂x3f1(x)
∂x1f2(x)− ∂x2f1(x)



 = N(x)





∂X3F2(X(x))− ∂X2F3(X(x))
∂X1F3(X(x))− ∂X3F1(X(x))
∂X1F2(X(x))− ∂X2F1(X(x))



 . (13.1.2)

255
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Cette égalité permet d’écrire l’équivalence :

rotxe = iωµh⇔ rotXE = iωµH.

D’autre part, nous notons que divXH est transformé facilement par cette opération ; en
effet

∫

IR3 divXHu(X)dX = −
∫

IR3 H.∇Xu(X)dX
= −

∫

IR3 H.M−1∇xu(X(x))(detM)(x)dx
= −

∫

IR3 H.(detM)−1tN∇xu(X(x))(detM)dx
= −

∫

IR3(NH).∇xudx
=

∫

IR3 divx(N(x)H(X(x)))u(x)dx

Nous avons donc aussi l’égalité

divxh = divXH

Les deux équations divXH et rotXE = iωµH sont donc conservées par le changement
simultané de variable et de fonction inconnues. On vérifie que la transformation ME =
e est une transformation qui caractérise les 1−formes différentielles (en écrivant la 1-forme
différentielle associée à e comme e1dx1 + e2dx2 + e3dx3 et celle associée à E comme E1dX1 +
E2dX2+E3dX3. De même, la matrice N étant la matrice des cofacteurs de tM , elle caractérise
les 2−formes différentielles (exprimées par exemple sous la forme h1dx2 ∧ dx3 +h2dx3 ∧ dx1 +
h3dx1 ∧ dx2).

L’opérateur différentielle extérieure d qui permet de passer d’une 1−forme différentielle
à une 2−forme différentielle (et aussi d’une fonction à une 1−forme différentielle ainsi que
d’une 2−forme différentielle à un déterminant) est intrinsèque. Il peut s’exprimer sur les
bases adaptées aux coordonnées (x1, x2, x3) et (X1, X2, X3) respectivement en utilisant la
correspondance entre les champs de vecteurs et les formes différentielles :







df → ∇xf = M∇Xf
de→ rotxe = NrotXM

−1E
dh→ divxh = divX(N−1H)

Il nous faut enfin évaluer rotXH et divXE en fonction de E,H et du changement de
variable. Par exemple, dans l’égalité (13.1.2), nous considérons F = H . Alors on trouve,
définissant f = MH comme en (13.1.1), que

NrotXH = rotxMH,

Comme h = NH , on obtient NrotXH = rotx(MN−1h). D’après la définition de N et de g,
on a MN−1 = (detM)−1M tM = (detM)−1g−1. Enfin, detg = (det(M tM))−1 = (detM)−2,
ce qui donne

rotXH = (detg)
1
2 tM [rotx((detg)

1
2 g−1h)]. (13.1.3)

Enfin, par intégration par parties

∫

R3

divXEu(X)dX = −
∫

R3

E.∇XudX = −
∫

(M−1e).M−1∇xu(detM)dx,

ce qui donne

divXE = (detg)
1
2 divx((detg)−

1
2 g(e)). (13.1.4)

Les deux équations de Maxwell divXE = 0 et rotXH = −iωεE deviennent alors

(detg)
1
2 divx((detg)−

1
2 g(e)) = 0 (13.1.5)

(detg)
1
2 tM [rotx((detg)

1
2 g−1h)] = −iωεE,
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qui se réécrit
(detg)

1
2 g−1[rotx((detg)

1
2 g−1h)] = −iωεe. (13.1.6)

Notons que nous reconnaissons ici l’opérateur d∗ agissant dans (13.1.4) sur les 1−formes
différentielles et dans (13.1.6) sur les 2−formes différentielles. Ce résultat est bien connu (voir
Bossavit [14], Buldyrev [5]). Nous résumons ceci dans le

Lemme 13.1 Associant à E = (E1, E2, E3) en coordonnées cartésiennes la 1−forme différentielle
E = E1dX1 + E2dX2 + E3dX3 et à H = (H1, H2, H3) dans ce même système de coordonnés
la 2−forme différentielle H = H1dX2 ∧ dX3 +H2dx3 ∧ dX1 +H3dX1 ∧ dX2, les équations de
Maxwell s’écrivent de manière intrinsèque dans tout système de coordonnées indépendant du
temps















dE = −µ∂tH
d∗H = +ε∂tE
d∗E = 0
dH = 0

Nous n’utiliserons pas réellement cette représentation intrinsèque ici, mais il est bon de
remarquer que toutes les égalités que nous écrirons sont indépendantes du système de coor-
données que nous avons choisi ; en particulier, les relations au bord, la définition du champ
tangent et normal au bord s’écrivent de manière plus simple que dans le système de coor-
données cartésiennes.

De plus, la forme des opérateurs d et d∗ et le changement simultané d’inconnues (en
passant de E à e = ME) permet d’écrire plus simplement le système différentiel vérifié par
des combinaisons linéaires des Ej (comme En = E1n1+E2n2+E3n3 si n est le vecteur normal
à une surface). De la sorte, cette représentation permet de simplifier et de réécrire le système
associé à la réflexion des singularités électromagnétiques.

13.1.2 Opérateurs de Calderòn

Nous considérons donc un objet Ω (dont, pour plus de commodité nous supposons le
bord assez régulier) et nous supposons que le matériau contenu dans Ω est caractérisé par ses
constantes diélectriques ε et µ. Nous écrivons IR3 = Ω∪Ω′∪∂Ω. Les champs électromagnétiques
stationnaires, solution des équations de Maxwell dans Ω et dans un voisinage du bord ∂Ω dans
Ω′, vérifient les conditions de transmission au bord de Ω, soit, en désignant par n(x) la normale
extérieure à Ω au point x ∈ ∂Ω :

{

limy→x,y∈Ωn(x) ∧ E(y) = limy→x,y∈Ω′n(x) ∧ E(y)
limy→x,y∈Ωn(x) ∧H(y) = limy→x,y∈Ω′n(x) ∧H(y).

Traditionnellement, lorsque l’on cherche à étudier la réflexion ou la diffraction par Ω, on vou-
drait remplacer le calcul ou l’analyse de la solution dans Ω par une relation liant limy∈Ω,y→x∈∂Ω

et limy∈Ω′,y→x∈∂Ω. La réponse théorique a été apportée par Michel Cessenat [21], avec les
opérateurs de Calderòn. Lorsque l’onde incidente est une onde plane, de fréquence donnée,
et que le vecteur d’onde incident est normal ou proche de la normale, (ou encore lorsque le
matériau contenu dans Ω est à fort indice), Léontovich a introduit en 1948 la notion de coef-
ficient d’impédance Z =

√

µ
ε et a donné une relation approchée locale entre E et H , qui est

n ∧ E = Z(n ∧ n ∧H). Nous démontrons ici que, modulo certaines hypothèses sur les coeffi-
cients E et H , l’opérateur de Calderòn obtenu par M. Cessenat est localement un opérateur
pseudo-différentiel. On donne son symbole principal dans une asymptotique haute fréquence.
Cet opérateur pseudo-différentiel est la généralisation du coefficient d’impédance obtenu par
Léontovich dans le cas du milieu à fort indice.

Les hypothèses que nous considérons sont alors (dans le cas où la transformée de Fourier
en temps est caractérisée par −iω)

=ε > 0,=µ > 0,=(εµ) > 0. (13.1.7)
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Dans ces conditions, le problème à l’intérieur de Ω est un problème elliptique. Le résultat
de la Proposition 2.4 permet alors de démontrer l’existence d’un développement asymptotique
de la solution à l’intérieur de Ω lorsque le champ tangentiel n ∧ E est donné sur le bord par
son développement asymptotique. D’autre part, on rappelle le résultat donné par M. Cessenat
de l’existence et de l’unicité de la solution du problème harmonique des équations de Maxwell
à l’intérieur d’un ouvert Ω. Pour cela, introduisons l’espace H0(rot,Ω) des distributions u de

(L2(Ω))3 telles que rotu ∈ (L2(Ω))3 et que n ∧ u|∂Ω = 0, et l’espace au bord H− 1
2 (div, ∂Ω) =

{v ∈ (H− 1
2 (∂Ω))3, n.v = 0, div∂Ωv ∈ H− 1

2 (∂Ω)}. Alors :

Théorème 13.1 • Soit S une fonction de H− 1
2 (div, ∂Ω), et soit k2 = εµω2 un nombre com-

plexe qui n’est pas une valeur propre de l’opérateur A autoadjoint tel que

Au = rotrotu+u, u ∈ H0(rot,Ω), rotrotu ∈ (L2(Ω))3 (D(A) = {u ∈ H0(rot,Ω), Au ∈ L2(Ω)})
Le système d’équations















rotE = iωµH
rotH = −iωεE
n ∧ E|∂Ω = S
(E,H, rotE, rotH) ∈ (L2(Ω))3

admet une solution unique
• Si ω ∈ IR et ε ou µ est complexe, la condition sur k2 est toujours vérifiée, ce qui assure

l’existence et l’unicité de la solution du système d’équations.

La preuve en est classique : lorsque on étudie la solution du système d’équations (utilisant
div(rot) = 0, divE = divH = 0), on se ramène à l’équation de Helmholtz

(∆ + k2)E = 0, n ∧E|∂Ω = S, divE = 0,

dont la formulation variationnelle est

∫

Ω

(−∇E∇φ̄+ k2Eφ̄)dx+

∫

∂Ω

φ(n ∧ S)dσ = 0

La forme sesquilinéaire est coercive, car k est complexe. En effet, on trouve, grâce à

|a(E,E)|2 = (Rea(E,E))2 + (=a(E,E))2

et aux contrôles respectifs de chaque terme, l’inégalité

|a(E,E)|2 ≥ C(||E||2 + ||∇E||2).
L’opérateur donnant (n∧(n∧H)|∂Ω en fonction de S existe et s’appelle opérateur de Calderòn
intérieur. Nous étudions dans ce qui suit un développement asymptotique de cet opérateur dans
un système de coordonnées adapté au bord.

Dans la fin de ce paragraphe, nous définissons, suivant littéralement Cessenat [21], les
opérateurs de Calderòn pour le problème de Maxwell stationnaire dans le cas de constantes
diélectriques ε > 0, µ > 0. Nous montrons comment cette définition est reliée à la définition
de l’opérateur Dirichlet to Neumann (DTN) employé pour le problème de Helmholtz. Nous
ne définissons pas les espaces employés ; le lecteur se reportera au chapitre 4.2 de [21]. On
s’appuie sur deux théorèmes d’existence et d’unicité (respectivement Theorem 5 et Theorem
6 de [21] pp 106-107). Ces théorèmes sont valables lorsque Ω est un ouvert borné régulier de
complémentaire connexe :

Théorème 13.2 Soit Ω ouvert de IR3. Il existe un unique u ∈ H1
loc(∆, CΩ) vérifiant







(∆ + k2)u = 0

u|∂Ω = u0 ∈ H 1
2 (∂Ω)

condition de Sommerfeld sortante :∇u.~rr − iku = o( 1
r ).
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Théorème 13.3 Soit ε, µ > 0. Il existe un unique couple (E,H) tel que (le o dans la condition
de Silver-Muller est uniforme en fonction de la direction ~r

r sur la sphère unité)















rotH + ikcεE = 0, rotE − ikcµH = 0 dans CΩ

n ∧ E|∂Ω = m ∈ H− 1
2 (div, ∂Ω)

(E,H) ∈ (L2
loc(CΩ))6, ( rotE, rotH) ∈ (L2

loc(CΩ))6

conditions de Silver-Muller : kcεE − kH = o( 1
r ), kcµ

~r
r ∧H + kE = o( 1

r ).

L’opérateur Dirichlet to Neumann pour le problème de Helmholtz est alors l’application
u0 → ∂nu|∂Ω, où u est la solution du problème du théorème 13.2.

L’opérateur de Calderòn extérieur Ce est l’application m → n ∧ H |∂Ω, où (E,H) est la
solution du problème traité dans le théorème 13.3.

13.1.3 Écriture des équations de Maxwell dans un système de coor-
données semi-géodésiques

Ce paragraphe donne à nouveau la construction des coordonnées adaptées au bord déjà vu
dans la section 11.4.2. Nous reprenons exactement la même démarche pour que cette partie
puisse se lire indépendamment du reste. Nous considérons un point x0 ∈ ∂Ω. Il existe un
voisinage V de x0 tel que, localement, V puisse être représenté par un système de coordonnées
x1, x2 sur ∂Ω et par l la distance le long de n(x1, x2), n vecteur normal unitaire sortant à ∂Ω
en (x1, x2). Autrement dit, tout point de V est caractérisé par le changement de variable

Xi(x1, x2, l) = Yi(x1, x2) + lni(x1, x2)

où (n1(x1, x2), n2(x1, x2), n3(x1, x2)) est le vecteur normal à ∂Ω au point

(Y1(x1, x2), Y2(x1, x2), Y3(x1, x2)).

La matrice de changement de variable M (en notant x3 = l) est alors

Mij(x1, x2, l) = ∂xiYj(x1, x2) + l∂xinj(x1, x2), i = 1, 2
M3j(x1, x2, l) = nj(x1, x2)

l

x1

x2

Figure 9

∂Ω

Nous remarquons que, comme n est un vecteur unitaire et que Y (x1, x2) décrit ∂Ω ∩ V ,
le vecteur n est orthogonal à ∂xin aussi bien qu’à ∂xiY , ce deuxième vecteur étant tangent à
∂Ω. La troisième ligne de M est donc orthogonale aux deux autres. La matrice M tM est donc
de la forme





g11(x1, x2, l) g12(x1, x2, l) 0
g12(x1, x2, l) g22(x1, x2, l) 0

0 0 1



 .
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Utilisant la relationN = (detg)−
1
2 gM , on constate que la dernière ligne deN est (detg)−

1
2 ni.

De plus, cette dernière ligne est orthogonale aux deux autres.
Ceci permet de vérifier que, pour l = 0, e = ME et h = MH vérifient e3 = E.n, h3 =

(detg)−
1
2H.n, et e1, e2, h1, h2 appartiennent au plan tangent à ∂Ω. Ce changement d’inconnues

permet donc d’avoir un système d’équations simple (puisque ne dépendant que de la métrique
au bord) où les composantes tangentielle et normale de e et de h sont décomposées.

Nous nous intéressons à ces composantes. En particulier, il existe quatre fonctions Cij , i, j =
1..2 et deux opérateurs Aj et un champ de vecteur B, définis par

Ajf = (detg)
1
2 [g1j∂x1((detg)

1
2 f) + g2j∂x2((detg)

1
2 f)]

B(h1, h2) = (detg)
1
2 [∂x1((detg)−

1
2 (−g12h1 + g11h2) + ∂x2((detg)−

1
2 (−g22h1 + g12h2)]

tels que

(detg)
1
2 g−1[rotx((detg)

1
2 g−1h)] =





−∂lh2

∂lh1

B(h1, h2)



+





A1h3

−A2h3

0



+





C1jhj
C2jhj

0





Le système d’équations

{

(detg)
1
2 g−1[rotx((detg)

1
2 g−1h)] = −iωεe

rotxe = iωµh
(13.1.8)

est alors équivalent à































−∂lh2 +A2h3 + C11h1 + C12h2 = −iωεe1
∂lh1 −A1h3 + C21h1 + C22h2 = −iωεe2
−∂le2 + ∂x2e3 = iωµh1

∂le1 − ∂x1e3 = iωµh2

B(h1, h2) = −iωεe3
∂x1e2 − ∂x2e1 = iωµh3

En remplaçant dans les quatre premières équations e3 et h3 par leur expression en fonction
de h1, h2, e1, e2, on obtient le système équivalent :































(P0 + 1
iωP1 + 1

(iω)2P2)(x1, x2, l, ∂x1 , ∂x2)









e1
e2
h1

h2









= (iω)−1∂l









e1
e2
h1

h2









−(iω)−1B(h1, h2) = εe3
(iω)−1(∂x1e2 − ∂x2e1) = µh3.

(13.1.9)

où les opérateurs différentiels P0, P1, P2 sont :

P0 =









0 0 0 µ
0 0 −µ 0
0 −ε 0 0
ε 0 0 0









, P1 =









0 0 0 0
0 0 0 0
−C21 −C22 0 0
C11 C12 0 0









,

P2 =









(

0 0
0 0

)

−ε−1

(

−∂x1 ◦B
−∂x2 ◦B

)

(

A1 ◦ ∂x2 −A1 ◦ ∂x1

A2 ◦ ∂x2 −A2 ◦ ∂x1

) (

0 0
0 0

)









.

(13.1.10)

Nous avons ainsi décomposé notre problème selon les variables normale et tangentes au
bord ∂Ω.
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Nous remarquons que le problème étudié peut être caractérisé comme un problème h-
pseudo-différentiel, où les opérateurs utilisés se développent en h = ω−1. Par exemple, (iω)−1∂l =
hDl. Le système (13.1.9), avec conditions aux limites en l = 0 e1(x1, x2, 0, ω) = e01(x1, x2, ω)
et e2(x1, x2, 0, ω) = e02(x1, x2, ω) et les conditions de décroissance à l’infini (lorsque l tend vers
−∞) e1, e2 bornés dans L2 est alors un système h-pseudo-différentiel, que l’on résout par les

techniques introduites par H’́ormander et Levitan. Il faut cependant modifier le raisonnement
précédent sur les conditions aux limites à imposer aux inconnues car l’ouvert est de taille
finie et on ne peut pas faire tendre l vers +∞. Il faut ajouter des conditions supplémentaires
sur la solution pour que le raisonnement soit possible. En particulier, lorsque l’on regarde en
optique classique une onde incidente de vecteur d’onde ~ki qui arrive sur l’objet Ω, il existe
une onde transmise telle que ~ktrans est complexe. La continuité des composantes tangentielles
du vecteur d’onde transmis implique l’égalité de ~ktrans ∧ n et ~ki ∧ n. On en déduit les deux
possibilités pour la partie normale du vecteur d’onde, en utilisant l’équation de dispersion
||~k//||2 + k2

n = εµc2. On obtient donc

kn = ±(εµc2 − ||~ki ∧ n||2)
1
2 .

L’hypothèse classique Reε > 0, Reµ > 1 et le fait que les parties imaginaires sont petites devant
les parties réelles permet d’écrire kn = ±(a + ib), a et b étant de même signe. On remarque
que l’onde transmise (celle qui correspond à −a− ib) est donc caractérisée par la phase

eiωl(−a−ib) = e−iaωle−bω|l|

car l est négatif. L’onde transmise (qui se propage donc dans le matériau) est l’onde amortie (ce
qui justifie l’appellation ”dissipatif” donné à ce matériau. Nous allons dans la suite interpréter
ces remarques en utilisant l’analyse microlocale.

13.2 Calcul de Hörmander-Levitan

Notons (x1, x2, l, η1, η2, ξ3) un élément de T ∗(Ω). On introduit l’élément associé par l’in-
termédiaire de la géométrie ξi = gi1(x1, x2, l)η1 + gi2(x1, x2, l)η2 et sa norme dans la métrique
|η|2g = g11η

2
1 + 2g12η1η2 − +g22η

2
2 . On vérifie que, dans le calcul ω−1−pseudo-différentiel, le

symbole principal du système sur e1, e2, h1, h2 écrit ci-dessus est

ξ3Id4 −









(

0 0
0 0

)

ε−1M1

ε(εµ− |η|2g)M−1
1

(

0 0
0 0

)









où la matrice M1 vaut

M1 =

(

η1ξ2 εµ− |η|2g + η2ξ2
ε− |η|2g − η1ξ1 −η2ξ1

)

.

Le déterminant de cette matrice est alors

(εµ− |η|2g − ξ23)2,

et comme =εµ < 0, ce déterminant est minoré par |=εµ|2. Dans le calcul ω−1-pseudo-
différentiel, l’opérateur est d’ordre 0. On en déduit qu’il est elliptique.

Le calcul de Hörmander-Levitan ([62], [63], [45]) pour la représentation en terme d’opérateurs
de Fourier intégraux de eitH peut s’appliquer dans ce cas, t étant l’équivalent de l. L’opérateur
P = P0+(iω)−1P1+(iω)−2P2 admet deux valeurs propres λ± = ±

√

(εµ−|η|2g) de multiplicité

2, (±=λ± ≥ |=εµ| 12 > 0). Notons que nous ne sommes pas exactement dans le cadre clas-
sique développé par Levitan puis Hörmander, puisque les valeurs propres ne sont pas simples.
Comme l’espace propre est de dimension égale à la multiplicité, les arguments sont identiques.
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On désigne alors par ψ± les deux phases définies sur IR− ×T ∗(∂Ω), nulles sur l = 0, solutions
respectives de

∂lψ±(x1, x2, l, η1, η2) = λ±(x1, x2, l, η1, η2).

Introduisant les opérateurs de Fourier intégraux Fψ± de phase ωψ± et de symbole 1, on peut
écrire une décomposition de l’opérateur de Fourier intégral matriciel K solution de (13.2.11) :

(iω)−1∂lK = P ◦ K,K|l=0 = IdC∞(∂Ω) (13.2.11)

comme

K = Op(M+) ◦Op(Fψ+) +Op(M−) ◦Op(Fψ−).

et les symboles M±,ii sont elliptiques dans un voisinage de l = 0.
Notons alors que

|eiωψ+(x1,x2,η1,η2,l)| ≥ eω|l|c1

et que

|eiωψ−(x1,x2,η1,η2,l)| ≤ e−ω|l|c2

Seul l’opérateur de Fourier Intégral Fψ− est borné lorsque ωl tend vers −∞.
On vérifie alors que la connaissance de e1, e2, h1, h2 sur l = 0 entrâı ne la connaissance de

e1, e2, h1, h2 partout dans l ≤ 0 (dans un voisinage de l = 0 bien sûr). Dans ces conditions, on
trouve









e1
e2
h1

h2









(x1, x2, l, ω) = [Op(M+) ◦Op(Fψ+) +Op(M−) ◦Op(Fψ− )]









e01
e02
h0

1

h0
2









(x1, x2, l)

On en déduit, grâce à un calcul de composition d’un opérateur pseudodifférentiel et d’un
opérateur de Fourier intégral, qu’il existe deux opérateurs Q+ et Q− tels que









e1
e2
h1

h2









(x1, x2, l, ω) =
∫ ∫

eiωψ+(x1,x2,l)−iωy.ηQ+









e01
e02
h0

1

h0
2









(y, ω)dydη

+
∫ ∫

eiωψ−(x1,x2,l)−iωy.ηQ−









e01
e02
h0

1

h0
2









(y, ω)dydη.

Comme la solution doit rester finie lorsque l →∞, on obtient la relation pseudo-différentielle

Q+









e01
e02
h0

1

h0
2









(y, ω) = 0.

Cette relation pseudo-différentielle entre e0 et h0 sur le bord est celle que nous cherchons.
Nous allons donner le symbole principal de l’opérateur obtenu calculant, grâce à cette relation
(e01, e

0
2) en fonction de (h0

1, h
0
2), et plus précisément de (−e02, e01) en fonction de (h0

1, h
0
2).

Remarquons que nous avons supposé que ±∂lψ±(x1, x2, 0, η1, η2) est de partie imaginaire
positive, donc ∂lψ±(x1, x2, 0, η1, η2) = ±ν, où ν est la racine de partie imaginaire positive de

εµ− (g11(x1, x2, 0)η2
1 + 2g12(x1, x2, 0)η1η2 + g22(x1, x2, 0)η2

2).
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Nous supposons que le front d’onde conormal analytique de l’onde incidente (sous-jacente dans
notre étude) est contenu dans t−θ(x, y, l) = 0. Nous savons que |∇θ| = 1, doncRe(εµ−|η|2g) > 0
(le milieu est d’indice plus grand que 1). Comme =εµ > 0, on en déduit que Reν > 0 lorsque
=ν > 0. Lorsque =ν → 0 (pertes faibles), ν → √εµ.

De l’inégalité=ν > 0 et de la relation ∂lψ±|l=0 = ±ν, on en déduit∓=ψ±(x1, x2, η1, η2, l) ≥
c1|l| pour −l1 < l < 0 grâce à la nullité de ψ± sur ∂Ω et la continuité de |η|g en fonction de x
(la régularité du bord étant suffisante). Comme Re(iωψ±) = −ω=ψ±, seule ψ− conduit à une
décroissance exponentielle en ω.

La solution retenue est donc sous la forme









e1
e2
h1

h2









(x1, x2, l, ω) =

∫

dy1dy2dη1dη2









a1

a2

b1
b2









(y1, y2, ω)eiω(ψ−(x1,x2,l,η1,η2)−y1η1−y2η2)

(13.2.12)

Appliquant (iω)−1∂l − P à cette solution, on vérifie que nous obtenons le système

∫

dydη[∂lψ−(x1, x2, l, η1, η2)Id4−Op(P )][









a1

a2

b1
b2









(y1, y2, ω)]eiω(ψ−(x1,x2,l,η1,η2)−y1η1−y2η2) = 0

ce qui donne la relation sur les symboles principaux des vecteurs propres en considérant cette
égalité à l = 0 (auquel cas la phase ψ− se réduit à la phase usuelle de transformée de Fourier) :

−ν
(

e01(x1, x2, 0, ω)
e02(x1, x2, 0, ω)

)

− ε−1M1

(

h0
1(x1, x2, 0, ω)
h0

2(x1, x2, 0, ω)

)

=

(

0
0

)

.

On vérifie que

M1

(

−η2
η1

)

= ν2

(

η1
η2

)

M1

(

ξ1
ξ2

)

= εµ

(

ξ2
−ξ1

)

.

Introduisons la matrice Z0 telle que

Z0

(

−η2
η1

)

= ν
ε

(

−η2
η1

)

Z0

(

ξ1
ξ2

)

= µ
ν

(

ξ1
ξ2

)

.

On sait qu’il existe un opérateur pseudo-différentiel Op(Z), local, tel que

(

−e2
e1

)

|l=0 = −Op(Z)

(

h1

h2

)

|l=0.

Alors e1, e2, h1, h2 solution bornée en ω est solution de [(iω)−1∂l − P ]u = 0 si et seulement si
le terme principal de l’opérateur pseudo-différentiel Op(Z) est Z0. Nous représentons les deux
vecteurs propres de M1 dans la figure :
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~n

~t = (ξ1, ξ2)

~ki

~t ∧ ~n = (−η2, η1)

Figure 10

L’onde incidente est supposée égale à

Ẽ(x, t) =

∫

eik(φ(x)−t)E(x, k)dx.

On désigne par (x1, x2, η1, η2) l’élément de T ∗(∂Ω) où nous calculons les opérateurs pseudo-
différentiels tangentiels. La matrice d’impédance Z0 est la matrice dont les vecteurs propres

sont respectivement





−η2
η1
0



 et (M tM)−1





η1
η2
0



 dans le système de coordonnées semi-

géodésiques et dont les valeurs propres sont ν/ε et µ/ν.

Proposition 13.1 Sous l’hypothèse

=ε > 0,=µ > 0,=εν > 0

sur les constantes diélectriques, l’opérateur de Calderòn intérieur, liant les traces tangentielles
de E et de H sur ∂Ω admet un développement asymptotique en k dans le k−calcul pseudo-
différentiel. Le symbole principal de l’opérateur pseudo-différentiel local qui représente C est
Z0.

Soit Ω′ le complémentaire de Ω̄. Soit k = ω(εµ)
1
2 .

Proposition 13.2 Le système des équations de Maxwell dans Ω′

rotXE = iωµ0H, rotXH = −iωε0E,
condition de radiation à l’∞,
énergie locale finie

qui contient les conditions de divergence sur E et H est équivalent au système des équations de
Helmholtz sur chaque composante de E, la condition de radiation, la relation H = (iωµ0)

−1rotXE
et la relation divXE|∂Ω′ = 0.

La preuve de cette proposition est la suivante. On remplaceH par sa valeur (iωµ0)
−1rotXE

dans l’équation sur E. On obtient

rotXrotXE − ω2ε0µ0E = 0.

Cette équation implique que divXE = 0, et donc (∆ + (ω/c)2)E = 0 et bien sûr implique
divXE|∂Ω′ = 0. La condition de divergence n’est obtenue que sur le bord.

Maintenant, considérons les équations

(∆ + k2)E = 0, H = (iωµ0)
−1rotXE, divXE|∂Ω′ = 0, C.R.

La distribution u(X, k) = divXE(X, k) est solution de l’équation de Helmholtz scalaire

(∆ + k2)u(X, k) = 0
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avec la condition aux limites u(X, k)|∂Ω′ = 0 et une condition sortante à l’infini. Le bord
∂Ω est non caractéristique pour l’opérateur des ondes, donc par application du théorème de
Holmgren, la solution de ce problème est unique, et u(X, k) = 0 dans Ω′. Ceci achève la preuve
de la réciproque. Le même résultat vaut pour H .

Nous écrivons la condition de divergence sur e en coordonnées semi-géodésiques. En utili-
sant l’expression (13.1.4) nous obtenons

(detg)
1
2 ∂l((detg)−

1
2 e3) + (detg)

1
2 (∂x1(g11e1 + g12e2) + ∂x2(g21e1 + g22e2)) = 0

Nous utilisons alors les relations h1 = (iωµ0)
−1(∂x2e3−∂le2), h2 = (iωµ0)

−1(−∂x1e3+∂le1)
que nous remplaçons dans l’égalité

{

−e2 = −Op(Z11)h1 −Op(Z12)h2

e1 = −Op(Z21)h1 −Op(Z22)h2

ce qui donne, après avoir noté µ0c = Z0, impédance du vide

ikZ0

(

e1
e2

)

= −
(

Op(Z22) −Op(Z21)
−Op(Z12) Op(Z11)

)(

∂le1 − ∂x1e3
∂le2 − ∂x2e3

)

En remarquant que le symbole principal de l’opérateur matriciel écrit dans le second
membre de cette égalité a pour déterminant µ

ν × ν
ε = µ

ε , il est donc inversible et on peut
calculer le symbole principal de l’inverse qui est

ε

µ

(

Z0
11 Z0

12

Z0
21 Z0

22

)

.

On a donc accès à deux lignes de conditions aux limites, qui sont :

{ 1
ik∂le1 = ∂x1e3 − Z0

ε
µ (Z0

11e1 + Z0
12e2) + L1

0(e1, e2)
1
ik∂le2 = ∂x2e3 − Z0

ε
µ (Z0

21e1 + Z0
22e2) + L2

0(e1, e2)

les opérateursL1,2
0 (e1, e2) étant des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0. La troisième ligne

de conditions aux limites est donnée par la relation de divergence restreinte au bord (Propo-
sition 13.2), c’est-à-dire, en application de la relation (13.1.4) rappelée ci-dessus, 1

ik∂le3 +
D(e1, e2), où D est un opérateur différentiel de symbole principal ξ1e1 + ξ2e2. On peut écrire
la condition aux limites obtenue :





∂le1
∂le2
∂le3



− ikTE





e1
e2
e3



 = 0 (13.2.13)

où l’opérateur TE est un opérateur pseudo-différentiel matriciel tangentiel. On vérifie que

T 0
E





−η2
η1
0



 = −Z−1
0

ν

µ





−η2
η1
0



+





0
0
η1





T 0
E





ξ1
ξ2
0



 = −Z−1
0

ε

ν





ξ1
ξ2
0



+





0
0
η2





T 0
E





0
0
1



 =





ξ1
ξ2
0





On écrit ensuite la relation e(x1, x2, l, k) = M(x1, x2, l)E(X(x, l)). Cette relation est la
relation entre les composantes cartésiennes et semi-géodésiques du champ électrique, relation
exprimée dans le système de variables semi-géodésiques.
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On a alors

∂le(x, 0, k) = (∂lM)(x, 0)E(X(x, 0)) +M(x, 0)∂lE(X(x, 0))

ce qui donne

(∂lM)E +M(x, 0)∂lE − TE(ME) = 0

soit encore

∂lE(X(x, 0))− [M−1(x, 0)TE(M(x, 0).))−M−1(x, 0)∂lM(x, 0)]E(x, 0) = 0.

On note B l’opérateur pseudodifférentiel égal àM−1(x, 0)TE◦M(x, 0)Id−M−1(x, 0)(∂lM(x, 0))Id.
Nous avons donc

Proposition 13.3 Il existe un opérateur pseudo-différentiel matriciel tangentiel B tel que le
comportement du champ électromagnétique dans Ω + les équations à l’extérieur soit équivalent
à l’égalité H = (iωµ0)

−1rotXE, les trois équations de Helmholtz scalaires munies des condi-
tions de radiation à l’infini

(∆ + k2)Ej = 0

et la condition aux limites couplant ces trois composantes

∂nE − B(E|∂Ω′) = 0

A ce système d’équations, on pourra appliquer en la généralisant la théorie permettant la
réflexion des singularités transverses. Ceci est l’objet de la section suivante.

13.3 Le théorème de réflexion des singularités transverses
pour les équations de Maxwell

Nous prouvons le résultat

Théorème 13.4 Il y a propagation des singularités transverses pour les équations de Maxwell.

Nous écrivons une version explicite du théorème dans la proposition qui suit. On suppose
qu’il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que WF (Ej) contienne le point ρ−. Par ce point ρ−, il passe une
bicaractéristique γ−(−s) telle que π(γ−) rencontre ∂Ω en un point x0, le point correspondant
sur γ− étant ρ−0 ∈ T ∗IRn) ∩ π−1(∂Ω). On suppose que ce point se projette sur T ∗(∂Ω) en
un point hyperbolique ρ0. Pour préciser les notations, ρ−0 = (x0 = π(ρ−0 ), ζ), ζ ∈ Tx0IR

n '
Tx0∂Ω×IR, ce qui fait que ζ = (ζ ′, ζn), et ρ0 = (x0, ζ

′). On note ρ+
0 l’autre point de Car(∆−∂2

t2)
qui se projette sur ρ0 et on désigne par γ+ la bicaractéristique qui passe par ρ+

0 .

Proposition 13.4 Il existe p ∈ {1, 2, 3} tel que γ+ ∩ T ∗(Ω′) ⊂ WF (Ep) et q ∈ {1, 2, 3} tel
que ρ0 ∈WFb(Eq).

La preuve est une généralisation matricielle de la preuve pour une condition aux limites dans
le cas scalaire. On construit les opérateurs A+ et A− du chapitre 11. La solution des trois
équations de Helmholtz s’écrit

(E1, E2, E3) = (A−(f−
1 ), A−(f−

2 ), A−(f−
3 )) + (A+(f+

1 ), A+(f+
2 ), A+(f+

3 )). (13.3.14)

Nous écrivons la formule des sauts générale pour chaque composante (P est l’opérateur
des ondes conjugué en coordonnées (l, x1, x2))



13.3. RÉFLEXION POUR MAXWELL 267

PEj = ∂lEj(x, 0, k)δl=0 +Ej(x, 0, k)δ
′
l=0.

Appliquant cette égalité à (13.3.14), on trouve

A+(f+
j ) +A−(f−

j )|l=0 = Ej , T+(f+
j ) + T−(f−

j ) = ∂lEj

En remplaçant ces égalités dans la condition aux limites, on trouve (les opérateurs pseudo-
différentiels T± ont été introduits dans le chapitre 11.5.15 dans la proposition 11.5 et ils sont
elliptiques aux points hyperboliques)

Bf+ + Bf− − (T+Id3f
+ + T−Id3f

−) = 0

On vérifie que B − T± est un opérateur inversible. On en déduit l’égalité

f+ = (B − T+Id3)
−1(T−Id3 − B)(f−)

et l’égalité
E|∂Ω = (B − T+Id3)

−1(T− − T+)Id3(f
−)

On en conclut alors que, si ρ− ∈ WF (Ej), alors ρ0 ∈ WF (f−
j ). L’égalité sur E permet

d’affirmer qu’il y a au moins une coordonnée de E|∂Ω qui contient ρ0 dans son front d’onde.
Il y a aussi une coordonnée de f+, f+

p , qui contient ρ0 dans son front d’onde. Les propriétés
de l’opérateur A+ permettent d’affirmer que ρ+ est dans le front d’onde de A+(f+

p ). Comme
ρ+ n’est pas dans le front d’onde de A−(f−

p ), alors ρ+ est dans le front d’onde de Ep. Ceci
achève la preuve du théorème.

Remarquons que nous pouvons pas affirmer que toutes les composantes de E contiennent
du front d’onde en ρ+, car il se pourrait que le coefficient s’annule. En particulier, si il se
trouvait que le vecteur d’onde cöı ncide à un instant donné avec un des axes de coordonnées,
la relation divE = 0 (qui est vérifiée partout) impliquerait que la composante suivant cet axe
est nulle, et donc ne contient pas de front d’onde.

Nous pouvons résoudre ce problème en remarquant que la 1-forme différentielle Ẽ associée
à E, qui est

Ẽ = E1dX1 +E2dX2 +E3dX3

est telle que
WF (Ẽ) = ∪WF (Ẽp)

ce qui permet d’obtenir la proposition sur les formes différentielles, exactement identique au
Théorème 11.2 :

Proposition 13.5 1. Si ρ0 ∈ E et si Ẽ, H̃ est solution de























ε∂tẼ = d∗H̃
dẼ = µ∂tH̃

dH̃ = 0

d∗Ẽ = 0

n ∧ Ẽ = Z(H̃tan)

(système équivalent à une équation de Helmholtz (−dd∗−d∗d−∂2
t2)Ẽ = 0 et un système

de conditions aux limites incluant d∗E|∂Ω = 0) alors ρ0 /∈WFb(Ẽ),

2. Si ρ0 ∈ H, on construit les deux bicaractéristiques γ+ et γ− passant par les deux points
de (Π−1(ρ0) ∩ Car(p)). L’équivalence suivante est vraie

ρ0 ∈ WFb(Ẽ)⇔ γ+ ⊂WF (Ẽ) ou γ− ⊂WF (Ẽ)

.
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De la démonstration du théorème, on déduit la proposition, qui est la généralisation de la
proposition 11.5 pour les ondes avec condition mixte :

Proposition 13.6 La matrice des coefficients de réflexion associée à un point hyperbolique
est un opérateur pseudo-différentiel matriciel Rε,µ tel que

Er(x1, x2, 0, k) = Rε,µ(Ei|l=0)(x1, x2, k).

Son symbole principal est la matrice

(ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′))Id3 − B0(x′, ξ′))−1(ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′))Id3 + B0(x′, ξ′)).

Cette matrice est diagonalisable dans la transportée par M−1 de la base qui diagonalise
Z0. Les deux coefficients de réflexion sont R1(x1, x2, η1, η2) sur le vecteur M−1(−η2, η1, 0) et
R2(x1, x2, η1, η2) sur le vecteur M−1(ξ1, ξ2, 0) :

R1 = (ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′)) + Z−1
0

µ

ν(x, η)
)−1(ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′))− Z−1

0

µ

ν(x, η)
)

R2 = (ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′)) + Z−1
0

ν(x, η)

ε
)−1(ξ+n (x′, 0, ∂x′ψ+(x′, 0, ξ′))− Z−1

0

ν(x, η)

ε
).

Nous n’avons que deux coefficients de réflexion pour les composantes qui sont tangentes
au plan car la condition de divergence est naturellement vraie pour Er comme pour Ei et
se traduit par le produit scalaire avec le vecteur d’onde (respectivement incident et réfléchi)
permettant de trouver la troisième composante.



Chapitre 14

La diffraction

14.1 Le problème modèle de Friedlander

Fin de l’étude du problème modèle de Friedlander de la section 6.3 Nous pouvons
énoncer le premier résultat de propagation de singularités dans le cas d’un point strictement
diffraction. Il s’agit du résultat obtenu par Friedlander pour son opérateur modèle, que nous
avons étudié en détail dans cet ouvrage. Nous énonçons les dernières étapes sous la forme de
la fin de l’exercice 6.3. Pour plus de lisibilité, nous reprenons ici le texte intégral de l’exercice.
Nous ne donnerons la solution que des questions 9) à 11).

On se donne l’opérateur sur IR+ × IR2

Pu(x, y1, y2) =
∂2u

∂x2
− (1 + x)

∂2u

∂y2
1

+
∂2u

∂y2
2

.

On résout

Pu = 0, u ∈ D′(IR+ × IR2)

u(0, y) = f(y), f ∈ E ′(IR2)
u(x, y1, y2) = 0, y1 < 0.1

1) Démontrer que la solution de (6.3.7) s’écrit, pour f ∈ S(IR2)

u(x, y) =
1

(2π)2

∫

IR2

K̂x(θ1, θ2)f̂(θ1, θ2)e
iy1θ1+iy2θ2dθ1dθ2

au sens des intégrales de Fourier, ou Kx, solution de

PKx = 0
K0(y) = δy=0

Kx(y1, y2) = 0, y1 < 0.

est supposée admettant une transformée de Fourier, égale dans =θ1 < 0, à

K̂x(θ1, θ2) =
Ai(θ

− 4
3

1 θ22 − (1 + x)θ
2
3
1 )

Ai(θ
− 4

3
1 θ22 − θ

2
3
1 )

=
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
,

les racines (et donc ξ et ξ0) étant obtenues canoniquement grâce à la représentation

θ1 = |θ1|ei(
3π
2 +λ),−π

2
≤ λ ≤ π

2

qui donne

θ
2
3
1 = −|θ1|

2
3 e

2i
3 λ

269
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θ
− 4

3
1 = |θ1|−

4
3 e−

4i
3 λ.

On notera dans toute la suite

|θ| = (θ21 + θ22)
1
2

Z = |θ1|
2
3 − (1 + x)θ22 |θ1|−

4
3

Z0 = |θ1|
2
3 − θ22 |θ1|−

4
3 .

2) Démontrer que la fonction Φ définie par l’égalité

u
1
4Ai(u)exp(

2

3
u

3
2 ) = u

1
4 Φ(u)

admet, ainsi que son inverse, un développement asymptotique pour u ∈ IR+ grand, en puis-
sances inverses de u

3
2 , développement valable uniformément dans argu ∈ [−π + ε, π − ε].

3) On se donne une fonction C∞, notée σ0, nulle pour t ≤ 1, identiquement égale à 1 pour
t ≥ 2. On introduit σ2(t) = σ0(δ2t), 0 < δ2 < 1/2. On introduit

a2(x, θ1, θ2) = σ0(|θ|)σ2(Z0)
Φ(ξ)

Φ(ξ0)
.

a) Démontrer par récurrence l’existence de fonctions C∞ Qk,αj (x, θ), homogènes en θ de

degré d’homogénéité 2
3 (j + k)− |α|, telles que

∂kxk∂
α
θα [G(Z)] =

j=|α|
∑

j=0

G(k+j)(Z)Qk,αj (x, θ)

b) Démontrer que σ2(Z0) ∈ S0
1/3,0(IR

2).

c) Utilisant l’inclusion S0
1/3,0 ⊂ S0

1/3,2/3, démontrer que a2 ∈ S0
1/3,2/3.

4) a) Démontrer que

(1− σ0(|θ|))
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
∈ S−∞.

Soit σ1 la fonction paire, nulle sur [1−δ1,+∞[, égale à 1 sur [0, 1−2δ1], par exemple σ1(u) =

1− σ0(δ1|u|+ 1− 3δ1). Soit h la fonction égale à (s2 + 1)−
1
2 (s2 − 1)

3
2 sur [1, (1 + x)

1
2 ], égale

à (s2 + 1)−
1
2 [(s2 − 1)

3
2 − (s2 − 1− x) 3

2 ] sur [(1 + x)
1
2 ,+∞[. Elle est minorée par une fonction

γ(x), que l’on pourra exprimer, pour s ≥ (1− δ1)−1.
b) Démontrer que

|σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)exp(−2

3
(ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))| ≤ exp(−2

3
γ(x)|θ|).

c) Démontrer, quel que soit n, l’existence de Cn telle que

|∂nxn(σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|

)
Ai(ξ)

Ai(ξ0)
)| ≤ Cnexp(−1

3
γ(x)|θ|).

d) En conclure sur l’appartenance de a1(x, θ) = σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2|)

Ai(ξ)
Ai(ξ0) à un espace de sym-

bole.
5) On note

a3(x, θ) = [K̂x(θ)− (1− σ0(|θ|)) Ai(ξ)Ai(ξ0) − σ0(|θ|)σ1(
θ1
|θ2| )

Ai(ξ)
Ai(ξ0)

−a2(x, θ)exp(− 2
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))]exp( 2i

3 Z
3
2 signθ1)1x>δ
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a) Démontrer que le support S de a3 est donné par les inégalités

|θ| ≥ 1, |θ2| ≤ (1− 2δ1)
−1|θ1|, Z0 ≤ 2δ2.

b) Déterminer le plus petit cône contenant S.
c) Démontrer que Z a un minorant strictement positif sur {(x, θ), x > δ, |θ1| ≥ (1 −

2δ1)|θ2|}.
d) Démontrer que a3 ∈ S0

1/3,2/3.

6) On se donne un point ρ0 = (0, 0, 0, ξ0, η0
1 , η

0
2) ∈ T ∗(IR+ × IR2) ∩ Car(p). Déterminer la

bicaractéristique de l’opérateur P défini par (6.3.6) passant par ρ0. Pour cela, on définira

q(x, η1, η2) = (1 + x)η2
1 − η2

2

et on exprimera ces courbes à l’aide de

S(x, η1, η2) =

∫ x

0

(q(u, η1, η2))
1
2 du.

7) On introduit la fonction, définie sur IR+ × IR2 × IR2, par

φ(x, y1, y2, θ1, θ2) = y1θ1 + y2θ2 − S(x, θ1, θ2)sign(θ1).

Démontrer que les bicaractéristiques issues de l’origine dans y1 > 0 forment l’ensemble

Σ = {(x, y, ξ, η) ∈ T ∗(IR+ × IR2), x > 0, |θ1| ≥ |θ2|,
ξ = ∂xφ(x, y, θ)
η = ∇yφ(x, y, θ)
∇θφ(x, y, θ) = 0

}

8) Démontrer que le support singulier de l’opérateur de Fourier intégral K (2) de symbole

a2(x, θ) et de phase l(x, y, Y, θ) = (y − Y )θ − 2
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ) est inclus dans la réunion des

bicaractéristiques issues de l’origine dans y1 > 0.
9) Déterminer pour l’opérateur (6.3.6) les zones elliptique, hyperbolique, et glancing.
10) Soit Xδ = {(x, y), x > δ}. On considère la restriction de l’opérateur de symbole

a3exp(− 2
3 isign(θ1)Z

3
2
0 ) à Xδ, que l’on note K

(3)
δ . On considère la phase

φ̃(x, y, θ) = y.θ − 2

3
sign(θ1)Z

3
2

Sous la condition

δ1 <
1

2
(1− (1 + δ)−

1
2 )

démontrer que le front d’onde de K
(3)
δ est inclus dans

Λδ = {(x, y, ξ, η), x > δ, θ ∈ S3, ξ = ∂xφ̃, η = ∇yφ̃,∇θφ̃ = 0}.

11) Démontrer le théorème de propagation des singularités pour tout rayon, autrement dit

Théorème 14.1 • Le front d’onde de la solution fondamentale K est contenu dans l’union
des bicaractéristiques sortantes (dans le sens y1 > 0) issues du point (0, 0, 0).
• Le front d’onde de la solution de (6.3.7) est contenu dans l’ensemble des bicaractéristiques

de P issues d’un point (0, z, 0, η) appartenant au front d’onde de f .

9) Nous vérifions que

p(x, ξ, θ1, θ2) = −ξ2 + (1 + x)θ21 − θ22 .
La variété elliptique est E , ensemble des (y, θ1, θ2) tels que p(0, ξ, θ1, θ2) = 0 n’ait pas de

solution, soit |θ2| > |θ1|.
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La variété hyperbolique est |θ2| < |θ1|.
La variété glancing est |θ1| = |θ2|. On vérifie que, sur la variété glancing, si on écrit P =

∂2

∂x2 +R(x, y, ∂y), alors le symbole principal r sur la variété G vérifie r = 0 et ∂xr(0, θ1, θ2) > 0.
En effet, la valeur explicite est θ2

1 , qui n’est pas nul car θ 6= 0. On dit que les points de G pour
l’opérateur P défini par (6.3.6) sont des points strictement diffractifs.

10) On introduit

K
(3)
δ (x, θ) = a3(x, θ)exp(−

2

3
ξ

3
2 )1x>δ.

On sait déjà que a3 ∈ S0
1
3 ,

2
3

(IR2) par la question 5) de 6.3. De plus, lorsque x > δ et

0 < δ1 <
1

2
(1− (1 + δ)−

1
2 ) (14.1.1)

on sait, par cette même question, que Z ≥ D > 0, donc

K
(3)
δ (x, θ) = a3(x, θ)exp(−2

3
iZ

3
2 signθ1).

On peut alors vérifier que < K
(3)
δ , χ > peut être défini par l’intermédiaire d’une intégrale

oscillante

< K
(3)
δ , χ >=

∫

dxdydθ1x>δa3(x, θ)χ(x, y)ei(y.θ−
2
3Z

3
2 signθ1),

ceci car la fonction

φ̃(x, y, θ) = y.θ − 2

3
Z

3
2 signθ1 (14.1.2)

est une phase admissible au sens du lemme 7.1.
Son front d’onde est alors contenu dans l’intersection de x > δ et de la variété lagrangienne

Λφ̃, par application immédiate de la proposition 7.2. On note cette intersection Λδ.
11) On vérifie que

K̂x(θ)1x>δ = (1− σ0(|θ|))1x>δ Ai(ξ)Ai(ξ0) + a1(x, θ)1x>δ

+a2(x, θ)1x>δexp(− 2i
3 (ξ

3
2 − ξ

3
2
0 ))

+a3(x, θ)exp(− 2i
3 ξ

3
2 )1x>δ

Si les réels δ1 et δ2 vérifient les inégalités

0 < δ2 <
1

2
, 0 < δ1 <

1

2
(1− 1√

1 + δ
), (14.1.3)

on désigne par Lδ1,δ2,δ l’espace de T ∗(IR3) égal à

Lδ1,δ2,δ = Λδ ∩ {(x, y, ξ, θ), (1− 2δ1)|θ2| ≤ |θ1| ≤ (1 + κ(δ2))|θ2|}.

Il vient alors, désignant par Kδ la transformée de Fourier inverse de K̂x(θ)1x>δ

WF (Kδ) ⊂ (Σ ∩ {x > δ}) ∪ Lδ1,δ2,δ. (14.1.4)

On sait alors que le front d’onde à gauche est un ensemble ne dépendant par de δ1 et δ2
vérifiant (14.1.3). Donc

WF (Kδ) ⊂ Σ ∩ {x > δ} ∩ (∩(δ1 ,δ2)∈(14.1.3)Lδ1,δ2,δ).

On voit que κ(δ2) tend vers 0 lorsque δ2 tend vers 0, donc cette intersection est incluse

dans Λ̃δ ∩ {|θ1| = |θ2|}. Comme ∂y,θ,x(
2
3Z

3
2
0 ) = Z

1
2
0 ∂y,θ,xZ0 et que Z0 = 0 sur |θ1| = |θ2|, on

en conclut que
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Λ̃δ ∩ {|θ1| = |θ2|} ⊂ Σ ∩ {x > δ}.
On affirme ainsi que WF (Kδ) ⊂ Σ ∩ {x > δ}, d’où WF (K) ⊂ Σ. Le premier alinéa du

théorème 14.1 est démontré.
Pour démontrer le deuxième alinéa, considérons les bicaractéristiques issues d’un point

(0, z). On peut alors définir de la même façon Σz. Le résultat provient alors de l’égalité
ux = Kx?f . On définit l’application de IR+×IR2×IR2 dans IR+×IR2 par µ(x, y, z) = (x, y−z).
On a µ∗F = F (x, y − z), et u = µ∗Kf .

L’opérateur µ∗K a pour front d’onde d’opérateurs le sous-ensemble de T ∗(IR+× IR2× IR2)
défini par

WF
′
(µ∗K) = {(x, y, z, ξ, η, ζ), (x, y, z, ξ, η,−ζ) ∈ WF (µ∗K)},

grâce aux relations entre le front d’onde de l’opérateur de convolution et le front d’onde de
son noyau. On sait de plus que

WF (µ∗K) = {(x, y, z, ξ, η, ζ) ∈ T ∗(IR+ × IR2 × IR2), (x, y − z, ξ, η) ∈ WF (K)}

Par définition des bicaractéristiques issues de WF (f) ∩ {|θ1| ≥ |θ2|}, et par la relation

WF (u) ⊂WF
′
(µ∗K)WF (f),

(on applique la relation définie par le WF
′

à WF (f)), on a le deuxième alinéa du théorème
14.1.

14.2 L’équation des ondes à l’extérieur d’un ouvert convexe

de IR2

Nous souhaitons maintenant présenter un calcul qui utilise toutes les notions introduites
dans les chapitres précédents. Il s’agit du calcul de la solution diffractée par une courbe convexe
fermée C dans le plan. L’ouvert intérieur est noté Ω, il est borné. L’ouvert extérieur est noté Ωc.
Ce calcul a déjà été effectué par Filippov [37], [99]. Il s’agit d’une généralisation ardue du cas
modèle de Friedlander présenté en Section 6.3. Ce travail a été effectué en collaboration avec
D. Bouche pour la partie explicite en dimension 2 et avec G. Lebeau pour la partie théorique.

Après transformation de Fourier partielle en temps, le problème s’écrit







(∆ + k2)u = 0 dans Ωc

Lu = 0 sur ∂Ω
u− ui = 0 pour =k < 0,

(14.2.5)

L étant un opérateur différentiel d’ordre 1.

14.2.1 Écriture en coordonnées d’Euler

Définissons les coordonnées utilisées. Soit A un point de C, fixé. Un point de C est caractérisé
par son abscisse curviligne s, comptée à partir de A. La longueur de C étant L, on aura
s ∈ [0, L], avec condition u|s=L = u|s=0. On remplace alors le problème par un problème dans
IR. La courbe C est caractérisée par la donnée de la fonction R(s), rayon de courbure au point
M(s), supposé strictement positif et fini, ce qui indique une courbe strictement convexe.

A partir d’un point M(s) de C, on considère dans Ωc la distance à M(s) sur la normale,
et on la note n. Ainsi, un point M(s, n) dans un voisinage de C est donné par

~AM(s, n) = ~AM(s) + n~n(s).

On suppose le voisinage de C totalement géodésique.
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O

A

~n

s

l

Figure 11

Le Laplacien en coordonnées (s, n) est noté P , et donné par :

Pu = (1 +
n

R(s)
)−1 ∂

∂s
(1 +

n

R(s)
)−1 ∂u

∂s
) + (1 +

n

R(s)
)−1 ∂

∂n
(1 +

n

R(s)
)
∂u

∂n
) + k2u. (14.2.6)

Dans le calcul k−1−pseudo-différentiel, son symbole principal s’écrit

p(s, n, σ, ξ2) = 1− ξ22 − (1 +
n

R(s)
)−2σ2.

L’espace T ∗(]0, L[) se décompose en région elliptique, hyperbolique, et glancing comme suit :

E = {(s, σ), |σ| > 1}

H = {(s, σ), |σ| < 1}

G = {(s, σ), |σ| = 1}
Remarquons que pour n = ξ2 = 0, on retrouve une propagation à vitesse constante sur

le bord, donnée par σ2 = 1, et on reconnâı t ici l’équation du cône de lumière classique en
dimension 1. La relation σ2 = 1 entrâı ne σ = ±1, ce qui induit que la solution contient
un facteur e±iks. Nous étudions la solution diffractée autour du point σ = 1. Pour cela,
nous ramenons ce point à σ = 0 par une technique de conjugaison. Nous introduisons ainsi
l’opérateur P1 défini par

P1(U)(n, s, k) = e−iksP (eiksU(n, s, k)). (14.2.7)

Cet opérateur P1 est donné par :

P1(U) = (1 + n
R(s) )

−1[ ∂∂n ((1 + n
R(s) )

∂U
∂n ) + ∂

∂s ((1 + n
R(s) )

−1 ∂U
∂s )

+ik[(1 + n
R(s) )

−1 ∂U
∂s + ∂

∂s ((1 + n
R(s) )

−1U)]] + k2U(1− (1 + n
R(s) )

−2).
(14.2.8)

Le symbole principal de P1 est p1(n, s, ξ2, σ) = 1− ξ22 − (1 + n
R(s) )

−2(σ + 1)2, qui s’annule

au voisinage de σ = 0 pour :

n =
R(s)σ

(1− ξ22)
1
2

+R(s)((1− ξ22)−
1
2 − 1). (14.2.9)
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Nous remarquons que le calcul du symbole principal peut aussi se faire par l’application du
résultat de l’exercice 8.3, en introduisant s(s, n, k) = ks, qui vérifie ∇ss = k.

Introduisons le changement de variable dual, déduit de (14.2.9) par la restriction à ξ2 = 0 de
l’équation de la variété caractéristique, soit τ = R(s)σ. Il correspond formellement à l’égalité
∂
∂s = R−1(s) ∂∂θ . Nous définissons la fonction θ par

θ(s) =

∫ s

0

du

R(u)
.

Cet angle θ est alors l’angle entre une direction fixe et la tangente (au signe près), appelé
angle d’Euler de la courbe C. Le changement de variable s → θ est un difféomorphisme, ce
qui permet d’écrire l’opérateur P1 dans le système de variable (θ, n). En notant s = s(θ), on
obtient :

P1(U) = k2U(1− (1 + n
R(s) )

−2) + (1 + n
R(s) )

−1[ ∂∂n ((1 + n
R(s) )

∂U
∂n )]

+(R(s) + n)−1 ∂
∂θ ((n+R(s))−1 ∂U

∂θ )

+ik(n+R(s))−1[(1 + n
R(s) )

−1 ∂U
∂θ + ∂

∂θ ((1 + n
R(s) )

−1U)].

(14.2.10)

Le symbole principal de cet opérateur est :

p̂1(n, θ, ξ2, τ) = 1− ξ22 − (1 +
n

R(s)
)−2(

τ

R(s(θ))
+ 1)2. (14.2.11)

Nous vérifions que la variété caractéristique a pour équation

1− ξ22 = (1 +
n

R(s(θ))
)−2(

τ

R(s(θ))
+ 1)2, (14.2.12)

ce qui s’écrit

n = τ +
1

2
ξ22(R(s(θ)) + τ) +O(ξ42). (14.2.13)

Dans une première partie, nous écrivons une solution asymptotique sortante uk (dans le
sens où elle est définie pour =k < 0) en utilisant les techniques d’analyse de phase construites
dans le chapitre 10, en particulier dans le lemme 10.3. Nous calculons ensuite la trace sur le
bord Luk de cette solution asymptotique sortante.

Dans le problème modèle de Friedlander, la relation uk|n=0 = 1 avait permis aisément
d’obtenir la solution fondamentale (voir 1) p 72). Ici, cette méthode n’est plus utilisable ; en
effet, la trace sur le bord est définie de manière intégrale par l’intermédiaire d’un opérateur
non local. Lafitte et Lebeau ont développé des techniques permettant d’inverser cette égalité
sur le bord, et de faire le calcul explicite. Cette méthode rejoint la méthode de la couche limite
utilisée par Bouche et Molinet.

14.2.2 Une autre solution asymptotique sortante.

La méthode que nous présentons dans ce paragraphe est directement inspirée des travaux
[64] qui construisent des solutions asymptotiques sortantes d’opérateurs admettant un point
strictement diffractif. Elle est en particulier différente de la construction de la solution exhibée
dans le chapitre 11, qui est donnée par A+ ou par A−. Elle se rapporche des calculs de Ludwig
présentés dans le chapitre 10 dans la section 10.4. Soit (n, ξ2, θ, τ) ∈ T ∗(Ωc), β ∈]0, θ(l)[ dans
un voisinage d’un point du bord. Nous nous donnons un symbole a(n, ξ2, θ, β, τ, k) et une
phase φ(θ, τ, ξ2) et nous construisons J(f), fonction définie dans un voisinage du bord n = 0
à partir de f définie sur le bord par

J(f)(n, θ, k) =

∫

eik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]a(n, ξ2, θ, β, τ, k)f(β, k)dβdτdξ2 (14.2.14)
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Nous prouvons dans cette section l’existence d’une phase et d’un symbole représentant une
solution générale de P1. Nous introduisons les opérateurs T0, T1, T2 d’ordre 0, 1, et 2 égaux
à :

T0(n, θ, ξ2, τ ) =
ξ2

n+R
+ ∂θ(

τ + ∂θφ

(n+R)2
) +

R′

R

n

n+R
− [(1 − ξ22)

∂2
ξ2
2
φ

R
+ 4(1 − ∂ξ2φ

R
)ξ2](n +R)−1,

T1(n, θ, ξ2, τ, ∂n, ∂θ, ∂ξ2 ) = ξ2
∂

∂n
+ (1 − ξ22)(1 − ∂ξ2φ

R
)
∂

∂ξ2
+
τ + ∂θφ+ n +R

(n+R)2
∂

∂θ
,

T2 = (n+R)−2[(1 − ξ22)
∂2

∂ξ22
− 4ξ2

∂

∂ξ2
− 2] − [

∂2

∂n2
+ (n+R)−1 ∂

∂n
+ (n+R)−1 ∂

∂θ
((n+R)−1 ∂

∂θ
)].

Proposition 14.1 Soit

J(f)(n, θ, k) =

∫

eik[(θ−β)τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]a(n, ξ2, θ, β, τ, k)f(β, k)dβdτdξ2 .

P1(J(f)) = O(k−M ) pour tout M si et seulement si φ est solution de

p̂1(−
∂φ

∂ξ2
, θ, τ +

∂φ

∂θ
, ξ2) = 0

(équation eikonale) et si le symbole classique a, développé en puissances inverses de ik, vérifie :

2T1a0 + T0a0 = 0

2T1aj + T0aj = −T2aj−1

Nous notons que c’est une représentation intégrale un peu différente de celle utilisée dans
le cas de la réflexion transverse, où le comportement en variables n, θ était calculé par une
fonction φ(θ, n, τ) telle que φ(θ, 0, τ) = θτ . Ici, nous changeons de comportement en n car
nous voulons tenir compte de la singularité en

√
n qui apparâı t dans l’équation de la variété

caractéristique.

Preuve : On impose comme condition initiale en ξ2 sur φ, φ(θ, τ, 0) = 0 (qui était un degré
de liberté supplémentaire).

Nous cherchons les conditions sur a et φ telles que J(f) soit une solution asymptotique
sortante de P1 quelle que soit f définie sur le bord. Plus précisément, on calcule P1(J(f))
et on réordonne son expression suivant les puissances de k. Cette méthode est courante dans
les développements asymptotiques et l’annulation du terme d’ordre maximum en k conduit
traditionnellement à l’équation eikonale, qui est une équation aux dérivées partielles vérifiée
par la phase de l’onde considérée.

Le terme principal de P1(J(f)), qui est d’ordre k2, s’écrit :

k2

∫

p̂1(n, θ, ξ2, τ +
∂φ

∂θ
)a(n, ξ2, θ, β, τ, k)f(β, k)eik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]dβdτdξ2

Si on employait la démarche traditionnelle utilisée pour les développements asymptotiques,
on chercherait φ solution de

p̂1(n, θ, ξ2, τ +
∂φ

∂θ
) = 0.

Mais, comme le symbole principal dépend de n, on ne peut pas trouver de phase φ indépendante
de n vérifiant cette équation aux dérivées partielles. Pour se débarrasser d’une partie de la
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dépendance en n du symbole principal, on utilisera les deux relations d’intégration par parties
écrites ci-dessus, valables pour toute fonction A(n, ξ2, θ, β, τ, k) :

∫

nAeik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]dβdτdξ2
=

−
∫

[− ∂φ
∂ξ2

A+ ik−1 ∂A
∂ξ2

]eik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]dβdτdξ2

(14.2.15)

∫

n2Aeik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]dβdτdξ2
=

∫

[( ∂φ∂ξ2 )2A− ik−1(∂
2φ
∂ξ2

A+ 2 ∂φ
∂ξ2

∂A
∂ξ2

)− k−2 ∂2A
∂ξ22

]eik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]dβdτdξ2 .
(14.2.16)

Remarquons que :

p̂1(n, θ, ξ2, τ +
∂φ

∂θ
) = (1 +

n

R(s(θ))
)−2[(1− ξ22)(1 + 2R−1(s(θ))n+R−2n2)− (R−1τ + 1)2]

Nous vérifions, en utilisant dans la première relation d’intégration par parties (14.2.15) :

A1(n, ξ2, θ, β, τ, k) =
2

R(s(θ))
(1 +

n

R(s(θ))
)−2(1− ξ22)a(n, ξ2, θ, β, τ, k)f(β, k)

pour l’expression du terme en n et

A2(n, ξ2, θ, β, τ, k) = R−2(s(θ))(1 +
n

R(s(θ))
)−2(1− ξ22)a(n, ξ2, θ, β, τ, k)f(β, k)

dans (14.2.16) pour le terme en n2, que le terme principal en k de P1(J(f)) devient :

k2

∫ 3

dβdτdξ2
a

(1 + n
R

)2
[(1−ξ22)(1− 2

R
∂ξ2φ+(

∂ξ2φ

R
)2)−(1+

τ + ∂θφ

R
)2]f(β, k)eik[(θ−β).τ+nξ2+φ(θ,τ,ξ2)]

La nouvelle équation eikonale (obtenue par annulation du terme principal en k2 pour
toute fonction f et pour tout symbole a) revient à remplacer dans l’équation de la variété
caractéristique (14.2.12) n par − ∂φ

∂ξ2
et τ par τ + ∂φ

∂θ :

− ∂φ
∂ξ2

=
τ + ∂φ

∂θ

(1− ξ22)
1
2

+R((1− ξ22)−
1
2 − 1) (14.2.17)

Le développement limité (14.2.13) conduit à la relation :

− ∂φ
∂ξ2

= τ +
∂φ

∂θ
+

1

2
(R(s(θ)) + τ +

∂φ

∂θ
)ξ22 +O(ξ42)((1− ξ22)−

1
2 − 1) (14.2.18)

Supposons φ(θ, τ, ξ2) = φ0(θ, τ) + ξ2φ1(θ, τ) + 1
2ξ

2
2φ2(θ, τ) + 1

3φ3(θ, τ) + O(ξ42). En rem-
plaçant ce développement dans la relation (14.2.18), nous vérifions que la phase φ admet le
développement suivant au voisinage de ξ2 = 0 :

φ(θ, τ, ξ2) = −τξ2 −
1

6
(R(s(θ)) + τ)ξ32 +O(ξ42) (14.2.19)

Le symbole a, quant à lui, vérifie les équations de transport explicites, obtenues en annu-
lant le terme d’ordre k et le terme constant dans la forme de l’opérateur obtenue après les
intégrations par parties utilisant A1 et A2. On trouve ainsi le champ de vecteur T1, le symbole
T0 et le terme de reste de l’opérateur T2 (qui représente en fait l’opérateur P1 appliqué au
symbole a).

Ceci achève la preuve de la proposition 14.1.
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14.3 Expression de la parametrix à l’aide d’opérateurs
intégraux de Fourier-Airy

14.3.1 Symboles pour la parametrix

La parametrix écrite dans (14.2.14) se représente à l’aide des fonctions d’Airy modifiées :

w1(ξ) = Ai(e
2iπ
3 ξ) w2(ξ) = Ai′(e

2iπ
3 ξ). (14.3.20)

Proposition 14.2 Il existe deux fonctions φ0(n, θ, τ) et α(n, θ, τ), holomorphes au voisinage
du point strictement diffractif (0, 0, 0), ainsi que deux symboles classiques s0 et s1 tels que

J(f)(n, θ, k) =

∫

eik((θ−β)τ+φ0(n,θ,τ))f(β, k)S(n, θ, β, τ, k)dβdτ.

où le symbole S(n, θ, β, τ, k) est égal à

S(n, θ, β, τ, k) = s0(n, k
2
3α, θ, β, τ, k)ω1(k

2
3α) + k−

1
3 s1(n, k

2
3α, θ, β, τ, k)ω′

1(k
2
3α) +R.

Cette proposition s’appuie sur le lemme de représentation de la phase φ solution de
l’équation eikonale :

Lemme 14.1 Il existe deux fonctions γ(θ, τ) et ρ(θ, τ), holomorphes dans un voisinage de
(θ, τ) = (0, 0), telles que φ0(0, θ, τ) = τ2γ(θ, τ) et α(0, θ, τ) = −τρ(θ, τ), tel que ρ(θ, 0) =

( 2
R(s(θ)) )

1
3 .

Corollaire 14.1 Notons ξ0 = k
2
3 k

2
3 ( 2
R )

1
3 τ et notons ν = k

2
3 ( 2
R(s(θ)) )

1
3n (qui est donc la

variable n étirée en fonction de la fréquence). On vérifie que

k
2
3α(n, τ, θ) = k

2
3 ( 2
R(s(θ)) )

1
3 n− k 2

3 ( 2
R(s(θ)) )

1
3 τ + β(n, θ, τ, k)

= ν − ξ0 + β(n, θ, τ, k).
(14.3.21)

Preuve du lemme 14.1 Nous notons que la phase φ(θ, τ, ξ2) + nξ2 admet deux points
critiques (c’est-à-dire deux valeurs de ξ2 telles que ∂ξ2(φ(θ, τ, ξ2)+nξ2) = 0 dans un voisinage
de (τ, ξ2) = (0, 0). Ces points critiques, notés ξ2

c, sont solution de n−τ− 1
2 (R(s(θ))+τ)(ξc2)

2+
O((ξc2)

3) = 0. La phase considérée admet donc deux valeurs critiques que l’on note φ+(n, θ, τ)
et φ−(n, θ, τ). Il existe deux fonctions φ0(n, θ, τ) et α(n, θ, τ) et un changement de variable
holomorphe z ↔ ξ2 (déjà obtenu dans la section 10.4) tels que on ait

φ(θ, τ, ξ2) + nξ2 = φ0(n, θ, τ)−
1

3
z3 − α(n, θ, τ)z. (14.3.22)

Les deux valeurs critiques de la phase en z écrite en (14.3.22) sont égales à φ0(n, θ, τ)± 2
3α

3
2 .

Par invariance des valeurs critiques lors d’un changement de variable, on trouve :
{

φ0(n, θ, τ) = 1
2 (φ+ + φ−)

α(n, θ, τ) = (− 3
4 (φ+ − φ−))

2
3

En utilisant le résultat déjà employé pour l’étude des singularités de type pli pour la variété
lagrangienne (Proposition 10.7), le changement de variable exact ξ2 ↔ z dans (14.2.14) conduit
à :

J(f)(n, θ, k) =

∫

eik[(θ−β).τ+φ0(n,θ,τ)−1
3 z

3−α(n,θ,τ)z]a(n, ξ2(z), θ, β, τ, k)
dξ2
dz

f(β, k)dβdτdz

(14.3.23)
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Nous utilisons le lemme de division de Boutet de Monvel [17], et nous obtenons l’existence
de s0, s1, h tels que :

a(n, ξ2(z), θ, β, τ, k)
dξ2
dz =

s0(n, k
2
3α, θ, β, τ, k) + zs1(n, k

2
3α, θ, β, τ, k) + [∂zh+ ikh(−z2 − α(n, θ, τ))].

(14.3.24)

Nous remarquons que l’intégrale précédente se scinde en trois termes.
Le dernier terme est exactement nul (on intègre une différentielle exacte).

Le premier terme fait intervenir l’intégrale
∫

dze−ik(
1
3 z

3+α(n,θ,τ)z), qui est une fonction

d’Airy car c’est la transformée de Fourier inverse de ei
1
3 t

3

. Le deuxième terme est la dérivée
par rapport à son argument de la fonction d’Airy précédente. Nous aboutissons à :

J(f)(n, θ, k) =
∫

eik[(θ−β).τ+φ0(n,θ,τ)]k−
1
3 [s0(n, k

2
3α, θ, β, τ, k)w1(k

2
3α)

+k−
1
3 s1(n, k

2
3α, θ, β, τ, k)w′

1(k
2
3α)]f(β, k)dβdτ +R

(14.3.25)

L’égalité de définition des points critiques entrâı ne ξc2 = ±(( 2
R(s(θ))+τ )(n−τ)) 1

2 +O(n−τ),
d’où φ± = O((n− τ)2)± 2

3 ( 2
R(s(θ))+τ )

1
2 (n− τ) 3

2 .

On en déduit φ0(n, θ, τ) = O((n − τ)2) et α(n, θ, τ) = ( 2
ρ )

1
3 (n− τ) +O(τ) +O((n− τ) 3

2 ).

Nous vérifions que la fonction φ0(0, θ, τ) s’écrit O(τ2) et que α(0, θ, τ) = O(τ) . Ceci achève la
preuve du lemme. Le reste R que nous avons écrit dans la proposition provient du fait que les
intégrales sont calculées sur (−∞,+∞) lorsque nous voulons obtenir les fonctions d’Airy, alors
que l’intégrale considérée ici est une intégrale locale en ξ2, sur un contour reliant −δ0 − iδ20δ2
à iδ0 + δ1δ

3
2
0 . La proposition 3.1 p 1451 de [64] permet de vérifier que le reste est contrôlé

lorsque 0 < δ0 < D1 et lorsque |δ1|, δ2 sont majorés par D0.

14.3.2 Opérateur de Fourier-Airy au bord associé à la condition de
Dirichlet

Le symbole de l’opérateur de Fourier intégral (14.3.25) s’exprime à l’aide de la fonction
w1, qui est divergente à l’infini. Nous introduisons dans ce paragraphe le domaine du plan
complexe C| M complémentaire de

{z, |z −Me
iπ
3 | < ε, |=(e−

iπ
3 z)| ≤ ε(Re(e− iπ

3 z)−M)}
Nous introduisons les fonctions, notées wM1 et wM2 , bornées dans C| M, égales à

{

wM1 (θ) = (e
2iπ
3 θ +M)

1
4 e−

2
3 (e

2iπ
3 θ+M)

1
2 (e

2iπ
3 θ−M/2)w1(θ)

wM2 (θ) = (e
2iπ
3 θ +M)−

1
4 e−

2iπ
3 e−

2
3 (e

2iπ
3 θ+M)

1
2 (e

2iπ
3 θ−M/2)w′

1(θ).
(14.3.26)

Ces fonctions sont les fonctions AM1 et AM2 calculées en e
2iπ
3 θ introduites dans [64].

Variété canonique associée à l’opérateur au bord, espaces de Sjostrand. Les no-
tations et espaces introduits dans ce paragraphe sont écrits en détail dans [88], auquel nous
renvoyons le lecteur. Nous introduisons les fonctions sous-harmoniques sur C| suivantes :

{

ψ0(θ) = 1
2 (=θ)2

ψr(θ) = ψ0(θ) − 1
4 (sup|Reθ| − r, 0)2

En utilisant la phase φ0 nous définissons une fonction sous-harmonique spéciale l0 comme
dans [64]. Par application du théorème 9.1, nous savons que la variété canonique Λl0 =
{(β, 2

i
dl0
dβ )} permettant de la calculer est

{(∂τφ(θ, τ, ξ∗2 ), τ)},
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les conditions suivantes sur ξ∗2 étant réunies :

{

∂ξ2φ(θ, τ, ξ∗2 ) = 0
∂θφ(θ, τ, ξ∗2 ) = −=θ.

Grâce au changement de variable, on constate que ceci est équivalent à

{

z2(θ, τ, ξ∗2 ) = −α(0, θ, τ)
τ2∂θγ(θ, τ) = z(θ, τ, ξ∗2)∂θα(0, θ, τ) −=θ.

La variété canonique s’écrit

{(∂τ (τ2γ)− ∂ταz, τ)} = {(∂τ (τ2γ)− ∂τα/∂θα[τ2∂θγ(θ, τ) + =θ], τ)}.

Lebeau a utilisé le développement limité de la phase φ pour donner la preuve de l’existence
de l0. Nous nous bornons ici à donner une méthode explicite de construction, mais qui ne peut
pas être appliquée dans l’état. Cette phase sous-harmonique définit l’espace de Sjostrand sur
lequel l’opérateur de Fourier intégral donné par 914.3.25) s’étend naturellement.

Nous rappelons donc, suivant [64] p 1439-1440, queHl0(|θ| < a) est l’ensemble des fonctions
f(θ, k), holomorphes en θ ∈ C| sur |θ| < a, telles que

∀K ⊂ {|θ| < a}, ∀ε, ∃Cε,K tel que ∀x ∈ K, ∀k ≥ 1, |f(θ, k)| ≤ Cε,kek(l0(θ)+ε).

De même, H+,κ
φ0

(|θ| < a) est l’ensemble des fonctions f(n, θ, k), holomorphes pour θ ∈ X =
{|θ| < a} et pour n dans un voisinage U dans CC de [0, κ], telles que f soit uniformément
majorée par ekC sur (n, θ) ∈ U ×X , k ≥ 1 et dont la p-ième dérivée en n est majorée sur tout
compact K dans X et sur n ∈ [0, κ[ par Cε,p,Ke

k(ε+φ0(θ)). Le spectre analytique de f dans
T ∗(]0, κ[×Λφ0) est alors noté SSw,κδ,φ0

.

Symbole de l’opérateur non local Introduisons donc le symbole

σM (θ, t, k) = (M − k 2
3 t2ρ(θ, t2))

1
4 e

2
3kt

3ρ
3
2 (θ,t2)+ 2

3 (M−k 2
3 t2ρ(θ,t2))

1
2 (k

2
3 t2ρ(θ,t2)+M/2)

et la phase F (θ, t) = t4γ(θ, t2) + 2
3 t

3ρ
3
2 (θ, t2).

L’opérateur non local qui définit la parametrix est

I(h)(θ, k) =

∫

dβ

∫

2tdteik[(θ−β)t2+F (θ,t)]σM (θ, t, k)h(β, k).

On écrit le résultat de la Proposition 3.2 de [64] :

Lemme 14.2 Si X définit le disque de rayon D2r
2 et si les bornes d’intégration dans I sont

minorées par r/D2, alors h ∈ Hψr (Bd)⇒ I(h) ∈ Hl0(X).

Ce lemme permet de définir la parametrix utilisée J ◦ I . On a alors la Proposition ([64],
propositions 3.1 et 3.2).

Proposition 14.3 Soit h ∈ Hψr (Bd). Alors I(h) ∈ Hl0(X), et on peut calculer J(h) pour
Dr2 ≤ d0.

i) La distribution J ◦ I(h) appartient à H+,κ
φ0

(|θ| < d2) pour d2 et κ assez petits.

ii) J ◦ I(h) est solution asymptotique de P , c’est-à-dire

SSw,κ∂,φ0
(P (J ◦ I(h)) = ∅.
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Nous obtenons une solution dépendant d’un opérateur de Fourier intégral de symbole borné
dans les variables (ν, ξ0). Ceci impose que l’on se restreigne aux zones où ξ0 est contrôlé ; plus
précisément l’analyse mathématique de [64] impose la majoration =ξ0 ≤ c + δ|Reξ0|, cette
majoration sera précisée ci-après. En revanche, on conserve la variable ν comme notation
pour l’étirement de la variable n de la section précédente. Le résultat est une expression
uniforme et bornée en ν, ce qui donne la taille de la zone de transition. Les majorations
des fonctions d’Airy permettent de donner une expression uniforme mais oscillante dans le
voisinage V = {(n, θ, τ), |k 2

3α(n, θ, τ)| ≤ C}. Le calcul, φ0 et α étant connues, de la solution
J(f)(n, θ, k) est exact. C’est l’action d’un opérateur de Fourier intégral classique dont on
connâı t le symbole

[s0(n, k
2
3α, θ, β, τ, k)w1(k

2
3α) + k−

1
3 s1(n, k

2
3α, θ, β, τ, k)w′

1(k
2
3α)]

et la phase eik[(θ−β).τ+φ0(n,θ,τ)]).

14.3.3 Opérateur intégral de Fourier pour la condition d’impédance

En nous inspirant du chapitre 13.2, nous introduisons l’opérateur L d’impédance. Il s’agit
de

Lu(θ, k) = ∂nu(0, θ, k) + ikZ(θ)u(0, θ, k). (14.3.27)

L’application de (14.3.27) à (14.2.14) conduit à :

L(J(f))(n, θ, k) =

∫

eik[(θ−β).τ+φ(θ,τ,ξ2)][∂na+ ikξ2a+ ikZa]f(β, k)|n=0dβdτdξ2 (14.3.28)

Cette intégrale se traite de la même façon que l’intégrale donnant J , en particulier elle
s’exprime avec les mêmes changements de variable. Nous devons calculer le symbole

sZ(ξ2, θ, β, τ, k) = ∂na(0, ξ2, θ, β, τ, k) + ikξ2a(0, ξ2, θ, β, τ, k) + ikZa(0, ξ2, θ, β, τ, k).

On effectue le changement de variable ξ2(z) et on exprime sZ(ξ2(z), θ, β, τ, k)dξ2/dz(z) en
utilisant le théorème de division de Boutet de Monvel, sous la forme (on omet toutes les
variables non signifiantes) :

s
dξ2
dz

= ik(sL0 + zsL1 + (∂zh
L + ikhL(−z2 − α))).

Les deux termes sL0 et sL1 associés à ce nouveau symbole peuvent être évalués grâce au
développement limité de ξ2(z), et nous reprenons ainsi le développement des pages 479-481 de
[55]. Le lemme 16 de [55] indique que, pour n = 0 (qui est la seule condition qui nous intéresse
lorsque nous étudions l’opérateur au bord)

ξ2(z) = ã(θ, τ) + bz + c
z2

2
+ d

z3

6
O(z4),

les fonctions ã, b, c vérifiant







φ(θ, τ, ã) = τ2γ(θ, τ)
b∂ξ2φ(θ, τ, ã) = −τρ(θ, τ)
c∂ξ2φ(θ, τ, ã) = −b2∂2

ξ22
φ(θ, τ, ã).

Notons alors σjZ(θ, τ, k) = ∂j
ξj2

(sZ
dξ2
dz )(θ, τ, ã, k) et ξ0 = k

2
3α(0, θ, τ) = k

2
3 τρ(θ, τ). On peut

exprimer simplement le symbole sL0w1(ξ
0) + k−

1
3 sL1w

′
1(ξ

0), et on obtient

2πe
iπ
3 k−

1
3 [(bσ0

Z −k−
2
3 ξ0(dσ0

Z + bcσ1
Z +

1

2
b3σ2

Z))w1(ξ
0)+ ik−

1
3 [σ0

Zc+ b2σ1
Z +O(k−

2
3 ξ0)]w

′
1(ξ

0)].
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On vérifie que le terme principal du symbole est

2πe
iπ
3 k−

1
3 a(0, 0, θ, β, 0, k)[ρ(θ, 0)ω1(ξ

0)+k−
1
3 e−

iπ
6 e−

2iπ
3 ρ2(θ, 0)[Z(θ)+

1

2

∂θρ

ρ
(θ, 0)

∂ξ2a

a
|β=θ,τ=0]ω

′
1(ξ

0)].

Le terme principal du symbole s’annule pour les ξ0 vérifiant ω1(ξ
0) = 0.

14.4 Calcul 2-microlocal de l’onde diffractée

14.4.1 Les zéros du symbole de l’opérateur aux limites.

Cette section n’est pas, contrairement à ce qui précède, ”self contained”. Il faut en effet
se reporter de manière importante aux deux articles ayant permis le calcul de l’amplitude
du rayon rampant : l’article de G. Lebeau [64] qui a mis en place l’algèbre des opérateurs
unilatéraux et qui a construit le calcul pseudo-différentiel 2-microlocal permettant le calcul
de l’inverse d’un opérateur unilatéral et l’article de l’auteur [55] qui a construit explicitement
l’inverse de l’opérateur unilatéral au bord obtenu ici.

On introduit l’ouvert Ω(r, δ, γ1, k) de (C| ∩B(0, r))2 des points (θ, τ) vérifiant =τ−γ1k
− 2

3 <
δ|Reτ |. Soit

On vérifie que, pour tout M , il existe γ1(M, δ, r) tel que les deux fonctions wM1 et wM2 sont

bornés dans Ω(r, δ, γ1(M, δ, r), k). Introduisons l’ouvert VM,ε0 , complémentaire de {|=(e
2iπ
3 z)| <

−ε0(Re(e
2iπ
3 z) +M)} ∪ {|e 2iπ

3 z +M | ≤ ε0}. Nous avons le lemme :

Lemme 14.3 Il existe deux constantes C et α0 tel que si P est le nombre de zéros de w1 dans
VM,ε0 , il existe P fonctions analytiques ξ1, ..., ξp vérifiant :

∀α′ ≤ α, |wm1 (ξ0)| ≤ α′, ξ0 ∈ VM,ε0 ⇒ ∃p ≤ P tel que |ξ0 − ξp| ≤ Cα′.

Les zéros de sL0 ω1(ξ
0) + k−

1
3 sL1 ω

′
1(ξ

0) sont les zéros de w1.

Preuve Il s’agit du résultat du lemme 4 de [55] p 433. Nous énonçons les résultats de [55].

Réduction de la phase Nous vérifions par un calcul de phase stationnaire que l’opérateur
I introduit un terme de phase égal à −ikτ 2γ(θ, τ) + f(M, ξ0), et que l’opérateur J présente

d’ores et déjà un terme de la forme ikτ 2γ(β, τ) − f(M,k
2
3 τρ(β, τ)), où f est la fonction

2
3 (x+M)

1
2 (x −M/2) + 1/4Log(x+M). Soit W (θ, β, τ, k) la fonction définie par

(θ − β)τW = τ2[γ(β, τ)− γ(θ, τ)] + (ik)−1[f(M,k
2
3 τρ(θ, τ)) − f(M,k

2
3 τρ(β, τ))].

Le changement de variable η = τ(1 −W ) permet d’obtenir dans l’intégrale de définition
de L(J ◦ I(h)) une phase égale à ik(θ − β)η sans changer de manière significative le symbole.
Ceci est démontré rigoureusement en dimension quelconque par le Lemme 7 p 448 de [55]. Il
existe alors un symbole E(θ, β, η, k) tel que

L(J ◦ I(f))(θ, k) =

∫

ei(θ−β)ηE(θ, β, η, k)f(β, k)dβdη.

Le symbole E s’écrit

E(θ, β, η, k) = E1(θ, β, η, k)ω
M
1 (k

2
3 α(0, θ, τ (θ, β, η))) + k−

1
3E2(θ, β, η, k)ω

M
2 (k

2
3α(0, θ, τ (θ, β, η))).
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Conjugaison par le terme Gevrey 3 Les zéros du symbole E sont donnés par la relation

τ = k−
2
3 e−

2iπ
3 ξp(

R(s(θ))

2
)

1
3 +O(k−1). (14.4.29)

En effet, résoudre k
2
3 τρ(θ, τ) = ξp équivaut à trouver τ = k−

2
3 g(θ, k) et donc g(θ, k)ρ(θ, k−

2
3 g(θ, k)) =

ξp, d’où, en supposant g borné pour k ≥ 1, ρ(θ, k−
2
3 g) = ρ(θ, 0) + O(k−

2
3 ). Heuristiquement,

le facteur de phase obtenu ”ressemble alors à” :

ikτθ = ikk−
2
3 θe−

2iπ
3 ξp(

R

2
)

1
3 = k

1
3 [e−

iπ
6 θξp(

R

2
)

1
3 ].

Ceci donne l’idée de conjuguer l’opérateur L(J ◦ I) par un opérateur de la forme eik
1
3H(θ),

pour obtenir une puissance k
1
3 . Soit Op(T ) l’opérateur

Op(T )(f)(θ, k) = Op(eik
1
3H(θ))L[e−ik

1
3H(β)f(β, k)]. (14.4.30)

Par application du lemme 8.7 (Astuce de Kuranishi), ceci correspond au changement de
variable dual donné par :

Σ = η + k−
2
3H ′(θ). (14.4.31)

Nous considérons à compter de ce point la fonction H associée au premier zéro
de la fonction ω1. Utilisant le premier zéro de la fonction d’Airy ω (tel que Ai(−ω) = 0 et

Ai(x) 6= 0 pour x > −ω), on voit que ξ1 = e
iπ
3 ω. Choisissons alors H ′(θ) = −e iπ3 ξ1(R(s(θ))

2 )
1
3

et H(0) = 0. Le symbole E est nul pour η = −k− 2
3H ′(θ). Le symbole principal de l’opérateur

Op(T ) s’annule donc pour Σ = 02 Le changement de variable (14.4.31) correspond à ξ0 =

ξ1 + e
2iπ
3 k

2
3 ( 2
R(s(θ)))

1
3 Σ, ce qui donne :

Op(T )(f)(θ, k) =

∫ ∫

eik(θ−β).ΣS1(θ, β,Σ, k)f(β, k)dβdΣ

où :

S1(θ, β,Σ, k) = 2πk−
1
3 (

2

R(s(θ))
)

1
3 (
kR(s(θ))

2
)−

1
3w′

1(ξ1)[Z(ikΣ)e
iπ
6 − 1 + k−

1
3 r1].

14.4.2 Algèbre des opérateurs unilatéraux

Rappelons que nous avons introduit les ouverts Ω(r, δ, γ1, k) et nous avons rappelé que
les symboles wM1 et wM2 sont bornés sur ces ouverts. Remarquons que le comportement en
Σ est le même que le comportement de wM1 (ξ0) en τ pourvu que l’on choisisse au départ M
suffisamment grand par rapport à ξ1, et que l’on modifie le γ1 tel que le symbole wM1 (ξ0)
soit borné dans Ω(.., γ1) dans la variable τ , et soit borné dans Ω(..., γ2), 0 < γ2 < γ1 dans la
variable Σ.

Nous définissons un espace de symboles associé à ces ouverts, qui doit être muni d’une
structure d’algèbre. Cet espace est E+

γ2 , ensemble des suites de symboles pn(Σ, θ, k) tels que

supΩ(r,δ,γ2,k)|(Σ− iγ2k
− 2

3 )npn(Σ, θ, k)| ≤ ABnn!

muni de la loi de composition associée à la représentation formelle

p(Σ, θ, k) =
∑

n

pn(Σ, θ, k)(Σ− iγ2k
− 2

3 )−n(ik)−n.

2Cette démarche, qui est facilitée par le fait que le bord est de dimension 1, est la même que celle du Lemme
8 de [55] p 449-450.
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En particulier,

(p ◦ q)n(Σ, θ, k) =
∑

m+m′+j=n

∂jΣpm(Σ, θ, k)∂jθqm′(Σ, θ, k).

Nous vérifions qu’un élément elliptique (dont le symbole principal est borné inférieurement
sur Ω(r, δ, γ2, k)) est inversible dans cet espace (Proposition 4.1.3 de [64] p 1465).

Nous définissons l’opérateur

D−n
γ2 v(θ) =

∫ θ

−A
e−γ2k

1
3 (θ−β) (θ − β)n−1

(n− 1)!
v(β, k)dβ, (14.4.32)

et l’opérateur associé à un symbole p de l’espace est

Op(p)(u) =
∑

n

Opc(pn)(D
−n
γ2 (u)).

le signe c désignant l’action d’un symbole classique en variable (θ,Σ).
On a montré que

S1(θ, β,Σ, k) = ik2π(
kR

2
)−

2
3 e

iπ
6 ω′

1(ξ1)[ikZΣ− e− iπ
6 + k−

1
3 r1(θ, β,Σ, k)].

Le lemme de réduction 8.3 permet d’écrire

Op(S1) = Op(S2)

avec

S2(θ,Σ, k) = ik2π(
kR(s(θ))

2
)−

2
3 e

iπ
6 ω′

1(ξ1)[ikZΣ− e− iπ
6 + k−

1
3 r2(θ,Σ, k)].

Lemme 14.4 Soit

e0(θ, k) = k−
2
3 2π(ik)2(

kR(s(θ))

2
)−

2
3Z(θ)e

iπ
6 ω′

1(ξ1).

Soit
r(θ,Σ, k) = Z−1(θ)[−e−iπ

6 + k−
1
3 r2(θ,Σ, k)].

On écrit

S2(θ,Σ, k) = k
2
3 e0(θ,Σ, k)[Σ1 + (ik)−1r(θ,Σ, k)].

Introduisons ẽγ20 (θ, k) = e0(θ,Σ, k)(Σ−iγ2k
− 2

3 ). Le symbole ẽγ20 est elliptique dans E+
γ′ , γ′ <

0. On a la relation

(Σ− iγ2k
− 2

3 )(ẽγ20 )−1 ◦ S2 = Σ + (ik)−1r̃(θ,Σ, k),

le symbole r̃ vérifiant r̃(θ, 0, k)− r(θ, 0, k) = O(k−
1
3 ). On introduit le symbole h(θ, σ, k) défini

par le système (on retrouve une méthode utilisée par exemple pour l’inversion d’un opérateur
elliptique)

{

∂θh(θ,Σ.k) = (h ◦ r̃)(θ,Σ, k)
h(θ0,Σ, k) = 0.

Il vient

h0(θ,Σ, k) = exp(

∫ θ

θ0

r̃(u,Σ, k)du) = (1 +O(k−
1
3 ))exp(

∫ θ

θ0

r(u,Σ, k)du). (14.4.33)

Soit R0
0(θ,Σ, k) le symbole égal à

∫ 1

0 ∂Σh0(θ, uΣ, k)du.
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Lemme 14.5 • L’inverse de l’opérateur

Σ

Σ− iγ2k−
2
3

+
1

ik

r̃(θ,Σ, k)

Σ− iγ2k−
2
3

dans E+
γ′ , γ′ < 0, s’écrit

(Σ− iγ2k
− 2

3 ) ◦ h−1 ◦ [R0
0(θ,Σ, k) + ikD−1

0 ◦ h0(θ, 0, k) +R0(θ,Σ, k)],

où R0 est un symbole d’ordre k−
2
3 .

• L’égalité Op(S2)f = g est équivalente à

f = (Σ− iγ2k
− 2

3 ) ◦ h−1 ◦ [R0
0 + ikD−1

0 ◦ h0 +R0] ◦Op((ẽγ20 )−1)(k−
2
3 g).

La preuve de ce lemme est une conséquence de la proposition 6 pp 443 de [55].

14.4.3 Calcul de la trace de la dérivée normale de l’onde diffractée

Nous utilisons la conséquence suivante du lemme précédent :

Corollaire 14.2 On se donne g ∈ Hφ0 Soit f définie par Op(T )f = g. Alors

f(θ, k) =
1

2πik
1
3ω′

1(ξ1)× e
iπ
6 Z(θ))

∫ θ

−A
(
R(s(β))

2
)

2
3 exp(e−

iπ
6

∫ θ

β

du

Z(u)
)g0(β, k)dβ.

Preuve du corollaire 14.2 On vérifie l’égalité, dans E+
γ′ , γ′ < 0 :

Op((ẽγ20 )−1)(k
2
3 g) = e−1

0 (θ, 0, k)(−iγ2k
− 2

3 )−1(1 +O(k−
1
3 ))g(θ, k)

soit

Op((ẽγ20 )−1)g = [2π(ik)2Z(θ)e
iπ
6 ω′

1(ξ1)(−iγ2k
− 2

3 )]−1(
kR(s(θ))

2
)

2
3 g0(θ, k)(1 +O(k−

1
3 )).

Appliquant (14.4.32), on trouve

ikD−1
0 h0(ẽ

γ2
0 )−1g =

(1 +O(k−
1
3 ))

2π(ik)2e
iπ
6 ω′

1(ξ1)(−iγ2k−
2
3 )

∫ θ

−A
(
kR(s(β))

2
)

2
3 (Z(β))−1g0(β, k)h0(β, k)dβ.

La deuxième relation du lemme 14.5 donne

f(θ, k) = Op(Σ − iγ2k
− 2

3 )[
(1 +O(k−

1
3 ))

2π(ik)2e
iπ
6 ω′

1(ξ1)(−iγ2k−
2
3 )

∫ θ

−A
(
kR(s(β))

2
)

2
3
g0(β, k)

Z(β)

h0(β, k)

h0(θ, k)
dβ].

Le symbole Σ− iγ2k
− 2

3 est un symbole classique, que l’on calcule en Σ = 0. On remplace h0

par l’expression (14.4.33) et les termes −iγ2k
− 2

3 se simplifient :

f(θ, k) =
(1 +O(k−

1
3 ))

2π(ik)2e
iπ
6 ω′

1(ξ1)

∫ θ

−A
(
kR(s(β))

2
)

2
3
g0(β, k)

Z(β)
e

∫

β

θ
r(u,0,k)du

dβ.

Le terme γ2, qui indique dans quel espace de symbole l’opérateur S1 est elliptique, s’est simplifié
dans l’expression. Ceci est naturel puisque le résultat ne doit pas dépendre de l’espace dans
lequel on effectue le calcul. La définition de r dans le lemme 14.4 permet d’obtenir

exp(

∫ β

θ

r(u, 0, k)du) = exp(e−
iπ
6

∫ θ

β

du

Z(u)
)(1 +O(k−

1
3 )).
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Ceci achève la preuve du corollaire.
Pour continuer le calcul, nous remarquons que Op(T ) et L(J ◦ I) sont liés par (14.4.30).

On définit F (θ, k) = [(Op(e−ik
1
3H(β)))−1f ](θ, k). Alors

f(θ, k) = [Op(e−ik
1
3H(β))F ](θ, k).

L’équation (14.3.27) équivaut à

Op(eik
1
3H(θ))[L(J ◦ I)[Op(e−ik

1
3H(β)F ] = −[Op(eik

1
3H(θ))Lui](θ, k).

La fonction ui est une solution de l’équation des ondes dans le vide. On sait que son front
d’onde rencontre le bord C en un point strictement diffractif, caractérisé par son angle d’Euler
θ0. Tous les points du bord atteints par un rayon tangent sont strictement diffractifs car le
bord est strictement convexe.

On écrit alors

ui(θ, n, k) = eikφ(n,θ)ai(n, θ, k).

La phase φ, solution de l’équation eikonale, vérifie ∂nφ(0, θ0) = 0.
Il vient ainsi (Y désigne la fonction de Heaviside 1IR+

)

Lui(θ, k) = ik[Z(θ)ai(0, θ, k) + ∂nφ(0, θ)ai(0, θ, k) +
1

ik

∂ai
∂n

(0, θ, k)]eikφ(0,θ)(1− Y (θ − θ0)).

L’application du corollaire 14.2 permet d’obtenir

F (θ, k) =
−k

2πe
iπ
6 k

1
3 ω′

1(ξ1)

∫ θ

−A
(
R(s(β))

2
)

2
3 e

∫ θ

β

e
− iπ

6 du
Z(u)

+ikφ(0,β)−ik
1
3H(β)

ai(0, β, k)[1+
∂nφ(0, β)

Z(β)
](1−Y (β−θ0))dβ.

Remarquant que, par la relation permettant de calculer φ dans le lemme 10 p 463 de [55]

φ(0, β) = φ(0, θ0) +
1

6
R(s(θ0))(β − θ0)3 +O(β − θ0)4

et que

H(β) = H(θ0)− e
iπ
3 ξ1(

R(s(θ0))

2
)

1
3 (β − θ0) +O((β − θ0)2)

il reste, avec m = k
1
3 (β − θ0)(R(s(θ0))

2 )
1
3

eikφ(0,β)+ik
1
3H(β) = eikφ(0,θ0)+ik

1
3H(θ0)ei

m3

3 −e iπ3 ξ1m+k−
1
3 ψ(m,k−

1
3 ).

Nous notons que l’intégration en β permettra, pour tout θ > θ0, d’assigner une valeur
à F (θ, k). En effet, l’intégrale de −A à θ contiendra alors θ0. Effectuant le changement de

variable β → m, on vérifie que les nouvelles bornes de l’intégrale sont k
1
3 (θ− θ0)(R(s(θ0))

2 )
1
3 et

k
1
3 (−A− θ0)(R(s(θ0))

2 )
1
3 . Lorsque k tend vers +∞, ces bornes respectives tendent vers ±∞, ce

qui implique que le terme d’écart entre l’intégrale sur IR et l’intégrale étudiée est uniformément
décroissant en k, de la forme e−ck pour θ − θ0 borné. Après utilisation du changement de
variable, des approximations l(β, k) = (1 + O(k−

1
3 ))l(θ0, k) pour les termes du symbole, on

trouve

F (θ, k)−O(e−ck) = −k 1
3
(1 +O(k−

1
3 ))

e
iπ
6

(
2

R(s(θ0))
)

1
3 ai(0, θ0)exp(

∫ θ

θ0

du

e
iπ
6 Z(u)

)
ω1(e

− 2iπ
3 ξ1)

ω′
1(ξ1)

.

Utilisant alors 2πAi(ωe−
iπ
3 ) = e

iπ
6

Ai′(−ω) et ξ1 = e
iπ
3 ω, on en déduit
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ω1(e
−2iπ

3 ξ1)

ω′
1(ξ1)

=
1

2πi
(Ai′(−ω))−2.

On a alors

F (θ, k) = (
kR(s(θ0))

2
)

1
3 e

iπ
3 ai(0, θ0)exp(e

−iπ
6

∫ θ

θ0

du

Z(u)
)eikφ(0,θ0)+ik

1
3H(θ0) (1 +O(k−

1
3 ))

2π(Ai′(−ω))21
.

On en déduit aisément f(θ, k) = e−ik
1
3H(θ)F (θ, k)(1 +O(k−

1
3 )). Enfin, on peut calculer la

solution en tout point par la relation

(J ◦ I)(f) = ud(n, θ, k).

On a ainsi démontré le

Théorème 14.2 La solution explicite, dans un voisinage de la zone d’ombre, définie pour
θ > θ0 et 0 ≤ n ≤ g(θ), g strictement croissante, est donnée par

ud(n, θ, k) = ai(0,θ0,k)e
ikφ(0,θ0)e

iπ
3

2π(Ai′(−ω))2

∫

eik[(θ−β)τ+φ0(n,θ,τ)]+ik
1
3 (H(θ0)−H(β))

×(kR(s(θ0))
2 )

1
3 e

∫ β

θ0

du

e
iπ
6 Z(u)S(θ, β, n, τ, k)dτdβ.

où S est donné dans la proposition 14.2. L’obtention de la solution de P se fait en multipliant
par le facteur eik(s−s(θ0)). L’onde obtenue se propage à la vitesse 1 sur le bord.

On voit, dans l’expression de cette solution dans la zone d’ombre, que la courbe n = g(θ)
est l’expression en coordonnées (n, θ) de la demi-droite issue du point M(s(θ0)) dirigée par le
vecteur ~t(s(θ0)) = ∇φ(0, θ0). En effet, les bicaractéristiques de l’opérateur des ondes classique
sont des droites, et le changement de variable ne transforme pas ces objets géométriques.

Ensuite, on peut noter que Re(−iH(θ)) = (Reie
2iπ
3 ω)(R(s(θ))

2 )
1
3 . Comme Re(ie

2iπ
3 ) =

−Ree iπ6 = − cos π6 , on peut vérifier que, pour θ0 + 2δ0 > θ > θ0 + δ0, il existe une constante
C(δ0), que l’on peut prendre égale à

δ0minθ∈[θ0+δ0,θ0+2δ0](
R(s(θ))

2
)

1
3ω cos

π

6

telle que, pour n > g(θ)− c′δ0,

|ud(n, θ, k)| ≤ Ce−k
1
3C(δ0).

Ceci indique ainsi que, dans la région n > g(θ), l’onde calculée décrôı t plus vite que toute
puissance inverse de k. Elle est donc C∞ dans cette région. On démontre (voir [64] ou [55])
qu’il y a propagation des singularités analytiques.

Ceci généralise le résultat de Friedlander (Théorème 14.1) pour la propagation des singula-
rités C∞ pour les rayons glancing à une propagation analytique des singularités sur les rayons
analytiques généralisés, qui sont l’union d’une bicaractéristique de l’opérateur des ondes dans
le vide jusqu’au point M(s(θ0)), qui sont ensuite une courbe intégrale de l’opérateur des ondes
réduit sur le bord (sur C) et enfin à nouveau une courbe bicaractéristique de l’opérateur des
ondes dans le vide.

Le rayon généralisé de l’opérateur P − ∂2
t2 , P = ∂2

n2 +R(n, s, ∂s) s’écrit

γ− ∪ γ̃ ∪ γ̃+

où γ− est une bicaractéristique de P − ∂2
t2 dans T ∗(IR2 × IRt), γ− ∩ γ̃ = {ρ0} ⊂ G, γ̃ est la

bicaractéristique, dans T ∗(IR× IRt), de l’opérateur R(0, s, ∂s)− ∂2
t2 , passant par ρ0, et γ+ est

la bicaractéristique, dans T ∗(IR2 × IRt), de l’opérateur P − ∂2
t2 , passant par le point γ̃ ∩ γ−.
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Il existe donc une infinité de bicaractéristiques généralisées passant par ρ0. Notons enfin que
nous avons utilisé constamment l’hypothèse R 6= 0, qui est exactement équivalent à la stricte
convexité de C. Les points de G sont alors appelés points strictement diffractifs. Le théorème
de propagation des singularités s’écrit, dans ce cas :

Théorème 14.3 Soit P un opérateur différentiel hyperbolique d’ordre 2. Soit Ω un ouvert
régulier. On suppose que la variété glancing de P par rapport à Ωc, G, ne comporte que des
points strictement diffractifs, c’est-à-dire si ψ est une équation de ∂Ω tel que Ωc = {ψ > 0},
alors

{{ψ, p}, p}
{ψ, p}, ψ} |p=ψ=0 > 0

Il y a propagation des singularités analytiques sur les bicaractéristiques généralisées. Le
calcul ci-dessus prouve que l’opérateur de transfert est explicite dans le cas d’un opérateur
différentiel d’ordre 2 n’admettant dans la variété Glancing que des points strictement diffrac-
tifs.

14.5 Conclusion sur les rayons

Il y a trois types de bicaractéristiques généralisées de l’opérateur P0 − ∂2
t2 étudiées dans

cet ouvrage :
• les bicaractéristiques ”elliptiques”, qui cöı ncident avec les bicaractéristiques usuelles dans

IR2× IRt de P0 − ∂2
t2 . Le calcul de l’onde propagée fait l’objet du chapitre 3, la démonstration

du théorème de propagation des singularités (Théorème 11.1) dans le chapitre 11.
• les bicaractéristiques hyperboliques, qui sont l’union d’un rayon qui intersecte le bord

de manière transverse et du rayon réfléchi engendré par ce point d’intersection (on considère
l’autre solution du problème ξ2n = r(0, x′, ξ′)). Le calcul du coefficient de réflexion est l’objet
de la proposition 11.5, et le théorème de réflexion des singularités est le théorème 11.2.
• les bicaractéristiques diffractives, qui sont l’union d’une bicaractéristique rencontrant le

bord en un point diffractif, d’un segment de longueur quelconque sur le bord en dimension 2,
puis d’une bicaractéristique qui sort de manière diffractive (autrement dit tangente) du bord à
l’extrémité du segment, ce qui a fait l’objet de ce chapitre. Nous avons pu voit que toutes les
bicaractéristiques généralisées portent de l’information. C’est ce principe qui s’appelle
la diffraction (ce qui se passe pour l’onde incidente en un point est répercuté sur une infinité
de rayons pour l’onde diffractée). Les segments du bord s’appellent les rayons rampants.
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Terminons par les figures représentant le front qui tiennent compte de la propagation
usuelle, de la réflexion transverse, et de la diffraction :

Figure 12

front a t=-3 front a t=1

front a t=2 front a t=3

front a t=4
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présence de caustiques de type pli Thèse de doctorat de l’université de Pierre et Ma-
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