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Résumé :

Lorsque I’on classe un exemple sur la base d’un en-
semble d’apprentissage, au moins trois situations dans
lesquelles il est difficile de déterminer une classe unique
peuvent se produire : soit il y a trop d’incertitude aléatoire
car I’individu appartient a une zone de mélange, soit
il y a trop d’incertitude épistémique car il y a peu de
données dans la zone dans laquelle se situe 1’exemple,
soit I’exemple ne ressemble a aucun autre exemple d’ap-
prentissage. Alors que les deux premieres situations
ont été explorées de maniere assez intensive dans la
littérature, la troisiéme situation a regu en comparai-
son moins d’attention. Cet article présente des pistes de
résolution ce probleme dans le cadre de la théorie des
fonctions de croyance.

Mots-clés :

Fonctions de croyance, classification supervisée, in-
certitudes aléatoire et épistémique, gestion d’atypicité,
détection de nouveauté
Abstract:

When classifying an example on the basis of an obser-
ved population of (training) samples, at least three kinds
of situations can arise where picking a single class may
be difficult : high aleatory uncertainty due to the natural
mixing of classes, high epistemic uncertainty due to the
scarcity of training data, and non-conformity or atypica-
lity of the example with respect to observations made so
far. While the two first kinds of situations have been ex-
plored extensively, the last one still calls for a principled
analysis. This paper is a first proposal to address this issue
within the theory of belief function.

Keywords:

Belief functions, Supervised classification, Epistemic
and aleatoric uncertainty, Atypicality management, No-
velty detection

1 Introduction

Dans un probléme de discrimination, affecter
une nouvelle instance sur la base d’un en-
semble d’apprentissage peut €tre difficile en rai-
son de sources d’incertitudes variées : I’incer-
titude aléatoire ou ambiguité (les classes sont
mélangées, aucune ne domine), I’incertitude
épistémique (les données d’apprentissage sont
pauvres), et la non conformité de I’exemple
de test par rapport aux données d’apprentis-
sage. Cette derniere source d’incertitude, bien

que reliée a I’incertitude épistémique, en differe
en ce qu’elle ne peut pas toujours étre réduite
grace a la collecte de nouvelles données. C’est
un point central en détection de nouveauté ou
de points aberrants [2]. Dans cet article, nous
étudions comment prendre en compte le ca-
ractere atypique de certaines instances dans le
cadre de la théorie des fonctions de croyance.
La théorie des fonctions de croyance introduite
dans [3}16], et développée par la suite par Smets
[9]], est un cadre adapté pour la représentation
des incertitudes. Notons que la détection de
données atypiques a déja été étudiée dans
d’autres cadres théoriques, comme avec la no-
tion de rejet de distance [S] ou les prédictions
conformelles [7], et a aussi été étudiée dans le
cadre des fonctions de croyance (e.g., [1]) pour
des cas spécifiques. Cependant, a notre connais-
sance, aucune approche de principe, générique,
pour prendre en compte la non conformité, n’a
été proposée dans le cadre des fonctions de
croyance. Cet article peut €tre vu comme une
premiere contribution a cette problématique.
Nous donnons dans le premier paragraphe les
notions de base nécessaires. Le paragraphe [3|
discute certaines propriétés que I’on peut sou-
haiter lorsque la typicité des exemples est prise
en compte, et enfin le paragraphe Section §| pro-
pose différents modeles.

2 Notions de base

Nous commencgons par rappeler dans ce para-
graphe les notions de base des fonctions de
croyance, un cadre riche et flexible pour la ges-
tion des incertitudes que nous allons utiliser
par la suite. Nous exposons ensuite le modele
imprécis de Dirichlet pour modéliser 1’apparte-



nance aux différentes classes et, enfin, introdui-
sons la notion de conformité d’un exemple.

2.1 Préliminaires sur les fonctions de
croyance

On considere une variable @ prenant ses va-
leurs dans un ensemble non ordonné Q =
{@,...,oy} appelé cadre de discernement. La
connaissance partielle sur la valeur de ® est
représentée par une fonction de masse [6] m :
22— [0; 1] telle que

Y mA)=1. (1)

ACQ

Les ensembles A C Q tels que m(A) > 0 sont ap-
pelés éléments focaux de m. Si m(A) = 1 pour
un A C Q, m est dite catégorique et est noté my
(s1A = Q, mg représente I’ignorance complete).
On impose souvent que m(0) = 0; sinon, m(0)
peut prendre des interprétations variées, comme
le degré de conflit apres la fusion d’informa-
tions inconsistantes, ou le degré de croyance
que @ ¢ Q (hypothése de monde ouvert).

Toute fonction de masse peut €tre représentée
de maniere équivalente par une fonction de
croyance bel et une fonction de plausibilité pl,
définies, respectivement, pour tout A C Q par :

bel(A) = Z m(B), pl(A)= Z m(B).

BCA BNA#0
(2)

De nombreuses stratégies ont été proposées
pour prendre des décisions sur la base de ces
fonctions de croyance — voir, par exemple, [4].
Dans ce qui suit, nous noterons 0 tout opérateur
de décision appliqué a une fonction de masse
définie sur I’ensemble des classes. Par exemple,
I’opérateur de dominance d’intervalle, qui peut
conduire a une décision imprécise (en ce qu’il
peut fournir un ensemble de classes possibles)
est défini comme suit.

Définition 1 (Dominance d’intervalle (DI))
Etant donnée une masse m, on dit
que ®; domine @j, noté @ > O si
bel({r}) > pl({w;}).

La regle de dominance d’intervalle consiste a
fournir comme décision 1’ensemble des classes

non dominées :
6ip (m) ={w;: pl{w;}) > bel({w;})
pour tout j # i}.

2.2 Modélisation de D’appartenance aux
classes

3)

On suppose qu’une source fournit de 1’informa-
tion sur la classe d’un individu x sous la forme
d’une fonction de masse m. Cette masse est
généralement obtenue a partir d’un ensemble de
N individus d’apprentissage x; (i = 1,...,Xy)
observés dans la méme région que x et sup-
posés étre similaires a x. Par exemple, si I’on
utilise des arbres de décision, x est classé grace
aux données appartenant a la méme feuille que
x; dans les k plus proches voisins, la décision
se fonde sur les k individus d’apprentissage les
plus proches de x.

En classification prudente, la quantité d’infor-
mation amenée par 1’échantillon d’apprentis-
sage est prise ne compte dans la phase de
décision — permettant ainsi d’élaborer des
stratégies prudentes, comme celle de retenir
un ensemble de classes plausibles. Le modele
imprécis de Dirichlet (IDM) permet d’obtenir
un tel modele prudent des fréquences de classes
sous la forme d’une fonction de masse m. En
effet, si (ny,ny, ...,npy) denote les comptages as-
sociés aux différentes classes dans 1’échantillon
de taille N, avec ) ;n;y = N, I'IDM produit la
fonction de masse

mIDir(Q) — S ,
N+s
IDir i - @)
m“"{w}) =—— Vi=1,....M,
N+s

ou le parametre s peut étre interprété comme
le nombre de données additionnelles non ob-
servées lorsque 1’on estime les probabilités
des classes. Ce parametre détermine le degré
d’imprécision de I’estimation : plus il est élevé,
plus I’inférence est prudente. De cette fonction
de masse, on déduit les bornes

Ll ({@n})

qui rendent compte a la fois de I’incertitude
aléatoire (qui intervient lorsque les décomptes

_ nj+s
N+

bel™P ({@;}) = i
™" ({0}) = 3
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Figure 1 — Deux situations avec des comptages
de classes identiques mais differents niveaux
de typicité; a gauche : conformité élevée (C =
0.8); a droite : faible conformité (C = 0.2)

prennent des valeurs ny, ... ,ny similaires) et de
I’incertitude épistémique (dans ce cas la largeur
des intervalle croit avec la valeur de s/(N +s)).

2.3 Conformité

Il faut noter que I’'IDM ne tient pas compte de
la typicité d’une instance de test, c’est a dire de
sa ressemblance aux exemples d’apprentissage.
On suppose ici que cette information de typi-
cité est fournie de maniere indépendante, sous
la forme d’un score de conformité C € [0;1] : on
a C = 0 pour une instance de test completement
atypique, et C = 1 pour une instance normale.
Sur la Figure|l|sont représentées deux situations
dans lesquelles une instance x doit étre classée
dans une des trois classes {@;,m,m3} = Q,
sur la base de quatre exemples d’apprentissage.
Le méme IDM serait construit (les comptages
de classes sont les mémes) mais le niveau de
typicité de x est tres différent d’un exemple a
I’autre. Dans cet article, nous ne nous penche-
rons pas sur la maniere dont ce niveau de typi-
cité peut étre quantifié (on pourrait par exemple
exploiter la distance de I’exemple x a son plus
proche voisin).

Notre objectif est d’étudier comment une fonc-
tion de masse portant sur la classe d’une ins-
tance x peut €tre modifiée (ou révisée) en fonc-
tion du niveau de typicité C. Pour cela, nous in-
troduisons la notion d’opérateur de conformité
Cf, qui transforme m en une nouvelle fonction
de masse Cf[m,C]. On peut souhaiter que cet
opérateur possede un certain nombre de pro-
priétés, étudiées dans le paragraphe |3 sur la
base desquelles différents opérateurs peuvent
étre proposés (voir le paragraphe 4).

3 Propriétés souhaitables des
opérateurs de conformité

Dans la suite, par abus de notation, Cf[pl,-]
(respectivement, Cf [bel,-]) sera utilisé en lieu
et place de la fonction de plausibilité (resp. la
fonction de croyance) obtenue a partir de la
fonction de masse modifiée Cf [m,-].

Propriété 1 (Préservation des préférences)
Un opérateur de conformité Cf préserve I’in-
formation de préférence sur les classes si, pour
tout C € [0;1],

pl{wi}) < bel({w;})

= Cf[pl,C] ({w;}) < Cf[bel,C] ({w;}). )

Formulée autrement, cette propriété indique que
la prise en compte de la conformité ne remet
pas en cause la dominance d’intervalle entre les
classes (voir I’equation ().

L’exemple sur la Figure représente les
frontieres de décision d’un arbre appliqué aux
données IRIS (seules deux variables ont été
gardées a des fins illustratives). Les instances
1,2 et 3 sont atypiques. La classe Setosa domine
clairement les deux autres pour l’instance 1,
une information qui peut raisonnablement étre
gardée pendant I’étape de révision. Cependant,
cette stratégie est plus discutable pour I’ins-
tance 2, qui parait étre plus proche de la classe
Versicolor que de la classe Setosa lorsque I’on
tient compte de la dispersion des classes : dans
ce cas, il semble légitime d’effacer 1’informa-
tion tirée du sous-ensemble de données associé
a cette feuille de I’arbre.

De maniere générale, garder I’information de
préférence inférée grace a la population de
réference semble raisonnable si le modele a
peu de chance de confondre I’atypicité avec
une autre source d’incertitude. Sur la Figure [2]
I’instance 2 est a égale distance des classes Ver-
sicolor et Setosa, ce que 1’arbre de décision est
par nature incapable de détecter.

Propriété 2 (Renforcement de la décision)
Un opérateur de conformité Cf renforce les
décisions prises avec une stratégie 0 si

C <C' = §(Cf[m,C]) C 8 (Cf[m,C']). (6)
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Figure 2 — Jeu de données Iris et plusieurs
exemples atypiques

En d’autres termes, I’ensemble des classes plau-
sibles pour une instance doit augmenter avec
son niveau de conformité : a mesure qu’il de-
vient atypique, les classes présumées plausibles
doivent étre retirées. Cela revient a poser 1’hy-
pothese de monde ouvert, puisque les classes
connues sont écartées de I’ensemble des classes
possibles a mesure sur le niveau de conformité
diminue, jusqu’a finir avec I’ensemble vide —
comme avec les prédictions conformelles.

Propriété 3 (Affaiblissement de la décision)
Un opérateur de conformité Cf affaiblit les
décisions prises avec une strategie O i

C<C' =6§(Cf[m,C])Cé(Ctm,C]). (7)

Contrairement a la Propriété 2] la Propriété [3]
fait I’hypothese d’un monde clos, dans lequel Q
est supposé contenir nécessairement toutes les
classes possibles, mais I’information liée a une
instance atypique est trop faible pour permettre
une prédiction fiable.

Dans I’exemple sur la Figure 2] supposons que
la décision pour I’instance 3 soit & (m3) =
{Versicolor, Virginica}. Alors, imposer la Pro-
priété [2| reviendrait a €carter Versicolor, cette
classe étant trop éloignée, alors que la Pro-
priété [3] conduirait a ’ignorance compleéte, la
classe Setosa étant intégrée a 1’ensemble des
classes plausibles.

D’autres propriétés peuvent é&tre proposées,
comme par exemple spécifier le comportement

de la regle de décision pour des instances non
conformes extrémes (pour C — 0). Ce sera fait
dans le paragraphe suivant dans lequel nous
proposons un certain nombre d’opérateurs ainsi
que des regles de décision associées.

4 Quelques opérateurs de confor-
mité et leur regle de décision

Ce paragraphe explore quelques opérateurs de
conformité a la lumiere des propriétés évoquées
précédemment. Tous consistent a appliquer une
transformation linéaire a la fonction de masses
initiale en lien avec le niveau de conformité.

4.1 Affaiblissement classique en monde
clos

Une premiere stratégie consiste a affaiblirE] m
en fonction du niveau 1 — C d’atypicité :

Cfi [m,C]=Cm+(1-C)mg.  (8)

Dans le cas d’une fonction de masse générée par
I’IDM, on a donc

Cfy [m,C]({w}) =C ”"S, Vi

N
Cf [m,C](Q) =C—+(1-0).

N+s
)

Cf; satisfait la Propriété |3| (affaiblissement
de la décision) par rapport a &;p, car le
discounting rend les intervalles de croyance-
plausibilité plus larges, aboutissant au cas
extréme Oyp (Cf) [m,0]) = Q. Au contraire, et
pour les mémes raisons, Cf; ne satisfait pas
la Propriété [1| (préservation des préférences
sur les classes). Une telle regle apparait donc
plus cohérente avec I’hypothese d’un monde
clos, dans laquelle les instances atypiques
sont considérées comme étant difficiles a ca-
ractériser : une complete atypicité doit donc
résulter en une ignorance totale.

4.2 Monde ouvert avec une classe “incon-
nue”’

Notre deuxieme opérateur Cf, considere I’hy-
pothése de monde ouvert via une classe “in-
connue” @, : c’est a dire que Cf,[m,C] est

1. L affaiblissement ém de m par un facteur € est
défini par m(A) = (1 — €)m(A), pour tout A # Q; et
Em(Q) = (1—¢e)m(Q)+e¢.



maintenant une fonction de masse définie sur le
référentiel ® = QU w, :

Cfy [m,C] =Cm'® + (1 —C)mg,,  (10)

ol ’extension vide m'® de m sur © [8] est
telle que m'®(A) = m(A) pour tout A C Q et
m'®(A) = 0 pour A Z Q et mg,({w,}) = 1.
Lorsqu’il est appliqué a la fonction de masse
m!P'" générée par 'IDM, cet opérateur donne

Cfy [m!Pr,C] ({w;}) :cN”—+"s Vi,
Cf, [m'P",C] {w,}) =1-C,

IDir _c_3
Cf, [m'P",C] (Q) =0y

(1)
et, pour tout ; € Q, les valeurs de croyance et
de plausibilités sont donc :

. n;
Cf, [bel™".C] ({on}) = Ny
1Di n'+S (12)
Cf, [pltPr V) =C—0",
et
Cf, [bel™”" C] {w,}) =1—C,
2 [be | {ou}) (13)

Ch, [pI’P",C] {on}) =1-C.

Appliquer O;p a la masse mise a jour
Cf, [m,C] (définie sur ®) permet de satisfaire
les Propriétés [I] et avec le cas extréme
O1p (Cfy [m,0]) = {®, }. Notons aussi que

510 (sz [m,C]) > Wy,

& max Cf[bel,C]({w;}) <1-C,
5[[) (Cf2 [m,C]) = {a)u}

&= ar?gész pl,Cl({w;}) <1-C.

J

Cela a pour conséquence que 1’ensemble des
décisions inclura {®, } seulement si le degré de
support a chaque classe est faible. Cela suggere
une autre stratégie dans laquelle w, est laissée
de co6té lorsque 1’on cherche les classes non do-
minées, et ajoutée a posteriori quand elle est
aussi non dominée.

Définition 2 (DI avec détection d’atypicité)

Etant donnée une masse m définie sur
® =QU{w,}, la régle de dominance d’inter-
valle avec détection d’atypicité est définie par

6[[) (m[Q]) si

min  bel({w;}) >1—-C,
w;E8m(m(9)) el({ /})

1p (m[Q)) U{@y,} sinon,

O1p:aT (m) =

(14)
ou le conditionnement m[Q| de m sur Q [8|] est
tel que m[{Q|(A) = Y. pco.sna—a m(B), pour tout
ACQ.

En résumé, 1’ensemble des classes non do-
minées est déterminé a partir des classes bien
identifiées, et une alerte est envoyée si I’ins-
tance semble atypique. Cette stratégie satis-
fait la Propriété |I| et inclut la classe incon-
nue @, lorsque C = 0 : en particulier, on
aura O;p.ar (Cf] [m,0]) = O, et par ailleurs
61D:AT (Cf2 [m,O]) = .

4.3 Affaiblissement classique en monde ou-
vert

Nous proposons enfin un troisieme opérateur
pour lequel m est d’abord étendue sur ® puis
affaiblie en fonction du niveau d’atypicité C :

Cf3[m,C)=Cm'®+(1-C)mg.  (15)
Dans le cas d’une masse m!/Pi

I’IDM, on obtient donc :
Cfs [P C] ({0}) = C—2— Vi,

obtenue par

N;k s
Cf3 [mP".Cl(Q) = C—,
) N+s
Cf3 [mP".Cl(©)=  1-C;

(16)
et donc, pour tout ; € Q, on obtient les valeurs
de croyance et de plausibilité suivantes :

. n;
Cf; [bel™",C] ({wi}) =C Ny
j i+
Cts [pl'P €] ({ay}) = C e
3 [p ’ :| ({(1),}) N+S + ’
(17)
et
Cf3 [bel™" . C] ({w,}) =0,
3 [ € ] ({@u}) (18)

Cf3 [pi"P".C] {an}) =1-C.



Notons qu’appliquer &8;p a Cfz[m,]
conduit a satisfaire la Propriété¢ [3] puisque
6ID (Cf3 [m, ]) = 0.

Remarque 1 (Hypothese de monde ouvert)

La classe inconnue ®, joue un rdle similaire
a 0 dans I’hypothése de monde classique (out
m(0) quantifie la croyance qu’une instance
appartient a une classe en dehors de Q).
Cependant, introduire @, permet de distinguer
la croyance que !’individu est atypique avec
le degré de conflit possiblement issu de la
combinaison de plusieurs fonctions de masses.

5 Conclusion et perspectives

Le Tableau résume les propriétés des
opérateurs de conformité et les stratégies de
décision associées, en rappelant la fonction de
masse utilisée par chaque opérateur, 1’ensemble
des décisions obtenues pour C = 0, les pro-
priétés satisfaites, et les hypotheses sur le cadre
de discernement. Ces dernieres dépendent de
I’application visée : I’hypotheése de monde ou-
vert s’applique clairement en détection de nou-
veauté, mais est discutable en recherche d’ano-
malies ou en détection de données aberrantes.

Ce travaill ouvre plusieurs perspectives.
Premierement nous allons étudier si d’autres
propriétés pourraient &étre requises. Ensuite,
nous envisageons de comparer les différentes
stratégies basées sur les opérateurs de confor-
mité a d’autres approches traitant des données
atypiques, comme les prédictions conformelles.
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Opérateur  fonction de masse reégle de décision decisions propriétés satisfaites type de domaine
de conformité combinée a m associée pour C =0 Prop.1 Prop.2 Prop.3 ouvert clos
Cf1 mg, S 1D Q X X
Cf, Mg, Sip w, X X X
Cf, Mg, SID:AT Sip (m[Q]) U {wu} X X X X
Cf;3 MQuw, [J79) QU a, X X

Tableau 1 — Résumé des opérateurs et de leur regles de décision associées
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