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STRUCTURE DE LIE SUR LES FIBRES D’ETAT.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Le but de cet article est de définir la notion de Lagrangien de
Yang-Mills sur un fibré d’état. Cette construction se fait & partir du fibré de
Lie et du fibré d’algébre de Lie associés au fibré d’état.

1. FIBRE D’ETAT
On rappelle qu’un fibré d’état, voir [1], est la donnée d’un fibré vectoriel
(=(E,mW,H)

ou la fibre H est un espace de Hilbert séparable, YW est une variété modelée sur
R™. L’espace total E est muni d’une structure de variété de Banach, les cartes sont
données par 7! (W,) ot W, parcourt 'ensemble des cartes de trivialisation du
fibré et

Pa ! (Wa) — Wa xH, ¢a (:U) = (’/T (IB) s Va (x))

est une bijection. Les cartes de E sont modelées sur R" x H qui est muni d’une
structure d’espace de Banach.

On suppose que le groupe de structure G de ¢ est un groupe de Lie de dimension
finie, oit G est un sous-groupe de difféomorphismes de H qui n’est pas nécessaire-
ment contenu dans le groupe linéaire Gl (H). La question posée est de savoir si
on peut construire un Lagrangien & la Yang-Mills sur ces fibrés. La formule du
Lagrangien de Yang-Mills pour la connexion V est donnée par, & une constante
multiplicative pres,

Ly :/TraceR/\*R

ou R est la courbure de la connexion V, * est 'opérateur de Hodge. La constante
multiplicative dépend des constantes de couplage des trois forces fondamentales.
Cette construction devient possible si on associe au fibré d’état (, avec groupe de
structure G, un fibré vectoriel de fibre l'algébre de Lie g associée au groupe de
Lie G. L’opérateur défini sur ’ensemble des connexions de Koszul, a valeurs dans
10, +00]

L:V — Ev

est le Lagrangien de Yang-Mills. Dans ce qui suit, on cherche a définir 'opérateur
L pour un fibré d’état sur une variété YW de dimension 4 qui modélise 1'univers.
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2. LES FIBRES (g ET (g

On se fixe un recouvrement localement fini de cartes de trivialisation {W,} d’un
fibré ¢ de fibre F, tel que si on note

G T (Wa) = Wo X F, da (z) = (1 (2) 90 (z))
ces cartes et
Gow 1 T (W) = F, ¢o (7) = (W0, o (7)) avec 7 (z) = w,
les applications de transition sont définies par
Tag (W) : F = F, Tap (W) = Gaw © @5, Y € Wo N W,

cette famille vérifie les propriétés de cocycles

TD&,O! (w) = 1.7:7 V’LU S Wa (21)
T;}, (w) = 78,4 (W) Yw € W, N W (2.2)
Taqy (W) = Tag (W) 0 T34 (W), Yw € Wo N W N W,. (2.3)

Si ¢ est un fibré avec groupe de structure un groupe de Lie GG, on peut définir
d’autres structures de fibré induites par G. Soient ¢, et ¢g deux cartes de trivial-
isation de ¢ en w, on pose

Ga,w = ;iUG¢oz,w
alors
Gﬂ,w = Ga,w = Gwa
cette remarque permet de construire le quadruplet associé au groupe de Lie G, noté
(= (UwGWGwv”TvavG)v Ure (g) =wsigé€ Gu.

L’ensemble G, a une structure de groupe de Lie, si g,, et g sont les algébres de Lie
associées & G, et G, le quadruplet associé a l'algébre de Lie de G, est défini par

Co = (Ywewduw, g, W,9) -
Remark 1. Les unions Uy ey sont disjointes.
Theorem 1. (g est un fibré de fibre G, dont les applications de transition sont
w e WoNWg = tr, (w) € Int(G)
ol T3 sont les applications de transition du fibré .

Proof. Si ¢, est une carte de trivialisation du fibré ¢ alors

Yo 175" (Wa) = Wa X G, ¢ (9) = (76 (9) 1 amoe) 09 6 ois) )
est une carte du fibré (g, les applications de transitions sont définies par

Va8 Woa N W3 — Int (G)

1/}07,3 (w) (h) = '(/)a,w © 11[}5_711) (h) = Cba,w o ¢Eiﬂ oho Qbﬁ,w o d)(;}w
= Ta,p (’LU) oho 78,a (w) = by 5(w) (h)
ou ¢ est application

t: G —Int(G), g — 14 avec 1y (h) = ghg™".
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Theorem 2. (; est un fibré avec fibre g dont les applications de transition sont
weW,NWg — AdTa,a(w) € Aut (g)

ot T3 sont les applications de transition du fibré ¢ et Ad est la représentation
adjointe du groupe de Lie G dans [’algébre de Lie g.

Proof. Si ¢, est une carte de ( alors
Po 71'9_1 (Wa) — Wa X g, pa (8) = (7q (8): 0a (779 ()
ou
Qaw 8w — 8
est une application définie comme suit. On pose
Yaw : Gw — G avec ¢g 4y 0 g © qﬁ;lw = (W, Ya.w (g)) pour g € Gy,

avec si g = 1g,,, Yaw (1g,) = 1¢ ol 1g,, 1¢ sont les éléments neutres de respec-
tivement G,,, G. L’application g, est définie par

Oa,w = Tlcw 7/}(1,111 P@w — g avec gy = Tlcw Gw et g= Tlc G.
Les applications de transition vérifient, si w € W, N Wpg

we Wy NWg = 048 (W) = 0a,w© QEL € Aut (g)

_ —1
Qa,w © Qﬁ,lw = Tlcw w%w o (Tlcw,@,w)
= Tlgw 'l/)oz,w © Tlcwg,i) = T]-Gw (wa,w © w/;il})

Ya,w 0 wﬁiu = lryp(w) € Tiglr, 5 = Adr, 4
avec
Ad: G — Aut(g), Ady =Th,i4

est la représentation adjointe du groupe de Lie G sur son algébre de Lie g. O

La représentation adjointe du fibré (¢ dans le fibré (; est défini comme suit. Soit
L Vapplication définie par

by : Gy — Aut Gy, g€ Gy — (Lw)g c Aut Gy,
ou
(Lw)g cheGy— ghg ' e Gy
pour tout h, g appartenant & GG,,. L’application ¢,, est un morphisme de groupe de
G, dans Aut G,,. L’application (i) , est différentiable et "application tangente
T(Lw)g TGy — TG,

en lg,, notée Ti, (tw),, est un morphisme d’algebre de g, car (tv), est un
morphisme de groupe, c’est-a-dire, un endomorphisme linéaire g,, qui conserve le
crochet de Lie [o, o] . On pose

(Adw)g = Tlcw (”w)g 8w 7 Bw
ce morphisme d’algebre de Lie et
Ady, : Gy — Aut Jw, Ad,, (g) = (Adw)g

la représentation adjointe de G,,, pour tout w € W. L’application adjointe Ad,,
est différentiable, on note

ady, = Ti,, Ady @ g — Der gy
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ou Der g,, est I'algeébre de Lie associée au groupe Aut g,,. La représentation adjointe
de (¢ dans (aut g est définie par le morphisme de fibré

Ad: g < CG — Adg S CAutg; Adg =T ” lg € Aut Iralg)s

Gral(

Ady 2 Bre(g) = Oralg)r Adg (@) € ra(g) ST A € Gra(g)-
Le fibré (autg est défini par le 4-uplet

CAut g = (UwGW Aut Gws T aus 'R Wa Aut g)
ou les applications de transition sont définies par

sap (W) 1 p € Aut gy, — 505 (W) (p) € Aut gy,

stap (W) (p) = Adr,(w) 0P © Adry, (w) = (tw)aq (p)

Tha (w)
#ap (W) = (LUJ)Ad,Ba(w) :
Pour chaque section g € ' ({¢), on associe la section Ady € T' (Cautg)
Ady (w) = Adg(w) = T, Lg(w) € AUt gy, Yw € W
cette application est une application de I' ({¢) dans I" ((aut ¢) qui vérifie
Adyy, = Ady o Ady,
et si o € I'({y), on pose
Ady (o) (w) = Adgy) (a(w)), Yw € W
alors
[Ady () ,Ady (B)] = Ady [, B], Yar € (g et V3 € (.

Definition 1. La forme de Killing sur le fibré (5 est définie par
K : (3 x( —R,

Ky, (a, B) = Trace ((adw)a ) (adw)ﬁ) , Va € gy et VB € gy
ou Ky, est la forme de Killing sur g.,.
Proposition 1. L’application
(adw), : Guw = Gu
vérifie
(adw), (B) = [, B],, . Vo, B € gu

ou [e, o}w est le crochet de Lie sur g.,, la représentation adjointe de (5 dans (rnd g
est

ad : (g — Cendg, (adw), : 8 — [, 5], .

(adu) o ) = [ (addu), » (addy) |, Vo € gy et VB € g (w).

Proof. C’est une application directe des propriétés de la forme de Killing sur chaque
fibre. O
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Remark 2. Le fibré dual ¢ a pour applications de transition

weW,NWz — & Adr, L)
qui est la transposée de Ad. () et le fibré (g ®Cq a pour applications de transition
weW,NWg— ' Adr, ,w) ®Adr, 4 (w)

TAd,, ) © A, S0 @ G — 00 @ Gu
tr Ad;, ) @ Adr, L) (Lu) = b AdTa aw) () @A, L) (u), (Lu) € g, ® gu
Y Ad, ) (D) @ Adr, ) (4) : gw = Bu
A, ) (1) @ Ady, ) (W) (@) = T Ay, ) (D) (2) - Adr, ) (1), V9 € g
ol To,3 sont les applications de transition du fibré (. On peut ainsi définir les

applications de transition du fibré (gnq(q)-

3. COCYCLES ET FIBRES DE LIE

On se donne un sous-groupe de Lie G C Diff (F) ou F est une variété réelle ou
complexe et W est une variété réelle de dimension finie. Un cocycle 7 sur W a
valeurs dans G, est la donnée d’un recouvrement localement fini {W,} de cartes de
W et une famille, notée

Tap : Wa NWg — G C Diff (F) si Wy N W35 # 0,
vérifiant les propriétes 2.1, 2.2 et la propriété de cocycle 2.3. On pose
E=> WoxFet E=E/~

ou
(w,z) ~ (v,9) & (w=veWaNWs ety =745 (w)(z)),
et on note 7 I'application projection définie par

v ((w, :c)) = w.
Lemma 1. Le quadruplet ¢, défini par
(: (E77T7Wa]:) )

est un fibré de fibre F, d’espace total E, de groupe de structure G et de mémes
applications de transition Tog.

Remark 3. E est une variété de dimension
dim £ = dim W + dim F
si F est une variété réelle de dimension finie et
dim £ = dim W + 2dim F
si F est une variété complexe de dimension finie.

Definition 2. Si le groupe G est un groupe de Lie, on dit que le cocycle est un
cocycle de Lie. Sila fibre F est un espace vectoriel topologique et G C G1(F), on
dit que le cocycle est linéaire. Si la fibre est un espace de Hilbert séparable H, le
cocyle est hermitien si G est contenu dans l’ensemble des opérateurs hermitiens de
H et unitaire si il est contenu dans l’ensemble des opérateurs unitaires de H.
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Theorem 3. Pour chaque cocycle de Lie 7 sur W a valeurs dans G C Diff (F), il
existe un fibré

(o = (B¢er e W, G)
ot F¢,, est une variété de dimension
dim (E¢.,) = dim (W) 4+ dim (G) ,
de fibre G et un fibré vectoriel
Co = (Bgy»me,, W)
ou g est l'algébre de Lie de G.

Proof. Les constructions précédentes permettent de conclure. O

Disgression: En physique quantique une particule de I'univers W est la donnée
d’une carte ou voisinage ouvert de localisation d’une variété W appelé 'espace
support. L’ensemble des particules est la donnée d’une famille de cartes {W,}. On
suppose que cette famille a une structure de cocycles, c’est-a-dire, qu’il existe des
applications de transitions

Tap : Woa NW3 — G C Diff (H)

vérifiant 2.1, 2.2 et 2.3 avec H est un espace de Hilbert séparable appelé espace des
mesures. Les interactions entre deux particules sont données par les applications
de transition 7,3. Puisque le groupe de structure est supposé étre un groupe de
Lie G de dimension finie, on peut définir le fibré (o ou 'espace de base est la sous
variété ouverte de W

WG = UaWa7

de fibre G et le fibré d’algebre de Lie (; de fibre g. L’espace Wg est une sous-variété
ouverte de W que 'on peut supposer connexe. Cette modélisation de 'univers
permet de distinguer I'univers quantique ou univers des particules Wg et 'univers
relativiste WW. Pour cette modélisation, la question posée est la suivante, peut-
on construire une métrique Lorentzienne g, compatible avec les interactions des
particules, le probléme mérite d’étre approfondi.

4. FORMES DIFFERENTIELLES SUR LE FIBRE (g

Soit ¢ un fibré d’état de fibre H, le fibré (; est un fibré vectoriel de dimension
finie de fibre g = T3, G. Soit £* le fibré cotangent sur WV, on note A"&* la puissance
n-iéme extérieure de &, les sections de ce fibré sont les n-formes différentielles sur
W, on le note Q7 et

Qyy = &m0, ou Q%) = C (W, K).

Soit (g le fibré d’algebre de Lie associé au fibré ¢, c’est un fibré vectoriel de
dimension finie car G est de dimension finie. Le fibré (A"*) @ ¢ est le fibré des
formes différentielles sur W & valeurs dans (, les sections

(O =T((A"¢) @)

du fibré (A"€*) @ ¢ est Pespace des n-formes différentielles dans ¢. Si o € Q" (()
alors o (w) est une application n-linéaire alternée

o (w) : EUW X E1)W X X T'wW - Ew (C)

n-fois
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ot E,, (¢) est la fibre de ¢ en w. On pose

Q) = DR (¢) avec Q°(() =T (¢),
I’espace des formes différentielles dans le fibré (.

Soit (4 le fibré de Lie associé¢ au fibré ¢. On se fixe une connexion de Koszul V
sur (g et on note dV la dérivée extérieure associée,

dv : Q (Co) = Q2(Cy) s v (" (Ca)) C Q" (¢y)

avec dV est K-linéaire et pour toute n-forme w € QF,, et toute section s de Q2 ((,),
dV vérifie la régle de Leibniz

AV (WAs)=dwAs+ (—1)"wAdY (s),weQy et se (),

K =R si le fibré est réel et K =C si le fibré est complexe, ou d est la dérivée ex-
térieure dans l'algebre graduée 2 (¢) des formes différentielles sur le fibré cotangent
avec

V=d" looc,): Q% (G) — Q' (G), 2% (&) =T (¢),
avec o € Q" ({y) et Xo, X1, -+, Xn € Q°(€)

dva (XOaXh o 7Xn)

7

- (-1)" Vy, (a (Xo,“- X, 7Xn))
=0

n

(71)”105([)(1.7)(].]7)(0,... X, ,5(;,... ,Xn)

0<i<j<n

+

ou I’évaluation d’une section sur un champ de vecteur X de W, notée
Vx : Q% (¢) — Q°(¢), s — Vs

Vxs(w) ne fait intervenir que X (w) et le 1-jet de s en w pour s € Q°((,) et
s’étend linéairement en une opérateur sur € ({y) qui vérifie la relation de Leibniz,
pour toute n-forme w et Vs € Q(¢y)

Vx(wAs)=Lx (W) As+(—1)"wAVxs
ou Lx (w) est la dérivée de Lie de la n-forme w € ), le long du champ X.
Notation 1. On rappelle que siw € Q) et s est une section de QP ((g) avec

s(w): TuyW X o X TuyW = o, s(w) (21, ,2p) € Gu

alors
(w A S) (’LU) (1‘1,:62, e 7xn+p)
= Y eow (@ Tom) 5 (W) (T To(nip)
c€Perm{n,p}
ot Perm{n,p} est formé des permutations de {1,2,--- ,n + p} vérifiant

c(l)<o(2)<---<o(n) eto(n+1)<---<o(n+p).
Si s € Q°(¢,) alors pour w € Q3.

WAS= Z 6gw(xg(1)7...’xg(n)) sw)=w®s.
o€ Perm{n,0}
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L’algébre de Lie g munie de lapplication bilinéaire [o, o] induit une structure d’algébre
de Lie sur g, = 71'{91 (w), dont la forme bilinéaire est notée [o,e] . Si s est une
section de QO ((y) et t est une section de Q™ ((y), on définit la section de QPT™ ((g)

st (w)

= Y e [s(W) (@) To) s E W) (Totnrnys  Totnip)] -

oc€Perm{n,p}
Siae Oy, et e, alors
(OZ A 6) (w) ((El, T, 7xn+p)

= Z Eol¥ (w) (:I:o’(l)v t ,mo(n)) ﬂ (w) (xa(n—&-l)a to 7xa(n+p))
c€Perm{n,p}

a/\BEQ%"p.
Remark 4. Sia € Qf,, €M), et s € Q0 () =T ({) alors
aN(fRs)=(aNp)®s.

L’ensemble des connexions de Koszul d’un fibré (; est muni d’une structure
d’espace affine. Si Vj et V; sont deux connexions de ¢ alors V1 — V( est un opéra-
teur C> (W)-linéaire de Q° (¢4) & valeurs dans Q' ((g), le lemme de tensorialité [3]
donne existence d’une application a € Q° (C; ®E Cg))7 telle que

(V1 = Vo) s (w) = a (w) (s (w), Vo
les fibrés sont de dimension finie, on a les isomorphismes suivants
L(GeE @) =T(a (@) =T @End(()) =2 (End(()) .
Toute connexion de Koszul V; s’écrit sous la forme
Vi=Vo+a
ou « est un 1-forme du fibré (gnq(g)-

Definition 3. L’opérateur
RY =V 0V,

représente la courbure de la connexion V.

La courbure de la connexion de Koszul V est un opérateur
RY 1 Q°(Gy) — Q% (&),

cet opérateur associe a chaque section s du fibré (; une section du fibré (/\2£ *) ®C.
On rappelle que 'opérateur V2 est C'(W)-linéaire, la courbure est donc un opéra-
teur C*° (W)-linéaire. Le lemme de tensorialité donne lexistence d’un morphisme

pel (Cg ® (/\25* ® CG)) =T (/\25* ® (C; ® Cﬂ)) =T (/\25* ® CEnd(g)) =Q’ (CEnd(g))
tel que
RY (5) (w) = p(w) (s (w)) , Yw

la courbure s’identifie & une 2-forme du fibré (gnq(g)-
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5. OPERATEUR DE HODGE

On munit 'univers d’une métrique riemannienne g. On définit Popérateur de
Hodge * induit par la métrique g sur Qyy,

* 0 QW — Qw,
avec * |Q% est un isomorphisme de Qf, sur QJ;"", m = dimW. L’opérateur de
Hodge 1 sur Q((y) est défini par si w € O}, et s € QY ()
*1 (W ® 8) = (*w) ® s avecky = * ® 1,

ot 1 est la section identique du fibré (gnq(g)- On peut généraliser cet opérateur en
posant

kr (W®S) = (xw) @ T(8)
ourteQ ((End(g)) avec

7 (s) (w) = 7 (w) (s (w)).

Lemma 2. Sin € QF((,) alors
()0 = ()" 1gu, @ 7 (),

en particulier si T2 = 1520((1; )
nd(g

(er)2 = (1)
Deﬁnition 4, SZ S Qk (gEnd(g)) et T € Qk (CEnd(g))7
(o AT)(w) (T1, 22, Totp)

= Z EcO (w) (‘ra(l)a T 7$U(TL)) oT (w) (xa(nJrl); o amo(n+p))

oc€Perm{n,p}
V; € Ty W.

Si dimW = 4, RV s’identifie & une section de (/\25*) ® CEnd(g), 'opérateur de
Hodge envoie cette section sur une section du fibré (A2§*) ® CEnd(g), NOtée 1 RY.
La section

RY A (+1RY)
est une 4-forme différentielle dans (gpq(g)- Soit w la forme volume associée a la
métrique riemannienne g, alors il existe une unique section oV de CEnd(g) telle que

RY A (*1Rv) —w®aoV.
Definition 5. Le Lagrangien de Yang-Mills de la connexion V du fibré (; est défini

par
Ly = / Trace (CTV) w
w
et par abus de langage
Ly = / Trace (RV A (*1Rv)) .
w

Le Lagrangien du fibré d’état ¢ avec groupe de structure un groupe de Lie G de
dimension finie est l'opérateur L de ’ensemble des connexions de Koszul du fibré
d’algébre de Lie (g & valeurs dans 0, +oo|

L:V — Ly = / Trace (RV A (*1RV)) .
w
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On peut généraliser la notion de Lagrangien de Yang-Mills sur une variété de
dimension n > 3. L’opérateur de courbure RV est toujours une section (/\25*) ®
CEnd(g) Mmais *x1RY devient une section de (/\”725*) ® CEnd(g), le produit extérieur

RY A (#1RY)
est une section de (A"€*) ® (gna(g) qui s’écrit sous la forme
weoV

avec 0¥ € Q° (Cpna(g)) Ot w est la forme volume associée & la métrique riemannienne
g sur W. Si on change de métrique riemannienne alors les sections ojv pour j = 1,2
obtenue pour ces deux métriques g; sont proportionnelles

oy = ¢oy, ¢ € C® (W) avec wy = duw;

ol w; sont les n-formes volumes associées & g;. On voit que le Lagrangien dépend

du choix de la métrique riemannienne choisie g. L’univers est muni d’une métrique
Lorentzienne g;. Comment construire & partir de la métrique Lorentzienne, une
métrique riemannienne g qui permet de définir un Lagrangien de Yang-Mills. L’idée

de cette construction est obtenue par rotation de Wick autour des champs chronologiques
de l'univers W définis par la métrique de Lorentz gy, [2].

6. CONCLUSION

La question posée au début de cet article était la suivante: " Peut-on construire
un Lagrangien de Yang-Mills sur les fibrés d’état". La réponse est affirmative si on
impose au fibré d’état d’avoir un groupe de structure qui soit un groupe de Lie de
dimension finie. Ce procédé de construction introduit la notion de fibré de Lie (g
associé au groupe de structure G et le fibré d’algébre de Lie (; associé a I’algebre
de Lie g. Sur le fibré vectoriel ¢; de dimension finie, les constructions de Yang-Mills
sont possibles.
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