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HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Les fondamentaux de la mécanique quantique sous
Python : Rappel de cours et exercices d’application avec

programmes inclus
Mehdi Ayouz, Jean-Michel Gillet, Pierre-Eymeric Janolin, Viatcheslav
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To cite this version:
Mehdi Ayouz, Jean-Michel Gillet, Pierre-Eymeric Janolin, Viatcheslav Kokoouline. Les fondamentaux
de la mécanique quantique sous Python : Rappel de cours et exercices d’application avec programmes
inclus. A paraître. �hal-02907437�

https://hal.science/hal-02907437
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������������

���������� �� ������� �������

��� ������������ �� �� ���������
��������� ���� ������

������ �� ����� �� ��������� ������������� ����

���������� ������

����� ������ ����������� ������� ��������������

������� �� ����������� ����������

���������� �������� � �������� ��������

���������� � ���



��

�����������

��� ������� � ���� �������� �� ������� ��� ������ ������������ �����������
���� ������ �� ���������� ���������� ������� ������� �������������� �������
���� � ���� ������� �� ����� ����������� ��� �������� �� ���� �� �� ��������
����������

��������� � ��� ������� �� ���� ������� � ��� �������� ������ �������� ���
������������� �� ������� �� ��� ������� ������ ��� ��������� ��������� ��� ����
������ �� ������ �� ������� ���������� ������� �� ���������� ��� ����������
������� ������ �� ������ �� ����������� ���� �� �������������� ��� ��� �����
�� �� �� ���� �������� ���� �������� ���� �� ������������ �� ���� �������
��������� ���������� ���� �� �������� ����� ��� ���� ������ ��� �������� ��
����������� ���������� �� ���������� �� ������������ ���� �� ����� �� ��������
���������� ��������������� ��������� �� ������� ������ ������ ����� ����
� ���� ��������� ���������� ��� ��������� �� ����������� ����� ������� �� �����
�� ������� ���� � ���� �������� �� �������� ��� ������� ����������� ����������
��� �� ����� �� ����������� ����������� ��� �������� � �� �� ������������� ��
��������� � �� ����������� �� ������ ������� �� ������� ��� �� ������� �� ���
���� ��������� �� �� ������� ��� ������������� ������������� �� ����������� ��
������





����� ��� ��������

� ������ � �������� ��� ������������� �� ������� �

� ������� ��� ��� ������ ������������� �� ���������� �
��� ������ �� ��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ������ �� �������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� ������ ��� ����� �� �������� �� ����� � � � � � � � � � � � �
����� ��������������� {|��} �� {|��} � � � � � � � � � � � � � � � �
����� ��������� �� �� ��������� ��������� � � � � � � � � � � � ��
����� �������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� �� ����������� � ���������� ��������� � � � � � � � � � ��
����� ����� �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����� ���� ����������� ���������� �� ����������� � � � � ��
����� ������� �� �������������� ����� �������� �������� ����� ��
����� ������� �� �������������� ����� ���� ����� ����� � � ��
����� ���� ����� �������� ������� �� ���������� ����� � � � ��
����� ������ �� ������� ���������� �� ����� � � � � � � � � � � ��
����� ���������� �� ��������� �������� ��������� � � � � � � ��

��� ��������� ��� ������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��������� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������������ �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� ����� �� �� ������������� ������ � � � � � � � � ��

� ���������� � ��� ��������� ��������� ��� �������� ��
��� ����� �� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ ����� �� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����� �� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ ����� �� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������ �� ���� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� �������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����� �� ���������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���



���� ����� ��� ��������

����� ��������� ���� ��� �������� ����� � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������ ����� �� ��������� ����� � ������ ������ �����

�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ���� ������ �� ������������� ��� ��
��� ������� ��� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������� �� ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��� �� ������������ �� ��������� ����������� � � � � � � � ��
����� ������� �� �� ��������� α ����� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ��������� �� �� �������������� α � � � � � � � � � � � ��
����� ������ �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� ����� ����� �� �������������� �� �� �������� ��

��������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������������� ������������������������� ����� � � � ��
����� �������� �� ��������������� ��� � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� ��������� �� �� �������������� α � � � � � � � � � � ��
��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ����������� ���������� ���
��� ������ ��� ������������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����� ������������� �� ������������� ���������� � ��� ��������� ���
����� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������������� � ������������� ���������� � ���� ���������� � � ���
����� ���������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ����������� ���������� �� �������� ������ ���
��� ������ ��� �� ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ��� ����� ������� �� ������ ��������� � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ������� �� �������� ������� �� L̂2 �� L̂z � � � � � � � � � ���
����� ��� ����������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��������� ���������� �� ����������� L̂2 � � � � � � � � � � ���

��� �������� ������ � ����� ������������ ����� �������� ���������� � ���
����� ��������� ��������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � ���
����� ���������� ��������� �� �������� ������ � � � � � � � � ���
����� ������ ��� ���������� �������������� � � � � � � � � � � � � ���



����� ��� �������� ��

��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ����� ����������� ���
��� ������ ��� �� ������� �� ���� ���������� �� ����������� � � � � ���

����� ����������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����� ��������������� �� ������� ����������� � � � � � � � � � � ���
����� �� ������ �� ������� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����������� ��������� �� ������� ����������� � � � � � ���
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �������� �� ����������� ���������� �� ����� ���
��� ��������� ��� ���������� ���������� �� ����� � � � � � � � � ���
��� ����������� �� ������ ������� ������ �������� � � � � � � � � � � ���

����� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������ ������� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� �� �������� �� �� ������������ � � � � � � � � � � � � ���
����� ������������ ���� ���������� ������������� ��� �����

������� R(E) �� T (E) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������ �� ���� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����� �� ��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��������� ����� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �������������� �� ������ ������� � ���� ���������� � � � � � � ���
����� ������ ������� ����� �������� � ���� ���������� � � � � ���
����� ���������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ������ �� �������� ��� ������������� �� ������ ���

� �������� ��������������� � ���
��� ������� ��� ������������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��� ���� ������ ������� ������������ � � � � � � � � � � � ���
����� ��� ���� ������ ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ���� ������ �� ������� ����������� � � � � � � � � � � � ���
����� ���� ����� �� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � ���



� ����� ��� ��������

����� ����� �� ��������� ����� ����� �� �������� ����� �������
������ �� ����� ����� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��� �� ������������� ���������� � �������� ���������� � � ���
����� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �������� ��������������� �� ���
��� ������ ��� �� ���������� ��������� �� ���������� �� ����������� ���

����� �������� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� � ������� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� � ������� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����� �� ��� ������������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��������� ��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����������� ���������� � ��� ��������� ������ � ���

������������ ��������� � ������ �� t = 0 � � � � � � � � � ���
����� �������� ���������� ������� � ��� ������������ �����

������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ���������� �� ������ ������� ���
���� ��������� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� �� �������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ �������� �� ��������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� �������� �� ��������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������ ��� ��� ������� �� ������������������ ��� �����

����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ����� ��������������� �� �� �������� �2 � � � � � � � � � ���
������ ����� ������������� �� ����� �+

2 � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ��������� ������������ �������� �� �� ��������� ������� ���
���� ����������� �� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ������������� �� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ������� �� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ����������� �������� ����������� ��������� � � � � � � � � � � � � ���
���� �������� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ ��� ����� 1s �� ������ �� �� ����� � � � � � � � � � � � � ���
������ ����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������� �������� � ����� �+

2 � � � � � � � � � � � � � � � � ���



����� ��� �������� ��

������ �� �������� �2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ��������� �� ���� ��� �� ������� � ���� ������� ���
���� ��������� �� ���� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������ ���������� �� ������������� � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ ������� ������� �� ����� ������� �� ���� � � � � � � � � � ���
������ ���� ��� ���� �� ����� ���������� � � � � � � � � � � � ���

���� ������� � ���� ������� � ��� ������ �� �� �������� ���������� ���
������ �������� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������ �������� �� ����� ���������� �������� � � � � � � � � � � ���

���� �������� ����������� �� ������� ����������� � � � � � � � � � � � ���
������ ���������� �� ����� ����������� � � � � � � � � � � � � � ���
������ ���� �� �������� ����������� ��� �� ������ n = 2 � � � � ���

���� ��������� ������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������� ���

� ���������� �� �������� � ���

� ���������� �� �������� � ���
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���

���� �� ��������� ���� ������ ���� ��� ����������� ������� �� �� �������
�� ������ ������� ���������� �� �������� �� � �� ������������� α� ���� ������
������� �� ���� ����� ��������� ����������� �� ��������� �� ������������ �����
��������� ��������� �������� ��� ���� ����� �� ������ ���� �� �������� �� ���� ���
���������� ��������� ��������������� ������������������������� ����� ���
�� ���������� ������ �� ����������� ������� ������ ����� ��� �������� ����
������� �� �������������� α ���� �������������

���� ����������� ������� �� ��������� �� �������� � ���� ������� �� ������
��������� �� �������� 212

84 �� �� ���������� ��������� ���������� �� �� ���������
α ����� ��� ��� ����� �� ��������� ���� ���������� ���� ��� ��� ���������
���������� ���� �� ������ ���� ���� ������� ��� �� ������� �� ������ ������
����� ��� ��� ��������������� ����

������������ ���� ��������� �� �� ����������� ��� ���������
���������� �

� ����� ��������� �������� E��� �� ������� �� ����������� ���
���� �������� ��������� ����� ������� ������ �� ������ �� ��������
������ �� ������� λ�� �������� ��� ���� ���� ����������� ��� ��
������� �� ������ ��� ��� �������� �� �� ��� �� �� ������ Δx ��� ����
��������� � λ��� ������������ � �� �������� �������



�� �������� �� ���� ������ �� ������������� ���

� ������ �� ������ �� ������ �� ������ N � �� �������� ��� ��� ��������
�� ��������� �������� ������ �� ����������� �� ������ ��������� ��
����� ���� ��� ���� �� �������� ��N � ������������ � �� ����� ����

� �������� �� �������� ������ ���� �������� ���� �� ���������� ����
�������� � �� �������� ��� ��� �������� �� ����� ���� �� ����������
−k ��� k < 0� ��� ������� �� ������� �� ������� �� �� ��������
������ �� ������ ���������� ������������ � �� ����� ���� �������
����� �� �������� ������ ���� �� ������������ ������������
�� exp(−kr) �� ���� ��� ���������� ��������� ���� �� ������ ��
���� ������������ � �� ����� ����

� ������� ��� ����� �� ���������� ����� ������ ������������� ����
L = xL − x0 ����� ������ ���� ��������� ��� ��� ��������� ������
����������� ���� ���� ������ �� ������ �� ����� ������

� �������� ��� ����� �� �� �������� ������ ��� ����������� ���
������� ���������� ���������� ������ ��������� �� ������� ����
����

��� ������� ��� �� �������������

����� ��������� �� ����� ��������

�� ��������� �� ����� �������� � ��� ���� �� �������� ��� �����������
������� �� ������ �� ���� ���� ����� ���������� �� �������� �� ����������
�������� ����� α� ����� ��� �� ������� ��� ��� ����� ������� ����� �� �����
�������� ��� ����� �� N � �������� �� �� Z ������� ������� ��������� �� �����
���� ������� X ��� ������������ ������� ��� A

ZX ���� �� ����� A = N + Z
��� ���������� �� ������ �� ����� �� Z �� ������ �������� ���� �� �������
���������� �� �����������

������������������ �� �������� ��� �������� ������ ���� �������� ������
������ ������ �� �������� ���� �� �������� ��������� ��� �� ������������ � ��
�������� ������ �� �������� �� ����������� ������� �� ��� ���������� ���

�� � �� ��� ��������� ���� �� ������ �� ������ �� ������ N ���� �� ������ ����������
�� �� ��������� ����� ����� �� �������������� ����� �� ������ �� �� ��������� ����� � ��

����� �� �������������� α ������� �� ��������� ������� ���������� � ��� β � ����� �� ����������
����� ������������ β+ ���� �������� �� β− ���� ��������� �� γ ���� ��� ��������������
�������� �� ����������� ����������������� ���� ����������� �� ���� γ�





�� �������� �� ���� ������ �� ������������� ���

����� T � 1� �� ��� �������� �� �������� � �� ������������� ������ ��
������������ ����������� (1− T )NF � 1−NFT � �� ��� ������ �� ������� �

δP � NFT =
T δt

τF
������

�� ���������� �� ����������� ��������� ���� ����� �� �� �������������� �� �����
���� ��������� ����� �� ������� � �

Γ =
T
τF

������

�� ���� �� ������ �� ���� �

τ =
τF ln 2

T ������

����� �� ���� ������� T � �� ���� ������� ���� τ � ������ ���� ������ �������
τF �� ���� τF � ������ �� ������� ���������������

����� ������������� ������������������������� �����

��������������� ��� � ��� ���������� �� ���� ��� �� ������������� ���
���� ������� �� ���������� ���� �� �������� ���� �� ��������� ��������� ��
����� ����� ������������� ��� �������� ���� �������� ���������� �� �����������
� ��� ��������� ���� �� ������� ���� ��������� ����������� ����� ��� ��������
���� ����� ��������� �� ����������� ���� �� �������� ������� ���� �� ���� ��
���� ���� ��� �� ��������� ��� ��������������� �������� �� ��� ψ(r) ���� ����
����� ��� ����� ����������� �� E > V (r) ����� ��������� �� �������� ���

�� ������� ����� ��� �������� �� ���������� �� ����������� ������� ����� �����
������ ��� ��������� ���������� �� ��������� �� �� ����� �

ψ(r) = A(r)eıφ(r) ������

���� A(r) �� φ(r) �������������� ����������� �������� �� �� ����� �� �� �����
���� ������ ��� ��������� �� r� �� ��������� ������������ ���������� ����
���������� �� ����������� ������� �� ������� �
�
d2A(r)

dr2
+ ıA(r)

d2φ(r)

dr2
+ 2ı

dA(r)

dr

dφ(r)

dr
−A(r)

�
dφ(r)

dr

�2
�
eıφ(r)

= −k(r)A(r)eıφ(r) ������

�� ������ ��� �� ��������� �� Γ ��� ��������� ���� �� ��� �� ���������� �� ���� ���� �
�� ��������� ����� �������� ����� �� ������� �/Γ ��� � �� ��������� ���� ������



���� �������� ��������� �� �� �������������� α ��

�� k(r) =
�
2m[E − V (r)]/� ��� �� ������� ������ ����� ��������� �� r ����

E > V (r)� �� ���� ������� ������ ������ �� ������ ���������� ���� ����������
����������� �� ������ �

d2A(r)

dr2
= A(r)

��
d2φ(r)

dr2

�2

− k2(r)

�
������

d

dr

�
A2(r)

dφ(r)

dr

�
= 0 ������

���������� ������ �� ������ �������� �� ����� �

A(r) =
A�

�
dφ(r)
dr

������

���� A� ��� ��������� ������� ����� � ���������� ������� ���� ���� ���� ������� ��
������� ������������� �� ������� ����������� ��� �� ��������� ����� ���������
�� ����������� ���� �� �������� ������� ����� ����������� A(r) ����� ���������
���������� �������� �� ��������� �

1

A(r)

d2A(r)

dr2
�
�
d2φ(r)

dr2

�2

− k2(r) ������

��������������� ���������� ������ �� �������� ���������� ������ �� �� ������ �

�
d2φ(r)

dr2

�2

= ±k2(r) ⇒ dφ(r)

dr
= k(r) ⇒ φ(r) = ±

�
k(r)dr ������

�� ��������� ������������ ���������� ���� �� �������� ������� �� ������� �

ψ(r) =
A�

�
k(r)

exp

�
−ı

�
k(r)dr

�
+

B�
�
k(r)

exp

�
ı

�
k(r)dr

�
������

�� ������� ������ ��� ������� ������������� ��� ���� E > V (r)� ���� ��
������ ������������� ��������� E < V (r)� k(r) ��� ���������� � ık(r) → q(r) =�
2m(V (r)− E)/� �� �� �������� ������ ��� ��� ������������� ������ �� ����� �

ψ(r) =
C �
�
q(r)

exp

�
−
�

q(r)dr

�
+

D�
�
q(r)

exp

��
q(r)dr

�
������

������������ ����������� ������� ��������� ������������� ���� ����� ������
�� V (r) ����� ��������� �� ����������� ���� 1/q(r)�



�� �������� �� ���� ������ �� ������������� ���

�� ����������� ����������� �� ����� �� ���������� �� ���� �������� �����
���� � �� �������� ������ � ������ ��� �������� ������ �� ������� ������
���������� ��� �� V (r) ��� �������� �� ����������� �� r� φ = ±kr �����
E > V � �� φ = ±qr ����� E < V �� ���� ���������� ����� ���� ��� ���
��� ��������� �� �������� � ���� ��� ���������� � ��� ��������� ���������
��� ���������

���� �� ��� �� ��������� ������ ���� Vm = 0� ��������������� ��� ������
�������� ���� ��������� �� r < r1 �� r ≫ r2 ���� ��������� � ������ ��������
���� �� �������� �� �




ψ(r) = Aeikr +Be−ikr r < r1
ψ(r) � C�√

q(r)
exp
�
−
�
q(r)dr

�
+ D�√

q(r)
exp
��

q(r)dr
�

r1 ≤ r ≤ r2

ψ(r) = Feikr r ≫ r2

������

�� r1 �� r2 ���� ��� ������ ��������� ���������� ���� �������� ��������� ��� �����
�� ��������� ����� ����� ����� ���� k =

√
2mE/� ��� ����������� �� r �� E > 0�

����� �� ������� �������� �� ��������� V (r = R)−E ��� ������ ∼ 20���� ��
��������� D� ��� ����� �� ���� ���� ���� �������� D� = 0� ������� �� ���������
�� ��������� �� ������������ T = |F |2/|A|2 �� �� ��������� ��� ���������� ��
���������� �� �� �������� ������ �� r1 �� r2 ����� �������� ��� �� ���� ������ �

T =
|F |2
|A|2 = e−2φ = e

−2
� r2
r1

q(r)dr
= e

− 2
�
� r2
r1

√
2m[Vmodel(r)−E]dr ������

�� ����������� ������������ �� Vmodel ���� ���������� ���������� �� �� ������
V (r2) = 2(Z − 2)e2/r2 = E ���������� ��� ������ ����������� �� ������ �

T � exp
�
−2

√
2mE
�

� r2
r1

�
r2
r − 1dr

�

= exp




−2

√
2mE
�



r2




π
2 − ������

�
r1
r2� �� �

∼
√

r1/r2




−
�

r1(r2 − r1)� �� �
∼√

r1r2








� exp
�
−2

√
2mE
�

�
π
2 r2 − 2

√
r1r2

��

= exp




−C1

2(Z − 2)√
E

+ C2
�
2(Z − 2)r1

� �� �
−2φ





������



���� �������� ��������� �� �� �������������� α ��

���� C1 = π
√
2me2/� �� C2 = 4

√
2me/� ��� ���� ��� ����������� � ������ ��

���������� ������� �� ������� ��� �������� ����� ��������� ����������� �� ������� �

log10 Γ = log10 T − log10 τF = − 2φ

ln 10
− log10 τF ∝ 1√

E
������

������� τ = ln 2/Γ� �� ���� ������ �

log10 τ = log10(ln 2)− log10 Γ ∝ 1√
E

������

�� ���� log10 τ ��� log10 Γ� ��� ��� �������� �������� �� 1/
√
E� �� ����� ��

���������� � ��������� ��������� �� 2(Z−2) ������� ������� �� ���� ����� log10 τ
�� �������� �� E� �� ������� ��� ���� ������ ������������ ����� ��� ������
�� Z ������ �� � � ������������ ��� ��� ���� ������ �� ���������� �� ���
��������� ����� �������� ��� �������� ��� ��� ������� ������� �� ��� �������
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������ ��� � ��������� �� �������� �� ��������������� ��� ���� �� ��� ��
��������� ������� ����� ��������� ��� ������� ���� ��� �� ������ �� ����� �����
����� �� ������� �� ����� �� ����� ���������� ������ ��� ��� ������� ���������� ���
�������������� ���� �� ������ ������������� ���������� ������������ �� ���������



�� �������� �� ���� ������ �� ������������� ���

����� ���� ������� �� ���� �� ���������� ���������� ��� ��������� ������
������ �� ������ ���� ������� �� �� ��������� ������ ��� �������� �� �����������
������������ �� A(r) �� ���������� ������ ���� ������� ���� ������ �

d2k(r)

dr2
�
�
dk(r)

dr

�2

k−1(r) ������

�� ������ �
����
dk(r)

dr

����� k2(r) ������

�� ��������� ���������� ��� ����������� ��� �� ����� ��� �� �������� r ���� ��
��������� ������� �� ���� ��� �� ��������� ������ ��� ������� ���� �� ��� ��� ��

������ �� ����� ����� ������������
���dk(r)dr

��� ��� ���������� �� �� ������ �� �����
��������� k2(r)�

��� ���������� ��������� �� �� �������������� α

���� ������� ��������� ������������� ����� ��� ��������� α �� �� ������ ���
�� ����� ������ �� ���� ����� ����� ��� �� ��������� � �������� ��������� �

V (r) = Vw(r) + VSR(r) + VLR(r) + VWS(r) ������

���� Vw(r) �� ��������� �� ���� ������ ������� VSR(r) + VLR(r) ��� �� �������
������ ��������������� �� VWS(r) ����� ��� ������������ �������

�� ��������� �������� �

Vw(r) = V1e
− r

δ ������

������ �� ��� �� ��������� �� r � 0 �� ������� V1 �� ���� �� ���������� ��
����������� ������ δ� �� ����� VSR(r) + VLR(r) ���������� � ��������� ������
������ ������������� ����� ��� ��������� ���������� �� ������ 2qe �� ��� ������
������������ ������� �� ����� R �� �� ������ ������ � (Z − 2)qe������ ��
������ ������ �

�
VSR(r) = 2(Z−2)e2(3R2−r2)

2R3 r ≤ R

VLR(r) = 2(Z−2)e2

r r > R
������

�� ���� ������ � e2 = q2e/(4π�0) ���� �0 = 8.85418782× 10−12 �−3��−1�4�2 �� ���������
���� �� �����



���� ���������� ��������� �� �� �������������� α ��

���� R �� ����� �������� ���� ��������� ��� ������������ ������� ���� ����� �������
�� ��������� �� ���������� �

VWS(r) =
V0

1 + e
r−R
σ

������

�� σ ��� ������� ��������� �� ��������

�� ��������� V (r)� ����� ��� ������� ������� ���� ���������� ������ � σ� V0�
V1� δ �� R ��� ������� ���� ������� �� ����� ��� ��� ������� ��������� �� E ��
τ ������ �� ������ ���� ��� ������� ��������������� ���� �� ��� �� ��������
212
84 ��� ���� ����� ��� �� ��������� σ � ��� �� �� ������� ������������ ������
���� R� ��� ���������� �������� ��� ��� ������� ��� �� ���������� ��� �������
�� �� ��������� α� E ∼ 8− 9 ���� ���� �� ������ ���� ����� ������ V0 = −115
���� V1 = 500 ��� �� δ = 1 ���

������ ������� ��� ���������� ������� �� �� ����� �� ��������� ������� �� ��� ����
����� �� ���������� �� ����� �� �������� ������������ ����� ���������� ������
��� �� ������� �������� �� �� �������� V (r��� � 11 ��)−E � 12 ��� ��� ����
���� ������ ��� ����� ��������� ��� �� ��������� ������� V (r = R)−E � 22 ���
���� R � 8 ��� ���� ��� �� ����� �� �������� ������ ������������� ���� ����
����� �� ���� ������ �� �������� ��� ����� ����� ��� ������������ ���� �� ���
�� ��������� �� ��������� ������ ���� � ��������� ������ �� ������ �� �������
������� �� �� ���������� ��� ��������� ������� � ���� ������ ��� �� �������
�� ������ ������ ����� ��� ��������������� ����

�� ��������� �������������� �� �������� � ������ ���������� �� ������
������ ������ ���� �� ������� ��� ���� �� ��� ��� ������ �� ��������� �����
������� ���� ������� � ������������ �� ������� ������������� ���� ��� ��������
���� ������ ��� �
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���������� �� �������� �

��������� �������������� �� �������� � �������� �� �������������� α ����
������������� �� ������ �� �������� ������������ �� ��������� ������� ��
����� �� �������� �� �� ��������� ���� �� ������ �� �������� ����� ������ ��
������� �� ���� ���� ����������� ����������� ������� ��������� � � ���� ����
�� � ���� �� ���� ������

�∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗�
� ����� ����
� ������� ����� ����� ���� ��������������� ����
� ���������������������������� ��
� ��−�������� �� ���������� ����������� �� ������� ���������
� �� ������ ��� �� ������� ������ ���
� ������ �� ��� ��� ��� � � ��� �����
� ������ � ������ ������ ���������
� ����� ������ �� ��� ������� ������ ��� ����−� ��� �����������
� �������−�����−�� ����������� ����� ����������
�∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗�
from __future__ import division

from math import ∗
import numpy as np

from time import clock

from pylab import ∗
from numpy import linalg as LA

from scipy.interpolate import interp1d

import scipy.special

import gc

�∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗�
def CAP(r):





���������� �� �������� � ���

c=0.0133969

b=−0.00078675
a=1.65013e−5

Ekin_average=10∗∗(0.6242∗log10(Ekin_min)+0.3759∗log10(Ekin_max))
lambda_dB_average=2∗pi/sqrt(2∗m∗Ekin_average)
tmp_L_lambda=LCAP/lambda_dB_average

A2_E=a∗L_lambda∗∗5+b∗L_lambda∗∗4+c∗L_lambda∗∗3+d∗L_lambda∗∗2+\
e∗L_lambda+f
tmp_A2_E=a∗tmp_L_lambda∗∗5+b∗tmp_L_lambda∗∗4+c∗tmp_L_lambda∗∗3+\
d∗tmp_L_lambda∗∗2+e∗tmp_L_lambda+f
A2=tmp_A2_E∗Ekin_average
figure(3)

plot(L_lambda ,A2_E,’−k’,lw=2)
plot(tmp_L_lambda ,tmp_A2_E ,’or’,lw=2)

xlabel("$L_{CAP}/\lambda_{dB}$ ",size=20)

ylabel("$A_2/E$ ",size=20)

annotate(’$A_2/E$’, xy=(tmp_L_lambda ,tmp_A2_E+0.1∗tmp_A2_E),\
xytext=(tmp_L_lambda ,tmp_A2_E+0.1∗tmp_A2_E),xycoords=’data’,size=20)
savefig(’CAP_parameters.eps’)

return A2,Ekin_average ,lambda_dB_average

�∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗�
if __name__ == "__main__":

print(’’)

print (’Schrodinger equation solving’)

print (’He decay in Po atom’)

wtime1 = clock ( )

gc.collect()

N=600 � ����� ������ �� ���� �����
Nk=2000 � ����� ������ �� ���� ����� �� ����������−�����
r0=0.0001 �������� �������� �� ��� ���� ����� �� ��
rL=200.0 �������� �������� �� ��� ���� ����� �� ��
m=4.002603 ��� �������� ���� �� ���
LCAP=30 � ������ �� ��� ������� ��������� ��������� �� ��
Z=84 � ������ ������ ��� ������ �������
V0=−115 � ����� �� ��� ��������� �� ���



��� ������ �

V1=500 � ������ �� ��� ���� �� ����� �����
delta=1. � �������� �� ��� ��� ���� �� ����� ����� �� ��
A=212 ����� ������ �� ��� ������ �������
R=1.07∗(4∗∗(1./3.)+(A−4)∗∗(1./3.)) ������� �� ����� �������� ���

� �������� ������� �� ��
Ekin_min=8. � ����� �������� ������� ������ �� ��� �� ���� ���
Ekin_max=9. � ����� �������� ������� ������ �� ��� �� ���� ���
sigma=0.8 � ���� ��������� �� ����−����� ��������� �� ��
Type=1 � � ��� �������� ��� � ��� ��� ����� ���
Do_CAP=True ���� ��������
n=5 ������� �� �������� �� ������� �������������

au_to_amu=5.4857990946e−4
au_to_fm=0.5291772083e5

au_to_MeV=1./3.67493245e4

au_to_sec=2.4188843e−17

r=np.zeros(N,float) � ������� ��� ���� �����
delta_r=np.zeros(N,float)

P=np.zeros((N,N),complex) � ������� ��� ����� �������� ������
PL=np.zeros((N,N),complex) � ������� ��� ���� �������� ������
H=np.zeros((N,N),complex)

V=np.zeros((N,N),complex)

T=np.zeros((N,N),float)

psi=np.zeros((N,N),complex)

E=np.zeros(N,complex)

Eplot=np.zeros(N,complex)

Ratio=np.zeros(N,float)

Lambda=np.zeros(N,float)

psi_FT=np.zeros(Nk,complex)

k=np.zeros(Nk,float)

V_Model=np.zeros(N,float)

ci=complex(0,1.)

� �������������� ����
r0=r0/au_to_fm

rL=rL/au_to_fm

R=R/au_to_fm

sigma=sigma/au_to_fm

LCAP=LCAP/au_to_fm



���������� �� �������� � ���

m=m/au_to_amu

V0=V0/au_to_MeV

V1=V1/au_to_MeV

Ekin_min=Ekin_min/au_to_MeV

Ekin_max=Ekin_max/au_to_MeV

if(Type==0):

delta_r[:]=(rL−r0)/N
elif(Type==1):

delta_r[:]=(rL−r0)/(N+1)
else:

print("Uknown input method")

� ������� ��������� ��������� ����
if(Do_CAP):

A2,Ekin_average ,lambda_dB_average=Get_CAP_Magnetude(Ekin_min,Ekin_max ,\

m,LCAP)

else:

A2=0.

� ����� ��� �����
r,k,delta_k,kmax=Get_Constant_Grid(N,r0,delta_r,Type)

print("mass of alpha particle=%g a.u."%m)

print("radius of alpha particle R=%g fm"%(R∗au_to_fm))
print(’kmax=%g 1/a.u.’%kmax)

print(’<Ekin>=%g MeV lambda_dB=%g fm ’ %(Ekin_average∗au_to_MeV ,\
lambda_dB_average∗au_to_fm))
print(’L/lambda_dB=%g delta r=%g fm’\

%(LCAP/lambda_dB_average ,delta_r[0]∗au_to_fm))
print(’The optimal A2 is %g in MeV and %g in a.u.’ %(A2∗au_to_MeV , A2))
print("V0=%g MeV"%(V0∗au_to_MeV))
print("V1=%g MeV"%(V1∗au_to_MeV))
print("Nuclear radius R=%g fm "%(R∗au_to_fm))

� ��� ��� ��������� ������ ��������
V,minloc,maxloc,minval,maxval,rmax,rmin,V_Model=Get_Potential_Operator(N,\

r,V0,V1,R,Z,delta)

print(’V.....’)



��� ������ �

� ����� ��� ������� �������� ����� ���������
T=Get_Kinetic_Operator(m,N,delta_r,Type)

print(’T.....’)

� ����� ��� ����������� �������� �����
H=Get_Hamiltonian_Operator(N,T,V)

print(’H.....’)

� ���� ��������������� �������
E,PL,P,INFO =scipy.linalg.lapack.zgeev(H,0,1,2∗N,0)
��������������
E, P =Get_Ordered_Eigen_States(N,P,E)

print(’Diagonalization done.’)

� ��������� ����� �������
psi,Ratio=Get_Wave_Functions_Normalization(P,delta_r,N,V,rmax,maxloc)

� ��� �������� ����� �� �� �������
rw,r1,r2,i2,i1,v_plot,Lambda=Get_v_plot(N,delta_r,V,m,Ekin_min,Ekin_max)

� ��� ��������� �����
print(" Classical Model ")

tauF,tauF_Vmodel=Get_Classical_Model(v_plot,psi,rw,r1,i1,i2,R)

� ������������
print(’ WKB ’)

Get_WKB(r1,r2,m,V,delta_r,tauF,v_plot)

� ��� �������� ��������� �� ��� ���� ��������
psi_FT=Get_Fourrier_Transform_WF(N,Nk,k,r,delta_r,psi,v_plot,ci,r2)

� ��� ���� ��������
Get_Wave_Functions_Plot(r,psi,psi_FT,Ratio,v_plot,r2,i2)

� ��� ������� ������������
� ��� ����������

print(’ Gamow Model ’)

Get_Barrier_Transimission(N,E,V,m,n,r1,r2,i1,i2,v_plot,psi,tauF_Vmodel ,V_Model)

print(’v Re(E) in MeV Im(E) in a.u. tau(s) psi(0<r<rb)|/|psi(r)|’)



���������� �� �������� � ���

print ’’

for v in range(N):

if(Ratio[v]>90 and real(E[v])<Ekin_max):

print ’ %8d %14f %14e %14e %14f’ % ( v, real(E[v])∗au_to_MeV ,\
imag(E[v]),1./(2∗abs(imag(E[v])))∗au_to_sec , Ratio[v])

wtime2 = clock ( )

print(’’)

print (’ Elapsed wall clock time = %g seconds.’ % ( wtime2 − wtime1 ))

print (’’)

print (’Schrodinger 1D’)

print (’ Normal end of execution.’)

print (’’)


