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LE TENSEUR "ENERGIE-IMPULSION" DANS LES FIBRES
VECTORIELS

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Dans cet article, on propose de construire un tenseur qui généralise
la notion de tenseur "énergie-impulsion" de la relativité générale. On construit
une extension de ce tenseur par couplage d’une connexion de Koszul et d’une
section de Dirac Lorentzienne. La connexion et la section sont obtenues en
minimisant un Lagrangien du type Yang-Mills.

In this article, we propose to build a tensor that generalizes the concept
of "Stess-energy" tensor in general relativity. An extension of this tensor is
built by coupling a Koszul connection and a section of Dirac Lorentzienne.
The connection and section are obtained by minimizing a Yang-Mills type
Lagrangian.

1. EXTENSION DU TENSEUR "ENERGIE-IMPULSION"

On rappelle les notions mathématiques qui pemettent les constructions a paraitre.
Les n-formes différentielles & valeurs dans le fibré ¢ sont les sections du fibré

A" ® (¢
ou ( est un fibré vectoriel
C: (E,ﬂ'c,W,H)
et A"E* est le fibré des n-formes différentielles sur WW. On note V une connexion
de Koszul sur ¢ et RV l'opérateur de courbure associé. Si W est une carte de
trivialisation des fibrés &)y et ¢, on munit cette carte d’une section locale de bases
{0,} et on note {d”} la section locale de bases duales. Soit {e,} une section locale

de bases de ¢, I'opérateur RV est une 2-forme & valeurs dans ¢ et RY (O, 0,) est
une section locale de ¢* ® ¢. Dans {ey}, RY (8,,0,) s'écrit

RY (Ou, 0y) ea = Rﬁal,eg,

Rﬁw est le tenseur de courbure de V. On définit le tenseur de Ricci sur le fibré ¢
par

R, = R}, = Trace (RY (9,,0,)),
la courbure scalaire est définie par R = R,,. Dans ce qui suit, A représente la
constante cosmologique et T),, est le tenseur énergie-impulsion.

Remark 1. Sila fibre est de dimension infinie, on impose & lopérateur de courbure
de vérifier que RV (X,Y) est un opérateur borné et a trace sur chaque fibre pour
tous les champs locaur X etY .
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Les tenseurs définis, précédemment, ne sont pas des tenseurs dans le sens ordi-
naire, & savoir des sections des fibrés des (p, q)-tenseurs, p fois covariant et q fois
contravariant est noté

w = (@"6y) @ (®%6w) .

On munit le fibré ¢ d’une section de Dirac Lorentzienne -, la métrique Lorentzi-
enne locale dans la section de bases {0, } est

g = Trace (y""), 7 (5) =y (d" @ 5) Vs € AL =T (().

Pour cette métrique g, on se fixe un champ chronologique local T, par rotation de
Wick autour de ce champ, on obtient une métrique riemannienne gy, . Si {)\W} est
une partition de I'unité d’un recouvrement localement fini de cartes W, la métrique

g =\"gw
est riemannienne. On peut consulter [1] pour ces définitions.

Remark 2. Les métriques riemanniennes g sont obtenues par rotations de Wick
autour d’une famille de champs chronologiques locauz.

La métrique riemannienne g permet de construire 'opérateur de Hodge sur le
fibré des formes différentielles Ay, noté

*x:Ajy — AJ", m = dim W

et on définit 'opérateur de Hodge sur le fibré des formes différentielles a valeurs
dans ¢ par

*=*Q@Llexge 1 AL > AT, x (WRS) =+ @ s.
Remark 3. On rappelle que

P=T((A") R0 ~AY @ A2 n>1etA2=T .
¢ (A"Ey) ®C) WCOC(W) ¢ n € (©)

Dans une section locale de bases {e,}, on a si
Yeo =k es alors g = ALY ou YA = 0yLP
en posant
Ty ea = 5" ey,
on en déduit que si
ocap _ _« « _ oap
Iuo9vpVg = Vupv et Ypar = GuoGvpTa
alors
guogl/p'ynp = gua(sg = 9uv = Yuv-
Definition 1. Une section de couplage ¢ est une section du fibré
BW = (W X K®27PT17W7K®2) ’
& chaque w € W on associe une forme bilinéaire
¢ (w) (z,y) = a(w)z + B (w)y, (z,y) € K
et
a, € C®(W).



TENSEUR 3

L’opérateur ¢ (V,~) défini par le tenseur

Von = ¢ (Rlsu 7o)
dans les repéres locaux décrits précédemment est le couplage d’une connexion de
Koszul et d'une section de Dirac Lorentzienne par la section ¢.

Theorem 1. St
R—A

o) (r,y) = 1o - 22y, (11)

alors
(07
Tuau
est le tenseur "énergie-impulsion” de l'univers relativiste d’Einstein.

Proof. L’équation relativiste d’Einstein s’écrit sous la forme
1
R, — (2R — A> Gou = 71y, Ty est le tenseur énergie impulsion,

G = R, —71T,,
v = T 115 1
1R A

pour la section de couplage ¢ défini par 1.1, le tenseur associé a ¢ (V,~y) s’écrit

et R=R,,

1
l e} _ §R — Aga _ o
7vBu T vBp vBp
en prenant les traces de ces opérateurs on a
lRa o %R — Aga — T
T vop T vop vop
et
T,f‘(w =T,,.

2. CONSTRUCTION DE (V,7)

Le tenseur défini par lopérateur ¢ (V,~) est un tenseur "énergie-impulsion"
généralisé associé a la paire (V,7) et sa trace est 1’énergie-impulsion de l'univers
W pour ce couplage. Cette construction donne une extension du tenseur "énergie-
impulsion" dans un fibré ¢ muni d’'une section de Dirac Lorentzienne et d’une
connexion de Koszul. Le probléme posé est de savoir comment choisir le couple
(V,~). La métrique Lorentzienne choisie g permet de définir par rotation de Wick
une métrique riemannienne g. Pour cette métrique, on peut construire I’opérateur
de Hodge * sur (, défini précédemment. Si dim W = 4, la forme différentielle

RY A*RY
est une 4-forme différentielle & valeurs dans (* ® (, elle s’écrit
v v _ 0
RYN+RY =w®o0,0 € Apuge

ol w est la forme volume définie par g. Si la fibre est de dimension infinie, on
impose au fibré (* ® ( que la fibre soit composée d’opérateurs bornés et a trace.
On pose

Lv~)= /w Trace (o) w
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ou encore
Lv~) = / Trace (Rv A *RV) w.
w

Definition 2. Une paire (Vo,70) est un couple de Yang-Mills sur A si

Lo = S0 Lvm

ot A est formé des paires (V,7) pour lesquelles V est une connexion de Koszul et
v est une section de Dirac Lorentzienne.

Pour les constructions précédentes, les paires utilisées sont les paires de Yang-
Mills sur C ou C décrit ’ensemble des connexions de Koszul et les sections de Dirac
sont les sections de Dirac Lorentziennes.

3. CONCLUSION

Pour la section de couplage défini en 1.1 la paire (V, ), si elle existe, minimise le
Lagrangien et donne une équation tensorielle entre la connexion de Koszul V et la
section de Dirac Lorentzienne pour une extension du tenseur "énergie-impulsion".
La question que I'on peut se poser est de savoir si I'extension du tenseur "énergie-
impulsion" a un sens physique. Pour décrire une métrique Lorentzienne, on a besoin
des opérateurs de la formes v* qui sont des sections du fibré * ® ¢ que représente

les opérateurs

T (a;u 8u) €a = ¢ (Rfauv F)/lljau) €s
dans ce contexte.
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