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Marche au hasard d’une quasi-particule massive dans le gaz de phonons d’un
superfluide a tres basse température

Yvan Castin

Laboratoire Kastler Brossel, ENS-Université PSL, CNRS, Université de la Sorbonne et Collége de France, 24 rue Lhomond, 75231 Paris, France

Résumé

Nous considérons en dimension 3 un superfluide homogene de trés basse température 7' présentant deux types d’ex-
citations, (i) des phonons acoustiques sans bande interdite de relation de dispersion linéaire a faible nombre d’onde,
et (ii) des quasi-particules y a bande interdite de relation de dispersion quadratique (massive) au voisinage de ses
extréma. Des travaux récents [Nicolis et Penco (2018), Castin, Sinatra et Kurkjian (2017, 2019)], prolongeant 1’étude
historique de Landau et Khalatnikov sur I’interaction phonon-roton dans I’hélium 4 liquide, ont déterminé explici-
tement I’amplitude de diffusion d’un phonon thermique sur une quasi-particule y au repos a 1’ordre dominant en
température. Nous généralisons ce calcul au cas d’une quasi-particule y de vitesse de groupe subsonique arbitraire,
avec une construction rigoureuse de la matrice S entre états asymptotiques exacts, tenant compte de I’interaction in-
cessante phonon-phonon et phonon-y, qui habille le phonon et la quasi-particule y incidents ou émergents de phonons
virtuels ; ceci apporte un éclairage physique nouveau sur les diagrammes de Feynman de la diffusion phonon-y. Dans
tout le domaine de 1’espace des parametres (nombre d’onde k, force des interactions, etc) ou la quasi-particule y est
énergétiquement stable vis-a-vis de I’émission de phonons de vecteurs d’onde arbitraires, nous pouvons des lors ca-
ractériser le mouvement erratique qu’elle effectue dans le superfluide a la suite de ses collisions incessantes avec les
phonons thermiques, au travers (a) de la force moyenne subie F(k) et (b) des coefficients de diffusion en impulsion
longitudinal D (k) et transverse D, (k) intervenant dans une €équation de Fokker-Planck puis, aux temps longs ou la
quasi-particule s’est thermalisée, (c) du coefficient de diffusion spatiale D, indépendant de k. A 1’endroit ko d’un
extrémum de la relation de dispersion, ou la vitesse de groupe de la quasi-particule s’annule, F(k) varie linéairement
en vitesse avec un coefficient de frottement visqueux isotrope a que nous calculons; si ko = 0, la diffusion en im-
pulsion est elle aussi isotrope et F(ko) = 0; si kg > 0, elle ne I’est pas (D y(ko) # D, (ko)), et F(ko) est non nul mais
sous-dominant par rapport a @ d’un ordre en température. La fonction de corrélation temporelle de la vitesse, dont I’in-
tégrale donne D*P?, distingue aussi entre ces deux cas (kg est cette fois 1’endroit du minimum) : si kg = 0, elle décroit
exponentiellement, avec le taux d’amortissement visqueux attendu de la vitesse moyenne ; si ko > 0, elle est bimodale
et admet une seconde composante, d’amplitude plus faible par un facteur o« 7', mais de taux d’amortissement plus
faible dans le méme rapport (c’est le taux de thermalisation de la direction de la vitesse), ceci compensant cela. Nous
caractérisons aussi analytiquement le comportement de la force et de la diffusion en impulsion au voisinage de tout
bord sonique du domaine de stabilité ou la vitesse de la quasi-particule tend vers la vitesse du son dans le superfluide.
Les expressions générales données dans ce travail sont censément exactes a I’ordre dominant en température (ordre 7%
pour F(k), ordre T° pour D k), Di(k) et F(kp), ordre T~ pour D*?), Elles supposent cependant une connaissance
exacte de la relation de dispersion de la quasi-particule y et de I’équation d’état du superfluide a température nulle.
Nous les illustrons donc dans I’approximation BCS, apres calcul du domaine de stabilité, pour une quasi-particule y
fermionique (un fermion non apparié) dans un superfluide de fermions de spin 1/2 non polarisé, systeme réalisable
avec des atomes froids dans des pieges a fond plat; ce domaine présente d’ailleurs une intéressante ligne d’instabilité
subsonique du premier ordre, inobservée, ou la quasi-particule se déstabilise par émission de phonons de vecteurs
d’onde non infinitésimaux, en plus de la ligne d’instabilité sonique attendue issue du critere de Landau. En passant,
nous réfutons la these de Lerch, Bartosch et Kopietz (2008), selon laquelle il n’existerait pas de quasi-particule fer-
mionique dans un tel superfluide.

Mots-clés : gaz de fermions; condensat de paires ; modes collectifs ; diffusion phonon-roton ; paire brisée ; atomes froids ; théorie
BCS
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1. Position du probléme et systeme modele considéré

Certains superfluides tridimensionnels spatialement homogenes présentent a température arbitrairement basse
deux types d’excitations. Le premier type correspond a une branche d’excitation acoustique, de pulsation propre
w, tendant linéairement vers z€éro avec le nombre d’onde g,

wy = cq

2
1+ﬁ(@) +O(q4lnq)} (1
8 \mc

ol ¢ est la vitesse du son a température nulle, m la masse d’une particule du superfluide et y4 une courbure adimen-
sionnée ; cette branche est toujours présente dans un superfluide si¢ge d’interactions a courte portée, et les quanta ass-
sociés sont des quasi-particules bosoniques, les phonons, ici notés ¢. On rappelle la relation hydrodynamique exacte
mc? = pdu/dp ot u est le potentiel chimique et p la densité dans I’état fondamental. Le second type d’excitations
n’est pas garanti : il correspond a des quasi-particules, appelées ici y pour abréger, présentant une bande d’énergie
interdite A, > 0 et un comportement de particule massive, c’est-a-dire avec une relation de dispersion parabolique au
voisinage du minimum :

2p _ 2 21 _ 13
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La masse effective m.. est strictement positive, mais la position ky du minimum dans 1’espace des nombres d’onde peut
étre strictement positive ou nulle selon les cas; le coefficient b a la dimension d’une longueur et est a priori non nul
seulement si ky > 0. Les excitations des deux types sont couplées entre elles, au sens ol une quasi-particule y peut
absorber ou émettre des phonons, par exemple.

A température nulle, une quasi-particule y de nombre d’onde k assez proche de ko, donc d’énergie assez proche
de A., a une vitesse de groupe suffisamment faible, en particulier inférieure a la vitesse du son, et ne peut émettre de
phonons sans violer la conservation de 1’énergie-impulsion selon un argument assez classique dii a Landau, du moins
s’il y a également conservation du nombre total de quasi-particules y, comme c’est le cas pour une impureté, c’est-a-
dire un atome d’une autre espece dans le superfluide, ou de la parité de ce nombre total, comme c’est le cas pour une
excitation élémentaire fermionique du superfluide (un contre-exemple connu a 1’argument purement cinématique de
Landau est celui du biroton dans I’hélium 4, dont la relation de dispersion est de la forme (2) avec kg = 0 et qui peut
se désintégrer en phonons [1, 2]). La quasi-particule est alors stable et avance dans le fluide de maniere balistique,
sans amortissement.

A une température 7' non nulle mais arbitrairement basse, la branche d’excitation acoustique est peuplée thermi-
quement, si bien qu’un gaz de phonons a 1’équilibre coexiste avec le superfluide. La quasi-particule y présente, qui
était stable a température nulle, subit désormais des collisions aléatoires avec les phonons et décrit une marche au
hasard dans I’espace des impulsions 7k. Dans la limite quasi-classique ou la largeur Ak de la distribution en nombre
d’onde de vy est assez grande, de maniere que la longueur de cohérence 1/Ak de y soit beaucoup plus faible que la
longueur d’onde typique des phonons thermiques,
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on peut caractériser cette marche au hasard par une force moyenne F(k) et une matrice de diffusion en impulsion D(k)
intervenant dans une équation de Fokker-Planck. La quasi-particule y effectue également une marche au hasard dans
I’espace des positions, un mouvement brownien, que 1’on caractérise aux temps longs par un coefficient de diffusion
spatiale D%?. L’objectif du présent travail est de calculer la force et la diffusion a I’ordre dominant en température,
pour toute valeur du nombre d’onde k ol la quasi-particule y est stable a température nulle. Il faut pour cela déterminer
I’amplitude de diffusion d’un phonon sur la quasi-particule y a I’ordre dominant en le nombre d’onde g du phonon
pour une vitesse subsonique quelconque de vy, ce qui, a notre connaissance, n’a pas été fait dans la littérature; les
références [3, 4] se limitent ainsi aux faibles vitesses, comme en témoigne 1’action rotonique (30) de la référence [3]
limitée aux deux premiers termes de notre développement (2).

Plusieurs systémes présentent les deux types d’excitations requis. Dans le cas d’un systeme bosonique, on pense
immédiatement a 1’hélium 4 liquide superfluide, dont ’'unique branche d’excitation comporte a la fois un départ
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linéaire acoustique a nombre d’onde nul et un minimum relatif quadratique a un nombre d’onde ko non nul ; la quasi-
particule massive y associée au minimum est un roton selon la terminologie consacrée. Bien qu’il n’y ait pas de loi
de conservation de leur nombre, les rotons de nombre d’onde k proche de kj sont stables vis-a-vis de I’émission de
phonons de vecteurs d’onde arbitraires [3]. Dans le cas d’un systéme fermionique, viennent a I’esprit les gaz d’atomes
froids a deux états de spin T et | : dans le gaz non polarisé, c’est-a-dire avec exactement le méme nombre de fermions
dans chaque état de spin, a suffisamment basse température, les fermions se regroupent par paires liées T| sous I’effet
des interactions attractives entre atomes de spins opposés, ces paires forment un condensat et un superfluide avec
une branche d’excitation acoustique. Une excitation par brisure de paire créerait deux fragments, chacun étant une
quasi-particule fermionique y de bande interdite A, la demi-énergie de liaison de la paire et de relation de dispersion
parabolique au voisinage du minimum. Pour avoir une seule quasi-particule y présente, il suffit d’ajouter au gaz non
polarisé un unique fermion T ou |, qui restera non apparié et formera la quasi-particule souhaitée. ' Le cas homogéne
spatialement est réalisable dans une boite de potentiel a fond plat [5, 6, 7, 8].

Pour fixer les idées, nous ferons des calculs explicites du domaine de stabilité de y a T = 0, puis de la force et de
la diffusion qu’elle subit a T > 0, seulement dans le cas d’un gaz d’atomes froids fermioniques, en utilisant faute de
mieux la théorie BCS, pour une force des interactions quelconque puisque la longueur de diffusion a entre T et | est
ajustable a volonté par résonance de Feshbach [9, 10, 11, 12, 13, 14]. Il nous semble alors que la marche au hasard
de y dans I’espace des impulsions ou des positions est accessible expérimentalement, puisqu’on peut séparer 1’atome
fermionique non apparié des fermions appariés pour le manipuler et I’'imager, en transformant ceux-ci en molécules
dimeres fortement liées par rampe de Feshbach rapide vers la limite CBE (condensat de Bose-Einstein) @ — 0* [15].
Afin de rendre la discussion moins abstraite, décrivons un possible protocole expérimental dans ses grandes lignes :

1. dans un piege a fond plat, on prépare a trés basse température un gaz d’atomes froids fermioniques tres
faiblement polarisé, avec un peu plus de fermions dans 1’état de spin T que dans I’état |; les Ny — N|
fermions non appariés donnent naissance a autant de quasi-particules y dans le gaz en interaction. Cette
idée a été mise en ceuvre au MIT [16]. A ce stade, les quasi-particules y ont une distribution en impulsion
o exp[—h*(k — ko)?/2m,kpT] et une distribution en position uniforme.

2. par une rampe de Feshbach lente sur le champ magnétique, on modifie la longueur de diffusion a entre atomes
adiabatiquement, sans mettre le gaz hors d’équilibre thermique. On peut ainsi changer a volonté la position
ko = 0 ou ky > O du minimum de ¢, de maniére réversible. Chaque fois que I’on veut agir sur les quasi-
particules y pour manipuler leur distribution en impulsion ou en position par un champ électromagnétique
(laser, radiofréquence) sans affecter les paires liées, ou simplement pour imager ces distributions [15], on
effectue une rampe de Feshbach rapide (seul 1’état interne des paires liées suit, le gaz n’a pas le temps de
se thermaliser) vers une longueur de diffusion trés faible et positive aacion; a cette valeur, les paires liées
existent sous forme de dimeres fortement liés de fréquence de résonance avec le champ électromagnétique tres
différente de celle des atomes non appariés, ce qui permet I’action sélective souhaitée, comme il a été fait a
I’ENS [17]; si nécessaire, on effectue une rampe de Feshbach rapide pour revenir a la longueur de diffusion
initiale.

3. pour observer la diffusion en position (section 4, équation (83)), il faut initialement filtrer spatialement les
quasi-particules y, par exemple en envoyant un champ pousseur ou videur d’état interne masqué par un disque
opaque, ce qui élimine les quasi-particules en dehors d’un cylindre (comme au point 2 pour ne pas perturber
les paires liées); on filtre de méme selon une direction orthogonale, pour laisser intacte une boule de quasi-
particules vy dans 1’espace des positions, dont on peut ensuite mesurer 1’étalement au cours du temps (comme
au point 2).

4. pour accéder a la force moyenne et a la diffusion en impulsion (section 4, équation (50)) au vecteur d’onde
Kcible, On prépare les quasi-particules y avec une distribution en impulsion étroite hors d’équilibre autour de
k = Kqiple, puis on mesure en fonction du temps la moyenne de K et ses variances et covariances. La distribution
étroite résulte, par exemple, d’un transfert Raman de k ~ 0 a k =~ K. des quasi-particules dans la phase
intermédiaire a = d,ion du point 2, ot I’on s’est arrangé pour avoir une distribution centrée sur 1’impulsion
nulle par passage adiabatique préalable dans un régime ko = 0.

1. A température non nulle, il existe une fraction non nulle de paires liées brisées thermiquement, mais c¢’est un O(T" exp(—A./kgT)) (v = 1/2
sikg > 0, v =3/2siky = 0) que nous négligeons dans la suite.



Ceci permettrait, sinon de mesurer, du moins de contraindre 1’amplitude de diffusion A entre phonons et quasi-
particule y, dont F, D et D? dépendent. Il y a pour cela une forte motivation : I’expression exacte de cette amplitude
A I’ordre dominant en q ne fait pas encore ’'unanimité, les références [3] et [4] restant en désaccord, méme si I’on
tient compte comme dans I’erratum [18] de I’interaction entre phonons omise dans [4], et les expériences n’ont a notre
connaissance pas encore tranché [19]. Nous en profiterons pour rendre plus convaincant et plus solide le calcul de A
a partir du hamiltonien effectif de basse énergie de la référence [4].

2. Domaine de stabilité dans I’espace des impulsions de la quasi-particule y a7 = 0

Considérons une quasi-particule y de vecteur d’onde initial k dans le superfluide a température nulle, donc en I’ab-
sence initiale de phonons ou autres excitations, et étudions la stabilité de cette quasi-particule vis-a-vis de 1’émission
d’excitations dans le superfluide. Dans cette partie, a but illustratif, nous supposons que le nombre de quasi-particules
v est conservé, sauf en fin de section ou il est conservé modulo 2, et nous utilisons des relations de dispersion de
type champ moyen pour la quasi-particule y et les phonons (en I’occurrence, la théorie BCS et la RPA d’ Anderson),
a valeurs réelles.

phonons de vecteurs d’onde q;, 1 < i < n, en reculant pour conserver la quantit¢é de mouvement. Le changement
d’énergie correspondant vaut

Emission de phonons. Tout d’abord, la quasi-particule y peut émettre un nombre a priori quelconque n > 1 de

n
AE = ac 51 o + (Z hwa] - a (4)

i=1
ol I’on note indifféremment wq ou w, la relation de dispersion en pulsation des phonons et e ou ¢ la relation
de dispersion en énergie de la quasi-particule y. Lorsque les q; décrivent le domaine d’existence D* de la branche
acoustique, et que n décrit N*, I’énergie e + AE de I’état final décrit un continuum d’énergie. Il y a donc deux cas
possibles : (i) AE est toujours positif, 1’énergie g, se trouve au bord inférieur du continuum, > I’état initial |y : k)
de la quasi-particule reste un état discret et y est stable au vecteur d’onde k considéré ; (ii) AE n’est pas toujours
positif, I’énergie initiale € de la quasi-particule se trouve a I’intérieur du continuum d’énergie, 1I’émission résonnante
de phonons (avec AE = 0) est possible, 1’état initial |y : k) se dilue dans le continuum et donne naissance a une
résonance d’énergie complexe, et la quasi-particule vy est instable au vecteur d’onde k considéré.

Pour trancher entre les deux cas, il faut déterminer le bord inférieur g, + AE;j,r(K) du continuum, en minimisant
AE sur le nombre et les vecteurs d’onde des phonons émis. Cette minimisation peut étre effectuée en deux temps : a
vecteur d’onde total des phonons émis fixé, Q = ).\ | q;, on minimise I’énergie pour obtenir une relation de dispersion
acoustique effective 3

n
hwes(Q) = min min Z hwg, (®)]
neN* {(q)1<i<a€D"| 2| :=Q} P

puis on minimise sur Q :

AEi¢(K) = m&n AE(Q) avec AE(Q) = e_q — & + hwe(Q) (6)

Si AEine(K) < 0, la quasi-particule y est instable au vecteur d’onde k, sinon elle est stable. Il est instructif d’effectuer
une étude locale a faible nombre d’onde total émis Q : du comportement (1) et des remarques simplificatrices qui
suivent, nous tirons wer(Q) Q=0 cO+ 0(Q%) ce qui conduit au développement

—

d2 €

T 0(Q% 7

1
AEQ) = heQ(l - lvi/el) + 5 0°

2. Pour le voir, il suffit de faire tendre les q; vers zéro dans AE.
3. Comme le domaine d’existence D* ne contient pas le vecteur d’onde nul, il faut en principe prendre la borne inférieure sur les q;. On se
rameéne 2 la prise d’'un minimum en ajoutant le vecteur nul non physique a D*, D = D* U {0}, et en prolongeant wq par continuité, wq-g = 0.
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Ficure 1: Les différents scénarios de déstabilisation d’une quasi-particule massive y de nombre d’onde k par émission de phonons dans un su-
perfluide lorsque le nombre total de y est conservé et que les relations de dispersion sont a valeurs réelles (comme celles des théories de champ
moyen). (a) La vitesse de groupe vy de la quasi-particule passe de subsonique a supersonique lorsque & croise k. (par exemple de gauche a droite) ;
le changement d’énergie AE(Q) a I’émission d’une quantité de mouvement phononique totale /Q fixée (voir 1’équation (6)) est minimal en Q = 0
pour k < k. eten Q = Qo(k) # 0 pour k > k., o le module Qp(k) tend linéairement vers zéro lorsque k — &, comme en (al); le minimum
absolu AEj,¢(k) du changement d’énergie s’écarte de zéro quadratiquement pres de k. et la déstabilisation est du second ordre, comme en (a2). (b)
La vitesse de groupe vy reste subsonique lorsque k croise k., mais le minimum de AE(Q) en Q = Qo(k) # 0, qui n’était que relatif pour k < k.,
devient absolu (et strictement négatif) pour k > k., comme en (bl); AEj¢(k) s’écarte de zéro linéairement et la déstabilisation est du premier ordre,
comme en (b2). En (al) et (bl), la figure est tracée dans 1’espace des Q selon la direction de k ou —k, suivant que la vitesse de groupe de y apres
émission vik_q, ) est > 0 ou < 0 (c’est la direction du minimiseur Qo(k) si Qg(k) > 0, voir la note 6, et celle choisie dans I’équation (7) sinon).

ol la direction de Q, choisie pour minimiser I’énergie, est celle de k si la vitesse de groupe v, = de;/hdk de la quasi-
particule y est positive, et celle de —k sinon. Ceci fournit un premier scénario d’instabilité possible, bien connu :
si la quasi-particule y est supersonique (Jvx| > c¢), elle peut se freiner en émettant des phonons de nombre d’onde
arbitrairement faible. Si le passage d’un intervalle de k£ ou y est stable a un intervalle de k ol y est instable se
fait selon ce scénario, c’est-a-dire par franchissement de la vitesse du son en le nombre critique k., AEjs(k) varie
quadratiquement au voisinage de k. du coté instable, suivant la loi déduite de 1’équation (7)* :

2
MEw(h) = —3 S| -k Ok -k ®)
Pour la cohérence interne de ce scénario, il faut que la dérivée seconde de € soit positive en k = k. :on a |y | = ¢
et AE(k = k., Q) doit atteindre son minimum en Q = 0; dans le cas contraire, le passage a AEj¢(k) < O aurait eu
lieu avant le seuil sonique. Nous avons donc affaire ici a une déstabilisation du second ordre, voir la figure la. Un
deuxieme scénario d’instabilité possible est que la vitesse de groupe reste subsonique mais que AE(Q) admette un
minimum absolu strictement négatif en Qu(k) # 0 : la quasi-particule y réduit son énergie en émettant des phonons
d’impulsion totale nécessairement non infinitésimale. Lorsque k passe de la zone stable & la zone instable, la position
du minimum de AE(Q) saute alors de maniére discontinue de la valeur nulle a la valeur Qg(k) non nulle en k = k.,
AEjys(k) varie linéairement au voisinage de k. du coté instable 5 et la déstabilisation est du premier ordre, voir la figure
1b.©
Déterminons explicitement la carte de stabilité d’une quasi-particule y dans un gaz de fermions condensé par

4. La notation allégée AEinr(k) tire parti de I'invariance par rotation de AEj,r(k). Tout pres de k., du c6té supersonique, 1’approximation
quadratique (7) atteint son minimum en Qg(k) = (|vk|/c — Dhe/(d%e /dk?), et ce minimum vaut AEie(k) = —[fic(1 — |[vil/c)1?/(2d% € /dk?). Tl reste
a linéariser la vitesse de groupe au voisinage de k = k¢, hvy =~ +hc + % k=k.(k — k¢), pour obtenir (8).

5. En supposant Qq(k) colinéaire a k (voir la note 6), on dérive AE;js(k) = AE(k, Qo(k)) par rapport a k (avec des notations évidentes) et on
utilise le fait que dpAE = 0 en Q = Qg(k) pour obtenir dAEj,¢(k)/dk = OrAE(k, Qo(k)) de limite a priori non nulle en k = k. (si les vitesses de
groupe de y different avant et apres 1’émission phononique).

6. Par isotropie, seule la premiere contribution a AE(Q) dans I’équation (6) dépend du cosinus u de 1’angle entre k et Q. Pour k > Oet Q =
Qo(k) > 0 fixés et u décrivant [—1, 1], deux cas se présentent. (i) AE(Q) est minimal au bord u = 1 ouu = —1 (Qo (k) et k sont colinéaires) : sa dérivée
par rapport a u n’est pas nécessairement nulle au minimum, mais doit étre respectivement négative ou positive ; or, dex_q /du = (—7kQ/lk—Q)vi—_q
d’ou le signe de la vitesse de groupe finale de la quasi-particule énoncé dans la légende de la figure 1. (ii) AE(Q) est minimal en ug €] — 1, 1[ (k
et Qo(k) ne sont pas colinéaires) ; alors dex—q/du est nul au minimum et on se trouve dans le cas particulier vjk-q,@) = 0; en exprimant de plus
I’annulation de la différentielle premiere AE(Q) par rapport a Q en Qp(k), on trouve que la vitesse de groupe phononique doit s’annuler aussi,
dwes(Qo(k))/dQ = 0; la positivité de la différentielle seconde requiert que ex et wes(Q) présentent un minimum en K = |k — Qo(k)| et Q = Qo(k).
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paires, a I’aide de la théorie approchée BCS. La relation de dispersion de la quasi-particule y est alors donnée par

212 2 12
€ = [(M - ) + Az} (&)
m

ou m est la masse d’un fermion, u est le potentiel chimique du gaz et A > 0 son parametre d’ordre. Si u > 0, le
minimum de ¢, est atteint en ky = (2m,u)1/ 2/h > 0, vaut A, = A et conduit 2 une masse effective m, = mA/2u. Si
en revanche u < 0, le minimum de ¢ est atteint en ky = 0, vaut A, = (A? + #2)1/ 2 et conduit a la masse effective
m, = mA,/lul. La relation de dispersion des phonons se déduit de la RPA d’Anderson ou, ce qui revient au méme,
de la théorie BCS dépendant du temps linéarisée autour de la solution stationnaire. Elle a été étudiée en détail dans
les références [20, 21, 22]. Disons simplement qu’elle a un domaine d’existence D invariant par rotation de la forme
compacte connexe g < gsup pour une longueur de diffusion a < 0 (soit 0 < A/u < 1,162 d’apres la théorie BCS), de
la forme a deux composantes connexes g < ggup €t ¢ > Gint> Gsup pour 1,162 < A/u < 1,729, et donné par R? tout
entier pour A/u > 1,729 ou u < 0. Le calcul de hAwes(Q) par minimisation numérique de I’énergie sur le nombre de
phonons 7 et leurs vecteurs d’onde q; a vecteur d’onde total Q fixé, comme dans 1’équation (5), est facilité par les
remarques suivantes :

(a) si D estconnexe, on peut imposer sans rien perdre sur 1’énergie que tous les q; sont colinéaires a Q et de méme
sens, comme nous le faisons dans la suite de ces remarques. Il reste 2 minimiser sur z et les nombres d’onde
qi-

(b) si w, est concave sur 'intervalle [gq, gp], et que deux nombres d’onde d’essai g; et g; se trouvent dans cet
intervalle, on abaisse 1’énergie a Q fixé en les écartant symétriquement de leur moyenne (g; + g;)/2 jusqu’a ce
que I'un des deux atteigne g, ou g;. S’il y avait s > 2 nombres d’essai dans I’intervalle, on se ramene ainsi a
une configuration avec s, nombres d’onde en ¢, s, en g, et zéro ou un dans I’intérieur de I’intervalle.

(c) si w, est convexe sur lintervalle [g,, g5], et que deux nombres d’onde d’essai g; et g; se trouvent dans cet
intervalle, on abaisse ’énergie a Q fixé en les faisant converger symétriquement vers leur valeur moyenne
(gi + g;)/2. S’il y a plus de deux nombres d’essai dans I’intervalle, on les fait tous coalescer en leur valeur
moyenne.

(d) side plus g, = 0, on abaisse 1’énergie a Q fixé en remplagant le nombre d’onde d’essai coalescé Qco, par un
nombre divergent S de phonons de nombres d’onde égaux infinitésimaux Q.. /S, ce qui permet de linéariser
la relation de dispersion en g = 0 et conduit a I’énergie coalescée hcQcoa-

Donnons un premier exemple de réduction du probleme dans le cas 1,221 < A/u < 1,710, en nous limitant a la
composante connexe basse du domaine d’existence D, la boule de centre 0 de rayon gy, ol la branche acoustique
présente deux points d’inflexion ¢, et g, [21] : w, est convexe sur I'intervalle [0, g,], concave sur [g,, g;] et 2 nouveau
convexe sur [gp, gsup]. On peut donc paramétrer 1’énergie des phonons dans cette boule comme suit,

hwes(Q) = hcQ1 + hwy, + m3hwg, ou  heQ + n3hwy, (10)

avec la contrainte Q = Q+q>+n3q3 ou Q = Q1+n3qs3, Q1 positif quelconque, g» €1q,4, gsl, n3 € Netgs € [gp, gsupl. On
peut simplifier encore en notant qu’il ne peut y avoir de phonon ¢, que si Q; = 0.3 Il reste & minimiser numériquement
heQ1 + n3hwy, ou hwy, + n3hwg, par rapport aux parametres indépendants restants. Donnons deux autres exemples :
dans le cas A > 1,729u ou u < 0, la branche acoustique existe et est convexe sur tout R*, si bien que fiweg(Q) = hcQ;
dans le cas 0 < A/u < 0,869, la branche acoustique est concave sur tout son domaine d’existence g €]0, gsup], si bien

7. En voici de breves justifications, sachant que w, est une fonction positive croissante de g. (a) : si D = B(0, gsp) et P projette orthogonalement
sur Q, alors (i) D est stable par I’action de P, (ii) la substitution q; — Pq; ne change pas le vecteur d’onde total et n’augmente pas 1’énergie ; on
peut donc se limiter a q; colinéaire a Q. Si q; et q; sont colinéaires mais de sens opposés, avec g; > ¢, on abaisse 1’énergie a vecteur d’onde total
fixé (sans sortir de D) par la substitution (q;, q;) — (q; +q;, 0); on peut donc se limiter a des q; colinéaires a Q et de méme sens. (b), (¢) : sig; < g;
se trouvent dans un intervalle de concavité (convexité) de wy, et que I’on pose Q;; = g; + g, la fonction g = wy + wQ,—q est de dérivée positive
(négative) en g = ¢; < Q;j/2, car la dérivée de w, est décroissante (croissante), donc on abaisse 1’énergie en réduisant (augmentant) g; a Q;; fixé.

8. Si Q1 > 0 en présence d’un phonon ¢, effectuons la variation (Q1,¢q2) — (Q1 + 1, g2 — 1) ou 7 est infinitésimal de signe quelconque. Le
changement d’énergie correspondant dans (10) est 6E = hlc — v(g2)In + (1/2)h[dv(q2)/dq]7]2 + 0(7]3), ol v(q) = dwy/dq est la vitesse de groupe
des phonons. §E doit toujours étre positif puisqu’on s’écarte du minimum d’énergie. Le coeflicient de 5 doit donc étre nul, ce qui n’est pas exclu a
priori; celui de 7> doit étre positif, ce qu’interdit la concavité stricte de la branche acoustique en g». Si Q1 = 0, 1 est nécessairement positif et ce
raisonnement impose seulement v(¢2) < c.
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Figure 2: Carte de stabilité d’une quasi-particule fermionique y dans un gaz non polarisé de fermions condensé par paires a température nulle,
dans le plan (nombre d’onde k de vy, force des interactions), prédite par la théorie BCS. (a) Cas d’un potentiel chimique ¢ > 0. (b) Cas d’un
potentiel chimique u < 0. (c¢) Agrandissement du cas (a) autour du point critique S, apres recentrage sur S (6k = k — ks et A = A — Ag avec
ks = 0,731k, et Ag ~ 0,408u); en trait plein, les résultats de (a) [la ligne verte est en réalité une interpolation des points (les cercles) réellement
calculés, qui correspondent aux valeurs de A/u de la référence [22] pour lesquelles la relation de dispersion g = wq de la RPA a été déterminée
numériquement], en pointillé les départs quadratiques (13) avec A ~ 1,121 k;l,B ~ 14,178 uk;?,C =~ 5,929yk;3. En rouge : lignes soniques
v = =+c de déstabilisation du second ordre (déstabilisation par émission de phonons de nombres d’onde infinitésimaux), ol v est la vitesse de
groupe de y et ¢ la vitesse du son. En vert : ligne de déstabilisation du premier ordre (déstabilisation par émission de phonons & nombre d’onde
total non infinitésimal). En noir : lignes de déstabilisation par brisure d’une paire liée T| [on prend (n = 0, s = 1) dans 1’équation (16); pour ¢ > 0
et k < 3k, ce sont les lignes d’annulation du minorant dans 1’équation (17)]. En tireté : lignes de déstabilisation déja mentionnées mais se trouvant
en dessous d’autres lignes de déstabilisation et ne changeant donc pas la carte de stabilité. k est en unités de k, = Qmlu)'/? /1 (pour u > 0, c’est
aussi le nombre d’onde kp minimisant 1’énergie € de la quasi-particule y; pour u < 0, ky = 0). La force des interactions est repérée par A/|u|, o
A > 0 est le parametre d’ordre du gaz de fermions.

que hwe(Q) = hwg-pg,,, + nhwy, ou n est la partie entiere de Q/gsup- En pratique, méme dans 1’approximation de la
RPA, il n’y pas d’expression analytique connue de w,. Or, pour I’étude de stabilité de y, nous avons en général besoin
de connaitre la branche acoustique sur tout son domaine d’existence, pas seulement a faible g ; nous réutilisons donc
les résultats numériques sur w, obtenus dans la référence [22].

La carte de stabilité obtenue dans le plan (nombre d’onde, force des interactions) dans le cas u > 0 est représentée
sur la figure 2a. Le domaine de stabilité est limité inférieurement a droite de k = ko par la ligne de déstabilisation
sonique positive v; = ¢, asymptotiquement parabolique , 2 gauche de k = ko d’abord par la ligne de déstabilisation du
premier ordre CS puis par la ligne de déstabilisation sonique négative SA (sur laquelle v, = —c). La partie ascendante
BS de cette ligne sonique, en tireté sur la figure, est masquée par I’instabilité a Q non infinitésimal et n’a donc pas
de signification physique. On aura noté que la relation de dispersion (9) admet un maximum parabolique en k = 0
(ici 4 > 0) : la quasi-particule massive correspondante est parfois appelée maxon. La théorie BCS prédit donc que le
maxon est stable pour des interactions assez fortes, A/u > (A/u)c = 0,35. Dans la limite opposée d’une interaction
faible, le domaine de stabilité se réduit a I’intervalle étroit centré sur kg et de mi-largeur mA/ V2h%ky. Le cas u <0,
représentée sur la figure 2b, est plus pauvre : le domaine de stabilité est simplement limité a droite par la ligne sonique
positive, donnée par hk/m = c dans la limite CBE (soit une pente 4 a I’origine sur la figure 2b dans la théorie BCS)
et par A = yh*k?/2m dans la limite 4 = 0~ (soit une loi asymptotique parabolique sur la figure 2b), avec le méme
coeflicient y que dans la note 9.

Une étude des lignes de déstabilisation au voisinage du point sommital S de la figure 2a peut étre effectuée
analytiquement. Considérons par commodité la relation de dispersion (9) comme une fonction e(k,A) de k et A a
longueur de diffusion a fixée; de méme, la branche acoustique est vue comme une fonction w(gq, A). Sur la ligne
sonique SA (SB), la dérivée seconde (926 est positive (négative), comme le montre la discussion apres 1’équation (8),
et s’annule par continuité au point sommital. Les coordonnées (ks, Ag) de S dans le plan (k, A) se déduisent donc du
systeme

Orels = —hels et Oiels =0 (11

Pres du point critique S, on trouve que 6k = k — kg et le minimiseur Qy(k) sont des infiniment petits du premier ordre,
alors que A = A — Ag est un infiniment petit du second ordre. Il suffit alors de développer AE(Q) a I’ordre trois, en

9. Pour > 0, on trouve A/u ~ y(k/ko)? sik/kg — +ooavi/c = 1fixé. Iciy ~ 1,828 est la solution positive de y(1+y?) = 24

I'VICZ =
avec Y = 72 /[2I*(3/4)].

0= 3(Y+1/Y)



utilisant le fait que Q, infiniment petit du premier ordre, est antiparallele & k comme il est dit apres 1’équation (7), et
que wer(Q) = w(Q, A) dans le cas concave (A < 0,869u) a faible Q (Q < gsup),

| | A = 0;0€ls + haAcls >0
+3Q°Bok+ 30°C+0(Q") avee | B= Gpels > 0 (12)

1
AE(Q) o 0 [A SA + EB(ak)2 )
C=1B+3heyy (L) Is > 0

ol I’absence de termes infiniment petits du premier ou du second ordre résulte du systeme (11), le coeflicient y, est
celui de I’équation (1) et les signes sont prédits par la théorie BCS. On obtient alors le départ quadratique des lignes
SC et BSA du point S comme sur la figure 2c : '

2 BSA _E 2
@k, 0N X~ (k) (13)

sc (B3B-8C)B
Sk—0~ 16AC

Bien qu’intéressants, tous ces résultats sur la déstabilisation de y par couplage aux phonons sont approchés, rappelons-
le. Ils reposent sur la relation de dispersion (9) de la quasi-particule, issue de la théorie BCS d’ordre zéro, qui ignore
justement le couplage de y aux phonons; or, ’effet de ce couplage sur € est a priori loin d’étre négligeable au
voisinage d’une instabilité de y, en particulier subsonique du premier ordre, comme le montre la référence [23]. Dans
ce contexte, une vérification expérimentale dans un gaz d’atomes froids fermioniques, a notre connaissance jamais
effectuée, serait la bienvenue.

Poids spectral non nul. Pour que vy soit véritablement une quasi-particule stable au vecteur d’onde k, il ne suffit pas
que son énergie € soit au bord inférieur du continuum d’énergie auquel elle est couplée par émission de phonons. Il
faut aussi qu’elle soit une quasi-particule, c’est-a-dire qu’elle ait un poids spectral non nul. Mathématiquement, ceci
signifie que son propagateur retardé, considéré comme une fonction de 1’énergie complexe z, a un résidu Z non nul en
I’énergie propre z = &. A 1’ordre dominant en le couplage \7¢7 entre y et les phonons ¢, le propagateur est donné par
le diagramme a une boucle de la figure 3a :

une boucle 1

_ 0 f &g K¢:q.yk—q Ve ly:K)?
ST T BT el

1
ckl——|y: k 14
{y IZ_HIV ) (14)

Le hamiltonien complet H et I’opérateur potentiel d’interaction VM sont donnés par 1’équation (20) de la section
suivante et par leurs éléments de matrice volumiques dans 1’ Annexe A, dans une théorie effective de basse énergie en
principe exacte dans la limite des faibles nombres d’onde phononiques [24]. el((o) et hwﬁlo) sont les énergies nues des
excitations et A est une coupure ultraviolette sur le nombre d’onde des phonons. En dérivant le dénominateur de (14)

par rapport a z, et en remplacant a I’ordre dominant les quantités nues par leur valeur effective, on obtient le résidu

une boucle 1

1+ [ $g_Koayk-qiVe by k)P
g<A 2n)*  [e&—(hwq+e—q))?

Zx s)

Dans cette expression, au dénominateur de 1’intégrande, la différence d’énergie ne peut s’annuler pour q # 0, par
stabilité supposée de la quasi-particule y; elle tend linérairement vers zéro lorsque ¢ — 0. Au numérateur de I’in-
tégrande, 1’élément de matrice de Vy, tend vers zéro comme ¢'/2, voir les équations (A.5) et (A.7) de I’Annexe A.
C’est une propriété robuste : elle traduit simplement le fait que y se couple directement aux fluctuations quantiques
de densité du superfluide, qui sont d’amplitude volumique (hpg/2mc)'/? dans le mode de phonon de vecteur d’onde q
(p est la densité moyenne), comme le prédit I’hydrodynamique quantique [24]. L’intégrale dans (15) est donc conver-
gente. Ainsi, a I’ordre considéré, dans un gaz superfluide de fermions en dimension 3, la théorie effective de Landau

10. Ecrivons le second membre de (12) sous la forme AE = ¢10 + ¢202%/2 + ¢30%/3. Sur la ligne de déstabilisation sonique, on a simplement
c1 = 0. Sur la ligne de déstabilisation du premier ordre, il existe Q. tel que AE(Q.) = dAE(Q.)/dQ = 0, comme le suggere la figure 1bl, c’est-
a-dire que le discriminant du polyndme de degré 3 en Q s’annule, (c|c2 J2)? - (4/3)(’30? = 0; on trouve Q. = —3c¢2/4c3, qui doit étre > 0, ce qui
impose ok < 0.



et Khalatnikov exclut toute suppression du poids spectral de la quasi-particule fermionique par singularité infrarouge,
quelle que soit la valeur de la longueur de diffusion a ou de la force des interactions '!. Ceci contredit directement et,
nous semble-t-il, réfute les conclusions de la référence [25], qui s’appuie sur un calcul lui aussi a une boucle, mais
dans un modele microscopique '>.

Pour étre complet, donnons brievement les prédictions du résultat perturbatif (15) sur le comportement du résidu
au voisinage du seuil d’instabilité k = k. de la quasi-particule y (du coté stable). Dans le cas de I’instabilité sonique
(Ivi.l/c = 1), il faut désormais développer la différence d’énergie au dénominateur de I’intégrande autour de q = 0 un
cran plus loin, au second ordre en ¢; '* aucune divergence infrarouge n’apparait dans ’intégrale méme pour k = k., le
poids spectral n’est pas supprimé mais présente seulement, en fonction de k, une singularité en (1 —|vg|/c) In(1—|v|/c).
Dans le cas de I’instabilité subsonique (déstabilisation du premier ordre), en la supposant due, pour rester dans le
cadre de I’approximation (15), a I’émission d’un seul phonon de vecteur d’onde Qy(k) # 0 dans la partie linéaire
de la branche acoustique (cas wer(Qo) = wq, = cQo), I'intégrale est maintenant dominée par les vecteurs d’onde q
proches de Qy(Kk) # 0, ou la différence d’énergie s’annule au seuil de I’instabilité (voir la figure 1b1); en développant
au dénominateur la différence d’énergie au second ordre en q — Qu(k) autour de Qy(k), ' et en approximant le
numérateur de 1’intégrande par sa valeur e« Qy(k) en q = Qq(k), on trouve cette fois-ci qu’il y a une suppression du
poids spectral de la quasi-particule au seuil de I'instabilité : lorsque k — k., la valeur de I’intégrale diverge comme
IAE(Qo(K))|"!/? et le résidu Z tend vers zéro comme |AE(Qy(K))|'/?. Ces prédictions, sous cette forme, sont en accord
avec I’étude plus avancée, non perturbative, de la référence [23] sur la fonction de Green d’une excitation élémentaire
pres de son seuil d’instabilité dans un gaz de bosons (méme si cette référence met 1’accent sur la relation de dispersion
de I’excitation, pas sur son poids spectral). '3

Emission de paires brisées. Notre discussion de stabilité précédente ne tient compte que de 1’émission de phonons.
Dans un gaz de fermions appariés, elle néglige le fait que la quasi-particule fermionique vy initiale puisse, par collision
avec des paires liées, en briser une ou plusieurs, disons un nombre s, si elle possede une énergie suffisante. Dans ce
cas, 1’état final contient n phonons et 2s + 1 quasi-particules fermioniques, en incluant la quasi-particule initiale qui a
reculé, et I’expression (4) du changement d’énergie doit étre généralisée comme suit :

2s n
AE = 6 g2 gt q +| D 6 |+ (Z hwq,] - a (16)
j=1 i=1

Montrons cependant que I’émission de paires brisées ne change pas la carte de stabilité BCS de la figure 2. Supposons
en effet que s > 1. Comme ¢ > A, et hwg > 0 pour tous les vecteurs d’onde, nous disposons de la minoration

AEC?0 > 3A, — g (17)

Il ne peut donc y avoir instabilité par émission de paires brisées que si g > 3A.. On vérifie cependant que, dans le
cadre de la théorie BCS, la zone ¢ > 3A., est incluse strictement dans la zone instable par émission de phonons 16

11. Par exemple, méme dans la limite CBE kra — 0* et pour k — 0, I’équation (15) prédit une correction finie 1 — Zx ~ mcA?/hp.

12. Méme si les auteurs ne le disent pas explicitement, leur approche prédit une divergence o g~'/2 de I’élément de matrice du couplage ¢ — vy,
comme le montre I’intégration explicite de leurs équations (9) et (10) sur la fréquence de Matsubara, ¢’est-a-dire sur la composante énergie de leur
quadrivecteur P. L’intégrale dans notre équation (15) présenterait effectivement, dans ce cas, une divergence infrarouge logarithmique.

13. On prend au dénominateur ex—q+hwq—ex = ficq{1-uex+(q/ 20)[(1-u®)ep+utexr ]}, en anticipant sur les notations (41). Si ey — =1, I’intégrale
sur u = cos (i,.\q) est dominée par u =~ +1 et I’on peut approximer u? par 1, 1—u? par 2(1Fu), et le facteur (u+ep)2 au numérateur par (1 iep)z.

14. Dans le cas général, Qo(k) et k sont colinéaires, voir la note 6. On prend alors ex_q+/iwq—ex = Cy + Ag[1 - (6q - Qo(k))z](éq)2 + By(0q -

A A L d d a2 o,
Qo(K))*(6¢) avec 6q=q-Qo(k), Q = Q/Q la direction du vecteur Q, Ax = 5 Sk lix + mhdi;lngo(k), B = § G =k + %hV%FQO(k),

Cr = AE(Qo(k)) et K = [k — Qo(Kk)|. Alors que Ay et By ont une limite finie > 0 lorsque k — k., Cy tend linéairement vers zéro.

15. En y regardant de plus pres dans le cas subsonique, AE(Qq(k)) tend vers zéro comme |k — k.| pour une relation de dispersion € préexistant
au couplage aux phonons (comme celle de champ moyen (9)) et comme (k — k) pour la relation de dispersion vraie de la référence [23] (qui tient
compte de maniere autocohérente du couplage aux phonons).

16. Pour i > 0, on vérifie d’abord sur la figure 2a que la ligne g, = 3A, ¢’est-a-dire A = |h2k2/2m — |/ V3, est en dessous des lignes d’instabilité
CSA et v = c [le seul cas d’incertitude est la limite k/k, — 0, ol la ligne tiretée semble rejoindre la ligne verte en A/fu = 1/ V8 la chaine
d’inégalités AE;;O(/() S A+ hwjg—ky) — & < 3A — & < AE®#0 permet de conclure, la premiére inégalité venant du choix n = 1 et q; = (1 — ko/k)k
dans I’équation (4), la seconde de fiwq < 2A sur tout le domaine d’existence de la branche acoustique [20, 22] et la troisiéme de 1’équation (17)].
Puis on le vérifie hors du cadre de la figure, en utilisant en particulier 1’équivalent donné dans la note 9. Pour ¢ < 0, on vérifie numériquement que
vi > ¢ sur la ligne e, = 3(A% + u?)!/2, ce qui est évident dans la limite CBE pz — —oo, et dans la limite 4 — 0~ compte tenu de la méme note 9.
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Ficure 3: Diagrammes utiles issus de I’interaction entre quasi-particule y (ligne droite ou courbe) et phonons (ligne ondulée). (a) Contribution a
une boucle au propagateur de la quasi-particule y, voir 1’équation (14). (b) Contributions a I’amplitude de diffusion |¢ : q,y : k) = |¢ : q',y : k)
d’un phonon sur la quasi-particule y a ’ordre dominant en température (¢, ' = O(T) — 0, k fixé) ; la numérotation de (b1) a (b5) correspond, dans
cet ordre, aux termes 77 a 75 de I’équation (23). (c) Exemples de diagrammes infinis d’ordre trois en I’interaction dans la série perturbative de
I’amplitude de diffusion (23) entre états nus; comme le montre un calcul explicite, ils n’apparaissent pas dans 1’amplitude de diffusion (31) entre
états asymptotiques exacts.

Pour étre complet, nous calculons et représentons en tireté noir sur la figure 2 la ligne de déstabilisation par émission
d’une paire brisée (s = 1 et n = 0 dans I’équation (16)); elle se réduit sur la figure 2a (u > 0) a g = 3A car k est
< 3k, et sur la figure 2b (1 < 0) a g = 3¢ 3 car k = ¢ est croissante convexe.

3. Amplitude de diffusion de la quasi-particule y sur un phonon de basse énergie

Dans le probléme qui nous intéresse, la quasi-particule y, a un vecteur d’onde initial k assurant sa stabilité a
température nulle au sens de la section 2, est plongée dans le gaz de phonons du superfluide a la température non nulle
mais trés basse T, en particulier k3T < mc?, A,. La quasi-particule y ne peut absorber des phonons en conservant
I’énergie-impulsion, puisque sa vitesse de groupe v, est subsonique. Pour le voir, il suffit de développer la variation
d’énergie apres absorption de n phonons de vecteurs d’onde q; au premier ordre en les g; = O(kgT /hc) :

n n Veo .
AEps = €y g — [ek + hwq,.] ~ = heqi(1- k- ai) <0 (18)
i=1 i=1

ol I'on a introduit les directions des vecteurs d’onde k = k/k et §; = q;/q;. En revanche, rien n’empéche que la quasi-
particule vy diffuse des phonons, c’est-a-dire en absorbe et réémette un certain nombre non nul. A basse température,
le processus dominant est la diffusion d’un phonon,

ly:Ko:q)—ly:K,¢:q) avec K =k+q-q etq #q (19)

dont il faut maintenant calculer I’amplitude de probabilité sur la couche d’énergie dans la limite ¢,q" — 0.7

17. On peut se demander pourquoi y ne pourrait pas diffuser un phonon incident de vecteur d’onde infinitésimal q dans un mode de vecteur d’onde
non infinitésimal q’. Cependant, si tel était le cas, q" aurait une limite g non nulle lorsque q — 0 et le processus |y : k) — |y : k- qq, ¢ : qp)
conserverait 1’énergie, en contradiction avec I’hypothese de stabilité de la quasi-particule y.
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Le hamiltonien. Pour cela, nous partons du hamiltonien effectif A de basse énergie obtenu par 1’hydrodynamique
quantique pour la partie phononique et par une approximation d’homogénéité locale, valable dans la limite quasi-
classique (3), pour le couplage entre phonons et quasi-particule y, dans le volume de quantification avec conditions
aux limites périodiques [0, L)? dont on fera tendre la taille vers Iinfini [3, 4, 24, 26] :

g<A
e Hy=Eo+ Y ho®blby + 0572
H=Hy+V avec 0= =0 q;) 4 "am ; % Nk (20)

7 — O 0 7 — g% o g%
V—V¢¢+V¢y et V(m,—I‘I3 +H4

Contentons-nous ici d’en décrire qualitativement les différentes contributions, puisque leurs expressions explicites
sont données ailleurs (en particulier dans I’ Annexe A) :
— Le hamiltonien sans interaction Hj est quadratique en les opérateurs de création et d’annihilation bg et by

d’un phonon de vecteur d’onde q, )A/;E et yx d’une quasi-particule y de vecteur d’onde k, opérateurs obéissant
aux habituelles relations de commutation bosoniques pour les phonons, et d’anticommutation fermioniques
pour la quasi-particule y d’un superfluide de fermions, par exemple [bq,bL,] = 0q,q- 1l fait intervenir les

énergies propres nues hwflo) et elio) des quasi-particules, qui seront déplacées par 1’effet des interactions pour

donner les énergies propres vraies ou effectives hiwq et €. Il comporte une coupure A sur le nombre d’onde
des phonons empéchant une divergence ultraviolette de ces déplacements d’énergie ; c’est inévitable dans une
théorie effective de basse énergie, qui ne sait pas décrire 1’effet des interactions aux grands nombres d’onde.
Le choix de la coupure le plus simple ici est A = AkgT /hc, avec une constante A > 1; une fois ’amplitude
de diffusion ¢ —y calculée a I’ordre dominant en température, on peut faire tendre A vers +co sans déclencher
de divergence, comme nous le verrons.

— Le hamiltonien d’interaction V se compose de I’opérateur d’interaction entre phonons, noté \7¢¢, et de 1’opé-
rateur d’interaction entre phonons et quasi-particule y, noté \7¢7. Nous omettons ici I’opérateur d’interaction
\A/w entre quasi-particules y, puisqu’il y en a une seule dans le systeme '%. o

— Linteraction entre phonons résulte 2 I’ordre dominant de processus 2 3 corps, de type h'b'b (décroissance
a la Beliaev d’un phonon en deux phonons) ou 5'bb (recombinaison a la Landau de deux phonons en un),
qui peuvent étre résonnants (conserver 1’énergie-impulsion) si la branche acoustique est de départ convexe,
ou encore de type b'bTh' ou bbb, jamais résonnants. Paradoxalement, les interactions b'bb et b'b'h entre
phonons contribuent a I’amplitude de diffusion ¢ — y a I’ordre dominant [3]; leur omission malheureuse dans
la référence [4] a fait 1’objet de la rectification [18]. Aux ordres sous-dominants, \7¢¢ comporte des processus
A 4 corps [24, 26], 2 5 corps [28, 29], etc, que I’hydrodynamique quantique permet en principe de décrire, '
mais qui ne jouent pas de role dans notre probleme.

— Linteraction de la quasi-particule y avec les phonons consiste a I’ordre dominant en un processus d’absorption
b3 ou d’émission h7$% d’un phonon; ces termes étant cubiques en les opérateurs de création et d’annihi-
lation, nous les rangeons dans Fl_fy. A I’ordre sous-dominant, elle comporte la diffusion directe d’un phonon
b'53"%, I"absorption directe de 2 phonons (absorption double) bb9# et le processus inverse d’émission double
b*b%9"%, contributions quartiques toutes rangées dans I:Ify. Il ne sera pas utile ici d’aller au-dela, ce que 1’ap-
proche de la référence [4] telle quelle ne permettrait d’ailleurs pas de faire (voir notre note 19).

— Les éléments de matrice de ‘7¢¢, dans I’hydrodynamique quantique ne dépendent que de I’équation d’état du
gaz a température nulle, c’est-a-dire du potentiel chimique u(p) considéré comme une fonction de la densité
p dans I’état fondamental, et de ses dérivées par rapport 4 p 4 longueur de diffusion a entre atomes fixée 2°.
Les éléments de matrice de \7¢y déduits de I’homogénéité locale dépendent de la relation de dispersion de la
quasi-particule y et de ses dérivées premiere et seconde par rapport a p a vecteur d’onde k et longueur de
diffusion a fixés.

18. Dans une théorie microscopique du gaz de fermions, il en irait autrement, 1’interaction effective ¢ —y apparaissant comme un sous-diagramme
d’une interaction y — y ne conservant pas le nombre total de quasi-particules y (si ce n’est modulo 2) [27].

19. 1l faudrait alors, pour étre cohérent, tenir compte de corrections dites « du gradient » dans les termes d’ordre inférieur, au sens par exemple
des références [30, 31], comme il est fait dans la section V.D de la référence [26].

20. Tant que I’on ne s’est pas affranchi de la coupure A, il faut prendre 1’équation d’état nue dans les éléments de matrice [32].
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La matrice S habituelle. Calculons 1’amplitude de diffusion ¢ — ¥y comme 1’amplitude de probabilité de transition
entre 1’état initial [i) = |y : K, ¢ : q) et ’état final |f) = |y : k', ¢ : q') comme dans 1’équation (19), par la méthode
de la matrice S (section Byp.1 de la référence [33]), ¢’est-a-dire dans la limite d’un temps d’évolution infini. Les états
asymptotiques étant pris comme des états propres de Hy, la transition n’est autorisée que si elle conserve 1’énergie
correspondante, c’est-a-dire la somme des énergies nues :
0 _ (0 0 _ 0 _ (0 (0)

E® = 0+ hol® = E” = & + hol @n
L’ amplitude de transition est donnée alors par 1’élément de matrice de 1’opérateur T(z) entre |i) et |f) sur la couche
d’énergie, c’est-a-dire pour z = Ei(o) +in,n — 0" :

A 1 .
A = (fIV + V————Tli) (22)
E” +in-A

A I’ordre dominant a basse température (¢, ¢’ = O(T') — 0 a k fixé), une analyse générale de la série perturbative en V
du résultat (22), exposée dans I’ Annexe A et sur laquelle nous reviendrons, suggere que I’on puisse se limiter a I’ordre
deux en V, ¢’est-a-dire remplacer H par Hy au dénominateur de 1’équation (22). On élimine ensuite les contributions
sous-dominantes restantes, comme 1’explique I’ Annexe A, pour obtenir :

AP ~ Ti+ T+ T3+ T4+ (23)
avec
Ti = LXo:d,y:KIH1p:q7: k) (24)
IO k’l‘H_fyly ck+q)Xy:k+ qlﬂfqub :q,7: k)
T2 = L7 © ., 0 __0 25)
hwy” + ¢ ~ €iq

L KIHY G gy k—q )Xo gLy k- [H] |y k)

T3 = L EliO) _ hwfﬁ) — 61((0_)(1, (26)
P KIH16:a- a7 : KNS :d,¢:a—q1Vigld: @) .
$ T 109 — ho®  — ho© (27)
q q-q’ q’
cq|V q -q, ¢ q -q,y:KIHy Kk
7 - L_3<¢ AVl d' —q,¢:qXd: q" —q,y: K|H |y : k) 28)

0) (0) ©)
& — 6 — hwq,_q

Les termes successifs au second membre de (23) sont représentés par les diagrammes (b1) a (b5) de la figure 3, et les
éléments de matrice volumiques au numérateur sont donnés par les équations (A.4), (A.5) et (A.6) de I’Annexe A,
parfois a une conjugaison hermitienne pres ; dans le dernier terme, on a utilisé le fait que k —k’ = ¢’ — q. Les énergies
propres nues different des énergies effectives par des termes en O(T?) comme le montre la théorie des perturbations
ordinaire ' ; or, & I’ordre dominant pour Ag, qui est d’ordre un en 7, il suffit de développer les numérateurs et les
dénominateurs du deuxieme et du troisieme terme de (23) jusqu’a I’ordre relatif sous-dominant 7" ¢’est-a-dire jusqu’a

I’ordre T2, le reste pouvant étre écrit directement a 1’ordre dominant >, On peut donc remplacer les énergies nues

21. Le déplacement d’énergie dei d’une quasi-particule y seule ou idwq d’un phonon seul est non nul a partir de I’ordre 2 en V. A cet ordre,

. L. S . N s . . 3 :q.y:k—q| Vg ly: k)
il se déduit donc d’un diagramme a une boucle comme sur la figure 3a. De I’équation (14), nous tirons Sei = f d—’ﬁ %;
q<A (21) E:()‘Fil]*(hwsl)*’ﬁ((jq)
le numérateur et le dénominateur de l’'intégrande sont d’ordre 7, comme la coupure A, donc dex est d’ordre T3. De méme, howq =
f d3q Ko:q'p:q—q'Voslo: @ /2
g<A (27)° ru,)‘q"uiq-(nwf]",’meg‘jq,)

; le numérateur est ~ ¢q’|q — q’| et le dénominateur se développe grace a 1’équation (1) en gardant le terme de

courbure au voisinage de 1’angle nul entre q” et q, ce qui donne Re hwq = T>InT et, si v¢ > 0, une partie imaginaire non nulle Im ﬁwflo) ~T°.
22. En effet, les contributions du deuxieéme et du troisieéme terme se compensent exactement a leur ordre dominant 79, alors que celles des trois
autres termes sont immédiatement d’ordre 7.
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par les énergies effectives dans les dénominateurs d’énergie et les éléments de matrice de (23), ainsi que dans la
conservation de I’énergie (21), ce qui redonne exactement I’expression (3) de la référence [18].

Notre calcul par matrice S n’est cependant pas pleinement convaincant. L’analyse générale de I’ Annexe A men-
tionnée plus haut passe sous silence I’existence, aux ordres en V supérieurs ou égaux A trois, de diagrammes infinis (et
non pas divergents). Dans ces diagrammes, 1’un des dénominateurs d’énergie, donnant la différence entre Ei(O) = EIEO)
et I’énergie de I’état intermédiaire, vaut exactement zéro, et pas sur un ensemble de mesure nulle >*. Ce phénomene se
produit chaque fois que I’état intermédiaire repasse par 1’état initial |[i) ou passe de maniere anticipée par 1’état final
[f). Des exemples en sont donnés sur la figure 3c, a I’ordre trois en V. De plus, comme nous le verrons, dans la limite
d’une vitesse de groupe nulle vy — 0, notre amplitude de diffusion (23) n’est méme pas en accord avec celle de la
référence [3], ce qui nous incite a un surcroit de rigueur.

Etats asymptotiques exacts. L apparition catastrophique de termes infinis dans la série perturbative de 1’amplitude
(22) est un phénomene connu en théorie quantique des champs et n’a rien de surprenant. En effet, I’expression de
la matrice S & ’origine des relations (21,22) provient de la mécanique quantique ordinaire, ou le nombre total de
particules est une quantité conservée, comme dans la collision de deux atomes.

Ici, en revanche, le hamiltonien A conserve le nombre de quasi-particules y, mais pas le nombre de phonons.
La quasi-particule y ne cesse en fait jamais d’interagir avec le champ phononique, méme aux instants infiniment
antérieurs ou infiniment ultérieurs a sa collision avec le phonon incident, en émettant et réabsorbant des phonons
virtuels ou captifs, que la conservation de 1’énergie-impulsion empéche de partir a I’infini. Les bons états asympto-
tiques de la quasi-particule y a considérer dans la théorie de la diffusion sont donc ses états stationnaires vrais ||y : k)
et |ly : k') d’énergies propres € et €, habillés de phonons captifs, plutdt que les états nus |y : k) = )Aflilvide) et
ly : K') = ?ﬂ,lvide) non stationnaires 2*. De méme, le phonon incident |¢ : q) ou émergent |¢ : q') ne cesse jamais
d’interagir avec le champ phononique ; il peut se désintégrer virtuellement en deux phonons, qui peuvent continuer a
se désintégrer en paires de phonons ou au contraire se recombiner pour redonner le phonon initial, etc. Ces processus
sont non résonnants, et les phonons créés sont virtuels si la branche acoustique est de départ concave [y, < 0 dans
I’équation (1)]; on construit ainsi, comme dans la note 24, les états stationnaires vrais ||¢ : q) et |[|¢ : q'), d’énergies
propres hwq et hwy, habillés de phonons captifs et a utiliser comme bons états asymptotiques. Le cas convexe est
d’une autre nature, puisque |¢ : q) et |¢ : q") sont instables et peuvent se désintégrer réellement en phonons partant a
I’infini ; comme il est montré dans I’ Annexe A, nous sommes sauvé par la lenteur (taux =~ ¢°) de cette décroissance,
ce qui permet formellement de 1’ignorer dans le calcul de I’amplitude de diffusion ¢ — y a 1’ordre dominant.

I1 faut donc reprendre la construction de la matrice S en utilisant comme états initial et final les états asymptotiques
exacts 2

) = Billy : k) et If) =By : k) (29)

23. Si le dénominateur d’énergie s’annulait a I’intérieur d’une intégrale sur le vecteur d’onde d’un phonon interne, le décalage imaginaire pur
infinitésimal +in de Ei(o) donnerait une intégrale finie au sens des distributions.

24. Pour donner une définition précise de ||y : k), considérons le sous-espace E engendré par action répétée du hamiltonien d’interaction V
sur le vecteur |y : k), c’est-a-dire sur une quasi-particule y nue en présence du vide de phonons. Ex est ainsi la superposition d’états a nombre et
vecteurs d’onde quelconques de phonons, en présence d’une quasi-particule y nue ayant reculé. Il est stable sous 1’action du hamiltonien complet
H. Sous la condition de stabilité acoustique énoncée apres 1’équation (6), on s’attend a ce que A admette dans & un seul niveau d’énergie discret
€, associé a I’état fondamental ||y : k), et situé au bord inférieur d’un continuum d’énergies propres. e est le pdle du propagateur exact au premier
membre de 1’équation (14); le résidu associé donne le poids de la quasi-particule nue dans la quasi-particule habillée, Z = [(y : Kk||ly : k)[2, et doit
étre > 0.

25. Contrairement au cas de la diffusion résonnante d’un photon par un atome a deux niveaux initialement dans 1’état fondamental, dont la
série perturbative présente un dénominateur d’énergie nul chaque fois que 1’atome passe dans 1’état excité en présence du vide de rayonnement
[33], on ne peut pas guérir la matrice S' naive (22) en renormalisant par exemple le propagateur de la quasi-particule y incidente par resommation
des diagrammes a n boucles disjointes (bulles) dont la figure 3cl représente le cas n = 1 (la boucle en question est celle de la figure 3a). Le
développement en bulles a 1’énergie complexe z fait apparaitre une série géométrique de raison Aeg(z — hwilo)) [(z— Ei(o)) ol Aek(z) est la fonction
déplacement d’énergie propre de y a 1’ordre deux en VM (pour L = +oo, c’est I'intégrale au dénominateur de (14)). La resommation des bulles

. g®
dans I’état initial |y : k) transforme donc I’amplitude du diagramme de la figure 3b1 en ok L3¢ :q,y: k'|‘Hf7|¢ 1 q,y : k), ce

z—E:O) _Ask(z—hwilo))
qui donne zéro si I’on fait tendre z vers Efo) comme le prescrit I’équation (22), ou I’infini si I’on fait tendre heuristiquement z vers E; écrit a I’ordre
deux en V¢7. Une resommation des bulles sur la couche d’énergie a la fois dans I’état final et dans 1’état final de 7y conduit a la méme conclusion.
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ou IAS’(T1 est I’opérateur de création d’un phonon habillé ||¢ : q) de vecteur d’onde q. >° A 1a limite d’un temps d’évolution
infini, la transition se produit sur la couche d’énergie exacte (plutot que nue)

E; = & + hwq = Er = ¢ + hwg (30)

avec I’amplitude de probabilité

A A A A PO A 1 PR A
As =y : KBy (Vay, B+ AL lly : k) + ¢y K| (IBy» Vo] + Ay ) ———= (V. BT+ A)) Iy : kY| 3D)

E; + i?] -H
Il nous a fallu introduire 1’ opérateur
g<A
AI) = [I:IQS(;S, EZ)] - hLUQéZ) avec I:Iq)q) = Z hwgo)];;@q + ‘7¢¢ (32)
q#0

Ici H¢¢ est la partie purement phononique du hamiltonien complet A et le facteur wq est bien la pulsation propre
exacte, pas la pulsation nue. Contrairement aux apparences, Ag n’est pas nul, méme si son action sur le vide de

phonons donne zéro, Aalvide> = 0 (voir cependant la note 26). Le calcul conduisant a ’expression (31), détaillé
dans I’ Annexe A, reprend celui de la diffusion photon-atome dans les sections Byyr.2 et Byyp.3 de la référence [33], et
le généralise en habillant I’état asymptotique du photon (autant dire, du phonon) et pas seulement celui de I’atome
(autant dire, de la quasi-particule ). Il est facile de se convaincre que la série perturbative de 1’expression (31) ne
comporte plus de diagrammes infinis. Comme les parties habillées des états asymptotiques diluent les parties nues
dans un continuum, elles ne peuvent conduire a un risque de dénominateur nul (sauf sur un ensemble de mesure nulle)
et I’on peut, pour comprendre ce qui se passe, se focaliser sur la contribution a Ag des parties nues |¢ : q) et |¢ : q'),
ly :kyetly:Kk'):

i ni > T "nri O 1 O N
Agilhues = ZZiw ZaZg)'"? |y K lbg [Vgy, billy - k) + (y : K [[by, Vol = Ve, b{lly : k) 33)
i —

l

ou les résidus de quasi-particule Zy, Zy, Zq et Ly sont les poids des états nus dans les états habillés, si bien que
Bmﬁﬁ?e = Z}]/ 213:; par exemple. La présence de commutateurs dans I’équation (33) force 1’absorption du phonon
incident ¢ comme premier événement et 1’émission du phonon ¢’ comme dernier événement. En effet, seuls les

termes de VM contenant au moins un facteur Bq (l;;,) peuvent donner une contribution non nulle au commutateur avec
13:; (Eq/). Mais, I’absorption du phonon q efface la mémoire de 1’état initial, et avant émission du phonon q’, on n’a
pas connaissance de 1’état final, donc (i) si I’on remplace E; par Ei(o) dans (33), on ne peut pas avoir de dénominateurs
d’énergie nuls dans la série perturbative (sauf a I’intérieur d’une intégrale sur un vecteur d’onde de phonon interne),
et (ii) si I’on garde la valeur de E; dans (33), on ne peut pas avoir de petits dénominateurs (de 1’ordre de 1’écart 0(\72)
entre les énergies propres nues et exactes) qui invalideraient notre développement perturbatif.

Analysons maintenant le résultat (31) a I’ordre dominant. L’analyse générale de I’ Annexe A, qui nous a conduit a
limiter (22) a ’ordre deux en V, peut lui étre appliquée. Comme chaque contribution 2 Ag est au moins d’ordre un en
V, il suffit de déterminer 1’habillage de la quasi-particule y et du phonon incident ou émergent au premier ordre de la
théorie des perturbations :

1 Z<¢:Q,7:k—QI7{§”I7:k>

ly:k) = ly:kK+—5 - lp:Qy:k-Q)+... (34)
L3? Q70 el((o) +in — (El((o_)Q + hwg))
o A 1 (0:Q,0:Q-Q'|[Vyld: Q) - »
Fo_ i
By = by+3mm Z )bQ,bQ_Q, _ (35)

o , ) )
Q£0£Q th +in — (th, + thiQ,

26. Pour simplifier, nous limitons ici le hamiltonien d’interaction entre phonons \7¢¢ aux termes de Beliaev bTh'D et de Landau bbb, comme

bbb ; il faudrait alors construire un vide habillé |[vide) sur lequel faire agir B; et B;'
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Dans I’écriture (34), nous avons immédiatement négligé la correction due a I-AI“W, c’est-a-dire a I’émission double de
phonons par y, que ses éléments de matrice d’un ordre plus élevé en température et la mise en jeu d’une somme
double sur les vecteurs d’onde des phonons rendent négligeable devant 1’émission simple. De I’expression (35), nous
tirons que I’ opérateur AB est d’ordre un en V (tout comme le commutateur de f?Q ou Eg avec \7,,57), et que son action
sur 1’état asymptotique exact ||y : k) est d’ordre deux,

Aglly : k) = 0(V%) (36)

En effet, I’action sur la partie nue de la quasi-particule y donne zéro, Agb/ : k) = 0, puisque Ag est purement
phononique et donne zéro sur le vide de phonons. Dans la seconde contribution a (31), celle contenant la résolvante de
H, nous pouvons alors négliger directement tout habillage des phonons et de la quasi-particule vy, ¢’est-a-dire négliger
AI. et Aq/, remplacer les opérateurs habillés IA?Z; et Bq/ par les opérateurs nus ISL et ISq/, les états habillés ||y : k) et (y : K[|
par les états nus |y : k) et (y : K’|, et enfin garder seulement FI;W dans I’interaction IA/M et approximer E; — H par
Ei(o) — A© aqu dénominateur ; nous retrouvons ainsi exactement la contribution 75 de la théorie naive (23), ¢’est-a-dire
le diagramme absorption-émission non croisé de la figure 3b2. Dans la premiére contribution a (31), nous effectuons
un développement au second ordre pour obtenir des expressions directement interprétables :

1ere contribution a (31) = (y : K'lbg [V, bi1ly k) + (¥ : K'Ibg (A, b lly : K)V + Oy - K llbg [AS. D11y : k)+
{y: k'|1§51‘,>[1€1‘”,13;]|y 1K)+ (y 1 Kb [AY . BY My 1K) + &y Kby Allly : )V + ... (37)

ou BS)T est le premier écart, ou écart d’ordre un, entre 1’opérateur de création d’un phonon habillé ég et d’un phonon

nu ZAJI), etly : kYD est le premier écart, ou écart d’ordre un, entre I’état habillé ||y : k) et I’état nu |y : k) de la quasi-
particule . Le premier terme de (37) ne contient aucun habillage, et redonne exactement le diagramme de diffusion
directe 7 de la théorie naive (23), représenté sur la figure 3bl, puisque la composante PAI;M de \7¢7 donne zéro au
contraire de I:Ify. Le deuxieme terme de (37) tient compte de I’habillage de la quasi-particule y dans 1’état initial
et redonne la contribution 73 de la théorie naive, c’est-a-dire le diagramme croisé de la figure 3b3; on I’interprete
physiquement en disant que le phonon émis q’ était un phonon virtuel de la quasi-particule y que I’arrivée du phonon
q a rendu réel, en lui permettant de partir a ’infini sans violer la conservation de 1’énergie-impulsion. Le troisieme
terme de (37) est nul puisque le commutateur mis en jeu est scalaire vis-a-vis des variables phononiques, ce qui permet
a Eqr d’agir a droite sur le vide de phonons pour donner zéro. Pour la méme raison, au remplacement pres de qu par
éfll,), le quatrieme terme de (37) est nul. Le cinquieme terme de (37) redonne 74, représenté par le diagramme de la
figure 3b4 : il correspond a 1’absorption par la quasi-particule v d’un phonon appartenant a une paire de phonons
virtuels habillant le phonon incident, I’autre phonon de la paire étant alors déconfiné et partant a I’infini. Enfin, le
sixieme terme de (37) redonne 75, représenté par le diagramme de la figure 3b5 : il résulte de la diffusion du phonon
incident sur un phonon du halo habillant la quasi-particule y. %’

A T’ordre dominant 2 basse température, g,4’ = O(T),T — 0, il y a donc accord parfait entre I’amplitude de
diffusion phonon-y (22) prédite par la théorie de la mécanique quantique ordinaire et celle (31) de la théorie des
champs a états asymptotiques exacts, les deux conduisant a I’expression (23), qui reproduit celle de la référence [18]
apres remplacement (Iégitime a cet ordre, comme nous I’avons vu) des énergies propres nues par les énergies propres
effectives. Par conséquent, notre désaccord avec 1’amplitude de diffusion de la référence [3] pour une quasi-particule
v de vitesse de groupe v nulle, soulevé par la référence [18] et en contradiction avec la note 8 hative de cette méme
référence [3], persiste et reste inexpliqué.

Résultat final a ’ordre q. Notre calcul de 1’amplitude de diffusion ¢ — y s’appuie sur le hamiltonien effectif « hy-
drodynamique » de basse énergie (20) et n’est valable qu’a I’ordre dominant en g. Il est donc inutile de garder une

27. Pour mener a bien ces calculs, on a besoin seulement, en ce qui concerne 1’habillage des phonons, des propriétés (36) et (¢ : q/llA?Elmlqﬁ :
q’ - q) = 0 et de I’expression de f?f]l)'l'lvide). On peut alors faire comme si l?fll)T = QGﬁ(hwElo) + in)%ﬁ} par restriction au sous-espace a n < 1
phonon. Ici O est le projecteur orthogonal sur I’espace a un phonon et Gﬁ (@) =@z- 1’:1?)“5)‘1 est la résolvante du hamiltonien des phonons seuls sans
interaction. On donne aussi A(VT = 13/ St :q,¢0:q —qVylo: q’)l;;,ﬁq»_q.
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dépendance a tous les ordres en ¢ dans les dénominateurs d’énergie et dans les éléments de matrice au numérateur
des différents termes de I’expression (23). Nous passons alors a la limite ¢ — a vecteur d’onde k de la quasi-particule
v fixé, sans supposer (comme I’ont fait les références [3, 4]) que sa vitesse v, tend vers zéro; un calcul un peu long
mais sans difficulté particuliére donne ainsi sur la couche d’énergie le résultat 4 notre connaissance original >® :

, kfixé 1-

Ai=Aly kK ¢:q-y:kK,¢:q) -0 1—

61 0| (38)

kiixe heg (1 — uey
—>0 P 1-ue

12
) Ri(u,u’,w) avec

Nous avons dil introduire quelques notations : I’amplitude de transition Volumique As = L3Ag; (c’est-a-dire pour un
volume de quantification unité), les cosinus des angles entre les trois vecteurs q, q” et k (de directions § = q/gq, etc),

u=q-ku'=q kw=q-q (39)

I’expression sans dimension fonction symétrique de u et u’, appelée amplitude de diffusion réduite,

2

. / bk | ) w4+ Ltd 1+/l
Kl w) = 5 ex e — el +ee)u —w)y —on —uek)(l -w)

(u+ep)u +ep)ex(w—uu') + un'ey ] + (u+e,)(1 — u'er)(w + uepr) + (U + e,)(1 — ue)(w + u'epy)
" (1 = we)(1 —wep)

} (40)

et les parametres physiques sans dimension tirés du potentiel chimique u(p) du superfluide & température nulle, de la
relation de dispersion €(p) de la quasi-particule y et de leurs dérivées par rapport au nombre d’onde k de la quasi-
particule ou a la densité p du superfluide (a potentiel d’interaction fixé entre les atomes de masse m du superfluide) :

v 1 0 _p O B o* 0’ B pd*u/dp? _ ,dInc |
T T he ok = hke 9p 0 = ke 9p* T Tduidp “dinp
ekkzlfﬁzﬁ@ €ok = paVk _ﬁazek ex =ep —Ae

¢ Ok hc Ok* KT 8p  he dpok o P “n

Nous avons relié la quantité A, un peu a part car seule a ne pas dépendre du nombre d’onde k, au parametre de
Griineisen dInc/dInp au moyen de la relation hydrodynamique exacte sur la vitesse du son, mc?> = pdu/dp. La
quantité ey, n’est qu’un intermédiaire de calcul et ne contribue a I’amplitude de diffusion qu’au travers de e, ; elle
n’apparaitra guere dans la suite. Contrairement aux apparences, la fonction Ry donc I’amplitude de diffusion n’ont pas
de divergence en w = 1, compte tenu de I’inégalité (u — u’)? = [k - (@ — @)1* < @ - §)* = 2(1 — w). A partir de
I’expression (38), il est aisé de vérifier que notre amplitude de diffusion obéit bien a 1’ordre dominant en g au principe
de microréversibilité sur la couche d’énergie

Ay : Ko q-oy:K,0:q)=Aly:K,¢:q >y:Kk ¢:q) 42)

compte tenu du lien entre g et g’ qui y existe et de I’invariance de la fonction Ry sous I’échange de u et u’.

28. La lourdeur du calcul vient du fait que les termes 75 et 73 sont d’ordre ¢° et se compensent dans la somme (23) & I’ordre dominant, ce
qui oblige 2 développer leur numérateur et leur dénominateur jusqu’a I’ordre sous-dominant, ¢’est-a-dire avec une erreur relative O(¢>) et absolue
O(g?) [4]. On aboutit a une simplification notable par un paramétrage plus symétrique des vecteurs d’onde entrants et sortants, en développant

—q’ —q’ . P s 12 . .. s 12 P

I’amplitude A(y : k - %,(ﬁ tqo oy k + q.Tq,q.b 1 q') a k fixé, qui reste equlvalente.a I’amplitude f)rlgmelle a I’ordre g. On peut ainsi se
ramener a des expressions a développer paires ou impaires en q ou ', par exemple au dénominateur d’énergie hwq + €, 0=1 ~€ a'xa de 73, ce qui
T 7
annule automatiquement 1’ordre impair ou pair. En particulier, I’expression de ¢’ en fonction de ¢ sur la couche d’énergie donnée dans 1I’équation
(38) présente maintenant, telle quelle, I’erreur sous-sous-dominante O(q>) requise. Il faut aussi penser a remplacer €k, — €k par hwgy — hwg au
dénominateur de 75. On remarque alors qu’a 1’ordre dominant, I’on passe de 74 a 75 en changeant |q — q’| en —|q — q’|; & cet ordre, 74 + 75 est
en fait une fraction rationnelle en |q — q’|?, ce qui permet de faire disparaitre la racine carrée contenue dans |q — q'|.
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A vitesse nulle. La fonction Ry se simplifie beaucoup dans la limite d’une quasi-particule y de vitesse de groupe nulle.
Le calcul est simple : on utilise le développement (2) de la relation de dispersion de vy au voisinage d’un extrémum
a I’ordre deux pour calculer le comportement des quantités (41) dans cette limite. Il faut tenir compte du fait que les
coeflicients A,, ko et m, dans I’équation (2) dépendent de la densité p, et séparer les cas ko(p) > O et ko(p) = 0. (1) Si
ko(p) > 0, seul le coefficient e; a priori tend vers zéro lorsque k tend vers kg ; les limites des autres coefficients sont
repérées par un tilde :

k0 Tk — ko) o0 _ p dA, oo - p* [dPA, dPu/d?dA. R (dko )
<~ — e — &,= —_— ex — &, = > = —+ —|—
k—ky  mM.C k—sko hcky dp k—ko hcky | dp du/dp dp  m, \ dp
k>0 _ hko ko>0 _ ph dky
Ckk — €px = e — &, = — —
kk k—ko ke m.c Pk k—ko Pk m,c dp
43)
et I’on obtient 1’amplitude de diffusion réduite en k = ky en accord avec la référence [18] mais pas avec [3] :
’ ko>0 hk() ’ ~ ~ ~ ~ ~ ’ ’ ~ ~ ’ ~ ’ ~
Ri(u,u’,w) k—;{ e [(u +u +e)wréi+epuu+ey)+eéu (U +8,)+ Eyun (u+é))(u + ep)] (44)
—ko mc

Dans le probleme du gaz de fermions qui nous intéresse, ceci correspond & un potentiel chimique u strictement positif
dans la relation de dispersion BCS (9), considérée au voisinage de son minimum. (ii) Si ky(0) = 0, les coefficients
ek, ey et ey tendent linéairement vers zéro lorsque k£ — ko, et les autres divergent comme 1/k, avec des coefficients
repérés par un accent tcheque dont il faut garder trace :

k=0 hk hk k=0, p dA, hk k=0 o> (A, d*u/dp? dA.
er ~ —ep = &= —— —ey D &= | -

k=0 m,c mc " k=0 mc? dp mec = k=0 mc? \ dp du/dp dp (45)
o, f=0 hk o, =0 _hkp dm,
M Z0 mac 130 m2e dp

pour écrire le résultat final, qui corrige une affirmation hative de la référence [4] % :
, k=0 11, . m
Re(u,u’,w) k:;co 3 éxt+wé, (1 + m—*ep)} 46)

Dans notre probleme fermionique, ce cas correspond a un potentiel chimique y strictement négatif dans la relation de
dispersion BCS (9) considérée au voisinage de son minimum, ou encore a un potentiel chimique u strictement positif
dans cette méme relation, considérée cette fois au voisinage de son maximum relatif en k = 0; cette seconde situation,
de masse effective m, < 0, est celle du maxon, dont on a vu sur la figure 2a qu’il est stable d’apres la théorie BCS
dans un régime d’interaction assez forte.

Diffusion a 4 phonons. Pour terminer cette section, soulignons que le résultat central (38) est treés général. Il s’applique
quelle que soit la statistique quantique de la quasi-particule vy ou sa relation de dispersion isotrope €. En particulier,
comme le souligne la référence [3], il doit décrire la diffusion d’un phonon mou (de vecteur d’onde q infinitésimal)
sur un phonon dur (de vecteur d’onde fixé k, en particulier k > ¢), avec production d’un phonon mou q’ et d’un
phonon dur k’. Ce probleme a quatre phonons a été étudié dans le contexte de I’hélium 4 superfluide, et I’amplitude
de diffusion correspondante peut étre calculée de maniere exacte avec 1’hydrodynamique quantique dans la limite
hk < mc ol € ~ hck [24]. Dans ce cas, seule la quantité ey tend vers zéro; e, tend vers un (limite sonique), e, et
ey tendent vers (1 + 2)/2 , e, tend vers (pz/ c)d%c/ dpz, et notre amplitude de diffusion (38) reproduit effectivement
celle de I’équation (111) de la référence [26] appliquée a la relation de dispersion linéaire w, = cg, ce qui constitue
un bon test. Le probleme a quatre phonons peut aussi étre étudié dans un gaz de bosons en interaction faible avec la

29. La référence [4] pensait a tort déduire le cas k — ko = 0 du cas k — ko > 0 en faisant tendre kg vers zéro dans son équation (10), donc dans
notre équation (44), voir la phrase apres cette équation (10). En réalité, pour obtenir 1’équivalent (44), on a fait tendre ex vers z€ro a ey fixé, alors
que exx ~ ey — 0 dans la limite k — kp = 0. Du coup, la compensation des deux termes uu’ dans la sous-expression ex(w — uu’) + uu’ey; entre
crochets dans (40) ne peut pas étre prise en compte (la sous-expression est ~ exw et non pas ~ uu’ex si k — ko = 0); or, cette sous-expression est
affectée d’un poids divergent et donne une contribution non nulle au résultat final (46). Signalons que la note 42 étend (46) a I’ordre un en k.
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méthode de Bogolioubov, qui permet de s affranchir de la contrainte 7k < mc. A I’endroit d’un minimum rotonique
(k = ko > 0), la référence [34] a ainsi pu tester avec succes le résultat de la référence [18], c’est-a-dire in fine (44),
dans une situation ou il differe de celui de la référence [3]. Nous avons étendu cette vérification a un nombre d’onde
k quelconque et trouvons une amplitude de diffusion réduite en accord parfait avec notre prédiction générale (40). 3°

4. Caractériser la marche au hasard : force moyenne, diffusion en impulsion, diffusion en position

Notre quasi-particule y est désormais immergée dans le gaz thermique de phonons du superfluide de température T’
arbitrairement basse ; par interaction incessante avec les phonons, elle subit une dynamique stochastique dans 1’espace
des impulsions et des positions, que nous allons maintenant décrire.

Equation maitresse. La quasi-particule y est préparée initialement dans un état de vecteur d’onde k stable au sens de
la section 2, en particulier avec une vitesse de groupe v, subsonique. Elle ne peut donc émettre des phonons, ce serait
un processus endoénergétique. Pour la méme raison, elle ne peut en absorber, ce serait un processus exoénergétique,
voir I’équation (18). Reste donc, a I’ordre dominant en température, le processus de diffusion d’un phonon de vecteur
d’onde q étudié dans la section 3. Ecrivons une équation maitresse sur la distribution en vecteur d’onde TI(k, 7) de
la quasi-particule vy, en comptant négativement les processus de départ (k) + (q) — (k') + (q') du mode |y : k) et
positivement les processus d’alimentation (k') + (q") — (k) + (q) de ce mode, somme étant prise a k fixé sur tous les
vecteurs d’onde distincts q et q” des phonons et le vecteur d’onde k’ s’en déduisant par conservation de la quantité de
mouvement :

0 1 2n

S Akn) = _E%;E Ay k¢ q—y:K.¢:q)

1 2r , , 2 _ _ ,
r e D TR0 K gy kg @) Sl + hoy - = hog) g (14 AQIK ) (47)
a.q

2 (6 + hwg — €0 — hwg) fig(1 + g II(K, 1)

Pour calculer le taux des processus, nous avons utilisé la regle d’or de Fermi, dont on reconnait le facteur 2z/h et la
distribution de Dirac traduisant la conservation de 1’énergie (30), en incluant les facteurs d’amplification bosoniques
accompagnant 1’absorption (facteur 72) ou I’émission (facteur 1 + 72) d’un phonon dans un mode de nombre d’occupa-
tion moyen thermique 7iq = [exp(Bhwq) — 117", ot 8 = 1/kgT.3" Rappelons que la régle d’or traite implicitement le

30. Dans les notations de la référence [26], 1’amplitude de transition volumique Ayg s’écrit (4mc? /p).?IZHZ’eﬁ(ql, q2,q3,q4) ou la masse d’un
boson m est aussi notée mp et les (q;)1<j<4 sont les vecteurs d’onde des bosons incidents et émergents. Instruit par la note 28, nous posons q; = q,
@ =k+(q -q)/2, ¢ = ¢, q4 = k+(q—q')/2. L’équation (105) de [26] donne I’amplitude effective A>“>¢T sur la couche d’énergie (g, — €, 2
été remplacé par €, — €;, dans les dénominateurs d’énergie) en fonction des amplitudes des processus élémentaires (équations (E18-E20) de [26]
dans la théorie de Bogolioubov); il reste a la développer a I’ordre un en ¢ — 0 a vecteur d’onde k et directions § et q fixés, a I’aide d’un logiciel
de calcul formel. Indiquons quelques astuces simplificatrices : (i) on se place dans un systeme d’unités tel que i = m = ¢ = 1, (ii) le spectre de
Bogolioubov ¢g fait naturellement apparaitre la transformée de Fourier V¢ du potentiel d’interaction entre bosons (V(r) est arbitraire, isotrope, a
courte portée), eg = [Eg(Eqg +2pV)]'/? avec Ep = h>(Q?/2m, mais il vaut mieux éliminer V au profit de €9 comme suit, V¢ = (sé - Eé)/ZpEQ,
(iii) pour les phonons mous, on peut remplacer €p par son développement limité (1) d’ordre 3 en Q = 0, et pour les phonons durs, on peut remplacer
€p par son développement limité d’ordre 3en Q =k, ep = pro e,(k)(Q—k)*/n! (en effet, les numérateurs et les dénominateurs de A2 doivent
gtre développés 2 I’ ordre sous-sous-dominant, puisque les diagrammes les plus divergents sont d’ordre ¢g~!), (iv) si I’on introduit les vecteurs d’onde
internes qo = k + (@ + q’)/2,q5s = q — q', q¢ = k — (q + q)/2, AZOZeM pe dépend que des modules des (q;)o<j<6, (V) on pose provisoirement
q' = 1q et on développe les ¢; des phonons durs (indices j pairs) a 7 > 0 fixé a I’ordre ¢° (sans utiliser la valeur de 17 imposée par la conservation
de I’énergie, qu’il faudrait en principe déterminer  I’ordre ¢%). De maniére remarquable, on trouve alors que les termes de A>~><f d’ordre ¢!
et ¢° s’annulent pour tout 17; dans le terme d’ordre g, on peut finalement remplacer 7 par sa valeur 2 I’ordre 0, 7© = (1 — ue;)/(1 — u’e;). Pour
comparer le résultat 2 (40), il reste a calculer les coefficients (41) pour I’équation d’état de champ moyen i = pVy = mc? et la relation de dispersion
de Bogolioubov : ¢ = e1, ¢, = (6(2) - Elf)/ZkeO, epp = —(e(z) - E§)2/4keg, A =0, e = kea, epp = [e1 + (Ex/eo)?(er —4ep/k)]/2 et ey = ep-

31. Nous avons pris ici une loi de Bose de potentiel chimique nul car le nombre total de phonons Ny n’est pas une constante du mouvement de la
dynamique purement phononique. Quand la branche acoustique est de départ convexe, les processus collisionnels dominants conservant 1’énergie-
impulsion sont ceux de Beliaev-Landau a trois phonons, de taux d’ordre 77 ; ils ne conservent effectivement pas Ny et I’affaire est entendue. Dans
le cas concave, les processus collisionnels dominants sont ceux a quatre phonons ¢¢ — ¢¢ de Landau-Khalatnikov, de taux d’ordre 77, et il faut
invoquer des processus sous-dominants (a cinq phonons de taux d’ordre 7'! [28, 29] ou  trois phonons par non-conservation de 1’énergie entre
états instables, de taux d’ordre 7° [35]) pour faire varier Ny ; le gaz de phonons pourrait alors présenter un état de pseudo-€quilibre thermique de
potentiel chimique ug < 0 pendant une durée d’ordre intermédiaire entre T7etT?ouT 1,
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processus de diffusion dans I’approximation de Born. On ne peut donc 1’appliquer directement au hamiltonien d’in-
teraction V, en I’occurrence  sa composante Flfy dans I’équation (20), ce qui reviendrait a ne tenir compte que du
diagramme de diffusion directe de la figure 3bl. On ’applique plutdt & un hamiltonien d’interaction effectif W de
méme forme que la partie en Bg, l;q de I-Alfy dans 1’équation (A.3) mais avec des éléments de matrice volumiques don-
nés directement pour q # q par I’amplitude de transition volumique vraie Ay : k,¢: q = v : K/, ¢ : q'). > W est un
opérateur hermitien, compte tenu de la microréversibilité (42); par construction, il conduit dans 1’approximation de
Born a I’amplitude de diffusion ¢ —y désirée. La m&€me microréversibilité et la relation 1 +7 = exp(B8hw) i permettent
de vérifier que Il (k) oc exp(—fBex) est solution stationnaire exacte de 1’équation maitresse (47) : la quasi-particule y
est bien thermalisée par le gaz de phonons aux temps longs.

Equation de Fokker-Planck. Dans ce travail, nous supposons toujours que la distribution en nombre d’onde de la
quasi-particule vy a une largeur Ak beaucoup plus grande que celle des phonons thermiques, comme dans I’équation
(3). Cette condition est d’ailleurs automatiquement satisfaite lorsque y est a 1’équilibre thermique (a suffisamment
basse température), la relation de dispersion parabolique (2) de 7y imposant 4 I (k) une largeur o T'/? beaucoup
plus grande que celle oc T typique d’une relation de dispersion linéaire (1). Dans le régime (3), la quasi-particule y
subit a chaque diffusion un changement de vecteur d’onde 6k = +(q — q’) tres faible devant Ak et 1’équation aux
différences finies (47) peut étre simplifiée en une équation aux dérivées partielles par développement au second ordre
en 6k/Ak ~ T'?. Pour ce faire, nous introduisons le flux de probabilité partant de k par diffusion q — q’ (une
fonctionnelle de IT) :

’ 27.( ’ ’ 2 — —
,(Klg,q) = = Ay kp:q—>y:K,¢:q)| 6 + hwg — & — hwg)ig(1 + fig)TI(K, 1) (48)

et, par simple échange des variables muettes q et q" dans son terme d’alimentation puis passage a la limite thermody-
namique, nous récrivons 1’équation maitresse (47) comme suit :

9 _ d’q d’q , , ,
gnkn = [ S5 [ SO ok - alad) - 0(Ka.0) (49)

Cette forme rend évidente la conservation de la probabilité totale f BTk, 1)/ (2n)3, égale a un, et conduit, a I’ordre
deux en q — q’, a I’équation de Fokker-Planck tridimensionnelle

3 1 d 1 &
S =+ g RGO D1+ 5 > Frar; Dy oIk, ) (50)

i=X,y,2 I=X,,2 J=X,9,2

avec les coefficients de la force moyenne F(k) et de la matrice de diffusion en impulsion D(K) dans la base cartésienne,

201 — ) — gy 2L 9D
W (qi — g)(q; — q) Tk, 1) (5D

~©:(Klq,q") dqdq 1
g — ¢)———"2 et Djk)= | ——— =
@i = q) Ik, 1) ¢ i) 2n)° 2

d3qd3q/

Filo = | =0

indépendants de II(k, 7) et du temps. Sous cette forme, la matrice D(k) est visiblement symétrique réelle positive.

Force et diffusion en impulsion a I’ordre dominant en T. Comme la quasi-particule y de vecteur d’onde k évolue dans
un milieu homogene et isotrope, la force moyenne et la diffusion en impulsion qu’elle subit doivent étre invariantes
par rotation d’axe la direction k du vecteur d’onde. Elles donc sont caractérisées par des fonctions du seul nombre
d’onde k, a savoir la composante longitudinale F(k) de la force, le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal
D (k) et transverse D (k) :

1

k; kik; j
Fi(k) = EF(k) et D;i(k) = k_2D//(k) + (6 - 2 D, (k) (52)

32. L’approche plus puissante de 1’équation pilote dans I’approximation de Born-Markov [33] prédirait de plus un effet réactif du réservoir de
phonons sur la quasi-particule vy, a savoir un changement de sa relation de dispersion dépendant de la température, en particulier sous 1’effet des
termes diagonaux q = q’ et des termes hors couche d’énergie de W, non donnés ici. On peut supposer dans la suite que i est cette relation de
dispersion modifiée, sans que cela affecte 1I’amplitude de diffusion réduite Ry (u, u’, w) a I’ordre dominant en température.
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A T’ordre dominant, nous pouvons aisément sortir la dépendance en température de ces coefficients en exprimant
les vecteurs d’onde des phonons en unités de kg7 /hic dans les intégrales sextuples de 1’équation (51) et en utilisant
1’équivalent (38) de A pour obtenir les lois de puissance (le facteur numérique 7° /15 est de pure commodité)

5 he (kBT

Fk)

™ W (kgT
- )m) et D, (k) (B )DL (k) (53)

kBT/mc —0 15p kBT/mc —0 15 p

Les fonctions restantes (k) et D, (k) sont sans dimension. Pour les calculer, passons en coordonnées sphériques
d’axe polaire k sur les variables d’intégration et . Les distributions de Dirac de conservation de I’ énergie permettent
d’intégrer facilement sur le module ¢’, in fine relié a g par (38). L’intégrale sur le module ¢ des contributions linéaires
en les nombres d’occupation fait sortir la fonction ¢ de Riemann; celle des contributions quadratiques fait sortir des
fonctions moins étudiées (s est un entier > 2, x un réel > 0) :

00 400

3 +00 dQ QS
O, (x) = fo ET mZ Z T n/ \/_)M = O(1/x) (54)

L’invariance de I’intégrande par rotation conjointe de q et q’ autour de k permet de se ramener a une intégrale sur un
seul angle azimutal, I’angle relatif ¢ = ¢ — ¢’. Dans la force, une contribution difficile faisant intervenir la fonction @
se révele étre une fonction antisymétrique des cosinus u et u’ des angles polaires, d’intégrale nulle donc 3. Une telle
simplification ne se produit pas dans la diffusion en impulsion. Il reste avec les notations (39,40,41) 3 :

( uek)3 2 d
f duf du'(u — ' (l—uek)sf o [Rk(u u',w)l? (35)
o) - S R RGO PO
D, k) 167r8 (1— [(1 — uep)(1 — w'ep)]*?

r N2
X f ;1—90[Rk(u,u , W)l ( 21 W= )
0 <2m (' —u)*=5

w)(1 — uer)(1 — u'ex)
L’intégration triple dans (55) peut étre effectuée analytiquement >’ ; la force moyenne admet ainsi une expression
explicite en les parametres (41), combinaison de fonctions rationnelles et d’un logarithme, malheureusement trop
longue pour étre écrite ici. Les coefficients de diffusion en impulsion doivent étre évalués numériquement. Dans
I’approximation BCS, ot la relation de dispersion ¢ et I’équation d’état a température nulle ont une forme analytique
explicite (voir notre équation (9) et la référence [36]) 3¢, nous représentons sur la figure 4 la dépendance en nombre
d’onde de la force et des coefficients de diffusion pour différents régimes d’interaction.

Dans la limite dite BCS kga — 07, olt I’approximation BCS est la plus quantitative, des résultats simples peuvent
étre obtenus, en faisant tendre A/er vers zéro a k = h%ko(k — ko)/mA fixé. La vitesse du son devient proportionnelle
a la vitesse de Fermi, ¢ ~ hkg/m \/5, le nombre d’onde du minimum de la relation de dispersion se confond avec le
nombre d’onde de Fermi ko ~ kg, la quasi-particule 7y est subsonique et stable tant que |«| < 1/ V2 et I'amplitude de
diffusion réduite ¢ — y, dominée par 77 + 7, + 73 dans I’expression (23) (les diagrammes omis dans la référence [4]
deviennent négligeables), prend la forme trés simple indépendante de w : 37

) i /A @ -1 -1/3) V3k
kea—0- (1 + k2)3/2 (1 — uer)(1 — w'ey) k (1 + &)z

7 (k)

(56)

Rie(u, v/,

(57)

33. A un facteur pres, il s agit de (u — u’) ®7( i :‘ek )1 = uer)(1 — ' eg)].

34. En particulier, w = uu’ + [(1 — u?)(1 — u’z)]l/zkcos .

35. Les seules intégrales un peu difficiles sont fo do/(1 —=w) = 2x/|lu — /| et fOZIr dp/(1 - w)? = 27(1 — uw’)/lu — ’|> ot w est écrit comme
dans la note 34.

36. Nous avons rendu plus compactes les expressions de la référence [36] en utilisant les propriétés des intégrales elliptiques E(ix) = |1 +
ix|E(x/|1 + ix]) et K(ix) = K(x/|1 + ix|])/|1 + ix| valables pour tout x € R. En posant u/A = sht, il vient alors —n/2a = (2mA/F*)'/?I; et
p=CmA/R* 2L [(2n?) avec I = (26”)1/2[67 chr K(ie")-E(ieT)] et I = (2e77/9)/?[sht E(ie7)+ch 7 K(ie")]. Par ailleurs, ex = (hk/mc)(éx/€),
ew = (hk[mO)E} + N(3é + 2)/€), epk = ~(hk[mOMEPN + Do)/ €}, ep = (AN’ — Expu )| (heker), epp = [(Dpi’ + EpN' ) + €X(Bp*A” —
&1/ (hcke ). On a noté avec un prime la dérivation par rapport a la densité p a longueur de diffusion a fixée et on a posé & = h2k2 /(2m) — .

37. Pour étre complet, donnons e, ~ —ex/3, 4 — —1/3, ey ~ (2 st/A)(l +x2)732 s epk ~ —ekk/3, epp ~ exi/9.
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FiGure 4: Force moyenne ¥ (en noir) (rangée supérieure) et coefficients de diffusion en impulsion longitudinal D Y. (en noir) et transverse D
(en rouge) (rangée inférieure), apres extraction de 1’ordre dominant en température et adimensionnement comme dans 1’équation (53), pour une
quasi-particule y fermionique dans un gaz non polarisé de fermions condensé par paires a trés basse température, en fonction du nombre d’onde
k de la quasi-particule. On a déduit les coefficients (41) de 1’équation d’état du gaz (voir la note 36) et de la relation de dispersion (9) de y
dans I’approximation BCS, puis on a intégré numériquement les équations (55,56). Dans la zone de raccordement CBE-BCS : (a) du c6té CBE
1/krpa = 1 (u/ep = —0,801, A/ep ~ 1,332), (b) a la limite unitaire 1/kpa = O (u/egp = 0,591, A/er = 0,686), (c) du c6té BCS 1/kpa = —1
(u/er =~ 0,954, AJer ~ 0,208). Tireté vertical : position ky du minimum de la relation de dispersion. Tireté oblique ou horizontal : prédictions
analytiques (62,63,64,65,67) et approximation linéaire e ~ h(k — ko)/m. dans I’équation (62); en (bl), le point d’annulation de ¥ n’est pas un
point d’inflexion. kg = (37%p)'/3 est le nombre d’onde de Fermi du gaz, g = hzklz: /2m son énergie de Fermi, p sa densité uniforme, ¢ son potentiel
chimique et A > 0 son parametre d’ordre a température nulle, a la longueur de diffusion dans 1’onde s entre fermions de masse m de spins opposés.
Dans la limite BCS (d) kpa — 0—, comportements limites universels déduits de 1’équation (57) apres multiplication de la force, de la diffusion et
de I’écart de k & ko par des puissances bien choisies de A, en trait plein [la loi limite pour ¥ est explicite, voir I’équation (58), celle pour D ; ou D,
requiert une intégration numérique] ; tiretés obliques ou horizontaux : comme dans (a), (b) et (c) mais pour A/eg — 0; courbes en pointillé pour la
diffusion : approximations quadratiques (58); cercles : 1/krpa = =3 (A/ep = 9,72 X 1073) tirés numériquement des équations (55,56).

Il devient alors raisonnable de donner I’expression analytique de la force et un développement des coeflicients de
diffusion en impulsion 2 faible vitesse : ¥

Fh) ~ 512 (ep/A)? ex(1+3e)(33 + 47¢}) ot (D//(k))N(E_F)Z (j§§§+(133§§2 9‘]‘3227; ) K2 +0(K4)) 58)

14175 (1 + K2)3 (1- ez)é D, (k) A S‘lé (61952 38912n2)K2 + 0(K4)

11025 43659

Forces de Langevin. L’équation de Fokker-Planck (50) est une équation déterministe portant sur la distribution de
probabilité du vecteur d’onde k de la quasi-particule y. Il est cependant plus parlant physiquement, en particulier
quand la notion de corrélation temporelle entre en jeu, d’utiliser la reformulation stochastique qu’en a donné Langevin
[37], en termes d’une marche au hasard du vecteur d’onde k dans I’espace de Fourier :

hdk = F(k) dr + [2dt g(k)]l/zq (59)

Nous utilisons ici les regles de calcul d’Ito : on tire entre les instants ¢ et # + df un vecteur aléatoire gaussien 7, réel,
de moyenne nulle, de matrice de covariance identité, (n;n7;) = ¢;;, statistiquement indépendant des vecteurs 7 tirés aux

38. Dans la limite (57), on peut aussi ramener la contribution de ®g dans (56) a une intégrale simple au prix de I’introduction des fonctions
de Bose ou polylogarithmes g(z) = .1 Z"/n* (le reste, calculable analytiquement, est une fraction rationnelle en ek) :en posant fy(u) =

25(exp(=Q(1 — ex0)/(Qer)’ il vient [ dudu’ (= 1/3)2w’ = 1/3)(’ = ? Vs (1 )/[(1 = ue)(1 - w'e)]"? =2 [ dQ Q¥[40(@)A2(Q) -
A1(Q)] avee Ap(Q) = [120ex fs(u) + 24(1 = Sexu) f3(u) + 8(Tex = 3u) fa(u) + (2 ~ 3eku)f3(u) +5(Tex = 6u) fo(u) + 9< 1 — e fiw]l;, Al(Q) =
[~720es.f7(u) = 120(1 — 6egu) fo(u) + 8(15u — 43ex) f5 () + 8(13exu = ) faw) + 5(18u = 25ex)f3(u) + §(Bexu — ) fo(u) + §(u — ex) fiw]l! et
Ax(Q) = [5040e fi(u) +720(1 = Tegu) f7(10)+40(61 e — 18u) fs (1) + 8(43 = 95uer) fs(u) + § (64ex —39u) fu (u) + § (25 = 33eu) f3(u)+ § e —8u) fo(u)+
$(1-eqn)fy(w)]',. De méme, dans Tr D, [ dudu’ (u? — 1/3)2(u = 1/32[(1 ~ueg)? + (1 ~u e)? —2ute' (1~ ueg)(1 — ' e) |y (14 [(1 - ey (1 -

1-u’ey

wep)]? =2 fom dQ 0¥ [By(Q)B2(Q) — Bi(Q)*] avec Bo(Q) = Ao(Q), Bi(Q) = A1(Q) — exA2(Q) et B2(Q) = Ag(Q) — 2¢¢A1(Q) + €{A2(Q). Ces

expressions sont numériquement mal posées pour Q ou |eg| trop petits, les termes fs(u) devenant individuellement trés grands.
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autres temps. Ceci montre en particulier que F(k) est bien la force moyenne, puisque d(ik)/d¢ = (F(k)). La méthode
habituelle de la fonction test>° permet de retrouver immédiatement 1’équation (50) & partir de (59). L’invariance par
rotation ayant conduit aux formes (52) incite a transformer (59) en équations stochastiques sur le module k et la
direction k du vecteur d’onde :

hdk = F(k)dt+Zng(k)dtJr[ZdtD//(k)]l/zn// (60)
. 2D, (k) . + [2dtD,(k)]'/?
dk = - h;kg) k+ f_jk() n (61)

ouny etn, sontles composantes du vecteur 77 parallele et orthogonale a k. Ceci donne un sens physique a D, (k)/ (hk)?,
celui d’un coefficient de diffusion de la direction de k sur la sphere unité.

Pres de la vitesse nulle. Soit ky un point d’annulation de la vitesse de groupe v, de la quasi-particule y, correspondant
a un minimum ou a un maximum de la relation de dispersion [masse effective m, > 0 ou < 0 dans le développement
(2)]. En ce point, a I’ordre T® en température, la force moyenne tend vers zéro linéairement avec v, ce qui donne pour
la forme réduite (53) :

T(k)k —we, avec a = fduf du’ 4(u - u)f hm Ri(u,u’, w)] >0 (62)

La quasi-particule subit alors une force de frottement visqueux, de coefficient de frottement réduit a. Le coefficient de
diffusion en impulsion longitudinal a I’ordre T2, sous la forme réduite (53), tend tout simplement vers « :

D (k) o (63)

Ceci ressort de I’équation (56), de la valeur @g(1) = 8![{(8) — £(9)] et de I’expression de a dans (62). L’explication
physique en est d’ailleurs tres simple dans le cas m.. > 0 : c’est, sous forme adimensionnée, la relation d’Einstein liant
température d’équilibre, coefficient de diffusion en impulsion et coefficient de frottement. Nous 1’écrivons plus tard
sous forme dimensionnée, voir I’équation (88). Elle est bien connue lorsque ko = 0, mais elle vaut donc aussi dans le
cas plus inhabituel ko > 0 d’une diffusion en impulsion anisotrope, a condition qu’on I’applique a D ; (ko). En effet, le
coefficient de diffusion transverse réduit a une limite non nulle en k = kq différente de a si ky > 0, mais égale a a si
ko = 0 (la matrice D devient alors scalaire). Pour écrire des expressions explicites, il faut distinguer ces deux cas. Si
ko > 0, on utilise I"expression limite (44) de I’amplitude de diffusion ¢ — y réduite ; aprés triple intégration angulaire,
il vient

, f20 (ko > 128 32, 2944 384, (64 896 \. 32,
B (2mc) 225 35 T 505 MGk T 35 (158’*+ 45 e"")e M
1088 128 64\ (32 1216, 128 128, 64\, 64 5 32,
(525 Guc+ 5 ekt e ) ’ (3 525 b T 5 T 45T g ek"e")e TR TACY P}
. (64)
Dk (@) 256 32 +256é 5, 1408 (64e L 512 )é
T\ 2me ) 225 T 1756 T 175 KGRk T 35 Gk T 45 Mk T 5 ok [ 6
252—(—ﬁe + 1285 + 64E )é (32+ 128 &2+ 128@ ¢ +256 ) 2+%e &+ 3252 54} (65)
3 T\ TT05 K T 45 Gk T g ) T g T 5k T s ORkERk T sk 45 % T 45 kkp

Comme on le voit sur la forme de Langevin module-direction (60,61), pres de 'extrémum (e; =~ h(k — ko)/m.c), le
nombre d’onde moyen (k(z)) relaxe exponentiellement vers ky si m, > 0% ou s’en écarte exponentiellement si m, < 0

39. On exprime de deux manieres différentes la variation d’ordre dr de I’espérance (f(k(z))) ou f est une fonction lisse arbitraire de R3 dans R
a décroissance rapide.

40. La valeur stationnaire de (k) differe en général légérement de ko > 0. D’une part, ¢ contient un petit terme o (k — ko)?, voir I’équation
(2), qui gauchit I (k) et conduit a (k — ko) =~ T'; d’autre part, méme en 1’absence de ce terme cubique, le jacobien tridimensionnel k2 gauchit la
distribution de probabilité k2114 (k) du nombre d’onde k et conduit 2 un écart du méme ordre. Au total, (k — ko) o (mokT [ hW2ko)(2 — kob).
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(a est toujours > 0), et la direction moyenne du vecteur d’onde tend exponentiellement vers zéro, ceci avec des taux

bl h (kT 8 270 ¢ [(kgT o
F = — _— t rA = _D k -y 66
g ISQm*pZ( he ) et Te= 5D O)kag( hc ) (66)
Si ko = 0 il faut utiliser plutot I’expression limite (46) pour obtenir *!
koEO 8 o m o 2 )
D, (k) Z)L(k) = 5 ép| 1+ m—ep —&y| +2¢; (67)

Comme le montre la forme cartésienne (59) de 1’équation de Langevin, le vecteur d’onde moyen (k(#)) relaxe alors vers
z€ro avec un taux 'y de méme expression formelle que I'y au voisinage d’un minimum de la relation de dispersion,
ou au contraire s’en écarte exponentiellement avec ce méme taux au voisinage d’un maximum. Pour étre complet,
signalons que, par rapport au cas ky > 0, on gagne un ordre en précision dans les développements (62,63,67), I’écart
relatif au terme dominant étant désormais ~ e7. *?

Dans I’approximation BCS, a et D, (ky) sont représentés en fonction de la force des interactions sur la figure Sa.
Le cas ky > 0 correspond au minimum de la relation de dispersion BCS (9) pour un potentiel chimique u > 0; le
cas kp = 0 correspond soit au minimum de la relation de dispersion BCS pour p < 0, soit au maxon, c’est-a-dire
au maximum relatif de la relation de dispersion, pour 4 > 0. On constate que le coefficient de frottement réduit du
maxon maxon rejoint la branche y < 0 du coefficient de frottement réduit du minimum @yinon de maniere dérivable en
=0, alors que @minon Y admet un point anguleux. Lorsque u = 0, la relation de dispersion de la quasi-particule varie
quartiquement a I’endroit k£ = 0 de son minimum  la relation (62) s’applique, avec une expression analytique simple
du coefficient de frottement déduite de 1’équation d’état BCS donnée dans la note 36,*3

approx. 1 1 -
lim @ 2P 136, = 5,269833. .. 68
e " \T/4F T 2ax —T(1/4)%/4 + 30146512 » 269 (68)

mais la vitesse de groupe réduite e¢; et donc la force moyenne tendent vers zéro cubiquement avec k; quant a la
diffusion en impulsion, elle est isotrope en k = 0, comme le dit I’équation (67). A la limite unitaire, comme on le
voit sur la figure 5a, &maxon S’annule, ce qui nous parait étre un artefact de 1’approximation BCS #4, et une valeur plus
précise de yinon, allant au-dela de BCS, a été ajoutée a partir des valeurs mesurées kg ~ 0, 92kg et A/ep ~ 0,44 [16],
u = 0,376€g [14] et de la valeur théorique issue d’un développement dimensionnel en € = 4 — d, m./m = 0,56 [38].
Dans la limite CBE kga — 07, le gaz de fermions se réduit a2 un condensat de diméres de masse 2m et de longueur
de diffusion aqq =~ 0, 60a [39, 40], et la quasi-particule y a un fermion surnuméraire non apparié de masse m, = m,
interagissant avec les dimeres avec une longueur de diffusion a,g ~ 1, 18a [41, 42, 43, 44], d’ou la limite exacte (non

41. Pour montrer que D (k) — D (k) — 0lorsque k — ko = 0, on applique la remarque de la note 49 a la fonction f(u, u’, w) = gW)[2(1 —w) —
3(u — u’)?] o1 g(w) est quelconque. On a alors bien f_ll du f_ll du’ 02” dof@u,u',w)y=0car2(l —w) =3 —-uw')> =21 -§-§) - 3k - @G-q)r1?
est de moyenne nulle sur k 2 § et § fixés donc a w fixé.

42. On le montre en poussant un cran plus loin le développement (46), Ry (u, u’, w) ];Es %(éx + fépw) + 2m( (u +u )(wf2 + &pépr) + O(k?) avec
f=1+(m/my)é, et &y = limy_o(mc/hk)ey = pd(m/m.)/dp, et en utilisant dans les intégrales angulaires sur (u,u’, ) I'imparité de I'intégrande
sous la transformation (u, u’, @) — (—u, —ut’, @), qui préserve w et (u — u’)?.

43. A longueur de diffusion a > 0 fixée, la limite ¢ — 0* dans la théorie BCS correspond a p — pa', avec poa® = [['(1/4)]8/(15362*) ; donnons
ici seulement les lois d’échelle ko =~ (o — po)l/ 2et1/my ~ £ — po, qui montrent que (hodkq/ d,o)2 /m, a une limite finie et non nulle.

44. Drapres la théorie BCS, il y aurait 2 la limite unitaire une compensation dans Ry(u, u’, w) jusqu’a I’ordre k lorsque k — 0, Ry ~ 262k*(w +
2ui’)/ (913 + 2i6)) ot § = A/mc? = cte par invariance d’échelle, si bien que F (k) ~ (hk/mc)® et D//’l(k) ~ (hk/mc)*, 1a matrice de diffusion en
impulsion restant non scalaire a cet ordre. Dans une théorie exacte, on aurait €, = mcG((hk/mc)?), oil la fonction G est lisse mais inconnue, en
supposant que le maxon existe et soit stable. Alors Ry (u, i’ w) 1/a=0 7GO3 + 4G(0)G'(0O){1 + ZmLG(O) (u+ )3 + 4G(0)G’ (0)]} + O(k?). Dans

les notations usuelles, é; = 0, G(0) = 3¢,/2 = A/mc? et G'(0) = m/2m* si bien que G(0)G’(0) = Ay )2m.c?, égal & —3/4 dans la théorie BCS.
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Ficure 5: (a) Coefficient de frottement réduit « et coefficient de diffusion en impulsion transverse réduit D (ko) a I’endroit ko d’un extrémum de la
relation de dispersion €, pour une quasi-particule y fermionique dans un gaz non polarisé de fermions de masse m condensé par paires a trés basse
température, en fonction de la force des interactions dans le gaz repérée par le rapport de son potentiel chimique u et de son parametre d’ordre A.
Le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal réduit D ; (ko) est identiquement €gal a , voir I’équation (63). Trait plein noir : @ a I’endroit
du minimum et dans I’approximation BCS (ko = 0'si u < 0, kg = (2mu)'/?/h si u > 0). Trait plein vert : @ 4 I’endroit du maximum relatif (maxon)
et dans I’approximation BCS (kg = 0, u > 0). Trait plein rouge : D, (ko) dans I’approximation BCS 1a ot ky > 0 (ailleurs, il se confond avec «); il
croise et surpasse le trait noir donc D //(ko) autour de ¢/A = 1,6. On a utilisé les équations (64), (65) ou (67) suivant les cas. Tireté vertical vert :
limite de stabilité du maxon comme sur la figure 2a. Symboles : coordonnées plus précises (au-dela de 1I’approximation BCS) des coefficients «
(signe plus noir) et D, (ko) (croix rouge) a I’endroit du minimum a la limite unitaire (u/A ~ 0,85, a = 13,6, D, (ko) ~ 13,2). Pointillé horizontal
supérieur : valeur de « dans la limite CBE d’apres la théorie BCS [~ 5, 8 fois plus faible que la valeur exacte (69) non représentée ici]. Pointillé
horizontal inférieur : limite (68) des différentes branches de @ et de D, (ko) en u = 0 d’apres la théorie BCS. Les courbes tiretées dans le régime de
couplage faible /A > 1 sont issues de la relation de dispersion (9) et des formes limites BCS A =~ 8¢ 2ep expl[—n/(2kglal)], i ~ er. (b) Coeflicient
de diffusion spatiale réduit de la quasi-particule y a 1’équilibre dans le gaz de phonons, ¢’est-a-dire numérateur du dernier membre de I’expression
(86). Trait plein noir : approximation BCS. Pointillés horizontaux : sa limite en u/A = 0 ou /A = —co. Tireté : sa forme limite en couplage faible
[relation de dispersion (9) et formes limites BCS A ~ 8e 2ep exp[—n/(2kglal)], 1 = er]. Etoile : estimation plus précise que BCS a la limite unitaire.

représentée sur la figure 5a) : 4

n 2 313/2

Kz —1 + mpa’aga + O(pa’)” 2 3,4\

kra—0 2ma22 [ ] - ; —)0+ 8(@) (1 — ﬂ) ~ 750 (69)
[1 + mpa® (3 — dgq) + O(pa3)3/2] Fa— ddd add

" kpa—0* 2ma?

La théorie BCS en est tres loin (elle sous-estime la limite de @ d’un facteur = 6) car elle évalue fort mal les longueurs
BCS _

de diffusion dimere-dimere et atome-dimere, a ;> = 2a et afdcs = 8a/3.

Force moyenne a vitesse nulle. A 1’endroit ky du minimum de la relation de dispersion ¢, la vitesse de groupe de la
quasi-particule y est nulle. Si ky = 0, la force moyenne subie par y est alors rigoureusement nulle, par invariance par
parité. Si ky > 0, en revanche, la force moyenne subie n’a aucune raison d’étre nulle, F(kg) # 0. Plus précisément, a
basse température, elle s’annule bien 4 I’ordre 7%, comme nous 1’avons vu au paragraphe précédent, mais pas a I’ordre
T?, et I’on peut obtenir son expression exacte a cet ordre sans avoir besoin de connaitre I’amplitude de diffusion avec
les phonons au-dela de son ordre dominant = T,

F(ko)

ko 1.d 2 k>0 > (kT
T—0 15

> [d 2
= 7Dk + e [D//(ko) - DL(kO)] E) hicp™? [aﬂ//(ko) e (Z)//(ko) —DL(ko))] (70)

45. En effet, dans la limite CBE, 1’état fondamental du gaz a une énergie Eg =~ (N/2)(=h?/ma®) + (N/2)(N/2 — 1)gqq/(2L?) et I’état excité
par brisure d’un dimére en deux atomes libres de vecteurs d’onde +k a une énergie E; = (N/2 — 1)(—=h?/ma®) + (N/2 — 1)(N/2 — 2)gaa/(2L%) +
2 % h2k2/2m + 2 X g.a(N/2 = 1)/L3, o 8dd = Anh2agq/my et 8ad = 272 aaq/m; sont les constantes de couplage dimere-dimere et atome-dimere,
my = mmg/(m + mq) = 2m/3 est la masse réduite d’un atome et d’un dimere, N est le nombre total de fermions. On 1’aura compris, les atomes
fermioniques et les dimeres bosoniques étant des particules discernables, il n’y a pas d’effet de groupement Hanbury-Brown et Twiss dans leur
énergie de couplage de champ moyen. A la limite thermodynamique, dEg/dN — u et (E) —Eg)/2 — € =~ A, +h2k?/2m,. Notons que &, = O(p'/?).
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L’ordre T° des coefficients de diffusion en impulsion est en effet déja connu. Il conduit a un troisiéme membre non
nul se déduisant des équations (63,64,65) et de I’expression suivante,

4725
+42[3ékk+5(3cl +1)8412) +3(90c; —138¢2—105¢3+19)2, —3(102¢1 —210c,— 175¢3—47)842,
—~30[7¢18;—129¢1 +98¢, =33 =7(68—5¢18, 12,16, —3[105(8c1 —2¢2+ 1)éw&; —(552¢1 — 7500, —490c3 +45)2
—7(68;,—60c1 +50c2—5)2, 18,4 —105[ 10, 248, —(6¢1 — 14c2—15¢3—3)e—30c1 & &, — (108142, +28¢1 =302 +9)2 12,
+51[812y,2, —492y, + 63218, — 2942, —63(38u +58,)8,+3 (3581, — 8Ty +352,)¢,4]+84}  (71)

. hko \* 64
Z)//(ko)—( 0) —=1630¢18,23—3(228¢1 — 21002 = 175¢3 —81)&;, 2, +420(2,+7¢1 8, )2,
2mc

qui a été obtenue par dérivation par rapport a k de la premiere composante de 1’identité (56), et fait intervenir les coef-
ficients adimensionnés supplémentaires c; = kob, ¢ = pm;'dm, /dp et c; = pzka 1d%ky/dp?, ol1 la longueur b apparait
al’ordre (k—ko)* dans le développement (2) de €. *® Dans I’approximation BCS, nous trouvons que I’expression entre
crochets dans le troisieme membre de 1’équation (70) est positive et qu’elle tend vers zéro (+o0) en unités de 1/kp
lorsque u/A — 0 (+00); nous n’avons pas jugé utile de la représenter ici. Une conséquence physiquement parlante
des résultats (62,70) est que, dans le cas ko > 0, la force moyenne subie par la quasi-particule y a basse température
s’annule un peu a co6té de ko, a un écart en nombre d’onde k — ky ou a une vitesse v, proportionnelle a la température ;
faut-il le préciser, cet écart n’a pas de relation simple avec la moyenne stationnaire (k — ko) (voir les notes 40 et 54).

Pour établir I’équation (70), le plus simple est de passer par la solution stationnaire Iy de 1’équation de Fokker-
Planck (50) vue comme une équation de continuité dans 1’espace de Fourier. Cette distribution I1y(k), invariante par
rotation, s’obtient aisément en exprimant que le courant de probabilité J(k) qu’elle porte est nul. De 1’expression
générale de la composante selon Oi, J;(k) = F;(K)II(K)/h - 3; a%[Di IOTIK)]/ Rh?, nous tirons aprés remplacement
de I1(k) par I1y(k), division par ITy(k)/h et utilisation des formes sphériques (52) :

2 1d 1d
Fk) = 221D (k) = Dy ()] + 5Dy (k) + Dy (k) - InTho (k) (72)

Nous I’avons dit, [ (k) o< exp(—Bex) est solution stationnaire exacte de 1’équation maitresse. Ce n’est cependant pas
une solution stationnaire exacte de 1’équation de Fokker-Planck, puisque cette derniere résulte d’un développement
tronqué de 1’équation maitresse a basse température. En estimant 1’erreur commise, sachant que I1y(k) a une largeur
en k d’ordre T'/? autour de ko, *’ nous aboutissons 2 la relation exacte dans la largeur de la distribution :

kkOO(T)Z

F(k) —>O hk

1d 1d
(D)0 = Di() + =Dy = BDy (k) —ek+0(T9+”2) (73)

11 suffit de I’appliquer en k = ko, ol la dérivée de € s’annule, pour trouver le résultat (70) %8,

46. On calcule d’abord la dérivée des fonctions e,, etc, en k = ko : en notant 5,, = kode,(ko)/dk, etc, on trouve 5[, = =& + &n,» er = e,
e = (1 +2¢1)euk, Epk = 2¢18pk — C28xx» er=—br—(1+ 202)8pk — 381k + chéf)k/ékk; les valeurs &,, etc, en k = ko sont données dans I’équation
(43). Puis on développe I’amplitude réduite (40) en ko au premier ordre en k — ko. Enfin, on insere le développement obtenu dans la premiere
composante de 1’équation (56), que I’on développe de méme, et on integre sur ¢, u et u’, en utilisant la premiére intégrale de la note 35.

47. Remarquons en effet que les premiers termes négligés dans 1’expression du courant selon Oi sont de la forme 0klj-(2)kk [Ei ik (K)o (k)]/ 13 et

#I;ak, [Giju (K)o (k)]/ 7i*, ol les tenseurs E; jk et Gjji sont des moments d’ordre 3 et 4 du changement d’impulsion /(q — q’) accompagnant la

diffusion d’un phonon, alors que F et D en sont les moments d’ordre 1 et 2, voir I’équation (51). En procédant comme pour la force et la diffusion,
on trouve qu’a I’ordre dominant en T, E;j o TIOS,-_,-k et Gjj o T Gijki» ot les fonctions réduites & et G, indépendantes de la température, ont une
largeur en k d’ordre 79, & s’annulant linéairement en k = kg (E ~ ex) et G y ayant une limite finie et non nulle. Alors chaque différentiation de ITo(k)

par rapport a k sort un facteur ~ T~12 et le facteur ey, est de I’ordre de T1/% sur la largeur de Iy (k), si bien que 0/‘7—;% [E; k(K (k)] ~ T-1+10+1/21
et #,;% [GijuK)o(k)] ~ T3/2*1T1; et I'on tombe sur I’équation (73).

48. En identifiant les termes d’ordre k — ko puis d’ordre (k — ko)? dans la relation (73), on montre qu’il existe un coefficient @ déja introduit et un
nouveau coefficient ¢ tels que 7 (k) = —(aey + (e} + O(e})) et D y (k) = a+ Leg + O(ed), si bien que F(k)/D y (k) = ey + O(e}) lorsque k — ko. On
arrive aux mémes résultats par développement limité des expressions (55,56) a I’ordre sous-dominant en e, en considérant R, comme une fonction
de e; plutdt que de k. La valeur de £ se déduit aisément de 1’équation (71).
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On peut aussi établir (70) par un calcul assez long, en repartant de 1’expression générale (51) de la force moyenne
et en la développant a I’ordre T dans le cas particulier k = k. Il faut exprimer ¢’ en fonction de ¢ a I’aide de la
conservation de 1’énergie un cran plus loin que dans le calcul de F (k), ¢’ = g — hg>(’ — u)*/(2m.c) + O(q>), et surtout
utiliser une expression exactement microréversible de I’amplitude de diffusion ¢ — 7y sur la couche d’énergie :

he k+kK k+k
k¢ K., q) = —(99")" Ry, Q- .q 74
Ay :ko:q—-y:kK,9:q) p(qq) i\ e 4 e 409 (74)

ouk+q = Kk’ +(q’ etlafonction Ry (u, u’, w) est celle de I’équation (38). En notant R,%O et iRzo les valeurs de la fonction
Ri et de sa dérivée par rapport a k en k = ko, on obtient pour le premier membre de 1’équation (70) :

S0 4 5 T 2
Fllg) 20 42 L (k ) f du f f d“’[m” W PR W~ ko R+

=0 15 pky
| (0R2 ORY . aRio OR:. s
R 7l B Gy +a_] 7

Les différents termes au second membre de (70) se déduisent a I’ordre 7° de 1I’expression (56) et de la dérivée par
rapport a k de sa premiere composante, le tout pris en k = kg (ex = 0). Pour la forme (40) de la fonction Ry, il y a bien
accord a ’ordre T° entre les deux premiers membres de 1’équation (70).*’ Ce calcul explicite permet de comprendre
comment on peut obtenir de maniére exacte la force moyenne 2 I’ordre sous-dominant 79 sans connaitre 1I’amplitude
de diffusion A & I’ordre sous-dominant 72. C’est parce qu’on s’est placé en k = kg : a cet endroit, la contribution a
F (k) de la premiere correction a A s’annule par antisymétrie de I’intégrande sous 1’échange de u et u’.

Preés de la vitesse du son. A force des interactions fixée entre atomes du superfluide, I’un des bords du domaine de
stabilité de la quasi-particule y dans I’espace des vecteurs d’onde (en rouge sur la figure 2) correspond au régime
sonique d’une vitesse de groupe égale en valeur absolue a la vitesse du son. Or, nos expressions (55,56) de la force
moyenne et de la diffusion en impulsion réduites divergent a la limite sonique e¢; — %1, comme le laissent pressentir
les dénominateurs 1 — uey et 1 — u’ey.

Pour le voir sur la force moyenne, nous effectuons dans les intégrales les changements de variables u = 1 — x et

=1-(l-e)x'sieg > 1, u=x—-1etu = -1+ (1+e)x sie — —1F, puis nous passons a la limite dans
I’intégrande a x, x’ fixés, ce qui fait disparaitre la dépendance en I’angle azimutal ¢, pour obtenir apres intégration sur

49. Cette conclusion n’est pas propre a la forme (40) mais repose en définitive sur I’identité f du f du’ f o d“" {(u —u)H[(1 = w)Dy — Ow) —
(=) udy +1' 3R, ~[3(u~u')* =2(1=w)IR} } = 0. Pour I'établir, on remarque d’abord que g L du [ dw fo i gy < ', w) = (f(@,§.k)

o1 (...) est la moyenne prise uniformément sur la sphére unité pour les trois directions §, §’ et k, f étant une fonction invariante par rotation ou, ce
qui revient au méme, une fonction des trois produits scalairesu = k-4, ' = k-4’ etw = q-q’. Alors sik — ‘Tq q (k) estun difféomorphisme de la
sphére unité dans la sphére unité dépendant paramétriquement de (4, §’) et de jacobien Jg ¢/ (ﬁ) ona (f ((], q, Kk)) = (Jq q (k) f(A 0. Taq (ﬁ))) 1

q )/l +n 35 L=

reste a appliquer cette identité 2 la fonction £(§, §’,k) = k-(§—§’ )R2 (k-4.k-q,q-4
k[1 - nu—-u)/21+n(@-q)/2 + 0(7]2) de jacobien Jg w(k) =1- n(u -u')+ O(r] ), ot 17 est infinitésimal.
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x" € R* (effectuer I’intégration sur x est élémentaire mais ne conduit pas & une expression plus compacte) : >

2 2 2
Fhy ~ —%(ﬁ) (e fdxxz{ekk(1+ep)+

e—1- (1 — ek)6

(1—-e)? )
Fo 24( )(1+€k)6fdxx {ekk(l_ep)+

La force moyenne est négative dans la limite e; — 1—. Or cette limite correspond toujours a la borne supérieure kqyp
du domaine de stabilité en nombre d’onde de la quasi-particule y, comme on peut le voir sur la figure 2. La force
subie par la quasi particule y pres du bord tend donc systématiquement a éloigner son vecteur d’onde k de la zone
supersonique °'. Inversement, quand le domaine de stabilité de la quasi-particule y présente un bord ¢; = —1, c’est
toujours une borne inférieure ki, ; la force moyenne est positive dans la limite ¢, — —1* et repousse 12 aussi la quasi-
particule de la zone supersonique. Nous aurions pu cependant tomber sur la conclusion inverse (et physiquement
incorrecte) si nous avions ignoré la ligne SC de déstabilisation subsonique (en vert sur la figure 2c¢) : pour A/u <
(A/p)s, c’est-a-dire en dessous du point sommital S sur la figure, on aurait alors ¢, = —1 en un bord supérieur du
domaine de stabilité, et la force moyenne pres du bord rapprocherait k de la frontiere sonique.

Dans le cas de la diffusion en impulsion, on montre d’abord que la contribution de la fonction ®g dans I’expression
(56), bien que divergente, est une fraction négligeable dans la limite sonique (voir la note 50), puis on applique au
reste la méme procédure que pour la force, ce qui donne

Dk 2257209 6(1 —e) 7\ 2
(Dj/_zki) ek:r Jrg( ) ( ) 1+ p)z( ((1 — :kk))_6 )]0‘ dxx’ {ekk(l"'ep)"'

Dyk))  22509) (hk 60 e\ [P s )
(Z)l(k)) a--1* 78 (mc) (1 ep)((1+ek)6)j(; dxx” qew(l-ep)+

Le coefficient de diffusion en impulsion longitudinal diverge donc plus rapidement que la force moyenne. Faut-il le
préciser, les résultats (76,77, 78,79) ne valent que si I’on fait tendre d’abord la température du gaz vers zéro, comme
dans 1’équation (53), puis la vitesse de la quasi-particule y vers +c. Rien n’indique en effet que la divergence se
maintienne dans une interversion des limites.

2
X+ ekkxz} (76)

+4
€pk — T -2+ ep)ekk

2
1+4
ek + —— = (2 - ep)ew | x + ekkx2} (77)

2
x+ekkx2} (78)

1+A4
Cpk = —(2+ep)ew

141 :
epk+7—(2—ep)ekk x+ekkx2} (79)

Diffusion spatiale. On se place désormais aux temps suffisamment longs pour que la distribution en vecteur d’onde
de la quasi-particule 7 ait atteint son équilibre thermique. La direction k du vecteur d’onde est de loi uniforme sur
la sphere unité. Le nombre d’onde k de la quasi-particule déviant faiblement de la position du minimum k; de la
relation de dispersion, k — kg ~ T'/2, on peut remplacer la force moyenne F(k) 4 I’ordre T® par son approximation
linéaire (62) et les coefficients de d1ffus10n en impulsion par leur valeur en k. Il existe cependant un degré de liberté
instationnaire dont nous n’avons pas parlé jusqu’a présent, et dont la distribution de probabilité s’étale indéfiniment
a la limite thermodynamique. Il s’agit du vecteur position r(¢) de la quasi-particule y, dont la dérivée temporelle v(r)
n’est autre que la vitesse de groupe de la quasi-particule y :

—r(t) =v(t) = Ldag (80)

50. Supposons que e; — 1~ pour fixer les idées et décomposons le domaine d’intégration [—1, 1]? sur les cosinus («, u’) des angles polaires en
un grand carré [-1, 1 — €] X [-1, 1 — €], un petit carré [1 — €, 1] X [1 — €, 1] et deux rectangles trés allongés, I’'un couché [-1,1 — €] X [1 — €, 1]
et I'autre debout [1 — €, 1] X [-1,1 — €] o 0 < € < 1 est fixé lorsque e — 17, puis tend vers zéro a la fin des calculs. La contribution du grand
carré a une limite finie lorsque e; — 1~ donc est toujours négligeable. Dans le cas de la force, la contribution du petit carré est ~ € /(1 — ;)®
donc petite, celle du rectangle couché ~ €Y/(1 — ¢;)® donc dominante, celle du rectangle debout = (1 — ex)’/€ donc négligeable. Ceci justifie la
procédure utilisée dans le texte. Dans le cas de la diffusion, il y a deux types de contributions, celle de méme type que dans ¥ (k) et celle mettant en
jeu la fonction ®g. La premiére se traite comme précédemment. Dans la seconde, on trouve que la contribution dominante provient du petit carré et

qu’elle diverge dans D/ comme (1 — e;)~> avec un préfacteur contenant 1’intégrale f()+°°dx O+°°dx/ (x — x')2Dg( 11++x\ )1+ x)(1 + x)]7/2, et dans

D, comme (1 — e;)~% avec un préfacteur contenant I’intégrale fﬂodx 0+°°dx’ [+ +x)(x+x) = (x — x')2]Dg( Ilj;‘, )IA + 21 + x)]7?* (ceci
résulte des changements de variables u = 1 — x(1 —¢x) et u’ = 1 — x’(1 — ¢) et du passage a la limite ¢, — 1~ a x et x’ fixés dans I’intégrande); les
contributions des rectangles sont négligeables en vertu de la majoration ®dg(x) < (87%/15)x77/2 sur R** et de I’équivalent dg(x) ~ 878/15)x7/2
lorsque x — 0%, qui montrent aussi que ®g(x) est bornée et que les intégrales en préfacteur sont finies.

51. On arrive a la méme conclusion en raisonnant sur le nombre d’onde moyen : d’apres 1’équation (60), d(hk)/dr = (F(k)+ 2D (k)/hk), mais le

terme de diffusion transverse, de méme exposant de divergence sonique —6 que le terme de force, est négligeable car sous-dominant en température.
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Le changement du vecteur position entre 0 et 7 est donné par I’intégrale du vecteur vitesse entre ces deux instants ; sa
variance est donc donnée par une intégrale double temporelle de la fonction de corrélation de la vitesse a deux temps.
A Téquilibre, cette fonction de corrélation matricielle C; ; ne dépend que de la différence des temps. Nous posons
donc en toute généralité (sans tenir compte du fait que les vitesses moyennes (v;) et (v;) sont évidlemment nulles par
isotropie de 1’équilibre) :

Cij(t) = i(r)v;(0)) = (viv)) (81)

La covariance des déplacements de la quasi-particule y pendant  selon les directions i et j vaut alors >

Cov (ri(1) = ri(0), (1) — rj(0)) = fo dr (t = 1) [Cij(T) + Cji(T)] (82)

Comme nous allons le voir en distinguant les cas ky = 0 et ky > 0, nous trouvons que la matrice des corrélations
de la vitesse, scalaire a cause de I’invariance par rotation, décroit rapidement (exponentiellement) en temps. Aussi
la position de la quasi-particule y subit-elle toujours asymptotiquement en temps un étalement diffusif isotrope, la
variance du déplacement pendant ¢ ayant une divergence linéaire indépendante de la direction de vecteur unitaire n
considérée :

—+

Var ([r(r) —r(0)] -m) ~ 2Dt avec D™ = f dr C (1) (83)
I3 o0 0

En d’autres termes, aux temps beaucoup plus longs que le temps de corrélation de la vitesse, la quasi-particule y
effectue dans I’espace des positions un mouvement brownien de coefficient de diffusion spatiale D%, qu’il nous faut
calculer a I’ordre dominant en température. Pour cela, comme nous allons le voir, nous pouvons nous limiter dans
C.. (1), si kg = 0, a une seule contribution exponentielle, d’amplitude ~ T et de taux de décroissance ', donné par
I’équation (66) :

Cij(m) = 5z'jlﬂe_m7I (84)

My

La loi asymptotique (83) vaut alors pour I, > 1. Si ky > 0, en revanche, il faut garder deux contributions dans C,,(7),
I'une d’amplitude =~ T et de taux I, qui provient de la décorrélation plus rapide de la variable nombre d’onde k,
et autre d’amplitude ~ 77 et de taux I'; donné par I’équation (66), qui provient de la décorrélation plus lente des
variables angulaires Kk :

W0  kgT e_rk|,+4m*kBTe_rﬁ|T|} (85)

Cum) = 03, s

Cette seconde contribution est initialement plus faible que la premiere par un facteur ~ T mais elle décroit plus
lentement par un facteur ~ T', donc contribue en définitive au coefficient de diffusion spatiale au méme ordre en 7' que
la premiére contribution; la loi asymptotique (83) ne vaut alors que pour I';# > 1. Regroupons les deux cas dans une
expression synthétique du coefficient de diffusion spatiale :

1 1 2
, ksT 2Dy (k 1 1 2 hﬁ[o(k>+mk>]
pr o Rl [ 2O/ L + O A - (86)
7-0 3m, I D, (ky) | T-0 3 D (ko) ~ D.(ko)| 750 m n_ﬁ( me )6 (lﬂy
15 \ hp'/3 mc?

en utilisant la relation d’Einstein (63) puis les équivalents (53). On rappelle que D (ko) coincide avec le coeflicient
de frottement réduit «, toujours défini par I’équation (62) et d’expression explicite (67) pour ky = 0, (64) pour ky > 0.
De méme, D, (ky), que I’on peut toujours déduire de la limite en k = ko de I’équation (56), vaut a si kp = 0 et
admet 1’expression explicite (65) sinon. Le coefficient de diffusion spatiale (86) est représenté sur la figure 5b sous
forme adimensionnée dans 1’approximation BCS, en fonction de la force des interactions au sein du gaz de fermions.

52. On est confronté a [;;(t) = fot dr fot d7’ fij(Ir = 7'|) avec fi;(It = 7]) = [Cij(t = 7') + Cji(r — 7')]/2; en effet, Cji(r — 7') = C;;(r' — 7) méme
dans un traitement quantique du mouvement, car v; et v; sont des opérateurs hermitiens (d’ou C t.*j(‘r) = Cji(~7)) commutant avec I’opérateur densité

stationnaire de y (d’olt C;;(t) € R). On a alors successivement [;j(¢) = 2 fo’ dr [ dr' fifr—7) =2 fo’ dr [ dt” fij(x") =2 fo’ dr(t - 7)fi;(r). Ona
posé v/ = T — 7”7 dans Iintégrale intérieure, puis on a intégré par parties sur 7.
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Remarquons qu’il est continu a la transition entre les cas kg = 0 et ky > 0 [u = 0 dans la relation de dispersion BCS
(9)] mais y présente un point anguleux.

Exposons brievement les calculs conduisant aux équations (84,85). Commencons par le cas ky = 0, abondamment
traité dans la littérature. Des approximations a I’ordre dominant v ~ ik/m., F(k) ~ -}k, D(k) o~ D(O) = Dy (0)Ild
et [T (k) oc exp( —BR2K%/2m.,), et de I’équation de Langevin cartésienne (59), nous tirons la valeur 1n1t1ale et I’équation
d’évolution de la fonction de corrélation de la vitesse :

ksT
Cij(O):(S,-j:;— et dCy() = (dvi(0)v;(0)) = ~Tudr C5() (87)

dont I’intégration jointe a la relation C;j(—7) = Cji(r) conduit a I’expression (84) si le coefficient @ est celui de
I’équation (67) et, apres report dans I’expression (83) de D, au résultat annoncé (86) avec Dy (ko) = D (ko) = a

Le cas ko > 0 est plus inhabituel. Pour construire un modele minimal, nous prenons cette fois v = A[(k—kg)/ m*]ﬁ,
Dy (k) = Dy, (ko) et une distribution stationnaire Ilo(k) o exp[—Bh*(k — ko)*/2m.] (la direction k de k a une
distribution uniforme sur la sphére unité)>3. La relation (72) nous oblige alors 2 inclure dans la force moyenne non
seulement le terme de frottement visqueux attendu, mais aussi la contribution a vitesse nulle sous-dominante en
température, qui prend une forme plus simple ici car on néglige la dépendance en k de Dy :

D (ko)
m*kBT T-0

2
F(k) = =hT(k = ko) + 5 [D ko) = D (ko)| avec T = I (88)
En insérant ces éléments du modele dans les équations stochastiques en module et direction (60,61), et en remplacant
comme dans (88) le nombre d’onde k par ky dans les dénominateurs, nous obtenons la formulation de Langevin
minimale >*

hdk = -Tdth(k - ko) + h// o )dt +[2deD //(ko)] (89)
A N 2D, (ko)
_ 12 _ 2D, X
dk = -Iydrtk+ T, dn)/*p, avec I, = hz—k(z) o I (90)
La variation correspondante de la vitesse selon Oi,
Tik; Tk — k 2Tdt kgT - .
dv; = —dk + k= ko) 47 : + Ik dk; = —(T + T )dtv; + ——2=F; + bruit 1)
m, s m, hko

ne conduit plus comme dans la relation (87) a une équation fermée sur la fonction de corrélation de la vitesse, mais la
couple a une fonction de corrélation mixte direction-vitesse C;;(7) = (k;()v;(0)), d’ou le systeme différentiel a 7 > 0 :

d (Cij(m)) _ [~ +T) zggfr) (Cij(T))
(éij(T))_( 0 I, J\Ci(r) ©2)

53. Comme la direction de k se thermalise plus lentement que le module d’un ordre en température d’apres 1’équation (66), il existe, pour un état
initial hors d’équilibre, un régime transitoire dans lequel la distribution de k a atteint 1’équilibre, mais celle de k pas encore (k n’a pas eu le temps
de diffuser sur la sphere unité, le terme constant dans la force (88) n’a pas encore vraiment agi), si bien que C;;(#) ~ (kBT/m*)UAci/ch)o exp(—T'x?) ol
la moyenne (.. .), est prise sur la distribution de K initiale. Cette forme 2 une exponentielle ressemble au cas ko = 0, & un facteur 3 prés sur la trace
(la dimension effective deg, ¢’est-a-dire le nombre de degrés de liberté quadratiques dans la forme approchée de 1’énergie € pres de k = ko, passe
de der = 3 pour ko = 0 a deg = 1 pour ko > 0). A ces temps intermédiaires I ;l <t<TI IT‘I la quasi-particule y effectue un mouvement brownien
transitoire de matrice de diffusion spatiale D?})a’ trans (kpT/ m )ik )0, peut-étre anisotrope mais de trace fixée.

54. Dans une formulation plus élaborée tenant compte du gauchissement cubique de & et de la note 48, on remplace I’équation (89) par
hdk = -T'dr h(k—(k))+[2dtD// (ko)1! /zr]// ol la moyenne stationnaire (k) est celle de la note 40, en admettant que m. vy = Hk—ko)+h(k—ko)2b+. .. =~

Wk — ko) + bm.kgT/h ~ h(k — (k) + 2m*k3T/ hiky (on a approximé (k — ko)? par sa moyenne stationnaire) ; I’équation (90) reste 1nchangee
Comme dans la formulation minimale, k(7) et k() sont des processus stochastiques indépendants, si bien que C,;(T) =~ (vk(T)vk(O))(k (T)k 0)) ~
(B/m)2 [k — (k)2 exp(-T7)) + Qm.kpT [ Fko)*1(1/3) exp(—I",|7]). Ceci redonne le résultat (86). Ceci montre aussi que c’est la « force moyenne
effective sur le module » c’est-a-dire la partie déterministe de dk, plutdt que F'(k), qui s’annule pour k — ko = (k — ko).
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De I’annulation a I’équilibre des moyennes des variations d(k — ko) et d[(k — ko)?1, et de la relation d’isotropie (lAc,-lAc )=
i&,‘j, nous tirons les valeurs initiales dans le modeéle de Langevin (89,90), C;;(0) = 6;;(kgT /3m.)[1 +4m,kpT | (Fko)?*] et
Cij(0) = 6;j(2kpT /3hkp). L’intégration du systéme (92), jointe a la relation C;j(—1) = C;(1), donne le résultat annoncé
(85) si I’on néglige dans la premiere exponentielle le taux I'; devant I, ce qui est 1égitime puisque I', /T" = O(T).

Le modele minimal que nous venons d’utiliser pour ky > 0, qui néglige la dépendance en nombre d’onde de
Dy . (k) et les corrections ~ (k — ko)* 2 la relation de dispersion, ne constitue cependant pas une démonstration. Une
étude plus solide est effectuée dans I’ Annexe B, a1’aide d’un développement contrdlé a basse température. Elle conduit
aux mémes résultats (85,86). Enfin, ces calculs de la diffusion spatiale ne s’appliquent pas au point de transition entre
les cas ko = 0 et kg > 0, ol la force moyenne est de départ cubique, F(k) ~ —k>. Une étude a part de la zone de
transition, exposée dans la méme Annexe B, y confirme cependant la validité de I’équivalent a basse température (86).

Annexe A. Compléments sur la diffusion ¢ — ¥

Les grandes lignes du calcul de I’amplitude de diffusion d’un phonon de vecteur d’onde q sur une quasi-particule
v stable de vecteur d’onde k a partir d’un hamiltonien effectif de basse énergie ont été présentées dans la section 3.
Nous donnons ici quelques détails et points de rigueur supplémentaires.

Le hamiltonien. La forme explicite des différentes contributions au hamiltonien (20) est disponible dans la littérature,
voir par exemple les références les plus récentes [4, 18]. Nous la rappelons par commodité (et pour corriger une erreur
vénielle dans le dernier terme entre crochets de 1’équation (4) de [4], écrit a tort comme un hermitien conjugué), en
nous limitant dans V4 aux processus a trois phonons de Beliaev et de Landau, seuls utiles ici :

1 q1,92:93<A

Vos = ED Z @ :q1,0: QVyyld : %)(Qﬁ&f?qg + B;Bqli’qz) (A1)
q1,92,93

1 g<A

AY = o5 D0y KMy K (G by + i) (A2)
kK .q

eZsp 1 |

Ay = = Z @:d,y KIH: a7 : KT (bjl,bq + Sbabg + EqubZ,) (A.3)

kXK .q.q

avec les éléments de matrice pour un volume unité entre états a un ou deux phonons, a z€ro ou une quasi-particule y :

mc? q1°'92 9193 92 q3
D:q1,0: @Vesld:qz) = 06 s ) q(/l+ + + ) (A4)
G q1, ¢ Vel : q3 a7 Paq1P4:Pg; " 1145 v
1 [0e” ) heq
cqy  KIH Yy K) = Sqekw =pg | —— + —— + — - (k+ K’ A5
(¢:q,y : KH |y : K') arkk 5Pg a0 20 oq ( ) (A5)
) | azq((m 8251((0)
(:q,y: k’|7’{47|¢ 1q,y: Ky = Oqikgak >PaPq (6_,02 + o0 ] (A.6)

Pour clarifier les notations, nous convenons que les vecteurs d’onde q sont toujours ceux des phonons, et les vecteurs
d’onde k toujours ceux de la quasi-particule y. Le parametre A est donné par 1’équation (41) (voir cependant la note
55). Les deltas de Kronecker assurent la conservation de la quantité de mouvement. On a introduit I’amplitude des
fluctuations quantiques de la densité du superfluide dans le mode de phonon de vecteur d’onde q, >

hog\'”?
=1 A7
Pq (ch) ( )

55. En toute rigueur, il faudrait a ce stade utiliser dans p, et dans A 1’équation d’état nue et la vitesse du son nue, qui dépendent de la coupure
ultraviolette A introduite dans les équations (20) et (A.1,A.2,A.3), voir I’annexe B de la référence [32].

30



pour montrer que les fluctuations de densité gouvernent aussi bien I’interaction entre phonons que 1’interaction entre
phonons et quasi-particule y. Dans les expressions (A.5) et (A.6), la dérivation d/dp de la relation de dispersion nue de
la quasi-particule y par rapport a la densité p du superfluide est effectuée a vecteur d’onde k et potentiel d’interaction
entre les atomes du superfluide fixés.

Analyse des ordres > 2 en V. Justifions le fait qu’a I’ordre dominant en température (¢, = O(T) — 0 a k fixé),
on puisse limiter 1’amplitude de diffusion (22) 4 I’ordre deux en V. Le terme d’ordre n quelconque en V est facile
a écrire, c’est I’élément de matrice entre (f| et |i) du produit de n opérateurs V entre lesquels on intercale n — 1
opérateurs Go(z) (deux facteurs V successifs sont toujours séparés par un seul facteur Gy); ici, Go(z) = (z — Hy) " est
la résolvante du hamiltonien sans interaction et z = Ei(o) +in, n — 0*. Pour comprendre ce qui se passe, commengons
par n = 3 : la contribution (f|VGy(z)VGo(z)V|i) engendre de nombreux diagrammes aprés décomposition de V en
processus élémentaires comme dans 1’équation (20), méme en tenant compte de 1’ordre de grandeur des éléments
de matrice (les plus grands sont ceux « ¢'/? de I-AI;M) et des changements de parité du nombre de phonons (on ne
peut prendre trois fois I:Ify dans les facteurs V) pour éliminer les contributions sous-dominantes ou nulles. Mais dans
chaque diagramme apparait un vecteur d’onde de phonon interne " quelconque, non contraint par la conservation
de la quantité de mouvement, et sur lequel il faut donc sommer. En effet, un facteur V annihile le phonon incident
q, un facteur V (peut-étre le méme) crée le phonon émergent q’, donc 1’un des trois facteurs V crée ou annihile
nécessairement un phonon de vecteur d’onde non contraint ¢”. Nous aboutissons ainsi a la majoration tres simple

q'<A

q

(fIVGo(2)VGo(2)VIi) = O —J = 0(T*(qq)"?) (A.8)
2

puisque (i) chaque dénominateur d’énergie est (2 k fixé) d’ordre un en les vecteurs d’onde des phonons donc est
~ A = O(T), (ii) au numérateur, chaque absorption ou émission d’un phonon de nombre d’onde Q est accompagnée
d’un facteur py o Q2 = O(T'?), et (iii) la sommation sur le vecteur d’onde du phonon interne sort en facteur
le volume A® = O(T?) sous la coupure dans I’espace de Fourier. Dans le cas d’un ordre en V impair quelconque
n = 2s + 1, la conservation de la parité du nombre de phonons dans la transition [i) — |f) impose qu’il y ait non pas
2s + 1 mais au moins 2s + 2 absorptions ou émissions de phonons, donc au moins 2s absorptions ou émissions de
phonons autres que le phonon incident q et le phonon émergent q’ (chaque facteur V absorbe ou émet au moins un

phonon); il faut alors sommer sur au moins s phonons internes de vecteurs d’onde qy, . .., q,. Dans le cas d’un ordre
pair n = 2s, il y a pour les mé&mes raisons au moins 2s — 2 absorptions ou émissions de phonons autres que q et q’, et
il faut sommer sur au moins s — 1 phonons internes qj, . . ., q,—;. D’oll 1a majoration de I’ordre n > 2 en V,°

Ol(gg)"*T™"]  sin impair

<f|"\/[G()(Z)‘A/]n_1|1> = { 0[(qq/)1/2Tn*3] sin pair (Ag)

Cette majoration vaut pour une valeur générique ~ T de I’énergie complexe z. Dans le cas particulier z = Ei(o) +1in
qui nous intéresse, certains diagrammes d’ordre n > 2 en V comme ceux de la figure 3c sont en fait infinis et doivent
étre retirés de I’équation (A.9) pour qu’elle s’applique; ce probléeme est discuté dans le corps de I’article dans le
paragraphe apres 1’équation (28).

Analyse de I’ordre 2 en V. Tl reste a justifier le fait qu’a I’ordre deux en V, on puisse garder seulement les contributions
(23) ou, si I’on préfere, les diagrammes de la figure 3b. Chaque contribution quadratique en V contient au numérateur
le produit de deux éléments de matrice, choisis parmi ceux de ﬂ3¢7 o T2, I-Alfy o« T, I-AI;M ~ I-AI;M o T372, ﬁf¢ ~
I-AIZV o T2, etc (en incluant méme le couplage de y au cube et  la puissance quatriéme des fluctuations de densité,
et ’interaction a quatre phonons). Elle contient un dénominateur d’énergie linéarisable en les vecteurs d’onde des
phonons donc o« 7. La contribution ne doit pas étre un o(T). On peut donc a priori prendre dans les facteurs V : (i)
deux fois I-AI;M (ce qui donne les termes 7, et 73 dans (23)), (ii) deux fois I-Alffy (rendu négligeable ~ (qq’)l/ 273 par

56. Pour n = 2, elle surestimerait le résultat réel O(gq’) en ne tenant pas compte de la compensation dans I’expression (23) des contributions 7>
et 73 a leur ordre dominant 7°.
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sommation inévitable sur un vecteur d’onde interne), (iii) une fois I-Alfy et une fois I-Alfy (nul par non-conservation de la
parité du nombre de phonons), (iv) une fois ﬁfy et une fois I—AI‘;“S (ce qui donne les termes 74 et 75 dans (23)), (v) une
fois AS" et une fois A" (rendu négligeable ~ (g¢’)"/>T? par sommation inévitable sur un vecteur d’onde interne).

Matrice S entre états asymptotiques exacts. Nous suivons la démarche de la référence [33], section Bypy.3, en la
généralisant au cas ou les phonons incident et émergent, et pas seulement la quasi-particule y, sont habillés de phonons
virtuels. Rappelons la définition des éléments de la matrice S entre les états asymptotiques exacts (29) :

co+177 d .
(S = Lim =AU /2, ~1/2)lli)e™"" = Tim el ErERR f S NG )i (A.10)

+oo+in 2i

oun — 0%, E; sont les énergies exactes (30) pourl instant pas nécessairement égales, U (tf, t;) est I’opérateur d’évo-
lution entre les instants # et # et G(z) = (z — H)™! la résolvante du hamiltonien complet H.En partant des relations
évidentes (la composante purement y-quasi-particulaire de A commute avec I’opérateur purement phononique Bq),

Bi(z— H)— (z— H)B} = [H,B}] = [V4y, B}1 + [Hyy. B}] (A.11)
on introduit 1’opérateur (32) avec Q = q comme suit pour éliminer le hamiltonien des phonons I:1¢¢,
Bi(z— H - hwq) — (z = H)B] = [V, B{] + A} (A.12)

on divise par z — H a gauche et par 7 — H — hwq a droite, et I’on fait agir sur I’état stationnaire ||y : K) pour obtenir

Gy = —— 1) + G ([0, BT + A3y : )] puis (FIG@) = —— [¢6l1+ (y : K| 1By, V] + Ay) GC2)
z— Ej Z_Ef

1 (A.13)
en procédant de méme, ou par conjugaison hermitienne et remplacement de (z*, q, K) par (z, q’, k’). Il reste a contracter
la premiere identité dans (A.13) a gauche par (f|| et a utiliser la seconde identité dans (A.13) pour obtenir

(f|| liy , v KliBy ([Vays BET+ AY) Iy - k) + (v : Kl 1By, Vigyl + Aqt) G ([Viy BY1 + AY) lly : K)

NG = Ei (z - E)(z— Ey)

(A.14)
Dans I’espace libre L — +oo et aux temps longs, I’intégrale curviligne (A.10) est dominée par le résidu de I’intégrande
en les poles E; et E; de I’expression (A.14), sachant que 1’élément de matrice de G(z) au numérateur n’a pas de pdle
en ces points [33], et il reste au sens des distributions [33] (f||S|[i) = (f|||li) — 2imdé(Es — E;)As avec I’amplitude de
transition cherchée (31) sur la couche d’énergie.

Diffusion d’un phonon instable. Quand la branche acoustique du gaz a un départ convexe [y, > 0 dans I’équation (1)],
le phonon incident q est instable et se désintégre avec un taux « ¢° en une paire de phonons, eux-mémes instables.
Cette cascade de Beliaev rend la théorie de la matrice S inapplicable. L’idée salvatrice est alors de se limiter a un temps
de diffusion ¢ suffisamment long pour assurer une quasi-conservation de I’énergie non perturbée, mais suffisamment
court pour éviter la désintégration de Beliaev, en formant des paquets d’onde incidents spatialement localisés par
superposition linéaire d’ondes planes de vecteurs d’onde q pour le phonon ¢ et k pour la quasi-particule vy, avec une
distribution en amplitude gaussienne c(q, k) trés piquée autour des valeurs moyennes qg = go{o et kg = koko, C’est-
a-dire avec des largeurs Ag < qg et Ak < ko (on omet ici le probleme de 1’habillage des états asymptotiques et on
suppose, comme nous y invite (3), que Ag < Ak). Plus précisément, on prend comme état initial dans 1’espace libre >’

[i), = e iHol1/D/R f dqd kc(q Kl¢:q,y:k) (A.15)
’ Qme ’ '

Comme c(q, k) est réelle, les paquets dans [i) seraient localisés dans ’espace des positions autour de I’origine des
coordonnées (avec des largeurs 1/Aq et 1/Ak) si 1’on n’avait pas fait reculer le vecteur d’état dans le temps de #/2 par

57. En I’absence de boite de quantification, on utilise la condition de normalisation des ondes planes (k|k’) = QY sk —K).
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évolution libre ; ils sont alors localisés approximativement en —c{ot/2 et —vy, kot/2, donc bien séparés et « asymptoti-
quement libres » (sans interaction) si

1 N
Veelt > o avec Vi = |cqo — vk Kol (A.16)
q

la vitesse relative des deux paquets incidents. On fait évoluer [i), pendant une durée ¢ (de I’instant —z/2 2 ¢/2) avec
le hamiltonien complet H. L’état redevient libre puisque les paquets se sont séparés, leur recouvrement donc leur
interaction ne durant qu’un temps ~ 1/(Agvy)). Il reste a le projeter pour analyse sur les ondes planes finales [f) = |¢ :
q’,y : K’) d’énergie Eﬁo). Apres compensation du facteur de phase d’évolution libre de (f|, on aboutit a I’amplitude de
diffusion effective

i U dq AGED) - A E®)  (EQ - EO)
B — Hot/2h ,—iHt/h7\ 1,7 ’r_ f i i f
Afi(t) = <f|el 0 et |1>[ ~ f (27[)3 C(q,k =Kk' + q (I){ EEO) B E(O) Cos o
o o sin (El(0)2_ :}0))t
—i [Aﬁ(Ef ) + An(E! )] —— } (A.17)
EY - E

Pour obtenir I’approximation au troisieme membre de 1’équation (A.17), nous avons remplacé I’ opérateur d’évolution
par son expression sous forme d’intégrale curviligne (A.10), utilisé la relation G(z) = Go(z) + Go()T(2)Go(z) pour
faire apparaitre la matrice 7 a I’énergie complexe z, fait I’approximation comme dans la référence [33] de garder
dans la formule de Cauchy seulement les résidus de 1’intégrande en les pdles Ei(o) et EEO) issus des facteurs Gy(z)
encadrant 7'(z) 8, négligé la contribution du terme Gy(z) d’évolution libre sous la condition |q" — qg| > Ag, et enfin
posé Ag(E) = <f|f“(E + in)li) avec 'état i) = |¢ : q,y : k = K’ + q' — q) d’énergie Ei(o) et 7 — 0". Les préfacteurs du
cosinus et du sinus cardinal sont des fonctions continues et bornées de Ei(o) ; on peut les remplacer par leur valeur au
centre du paquet d’onde (Ei(o) ~ Ei(o) ) si leur échelle de variation Eprs satisfait a la condition (voir la note 59)

h VarE” o 5
- > ——— avec Epe=hcqy et VarE" = (hcAq) (A.18)
t Epref

Ici Ei(o) et Var Ei(o) sont la moyenne et la variance de Ei(o) ~ heq + €=t +q'—q pour q distribué selon la loi gaussienne
c(q,k’” + q' — q). Dans le calcul de la moyenne du cosinus et du sinus cardinal sur la variable q, la méme condition
(A.18) permet de supposer que Ei(o) aussi suit une loi gaussienne >, auquel cas

(EQ - EM (EQ - EO)

{cos o >q=exp[—t2VarEi(0)/8h2]cos i o (A.19)

58. Dans I’approximation d’ordre deux en I’interaction, T =~ V+ VGV, qui suffit ici, il est facile d’inclure la contribution des pdles

. L . . EOLE®
€, de (f]T(z)i), ce qui ajoute entre les accolades de 1’équation (A.17) la somme Zizl(e,, - Ei(o))‘l(e,, - EEO))‘IZ,, exp[—it (e, — - ; L_)/h], ol
€ = 5|(<0+)q = el(:,)l Q= fuuflo) + hwfﬁ) + el(g)q,, 6 = fuugf) + hwf]ojq, + el((o), € = hwflo) + hwfﬁ{ gt el(g)qiq, (soit les énergies des états intermédiaires

des diagrammes b2 a b5 de la figure 3) et les résidus de (|17 ()li) associés Z, sont des fonctions régulieres de q, q’, k’. Sil’on prend soin d’exclure
dans les directions d’observation du phonon émergent un cone autour de la direction §o du phonon incident, ¢’est-a-dire d’imposer |§” - o| < cos 6,
avec 0 < cos 6, < 1 fixé, pour éviter que le processus de Beliaev dans le terme 74 ou celui de Landau dans 7’5 soit résonnant, on trouve toujours que
les différences d’énergie e, — Ei(o)l etle, — EEO)I sont approximativement supérieures a ficq ou ficq’, et 1’on a toujours ficq/2 < |e, — (Ei(o) + E;O) )/2.
La contribution des pdles de (f|T(z)|i) est donc une fonction oscillante du temps, que la moyenne sur q écrase et rend négligeable par un facteur
gaussien en temps =~ exp[—(cAg £)2/2], tout comme dans I’équation (A.19).

59. Supposons pour simplifier que la quasi-particule y est fortement subsonique, |[vi’/c| < 1, et développons le déphasage pendant 7 en puis-
sances des fluctuations 6q = q — q, [Ei(o) - E;O)]t/h ~ cto - 6q + 0[ct(6q)2/qo]. Le terme linéaire a une distribution gaussienne; le O est non
gaussien mais négligeable sous la condition (A.18). Inversement, si Ei(O) est une variable gaussienne, il est facile d’obtenir la condition (A.18) de
variation négligeable des préfacteurs dans (A.17), en supposant que ces derniers varient linéairement avec Ei(o).
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- (EO-EO - -
<sm( o )’> _ @[ EP B AEDr IE - B (A20)
E”-E” [, AE 2 Var E” 2nV2 \2AEY
2)1/2 _ _
—(”A/ 30) exp|—(E{” - E”)/2Var E”| si |E” - E| < t Var E{” /2h
E|
~ Gin (EO-EO) (A2D)

2% 2 O j012]
Wexp [—t Var E, /85] sinon
f

ol AEi(O) est I’écart-type (racine carrée de la variance) et ®(z) = (2/ V) foz duexp(—u?) est la fonction erreur ®.
Choisissons par exemple Ag oc Ak oc qg ~ T3 (ce qui donne une précision suffisante sur g, voir la note 28) et un
temps de diffusion ¢ o ‘164’ et faisons tendre ¢ et la température du gaz vers zéro a ko fixé. Alors les conditions
(A.16) et (A.18) sont asymptotiquement vérifiées, et tout se passe comme si la matrice S était donnée par 1’expression
habituelle (f|S|i) = (f]i) - 2i7r(f|f"(Ei(0) + in)|i)6(E§0) - Ei(o)) : ¢’est évident pour le premier cas de 1’équation (A.21), que
I’on peut retrouver par la substitution habituelle sin(et/2h)/e — m5(€); le second cas de (A.21) et I’équation (A.19)
ne correspondent pas a un Dirac de conservation de 1’énergie mais ceci importe peu car ils sont exponentiellement
supprimés. Comme le temps de diffusion ¢ est infiniment plus court que la durée de vie = q55 des phonons incident et
émergent, on peut a juste titre négliger leur instabilité de Beliaev, c’est-a-dire leur émission réelle plutot que virtuelle
de phonons, dans le calcul de I’amplitude de diffusion sur une quasi-particule y a I’ordre dominant en q.

Diffusion dans la matiere. Comme la diffusion du phonon q sur la quasi-particule vy se produit en fait dans un gaz
thermique de phonons, il semble incorrect, pour les applications de la section 4, de calculer I’amplitude de diffusion
dans le vide et de ne pas tenir compte de I’émission stimulée des phonons internes des diagrammes b4 et b5 de la
figure 3 dans les modes de vecteurs d’onde q — q’ et q’ — q déja peuplés. A premiére vue, il faudrait donc corriger les
deux derniers termes du résultat (23) comme suit :

To— (1 +iigq)Ts et Ts —> (1 +fig_q) T (A.22)

ol les 72 sont les nombres moyens d’occupation des modes. Mais, si les modes q — q’ et " — q sont déja peuplés, il
faut tenir compte du fait que des phonons de ces modes peuvent participer transitoirement a la diffusion (ils doivent
rester en nombres égaux dans 1’état initial et dans 1’état final). Ceci introduit deux nouveaux diagrammes. Le premier,
d’amplitude 7 7iq_q , décrit I’absorption d’un phonon q — q’ par la quasi-particule y de vecteur d’onde k (ce qui la
fait passer directement dans son état final k"), puis la désintégration de Beliaev du phonon incident q en deux phonons
q’ et q — q’, qui fournit le phonon final attendu et rétablit le mode q — ¢’ dans son nombre d’occupation initial. Le
second, d’amplitude 77y —q, décrit la fusion de Beliaev du phonon incident q avec un phonon q’ — q (ce qui fournit
le phonon final q’), suivie de I’émission d’un phonon q’ — q par la quasi-particule y de vecteur d’onde k, ce qui la fait
passer directement dans son état final k” et repeuple le mode " — q a I’identique. Aucun de ces nouveaux diagrammes
n’est connexe, et ce sont les seuls possibles a 1’ordre dominant. La bonne correction a appliquer a (23) est donc

To— (4 iiq ) Ta+iigqT; et Ts— (1 +7ig_q)Ts + ig_qT2 (A23)

Sur I’équation (27)[(28)], on constate que 7, (77) a le méme numérateur que 74 (75), que son dénominateur d’énergie
El((o) +ho® — El(((,n (ﬁw(qo) + ﬁwflglq - ha)f](f)) est en général sans rapport avec celui de 74 (75), sauf sur la couche d’énergie
(21) ou il en est I’exact oppos€ et ot 7, = =74 (72 = —75). Les nombres d’occupation dans la forme corrigée (A.23)

se compensent alors exactement, ' et le résultat (23) établi dans le vide vaut aussi dans la matiére.

60. On fait apparaitre la fonction erreur en utilisant sin x/x = f_ 11 du e /2 et en intervertissant les intégrations sur u et sur 1’énergie. Les formes
approchées dans (A.21) découlent du comportement asymptotique de la fonction erreur dans le premier quadrant : si z = pexp(if) et que p tend
vers +co 4 6 fixé, alors O(z) — 1 si 6 € [0,7/4[ et D(z) ~ —exp(—z2)/(z V) si 0 €ln/4, 7/2].

61. Une compensation similaire apparait dans la référence [26].
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Annexe B. Calcul de la diffusion spatiale a basse température par le théoréme de régression

L’équation (86) donne un équivalent a basse température du coefficient de diffusion spatiale de la quasi-particule
v dans un gaz de phonons. Dans le cas ou la relation de dispersion ¢, de la quasi-particule atteint son minimum
en un nombre d’onde ky > 0, la justification qu’en fournit le texte principal, a I’aide d’un modele stochastique de
Langevin minimal, n’est pas pleinement convaincante. Nous présentons ici une démonstration basée sur le théoreme
de régression et sur un développement systématique a basse température de la solution de I’équation de Fokker-Planck
correspondante. Nous justifions aussi I’expression (86) dans la zone de transition entre le cas ko = et le cas ky > 0, qui
doit faire I’objet d’un traitement & part.

Théoréme de régression. La connaissance du coefficient de diffusion spatiale passe par celle de la fonction de corréla-
tion Cj;(7) des coordonnées du vecteur vitesse dans I’état stationnaire, voir les équations (80,81,82,83). Par isotropie,
nous nous limitons au calcul de C,,(7), T > 0. Dans le cadre de Fokker-Planck, nous disposons alors du théoréme de
régression suivant :

&k 1de .,
C = — k. II(K, B.1
20 = | oo gt (B.1)
ou la distribution II(k, 7) a évolué pendant 7 selon I’équation de Fokker-Planck (50) a partir de la condition initiale
dfk
I1(k,0 — kMo (k B.2
(k,0) = 7 ak o(k) (B.2)

avec ITy(k) la solution stationnaire normalisée, invariante par rotation, de cette méme équation (50), et k, = k. /k.
Comme II(k, 7) est de moment cinétique un, porté par ’axe Oz, nous pouvons poser II(k, 7) = II;(k, 7)k, et obtenir
I’équation du mouvement

0 2F(IL(k,7) 1 0 1 62
k) = - == 2 - = S FWI )]+ 5 251D (0T (k7))
1 0
+ = 4D (0) = 2D, (R (k. ) + hzkz[ZD//ac) 4D, (W) (k,7) (B.3)

L’équation (72) permettrait d’exprimer I1y(k) en termes de la force moyenne F(k) et des coefficients de diffusion en
impulsion D , (k). Nous trouvons plus €clairant de 1’écrire sous la forme Ily(k) = exp(—f&)/Z, ou Z est un facteur
de normalisation, et d’éliminer au contraire la force F(k) au profit de la relation de dispersion effective &. Comme
nous I’apprend d’ailleurs la comparaison des équations (72,73), celle-ci est soumise a la contrainte & — g = O(T?)
lorsque T — 0 avec k — kg = O(T"/?), donc on peut, comme la vraie relation de dispersion €, la développer autour
de la position ko de son minimum (par convention égal a A,), nulle si ko = 0, dépendant de la température mais trés
proche de kg si ko > 0, avec des coefficients dépendant eux aussi faiblement de la température : ©
Pk — ko) Rk —ko)’b  h*(k — ko)**

& = A, k- ko)’ B.4
R T T e Gl (B-4)

En d’autres termes, il ne faut pas croire aux prédictions tirées de 1’équation de Fokker-Planck (une approximation de
I’équation maitresse (47) dans la limite (3)) si elles dépendent du faible écart entre les masses effectives m, et 7.,
entre les longueurs b et b, entre les nombres d’onde minimiseurs kg et ko, ou de la longueur ¢ ou des coefficients
d’ordre supérieur dans le développement (B.4). Effectuons une derniére transformation : 1’opérateur sur les fonctions
de k défini par le second membre de 1’équation (B.3) n’est pas autoadjoint, mais peut 1’étre rendu par le changement
de fonction I1;(k) = k™! exp(—B&/2)ys(k). Apres intégration temporelle formelle, nous aboutissons pour 7 > 0 a la
belle écriture (le facteur 3 au dénominateur vient de I’intégration angulaire) :

D (k) d
H = - + U (k)
_ (Wslexp(~H Dlys) (sl )Pe dk nodk !
C (1) = P —Z | Avee (B.5)
3p2 [ dkkPeFa ft 302 [T dk kPe b Kos) & dei g o

62. Sil’on admet que I’amplitude de diffusion ¢ — y (31) possede un développement en puissances entieres de g a k fixé, alors F(k), D ;(k) et
& possedent un développement en puissances entieres de 7" a & fixé, et 'on a ko/ko =1+ O(T?), i /my, = 1+ OT), b/b =1+ O(T), £/ = O(1).
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Nous avons introduit la décomposition spectrale du hamiltonien fictif H; autoadjoint pour le produit scalaire unidi-
mensionnel {¢,|dp) = fom dk ¢ (k)¢ (k), I’état propre |¢,) de valeur propre w, étant normalisé. Le potentiel vaut

1[1 dg\* 1 d’g, 1dDy(k) dg Dyk) dg 1dDyk) 2D, (k
Ul<k)=ﬁ[zD//(k>(ﬁd—Z‘) - 3DyRBS — Tt - L e ¢ ©l @6

dk2 2 dk dk k de  k dk k2

Dans le cas ky > 0. Pour prendre la limite de basse température dans le cas ky > 0, nous effectuons un changement
d’échelle adapté sur le vecteur d’onde et le temps en posant k — ko = xk., v = /T, et donc H, = HiT, w, = @, et
én(k) = k;'*,(x), avec le nombre d’onde thermique k, = (7.kzT)"/2/h et le taux T = D (ko) /(i.kgT) construit sur
le modele du taux I' de I’équation (88). Il reste a développer H; en puissances de k, 2 x fixé (x décrit R dans cette
limite), puis & traiter les ordres successifs par la théorie des perturbations :

_ d Dylko + xk.) d h2k2
S ) //(0~)C)_+ 5
dx  Dy(ko) dx D (ko)

U(7<o+xk*):ﬁ=xz H + HY + AP + ... (B.7)

On aura besoin aussi de développer la fonction d’onde source a 1’ordre sous-dominant et le dénominateur de C,,(7)
dans I’équation (B.5) a I’ordre dominant :

k* ~ 1 - —+00 . » +00
1+x|= +kb|— —kbx’ + O], f dkkPe ™%~ Rgk.e PN f dxe /2
ko 6 0 k=0 —oo
(B.8)
A T’ordre zéro en k,, on tombe sur un hamiltonien d’oscillateur harmonique unidimensionnel réduit (masse égale a

1/2, constante de Planck réduite égale a 1, pulsation d’oscillation égale a 1) et de spectre w(o) n:

- B2T
(klrs) it Pokoks e P2y /4
k-0 7,

: 1 d , 1 d

7?{°>=—@+Zx —%zaa avec a=ox+ o, a'=ox- [a,a'1=1 (B.9)
A I’ordre dominant, la fonction d’onde source est donc proportionnelle a la fonction d’onde q_b(lo)(x) du premier état
excité de I’oscillateur harmonique. La contribution des états excités n > 0 dans I’équation (B.5) est ainsi dominée par
n =1 etl’on garde

C’#O( ) ‘rhxe kb:T

-0 3/

On justifie ainsi le premier terme entre crochets dans 1’équation (85), compte tenu de la note 62. La contribution de
n = 0 est plus délicate i obtenir. En effet, le recouvrement de ¢ avec I’état fondamental ¢, est nul a ’ordre de H o
comme la pulsation propre wy de 1’état fondamental, ce qui conduit a une forme indéterminée 0/0 apres intégration
de C,.(7) sur le temps comme dans 1’équation (83). Il faut aller a I’ordre un en k. pour obtenir un recouvrement non
nul,

e’ (B.10)

dD/ by
_ k)( d d 1 1 k. k) 3 _
HO = k. (”)( d —+—x3—x)+kb(—x3—x) L e OB PP PRESpES

Dy(ko) \ dx”dx 2 ko D (ko) 2

1 .. . 1, - k), -

+§k*b(aT3+a3)+( kb——)(a+aT):>|¢) 169) - (Ek*b_zz_)|¢(10)> \/_|¢(°)>+0(k§)

0
Kwsloo)? kf,eT(zk*)2 B.11)
312 [ dick2e e k=0 3\ ko '

et a ’ordre deux en k. pour obtenir une pulsation propre non nulle dans I’état fondamental :

o R 1 DL (K 2
@ e ( 0)[ dpd +—x4—§x2]+ @ 0)[ (" =307 + - k2b2x4+ szz(x -3x%)
2D//(k0) dx dx ' 4 2 D//(ko) ko
R, 2D, (k KeIH g 2k2 D, (R
+ == (1 - kob)x® + ~2—l(~(’) — <¢<°)|w<2>|¢<0>> D K 17, 100 1 _ s 1K) o)
ko koD (ko) 70 - ks D (ko)
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sachant que (x?) = 1, (x*) = 3 et (£x>L) = —3/4 ol la moyenne est prise dans Ié(()o)). On justifie ainsi le second
terme entre crochets dans I’équation (85) et donc, au total, I’équivalent (86) du coefficient de diffusion spatiale ©3 4,

Entre les cas ko = 0 et ko > 0. Au point de transition entre ces deux cas, la masse effective m. est infinie, 1/m, = 0, la
relation de dispersion ¢ varie quartiquement en nombre d’onde au voisinage de son minimum, et aucun des calculs du
coefficient de diffusion spatiale présentés jusqu’ici dans ce travail ne s’applique. Pour raccorder les deux cas limites
(par exemple lorsque la densité p varie), il faut utiliser une approximation de degré 4 pour la relation de dispersion,
2,2 27,2
LI M(kl)2 (B.13)
2Meft 4m
ou la longueur [ est essentiellement constante mais ou la variation de la masse effective m.g en k = 0 (a ne pas
confondre avec celle m, a I’endroit du minimum) décrit le passage d’une relation de dispersion atteignant son mini-
mum en k = 0 (cas 1/meg > 0) a une relation de dispersion atteignant son minimum en un nombre d’onde non nul (cas
1/meg < 0). On fait ensuite un grossissement autour du point de transition, en regardant dans 1’espace des 1/meg et des
k a des échelles T telles que les deux derniers termes de 1’équation (B.13) soient du méme ordre de grandeur ~ kpT.
Nous introduisons donc le nombre d’onde adimensionné « et le parametre sans dimension ¢ qui pilote la transition :

R\ m [ 12\
K (kaT) ¢ Meff (kaTl2) ( )

Il reste a passer a la limite T — 0 a « et ¢ fixés. On approxime la force moyenne et les coefficients de diffusion en
impulsion par leur ordre dominant au point de transition, c’est-a-dire sous la forme réduite (53) par 7 (k) ~ —apey et
D, (k) = D y(k) = ap, o ay est le coeficient de frottement réduit a la transition 95 1l reste a introduire le temps réduit

GkﬁAQ-i-

(B.15)

Bo15 (me\'"? ('3 fme)
0=t/ty avec ftH=— (ﬂ) (hp'”” [mc)”

kT
pour que la marche au hasard de la quasi-particule y dans I’espace de Fourier soit décrite par un processus stochastique
adimensionné universel a un parametre ¢ et de méme bruit gaussien que 1’équation (59),

mc? md aomcl/h

1 1
dk = —dfgrad,e(x) + V2don avec s&(k) = Ekzé + ZK4 (B.16)

63. 1l existe une facon rapide et élégante de retrouver ces résultats. En restreignant 1’équation de Fokker-Planck dépendant du temps aux distri-
butions invariantes par rotation, puis en appliquant le méme changement de fonction qu’a IT; (k), on fait apparaitre le hamiltonien fictif autoadjoint
Hy. Dans ce secteur isotrope, I’équation de Fokker-Planck admet une solution stationnaire non nulle ITy. L’état fondamental i) de Hy est donc
connu, Yo(k) = Nokexp(—B&/2) avec Ny = [fom dk k2 exp(—ﬁ%k)]”z, et sa valeur propre est exactement nulle. Or, le calcul le montre, on a
simplement H; = Ho + 2D, (k)/(hk)?, si bien que H, differe de H, par un terme du second ordre 2k2D, (ko + xk.)/[D //(120)(120 + xk,)?]. L état
fondamental de H, coincide donc avec |y) a I’ordre sous-dominant, et I’'on a (Ys|¢o) ~ (Ysl¥o); au méme ordre, on peut remplacer de;/dk par
dé/dk dans (klys). Une simple intégration par parties (il faut intégrer % exp(—B&,) et dériver k%), puis le remplacement des facteurs lentement
variables k au numérateur et k> au dénominateur par ko et k2, redonnent alors I’équivalent du recouvrement de 1’équation (B.11). De méme, &
I’ordre dominant, la pulsation propre wy de 1’état fondamental de H; s’obtient en traitant I’écart de H; a Hy au premier ordre de la théorie des
perturbations, wo ~ (Yol2D (k)/ (hk)zlwo) = Oﬂo dk 2D, (k) exp(—Pé)/ _[;Do dk (hk)? exp(—B&). En approximant les facteurs lentement variables
2D, (k) et (hk)* par leur valeur en ko, on retrouve I’équivalent de wp donné dans 1’équation (B.12).

64. Nous avons aussi vérifié avec succes la validité a basse température du coefficient de diffusion spatiale prédit par I’approximation de Fokker-
Planck en résolvant numériquement 1’équation maitresse (47) avec I’amplitude de diffusion ¢ — y microréversible (74) pour le modele simple
& = A + (12 /2m)[(K2 — k3)/2ko1? (m.. > 0,k > 0) et Ri(u, ', w) = (1 — qu)(1 — qu'?), dans lequel @ = 2= (3n% — 10n + 15)(157° — 421 + 35),
D, (ko) = %(37]2 —10n+ 15)(37]2 —14n+35)% a et d%D//(ko) = 0 donc la force moyenne F (ko) est non nulle a 1’ordre 79 (sauf si n = 0). Lerreur
commise par Fokker-Planck sur D% est < 10% pour tout 77 € [0, 3] des que k.. /kp < 1/20. Le calcul utilise le théoreme de régression quantique pour
accéder a la fonction de corrélation de la vitesse, que 1’on reporte ensuite dans 1’expression (83) de D2, Dans le secteur de moment cinétique nul,
I’équation maitresse s’ écrit 9,11y (k, 1) = —y(k)I1y(k, 1)+ foﬂo dk’ yo(k" — k)IIy(k’, 1); en pratique, on assure la conservation de la probabilité totale en
calculant numériquement tous les taux d’alimentation yo(k’ — k) puis en déduisant les taux de départ de la relation y(k) = 0+°° dk’ (k'] k)zyo(k —
k’). Dans le secteur de moment cinétique un, I’équation maitresse s’écrit 9,11 (k,1) = —y(k)I1;(k, 1) + f(;w dk’ y1 (K" — kI (K, 1) (les taux de
départ sont inchangés). La microréversibilité impose k2 exp(Bex )y, (k' — k) = k’*> exp(Bex Yya(k — k'), n = 0 ou 1, ce qui permet de se ramener
2 des opérateurs intégraux A noyaux symétriques (numériquement avantageux) par le changement de fonction IT,(k) = k= exp(—Bex /2, (k).
L’expression (B.5) s’applique alors, pourvu que I’on y remplace &, par € et —H; par I’opérateur intégral reliant 9.4 a .

65. On vérifie en effet dans 1’équation (40) que, pour la relation de dispersion (B.13) et pour une limite finie de d(m/meg)/dp a la transition
6 =0, Ri(u,u’, w) — (1/2)(éxp + wéy0) ol €, et &, sont les valeurs en § = 0 de &, et &, définis par I’équation (45). C’est bien ce qu’on obtient
en prenant m/m,. = 0 dans I’équation (46).
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Pour en extraire le coefficient de diffusion spatiale au sens de 1’équation (83), nous passons par le théoreme de régres-
sion et I’équation de Fokker-Planck comme au début de cette Annexe B et obtenons (en posant &' = de(kx)/dk)

e 2 1, 1, 1

=

-1 7T = —— —_ — - = — =
spa ofixe 1 @y AP(O) spa (slh7"|s) 1w et PR
DP S ——————— avec AP()= —5——
=0 m x5 (_me \® (T’ 37 dekee
15 (hp”3) (m_cz) 0 (K|s) = ke e W12

(B.17)
Nous avons ici intégré formellement sur le temps la fonction de corrélation de la vitesse écrite comme dans 1’équa-
tion (B.5), ce qui a fait apparaitre 1’inverse de 1’opérateur hamiltonien fictif 4. Il se trouve que I’on sait déterminer
analytiquement I’action de h~! sur le vecteur source |s) (c’est facile a vérifier en faisant agir A sur le résultat) :

ﬁ;m dkkPe’e s
- (B.18)

3 fom dk k2e—€W

(K ']s) = KPe™*W* = AP(5) =

Une simple intégration par parties au numérateur de (B.18) conduit alors au résultat remarquable A%?(6) = 1,% en
accord parfait avec la prédiction (86), qui vaut donc partout dans la zone de transition entre les cas ky = 0 et kg > 0.
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