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Sommes de Gal et applications®

Régis de la Bretéeche & Gérald Tenenbaum

Abstract. We evaluate the asymptotic size of various sums of G4l type, in particular

S(M) := Z ( ),

m,n
m,neM [m’ n}

where M is a finite set of integers. Elaborating on methods recently developed by Bondarenko and
Seip, we obtain an asymptotic formula for

log ( sup S(M)/N>
IM|=N

and derive new lower bounds for localized extreme values of the Riemann zeta-function, for extremal

values of some Dirichlet L-functions at s = %, and for large character sums.

Keywords : Gal’s theorem, GCD sums, Dirichlet polynomials, the Riemann zeta function, Dirichlet

L-functions, character sums, resonance method.
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1. Introduction et énoncé des résultats
1-1. Sommes de Gdl

Soit M un ensemble fini de IV entiers. Nous considérons les sommes de Gél

(m,n)*
11 Sa (M) := — a > 0).
(1) 00:= 3 s (@>0)
m,neM
Ces expressions faisant apparaitre des plus grands communs diviseurs ont été introduites par Erdés.
Gal [12] a résolu la conjecture d’Erdés correspondante dans le cas @ = 1. De nombreux articles
récents [3], [5], [6], [7], [19] concernent le comportement asymptotique de la quantité

(1-2) Io(N):= sup

elles-méme liée aux majorations de certains polynomes de Dirichlet et a celles de maximums
localisés de la fonction zéta de Riemann sur la droite verticale d’abscisse «.

Soit N; Pensemble des entiers sans facteur carré. Nous notons ' (N) la quantité analogue a
' (N) obtenue en imposant M C Ny.

Nous avons essentiellement restreint la présente étude au cas o = %, qui se révele étre 'un des plus
intéressants — voir le survol [21]. Nous posons en conséquence S(M) = Sy /5(M), I'(N) = T'y/2(V)

et T*(N) =T} ;5(N).
D) = expd | 1BT108s T (z > 16)
e log, @ ’

Soit
ol, ici et dans la suite, nous notons log, la k-iéme itérée de la fonction logarithme. Dans [6],
Bondarenko et Seip ont établi I'existence d’une constante A > 0 telle que 'on ait

(1-3) I(N) < Z(N)A (N > No(A)).

Il est indiqué dans le méme travail que la valeur A = 7 est admissible. Il y est également établi
que (1-3) n’est pas valable pour A < 1 ([7], théoréme 2).

Nous nous proposons ici de préciser ces résultats.

Théoréme 1.1. Lorsque N tend vers l'infini, nous avons

(1-4) I'(N) = Z(N)2V2te),

*  Nous incluons ici certaines corrections mineures relativement a la version publiée.

1. En fait, dans les travaux cités, le supremum est pris sur |[M| < N. La définition adoptée ici permet un
gain de précision.


http://arxiv.org/abs/1804.01629v8

2 REGIS DE LA BRETECHE & GERALD TENENBAUM

Remarque. Notre approche fournit également I’estimation
(1-5) I*(N) = Z(N)*oW,

Notons [|e||2 la norme quadratique d’une suite complexe ¢ := {¢, }°2 ;. Posons

(1:6) Qo0 = sup | 3 cpm [T

cecV m,neM [m’ n]

flellz=1 """
En vertu du théoréme 5 de [3], nous avons
(1-7) [(N) < sup QM) < (e* + 1)(log N + 2)I'"(N),

IM|=N

ou I't(N) := max,<y'(n). Alors que 'inégalité de gauche est triviale, celle de droite est
remarquable : elle exprime que certains des vecteurs propres de la forme quadratique associée a une
somme de G4l maximale sont proches de la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,...,1).

Il est & noter que, quitte & remplacer I'(N) par I'*(N), 'encadrement (1-7) persiste lorsque le
supremum est restreint aux ensembles M C Nj.
L’estimation suivante découle immédiatement de (1-7).

Théoréme 1.2. Lorsque N tend vers 'infini, nous avons

sup QM) = L(N)?V2+e),
|M|=N

La structure multiplicative des sommes de G4l est plus simple lorsque ’ensemble M est choisi
comme ’ensemble Tp de tous les diviseurs d’un entier D. Ainsi que I'on peut s’y attendre, les
analogues des maximums précédents subissent une réduction significative. Distinguons deux cas
selon que D est ou non sans facteur carré :

ST D)2S(T
I'(N):= sup ( D), I'"(N):= sup WD) S(Tp) D)-
o<y NV T(D)SN N
Soit B la constante définie par
(1-8) Bi=4 %" ! :
o = k2(1 4 k)2 log(l + 1/k)
Théoréme 1.3. Lorsque N tend vers l'infini, nous avons
log N logs N
1.9 logT"(N) = B {1 O(L)},
(19) ogI"(N) logy N + logy N
2 log N logs N
110 log I"'(N) = —= [ {1+ 022 |
(1-10) 0g I"(N) Viog2 \ logy N + logs N

Remarques. (1) On voit que B > 2/+/log2 en considérant le premier terme de la série de (1-8). On
a en fait B ~ 2,78422 alors que 2/+/log2 ~ 2,40224

ii) Une minoration du type logI'(N) > c¢y/(log N)/logy N est établie dans [3].
2
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1-2. Maximums localisés de la fonction zéta

Dans le prolongement des travaux de Montgomery [20] et Balasubramanian—Ramachandra [4],
Bondarenko et Seip ont récemment obtenu — voir notamment [7], [8] — des bornes inférieures
pour la quantité

(1-11) Z5(T) := ng)éT}g@er)} 0<B<1, T=1)

en minorant la norme de la forme quadratique associée & la sous-somme &(M). Leur approche re-
pose sur la méthode de résonance, développée indépendamment, dans ce cadre, par Soundararajan
[23] et Hilberdink [14]. Elle est adaptable & 1’étude des maximums d’autres séries de Dirichlet —
voir la publication récente [8].

En adaptant la méthode de [7], nous déduisons de nos estimations le résultat suivant.

Théoreme 1.4. Soit § € [0,1] et ¢ une constante vérifiant 0 < ¢ < /2(1 — ). Lorsque T est
suffisamment grand, nous avons
Zp(T) = 2(T)°.

Remarques. (i) Dans [7], il est montré que ¢ < y/min{3,1 — 3} est une condition admissible. Dans

[9], ce résultat est étendu & ¢ < /T — B ce qui représente une amélioration d’un facteur 1/2(1 — 3)
lorsque 8 < % Le Théoreme 1.4 améliore donc les exposants obtenus par Bondarenko et Seip d’un
nouveau facteur v/2 pour tout 3 € [0, 1].

(ii) Notre approche differe sensiblement de celle de [9] : & I'instar des méthodes développées dans
[14] et [1], nous relions le carré du maximum a la somme de G4l complete S(M). L’introduction
du carré explique que le gain obtenu n’est que la moitié de celui qui a été obtenu pour la somme
de G4l soit %2\/5 = /2. Voir également la remarque & la fin du § 5.

1-3. Valeurs mazimales de |L(3, x)|

Considérons les fonctions L associées aux caracteres de Dirichlet x, soit

L(s,x) :== Z % (0 :=Re(s) > 1).

n>1

Notons
X :={x(modq) : x(-1) =1}, X, = {x(modgq) : x(~1) = —1}.

Le Théoreme 1.1 peut étre combiné a la méthode de résonance pour obtenir une minoration des
quantités
Ly = max |L(z,0)]  (¢23),

XEX,

X#X0
ou Yo désigne le caractere principal modulo ¢. Nous nous limitons ici au cas ou ¢ est un
nombre premier. La restriction aux caractéres pairs provient ici de la forme particuliere de la
relation d’orthogonalité des caracteéres de parité donnée (cf. formule (6-3) infra) et de la nature
des coefficients obtenus lors du développement des sommes pondérées de valeurs |L(%,X)|2 :
cf. (6:6) infra.

Théoréme 1.5. Lorsque le nombre premier q tend vers l'infini, nous avons

Lt > g(q)lJro(l)'

q

Des estimations de méme nature ont été abondamment considérée dans la littérature. Citons-en
quelques unes.
Dans [23], Soundararajan a établi que

log x

max_log L(%,x4) > (1+o(1))

— 00),
z<|d|<2x 5logy x (z = o)

ol d parcourt la suite des discriminants fondamentaux et xq désigne le caractere réel associé a d
(nous avons rectifié une faute de frappe apparaissant dans I’énoncé correspondant de [23]).
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Dans [17], Hough montre que, pour tout nombre premier ¢ suffisamment grand,

log q
2log, q

1
1
1 > Z
Jmax log|L(.0] 2
X7#X0

avec la précision supplémentaire que l’argument de L(%,x) peut étre choisi proche de tout
¥ € [0,27] fixé & 'avance. On se reportera a [17] pour un énoncé précis.

Des minorations de |L(c, x)| ont été établies récemment dans [2] pour o €]1,1[. Dans ce travail,
il est notamment prouvé que

max log |L(0,X)| >0 (logq)' "7 (logz¢)7  (¢23, 3 <o <1).
x mod ¢
XF#X0

Cette minoration avait précédemment été établie dans [18] sous I'hypothese de Riemann généralisée.

1-4. Grandes valeurs de sommes de caractéres
Posons, pour tout caractere de Dirichlet x,

S(z,x) =Y x(n).

n<x
Dans [16], améliorant des estimations de [13], Hough établit une minoration de la quantité

A(x,q) := max |S(x,x)|,
XFX0
x mod q

lorsque ¢ est un nombre premier. Notant 2 = ¢”, cette estimation est valide dans le domaine

[1ogs q log, ¢
1-12 44 —==1 <9<l —44/—=1 .
(1-12) log g 0839 log g 839

Nous pouvons déduire rapidement du Théoreme 1.1 le résultat suivant, valide sans restriction
sur le module ¢. Ici et dans la suite, nous notons w(q) le nombre des facteurs premiers distincts
d’un entier q.

1/2+4¢

Théoréme 1.6. Soit € > 0. Sous la condition e(1°8 <z < q/e(l"’a)“’(‘”, nous avons

(113) A(z,q) > Va£(q/z)V*D (g — o).

Remarque. On a en toute circonstance g/e(1+e)w(@) > gl—{1+e+o(V)}/ logs ¢ orsque g — oo.

Dans son domaine de validité, cette minoration améliore celle de Hough ([16], théoreme 3.1) d’un
facteur y/2logs(¢/x) dans I'exposant. Cependant, lorsque ¢ est premier, le domaine (1-12), plus
grand que celui de (1-13), englobe celui du changement de phase observé autour de

log z = +/log qlog, q.

Nous renvoyons le lecteur & [16] pour plus de détails. Lorsque ¢ > 1 — C/logs ¢, la minoration
donnée dans [16] est meilleure que celle de (1-13). Dans [15], Hough considere également le cas de
modules g composés, sous la condition ¥ < 1 —e¢.
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2. Preuve du Théoréme 1.1 : minoration

2-1. Réduction du probléeme
Le résultat suivant permet de réduire la minoration contenue dans (1-3) et (1-5) aux cas de
supremums pour |M| < N.
Lemme 2.1. Soient N € N et M un ensemble d’entiers de cardinal < N. Alors, il existe un
ensemble d’entiers M de cardinal N tel que
S(OO) _ SO

M7 2]

De plus, si M C Ny, on peut choisir M’ C Nj.

Démonstration. La premiere étape consiste & montrer qu’il existe un ensemble M” de cardinal
N" €]iN, N] tel que

S7) _ SV

>,
V| M|

Si N/2 < M| < N, il n’y a rien a démontrer. Si [M| < N/2, il existe un entier k > 1 tel que
N/2 < 2F|M| < N. Considérons alors un ensemble P de k nombres premiers distincts ne divisant
aucun élément de M. Posant D := ][ ., p, nous définissons

M’ :={dm:d| D, meM}.
Nous avons d’une part |[M”| = 2¥|M| € [N/2, N] et, d’autre part,

s00) = 3 L2500 > 2500 - ) S5
d,d'|D

ou I'inégalité est obtenue en restreignant la sommation & d = d'.
Pour achever la preuve, il suffit de compléter ’ensemble M” en un ensemble M’ de cardinal N
et d’observer que S(M') > S(M"). O

2-2. Construction d’un ensemble M

Ce paragraphe est consacré a la construction d’ensembles M pour lesquels la somme S(M) atteint
de grandes valeurs. Dans [7] les ensembles construits étaient constitués d’entiers sans facteur carré.
Notre amélioration est notamment due au fait que nous nous affranchissons de cette restriction.
Par ailleurs, nous minorons directement S(M) alors que la méthode employée dans [7] nécessite de
considérer la forme quadratique associée.

Dans toute la suite, nous notons P I’ensemble de tous les nombres premiers et nous considérons
un entier N arbitrairement grand. Soient u €]1,¢], a €]1,4+00[ et v €]0, 1] trois parametres bornés
dont les valeurs seront choisies ultérieurement. Introduisons les intervalles

I, = }uk log N log, N, u**11og N log, N} (1 <k < (logy N)),

de sorte que

(2-1) Py, := |I, N P| = 7(u** ! log N log, N) — w(u* log Nlog, N) < u*T!log N.
De plus
k +logs N
Py =uF(u— 1)1 N{1 0(73)}.
e = u"(u—1)log + log, N
Posons encore
alog N

22 Jp =2 | =——>— 1 < k < (log, N)?
(2 o= g (U< k< (o V)7)

et choisissons a > 1 tel que ay < 1/logu.
Notant Ni := Hpe 1, P, nous considérons les ensembles

¢
My = {m T m = QN’“’ w(l) < %Jk, w(q) < %Jk, lq | Nk}
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et nous choisissons

(2:3) M= {m = [ e meed (1<k<(log N)W)}.
1<k (logy N)Y

Lemme 2.2. Sous la condition a < 1/(ylogu), nous avons |[M| < N.
Démonstration. Nous avons

(2-4) M= JT vl

1<k<(logy N)7

avec |My| = Z (P_k)(th_j).

0<j< IR /2 J
0<h<Jr /2
Les relations

G =) (0)
<];k> <PJkk;2j) = <Jf]/€2> <Pk _ij/ 2) (0<j < Ju/2)

Ga) (o) <pe<2 5 (5)(00)

(2,5) 0<j< T, /2
<1 Py P, — Ji/2
=\ Je/2 T2 )

(m) < e"(@)n 1< n<m)

n n

Ji <

(P’“h_j> (1<ih< P)

N [=
N [=
N

et

fournissent

Grace a I'inégalité

qui découle par exemple de la formule d’Euler-Maclaurin, et & (2-1), nous obtenons, pour N assez

grand,
J
|Mk;| < 4(23Pk k
k

J
) * < (ek2uk+1 logs N)
En reportant dans (2-4), cela implique

|M| < N9 log u+o(1) )
O

2-3. Complétion de l’argument
Il reste & minorer le rapport S(M)/|M| lorsque M est défini par (2-3) et les parametres a, u, 7y
sont choisis comme indiqué plus haut. Nous avons

(2:6) s = I sow).

1<k<(logy N)7

Lorsque les entiers
l , U
m = — Ny, m = — N

sont dans My, nous avons

(m,m’) = N ( tg lq ) _ N80
’ 0,41\ (a,4") (q,4') 4, 4]
et donc
m 14 q m/ A q

(m,m') — (&0) (a.q)  (m,m/) — (£.0) (q.q')
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Ainsi .0) (@.q)
» q,q
S(My,) = > i > '
! !
£,0'| Ny, et @,q"| N 4
w(l),w(l)< Tk /2 (0,6)=(q',£")=1

w(q),w(q)<Tx/2

Désignons par Sy = Sy (¢, £') la somme intérieure. L'identité n = 3_,, ¢(d) permet d’écrire

dq 1
Sk = Z will ) Z /nln/1

d1| Ny n1,nY | Ny
w(d1)< Ty /2 (n1,0d1)=(n/,0'dy)=1
(d1,0¢")=1 w(n),w(n))<Jk/2—w(d1)
d
= Z (pEl 1)0(%Jk—w(dl),fdl)d(%Jk—w(dl),fldl)
1

w(dl)ng/2

(d1,0)=1
ou l'on a posé

1
o(Rr) = Y NG (r>1,R>1).
n|Nk
(n,r)=1
w(n)<R
Comme (@) .
¥
T>>exp{—zg} (d|N;g),
pEI}
il suit
(2:7) S>> o(3 Tk —w(dh), tdy)o (3T — w(dy), dy).
w(dl)ng/2
(dy1,60")=1

En utilisant la méme identité pour exprimer (¢, ¢'), nous obtenons

S(M U(%Jk - w(dl),TLQdel)O'(%Jk - w(dl),ngdgdl)
0t) > 3, 2 N |
dy,da| Ny n2,n5|Ni 272
w(dj)g']k/2 (nzn’z,dldz)zl

(d1,d2)=1" ((ny),w(n))<Jp/2—w(d2)

e log N
Te= 1%\ Tog, Nlogs N

ol « est un parametre borné & optimiser. Restreignons la somme extérieure aux couples (di, d2)
tels que w(d;) < 2Ji — ji et la somme intérieure aux entiers ng, nj tels que w(ng) = w(nh) = ji.
Pour n = ng ou n = n, nous avons

Soit

Ik
. 1 1
(2:8) o(L T — w(dy), ndady) = o (ji, ndady) > _—,( > —) .
pEly
pindady
Or

LENP Y log N k +logy N
%%_M“(ﬂ_l) logzN{Ho(ﬁ)}

tandis que, lorsque didan | Ny et w(dy) + w(dan) < Jg,

> 1 < Ji < 1 log N
pldidan \/ﬁ uk/2 log N 10g2 N k2uk/2 1Og3 N 10g2 N
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Nous pouvons donc écrire

1 log N 1
2. = yk/? -1 1 )
(2:9) ch VD w P (Vu—1) loggN{ +O(10g3N)}
ptdidan

En utilisant la formule de Stirling sous la forme j;! = exp {jk log jx —jr +O(log jk)} et en reportant
dans (2-8), nous obtenons donc

(2-10) o (g, ndady) = Tke?Ur)

avec

T.— 2e(y/u — 1)uF’? [ logN
o ' \/ Tog, N
(2-11) Jk 082

2ke(y/u — 1)uF/? \/1ogy Nlogs N
= logs N<1+ 0| Y———+—
a Vioss N Vg N ’

puis

. . 1
S06) > THe0) Y >
dy,d2| Ny n2,mb| N n2ny

w(dj)<JIk/2=jk (n2n'2,d1d2):1
(d1,d2)=1 w(ng)=w(n})=j

Par un calcul paralléle a celui qui fournit (2-10), I'estimation (2-9) permet de montrer que la somme

intérieure vaut )
1 ) o o
Z _ > T Jkeo(ﬂk)'
< n|Nk \/ﬁ

(n,dldz)zl
w(n)=jk
Nous avons ainsi établi que
(2-12) S(My) > THreoUR)Y,
avec
P, P, —j P, P, —Jg /243
RO CO RN (o
d1.da| Ny, 0<i<Tr/2—j 7 k/S = Jk kfC= Tk
w(d)) < Tk /2—ji 0<h<Ji/2—j
(dl,dz)zl
(213) _ < P, > <Pk - Jk/2> (Ju/2)2(Pe = Ji)!
Ji/2 Ji/2 (Jk/2—jk)!2(Pk—Jk+2jk)!

e a+o(1) 2%
> I Mel(55- ) =M ;
il k'(zpk) | k|(2k2uk(u—1)log3]\7)

en vertu de (2-5).
Gréce & (2-11), (2-12) et (2-13), nous pouvons écrire

27k
S(Mk) > (i) ! eo(jk)

| M| a?

ot I'on a posé h := 2e%a(y/u — 1)/(y/u + 1). En reportant (2:6), nous obtenons
S(M

(214) ( ) 23(1\/'),3-1-0(1)

M
avec (3 := 2yalog(h/a?). Le choix optimal a := v/h/e fournit
4vvh 2a(v/u — 1)
e Vu+1

En choisissant aylogu proche de 1 puis u proche de 1, nous constatons que [ peut étre pris
arbitrairement proche de 24/2.
Cela acheve la démonstration de la minoration du Théoreme 1.1.

B
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3. Preuve du Théoréme 1.1 : majoration

3-1. Majoration de sommes pondérées
Nous adaptons ici la méthode développée par Bondarenko et Seip dans [6], qui repose sur les
résultats de [3]. Considérons les sommes de G&l pondérées

(3-1) SM;g) = > g<([ZZ])>

m,neM

oil g est une fonction sous-multiplicative,® de sorte que

(3:2) SM;g) < ST(M;g) = > g((mfn))g((m?n))=zg: > g(%)g(g)-

m,neM

D’apres [6], nous avons

S(M; 2¢
(3-3) PV <4 sup U200
IMI<N M|
MCN;

ol, ici et dans la suite, w désigne la fonction nombre de facteurs premiers, comptés sans multiplicité,
et go(n) :=1/y/n (n > 1).

Comme dans [6], nous convenons qu’un ensemble d’entiers M est dit divisoriellement clos s’il
contient tous les diviseurs de chacun de ses éléments, et qu’il est dit complet si, pour chaque
élément m = [’_, p;’ de M ot les p; sont distincts Uentier n := [[7_, ¢;’ est également dans M
des que les g; sont distincts et satisfont ¢; < p;.

Nous dirons qu’un ensemble fini d’entiers est strict s’il est divisoriellement clos et complet. D’apres
les lemmes 1 et 2 de [6], pour chaque « de |0, 1], le supremum I'% (N) est atteint pour un ensemble
strict M.

Le lemme-clef de notre démonstration découle d’'un argument de complétude, essentiellement
identique au lemme 3 de [6].

Dans toute la suite, nous notons {p;};>1 la suite croissante des nombres premiers et posons

Y = Pllog N/log2]-
Lemme 3.1. Soient M un ensemble strict de N entiers distincts et n € M. Si

Y <pj <pj, <...<pj,

sont les facteurs premiers de n excédant y, alors

(3-4) > log(jn/2h) <log N.

1<h<y

De plus, v = v, < (log N)/log 2.

Démonstration. Comme indiqué plus haut, il s’agit d’une variante du lemme 3 de [6]. Nous donnons
les détails pour la commodité du lecteur.

Il existe au moins R := [], <)<, (jn —h +1)/v! entiers de la forme [[, <, ps, avec v < sp < jn
et tels que la suite {sp,}1_; soit strictement croissante. Comme M est complet, nous avons R < N.
Comme de plus M est divisoriellement clos, nous avons également 2 < N. En observant que
(h=1)/jn < (h—1)/(v+h) < § pour 1 < h < v, il suit

1 .
5o L] in<R<N.

T 1<hgy

On obtient bien (3-4) en prenant les logarithmes. O

2. Autrement dit telle que g(mn) < g(m)g(n) pour tous entiers m, n premiers entre eux.
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Désignons par g1 la fonction arithmétique multiplicative définie par

__ km?

Lemme 3.2. Soient M C N; un ensemble de N entiers sans facteur carré et C > 1. Alors
(3-5) S(M; C¥g1) < NZ(N)2+e),

Remarques. (1) Dans [6] — cf. équation (12) —, cette majoration est énoncée avec un exposant
2v/6C mais il semble que la démonstration contienne une erreur et ne fournisse que 2v/6C.
Par conséquent, il faut modifier la majoration finale T(N) < Z(N)A*°(M) obtenue dans [6] en
remplacant A = 2v/12 < 7 par A = 46 < 10.

(ii) Notre approche permet d’employer la majoration (3-5) avec C' = v/2 au lieu de C' = 2 comme
dans [7], ce qui fournit un gain de précision.

(iii) La méthode du §2 infra fournit, pour chaque N > 1, 'existence d’un ensemble My C Nj de

cardinal N et tel que
S(My;C¥g1) = NL(N)Hol),

Nous omettons les détails.

Démonstration du Lemme 3.2. En vertu des résultats de [3] et [6] rappelés plus haut, nous pouvons
supposer que M est strict. Nous déduisons deux propriétés de cette hypothese.

Lorsque les pj, sont les v facteurs premiers > y d’un entier m € M, nous avons donc, d’apres le
Lemme 3.1,

> {log(jn) —log(2log N/log2)} <log N,

1<h<y
et v < (log N)/log 2. Comme log j = log(p;/logp,) + O(1), il existe une constante B > 0 telle que

p
. — | < .
(3-6) E log (BlogNlogp) <logN (m e M)
pm

P>y

Par ailleurs, si n € M possede un facteur premier plus grand que py, ce nombre premier est
dans M, car M est divisoriellement clos. Cela implique que tous les nombres premiers p; avec
j < N + 1 sont dans M, car M est complet, et contredit donc ’hypothése M| = N. Ainsi, nous
pouvons énoncer que

(3-7) Pt (m) < pn (m e M).

Ici et dans la suite, nous désignons par P*(m) (resp. P~(n)) le plus grand (resp. le plus petit)
facteur premier d’un entier naturel n avec la convention P (1) =1 (resp. P~ (1) = 00).
Notons M* := {[m,n] : m € M, n € M}. La majoration (3-2) permet d’écrire

2
(3:8) S(MCg) < Y ( > ow<f/m>gl(%)> .
£eM* n:bne\f/[

Soit f la fonction multiplicative définie par

1
VP —1

flp) =
log; N p .
Cy/ 1 2By.
log N'log, N Og(BW(y)logp> Spe sy

L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

. wlefm) O (4
(3:9) (%{C e )) ddéif( )tézfi ;)

si p < 2By,
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Nous avons

> r(5) <@ =TI0+ )

d|¢ ple

deMm
et

log N

(3:10) S i) < L« )8

=y logy logy N
alors que, des que m € M,

1og3 logs Nlog N

<C - | <Oy =
p|zm 1) log N logy N Z ( 10gp) logy N
p>2By
Ainsi,
(3:11) F(m) <exp (D f(p)) < L(N)TD (m e M),
plm

En reportant (3-9) dans le membre de droite de (3-8), nous obtenons donc

2w (€/m)
soGcUg) < S Y (’}Z/m gl(é)QF(é)

3 021 (d)* F(d)

N
g
=
<)

LEM* mle meM P+(d)<pn f(d)
meM
C2( g, (d)>F(d)
< |M|$(N)C+O(l) Z
Pt (d)<pn f(d)
C*(1+ f(p)
M|L(N)Ce®) 1+
Pz T1 (1 7 557)
C2(1+ f(p)
M| L (N)CToM exp )
ML) (2 )
Comme
> < logy N
—1)2
PPN (\/_ )
et
Z C? log N logy N Z C
2 ) S\ T e N 2 U 1P losn/Ba(y) losp)
_ log N logs N
={C+o(1)} o N
nous obtenons bien (3-5). O

3-2. Complétion de la preuve du Théoréme 1.1

Nous adaptons la méthode de Bondarenko et Seip dans [6]. La premiére étape consiste a réduire
la majoration de S(M) au cas d’un ensemble divisoriellement clos de méme cardinal — voir [3].
A cette fin, nous modifions les éléments de M en altérant successivement, pour chaque nombre
premier p, les puissances de p qui les divisent.

Considérons donc un nombre premier p. Notant M := {m/p?(™) : m € M}, nous pouvons
écrire
(3-12) M= | {tp®:0<a<r()},

tG:M;
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ou v(t) := {Va(t)}r( ) désigne la suite strictement croissante des valuations p-adiques des éléments
de M dont ¢ est la partie premiere a p. Il suit

[m,n]
(3.13) S(M;go) = Z go((m n))gp(m,n)v
m,nGM; ’
avec 1
imn)= Y,
0<agr(m)
0<B<r(n)

Commencgons par établir la majoration

(3-14) Tg}gxr op(m,n) < op(r,s)

r(n)=s

ou l'on a posé

14— >0
r sir=s52>0,
vp—1
2 1
(3-15) on(r,s) = r+1+\/%t1 sir>0,s=r+1,
2 2
r+1+ Tt sir>0,s>r+42.
B —

A cette fin, nous notons que, dans les deux premiers cas, ’optimum est atteint lorsque les ensembles
v(m) et v(n) sont constitués des plus petits entiers possibles, autrement dit v(m) = {0,1,...,r}
et v(n) = {0,1,...,s}. Dans le troisitme cas, la situation est plus compliquée. La configuration
vim) ={0,1,...,r}, v(n) ={j,i+1,...,5+ s} avec j = [(s — r)/2] est un exemple fournissant
Poptimum. Nous distinguons les cas s =7, s=r+ 1, et s > r + 2.

Si s = r, nous avons

2(r+1-k) 2r
op(m,n) <r—+1+ <r+1+ =o}(r,r),
1<;<T k/2 \/1—9_1 !

alors que, si s =71+ 1,

2r+1 2r+1-2k 2r+1
+ ) +1+

op(m,n) <r+1+ <
NG S pls=r+k)/2 \/_—1

p(r r+1).

Lorsque s > r + 2, nous observons que, pour chaque k > 1, le nombre de couples (o, 3) tels que
o =B =kn excede pas 2(r + 1). Il S’ensuit que

2r 42 2r+2
ap(m T+1+Z T =r+1+ =a,(r,s).
k>1 / vp—1
Cela complete la preuve de (3-14).
Posons
1 si = 03,
91(p) sila—p[=1,
(3-16) h(p®,p”) =< 0 si |a — 8] =2 et min(a, 8) > 1,

g1(p) si|a— ] =2 et min(a, 8) =0,
0 sila—pl>3
de sorte que

1
(VP — 1)min(la—4.1)

h(p®,p”) = (lo = Bl < 2 — min{1, a3}).
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Définissons alors les quantités

(3:17) op(rs)i= Y h*p"),
oagr
0<B<s

Dans l'optique d’itérer une majoration issue de (3-13), nous allons & présent montrer que

(3-18) oy(r,s) <ol (r,s) (r>=0,s>0).

Par symétrie, nous pouvons supposer s > r.
Nous avons

avec

U = Z l=r+1, wv:= Z 1, w:= Z 1.

o<agr o<agr o<agr
0<B<s 0<B<s
la—Bl=1 la—B|=2, af=0

Sir=s, alors v = 2r, et

0 (r=s<1),
w—{2 (r=s22).

Ainsi 2r/(\/p—1) <o (r,r) =7 =1 < (2r +2)/(/p — 1) et inégalité (3-18) est bien satisfaite.
Sis=r+1,alorsv=2r+1,et

0 (r=0,s=1),
w=<1 (r=1,s=2),
2 (rz2,s=r+1)

Dou (2r+1)/(y/p—1) <of (r,r+1)—r—1< (2r+3)/(,/p— 1), et nous obtenons encore (3-18).
Si enfin s > r 4+ 2, alors v = 2r 4+ 1, et

1 (r<1,s2r+2),
Y7 2 (r=2,s>r+2).

I suit (2r +2)/(\/p—1) <o (r,s) =7 — 1< (2r +3)/(,/p— 1), ce qui confirme bien (3-18).
Posons a présent

(3-19) M, = U {np®: 0 < a<rn)},
neMy

de sorte que [M| = [M,|. Il résulte de (3-13), (3-14), (3-17) et (3-18) que

SMigo) < Y go([m’n])a;(r(m)m(n)).

7mn6M; On7n)
Par itération, nous obtenons un ensemble M’ divisoriellement clos tel que |M'| = | M| et
(3:20) S(M; g) < S*(M'; h)

avec

S*(M'sh) ==Y h(m,n)

m,neM’

et h est la fonction multiplicative de deux variables définies par (3-16).

La deuxieéme étape, également présente dans [6], consiste & montrer que 1’on peut essentiellement
se ramener au cas ol les éléments de M’ sont sans facteur carré.

Pour simplifier les notations, nous considérons dans la suite un ensemble M divisoriellement clos
et entreprenons de majorer S*(M;h) tel que défini plus haut. Il résulte en particulier de notre
hypotheése que max,,exn w(m) < (log N)/log 2.
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Désignons par k(m) le noyau sans facteur carré d’un entier m. Notant Mg ’ensemble des éléments
sans facteur carré de M et My, := {m € M : k(m) = k} (k € My), nous avons la partition

M= | M.
keMo

et donc [M| = N = >, .y, [Mi|. Semblablement,

(321) S M) = > Sk
4,k€Mo
avec
Siki= > h(mn)  (j,k€Mo).
mEM]‘,neMk
Dans la somme intérieure, effectuons la décomposition m = jmims, n = knjng, avec, pour

d = (-]7 k)’ h(m5n) # 05
mong | doo, mq |j/d, ny | k/d

puisque h(m,n) est nul si [m,n]/(m,n) a des facteurs cubiques. Nous avons

(ml,mg)z(nl,ng)z(ml,nl)zl, {:= = - ming.

Cela implique

o) =01 (5 )on ()

On vérifie cette formule par multiplicativité en se restreignant au cas (m,n) = (p®,p?). Ainsi,
par exemple, si (o, 8) = (2,0), nous avons j = p, m; = p, k = ny = mga = ng = 1, et donc
h(p?,1) = g1(p)-

Notons respectivement M(j, k; ma) et M(k, j;n2) les ensembles constitués de toutes les valeurs
admissibles de m; et n;. Nous retrouvons I'inégalité utilisée par Bondarenko et Seip au lemme 5

de [6] en observant que
Z 1< Z 1 < 2¢«G:K/d),

m1EM(7,k;m2) mylj/d
n1€M(k,jinz2) nilk/d

Posons

(3:22) sGokma) = Y plm)?

m1EM(j,ksmz)

Nous avons

Z p(many)? = s(j, k;ma)s(k, j;n2).
my €M(g,k;m2)
n1€M(k,jsn2)

De plus, 'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

(3-23) s(j, kima)® <M ksma)| Y 1< MG, ki mg) 22079,
milj/d

Il s’ensuit que

w([4,k)/d N
5,0 < V3 A >gl([q ])S;‘,kv

(4, k)
avec [ ]
m?” . N
Sie= > () IV ks ma) - K, iz
. (m27n2)
M(j,k;mo)#D
M(k,jinz) 72

Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz permet alors d’écrire

(Si’< Y. QI(M)|M(j7k§m2)| > gl(M)|M(k,j;n2)|.

M(j,ksma)# 2 (m3; nz) M(j,ksmi)# 2 (m2,n2)
M(k,jin2)#2 M(k,jin2) 2@
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Comme max{w(j),w(k)} < (log N)/log2, toutes les valeurs considérées de j et k satisfont

(324) G:= H (1 + 291 (p)) < GN = e5\/ (log N)/ log, N'

p|(4.k)

Pour chaque ms fixé tel que M(j, k; m2) # &, nous avons

by gl(M)< II (1+201(p) =G < Gu.

(ma, n2)

M(k,jsnz)#2 pl(4,k)
Puisque
S MG Rme)| = (M), > Mk, jin2)| = My,
M(g,k;mo)#D M(k,jin2)#D

nous obtenons
Si 1 < G/ IMG| - (M|

et done, en vertu de (3-23),

w(l7,k/GR) (7, K]
< - - . .
Sik < GnV2 91((j, k))\/ VG| - [V |

En reportant dans (3-21) et en appliquant le théoréme 5 de [3], nous obtenons
2, /g BH/GR) [j; ]
M) <Gy > (i) ulk)’ V2 ((.k)) MG - | M|
3keM I

< (logN)Gy sup S(M,v2"g).
IMI<N
MCN;

Le Lemme 3.2 fournit alors la majoration du Théoréme 1.1. a

Remarque. Cette derniére étape de la démonstration vaut pour tout exposant « €]0,1[ : pour
chaque ensemble M de cardinal N, nous avons

(3-25) Sa(M) < Gn(@)°D sup  S(M, V2" g24).
e,
avec
galn) = 2 Giy(a) = exp { log M)~ (log, N) <},

[, (/% = 1)

Cela permet donc de majorer efficacement So (M) lorsque § < o < 5 + o(1).

4. Cas d’un ensemble de diviseurs : preuve du Théoreme 1.3

Un calcul standard, effectué dans [19] lorsque o = 1, fournit

(4-1) So(Tp) =7(D) H (14_2#& Z 1_]‘3/#11)

k
o (1+ pp)p o, P

11 suit, pour « :=1/2,

: 7(D) ex 21y
(42 S(Tp) < +(D) p{p§D<1+up><ﬁ—1>}'

Commencons par traiter le cas des estimations de I''(N).
Lorsque D est sans facteur carré, nous déduisons de (4-1) que
(

(4-3) exp{Z%}H(l—l—%)) ‘S;(:;D)) exp{Z%}.

p|D p|D




16 REGIS DE LA BRETECHE & GERALD TENENBAUM

Nous observons également que la contribution & S(Tp) de chaque entier m € Tp est alors une
fonction de D seul : en effet, pour m | D, u(D)* =1 et a > 0, nous avons

Z[ Zmazsafn(“r )

d|D s|D/m
La valeur maximale du membre de droite de (4-3) lorsque w(D) = k est atteinte lorsque
D =Dy :=]],,pavecn(y) =k =|(logN)/log2|. Grace a I'estimation

w0 BBl - ER o)

PLY

nous obtenons

2 log N logs N
1 N) < 1+0 .
o8 1/2( ) Vlog2 logQN{ + (1og2N)}

La minoration correspondante peut étre obtenue de maniere analogue. Nous omettons les détails.

Considérons & présent le cas de I'"(N).

Pour optimiser la somme, disons s(D), apparaissant au membre de droite de (4-2) sous la
contrainte log7(D) < log N, nous écrivons la décomposition canonique de D sous la forme
D:=D, = Hpgyp”f). La suite p, doit étre décroissante au sens large. En effet, comme la fonction
t— 2t/(t 4+ 1) est croissante, si Uon avait p, > ug avec p < ¢, en intervertissant les valeurs de p,
et {14, nous ne changerions pas la valeur de 7(D) tout en accroissant s(D).

Définissons alors une suite croissante au sens large {r}3, € [1,00[" et un entier K > 1 par les
conditions

p =k < pe Iy =y/rii1,y/r] (k>1), K :=inf{k > 1:r; > (logy)*}.

Les intervalles I, peuvent étre vides : si la valeur k n’est pas atteinte par les i, nous choisissons
rrp+1 = . Linégalité (4-2) implique

S(Mp) 2k 1 9
log(T(DL)))g 2 iR X 1 2 Jp—1

1<k<K 1 Y/Thp1<p<yY/Ti p<y/(logy)?
4C' 1
<y o)}
logy logy

ou la série

k 1 1 1
@ :—gm(ﬁ—m) LN

est convergente. La condition 7(D) < N implique

(4-5) lozy{cg(K)Jro(@)} <log N

ou l'on a posé

(4-6) Co(K) == Z 1Og(k+1)<ri_ 1 >_ Z log(1+1/k) log(K +1)

r r r
1<h<K k k+1 1<h<K k K

Pour évaluer le maximum de C; sous la contrainte (4-5), nous utilisons la méthode des
multiplicateurs de Lagrange en considérant r := {r,}X | comme variable et en négligeant
initialement les termes d’erreur ainsi que le deuxiéme terme du membre de droite de (4-6), qui
est négatif ou nul. Posons

o log(1+1/k) logNlogy
Z kl—i—k\/— v(r) = Z Tk Y ’

1<k<K 1<kSK
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de sorte que nous cherchons le maximum de s(r) sous la contrainte ¢ (r) < 0. Le multiplicateur de
Lagrange A est donc défini par les équations

9
X

(s(r) — A¥(r)) =0, %(S(T)—)\\I/(T)) =0 (1<k<K).

Ainsi ¥(7) =0 et

1 A
e 4+ Zlog(1+1/k)=0 (1<k<K),
2wk +1) T

ce qui fournit
(4-7) e = {2\k(k + 1) log(1 + 1/k)}2.

Nous choisissons alors A = 1/(4log2) de sorte que 71 = 1. Il s’ensuit que rp < k%, K < logy et
C2(K) = Cy + O((logy y)/(logy)?) avec Cy 1= limg—, 400 C2(K).
De plus, compte-tenu de (4-5), nous avons y = (log N){ logy N 4+ O(1)}/C5. 11 suit

o) < o {08 < S0 {1 o(2aR ) [

Comme (4-7) implique 4C4/+/C2 = B, nous obtenons bien la majoration contenue dans (1-9).
Le méme choix des parametres fournit alors la minoration correspondante. O

5. Valeurs extrémes de la fonction zéta de Riemann

5-1. Méthode de Bondarenko—Seip et sous-sommes de Gdl

Dans leurs travaux sur le sujet, Bondarenko et Seip minorent les valeurs extrémes localisées de
la fonction zéta de Riemann — et donc en particulier la quantité (1-11) — en évaluant les normes
de formes quadratiques associées a certaines sous-sommes de Gal, soit

(5-1) SaM) = 3 (%)a (a>0).
m,neM
n|lm

Nous avons bien, pour tout ensemble fini M et tout a > 0,
Sa(M) < Sa(M),

puisque [m, n]/(m,n) = m/n lorsque n | m.

Les minorations issues, comme dans [6], de cette approche sont obtenues en construisant des
ensembles M adéquats qui sont divisoriellement clos, une condition naturelle pour obtenir de
grandes valeurs. Or, il est facile de constater que les sous-sommes de Gal (M) = &, /5(M) sont
dans ce cas d’un ordre de grandeur trés inférieur a celui des sommes de Gal maximales S(M).

Lemme 5.1. Pour tout ensemble d’entiers M divisoriellement clos et de cardinal N, nous avons

2+4+0(1) [logN
Viog2 |/ logy N

S(M) < Nexp{ } (N — o0).

Démonstration. Pour tout m, nous avons

> o) <=7

n|m plm

De plus, si M de cardinal N est divisoriellement clos nous avons vu que w(m) < (log N)/log 2 pour

tout m € M, de sorte que
H 1 <e 2+ 0(1) lOgN
——— < ex .
o 1-1//p P Viog2 \/ logys N
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La majoration annoncée en découle immédiatement. a

QM) ;= sup Z cmﬁ\/z.
cec m

a m,neM
llellz=1 | " pjm

Posons

Bondarenko et Seip établissent dans [6] Pexistence d’un ensemble M divisoriellement clos et de
cardinal < N tel que

(5-2) QM) > Z(N)Hel),

Cela met en évidence que la propriété remarquable, mentionnée dans l'introduction, relative aux
vecteurs propres des formes quadratiques associées aux sommes de Gal n’est plus valable pour les
sous-sommes de type &(M), du moins lorsque M est divisoriellement clos.

Nous avons vu plus haut qu’en vertu des lemmes 1 et 2 de [6], le supremum I'*(NV) est obtenu
pour un ensemble strict. Nous savons également que tout ensemble strict vérifie

(5-3) sulj:i{PJr(m) < pn (IM] = N).
me

Notons A Pensemble de toutes les parties finies de N; satisfaisant (5-3). Ainsi A contient & la fois
les ensembles considérés dans [7] et ceux qui ont permis d’établir la minoration du Théoréme 1.1.

Le résultat suivant, relatif aux éléments de A, laisse supposer que la taille maximale de Q(M)
lorsque M décrit les sous-ensemble de Nj de taille N vaut I'*(N)'/2+°() Cette question demeure
ouverte en 1’état. Rappelons la définition des normes Q(M) en (1-6).

Lemme 5.2. Soit M € A, (M| = N. Alors
(5-4) Q(M)? < (log N)Q(M).
En particulier,

(5-5) sup QM) = L(N)HoW,
MeA
IM|=N

Démonstration. Soit ¢ € CV tel que ||c||2 = 1. Posant

e Y enan(™).

meM
dlm

SH

de sorte que la quantité & majorer s’écrit |[A]? avec A := > denm CdSd, nous appliquons 'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour obtenir

AP Il =Y 3 e mm < Y mmilones] Y oo

deM deM m,neM m,neEM d|(m,n)
d|lm,d|n

Or, pour tout entier D tel que P+ (D) < py, nous avons

1 1 1—1/p7vt log N
< < .
Z go(d)? = go(D)? n 1—-1/p go(D)?
d|D p¥||D

11 suit

[m, n]

__ [(m,n)
mt+=n g 1 N m+n .
)|c cn] < (log N) sup E CmC -

llellz=1

(56) AP <ogN) Y g

m,neM (m7 n)

Cela établit bien (5-4).
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La variante du théoreme 5 de [3](®) relative aux sous-ensembles de N; permet, grace a (1-5), de
majorer le membre de droite de (5-6) par Z(N)?t°(M), La minoration contenue dans (5-5) a été
établie dans [7]. O

5-2. Preuwve du Théoréme 1.4

Nous ferons appel & la variante suivante du lemme 1 de [9]. Signalons incidemment qu’une erreur
de signe s’est glissée dans ce dernier énoncé : les deux membres du terme de droite de la formule (6)
de [9] doivent étre séparés par un signe — et non +.

Nous notons z un nombre complexe générique et définissons implicitement ses parties réelle et
imaginaire par z = x + iy. Lorsque F' € L'(R), nous définissons la transformée de Fourier par la
formule

F(&) = /}RF(ar)eﬂ-gcg dz (€ €R).

Lemme 5.3. Soient o €] — o0,1] et F une fonction holomorphe dans la bande horizontale
y=Smz € [0 —2,0], satisfaisant & la condition de croissance

1
57 su F(?)| <« ——-
( ) o—2<5<0 ’ ( )’ z?2 +1

Alors, pour tout s = o + it € C, t # 0, nous avons
/ C(s +iu)(s —iu)F(u) du
R

=> % —21¢(1 — 2it)F(is — i) — 2 ¢(1 + 2it) F (i35 — i).
k0>1

Démonstration. La formule résulte d’une application standard du théoreme des résidus a w —

¢(s + w)¢(5 + w)F(—iw), suivie d’un passage & la limite. Nous omettons les détails. O

Démonstration du Théoréme 1.4. Soient T > 1,k =1—0, et N := |T*]. Etant donné un ensemble
d’entiers M de cardinal N, posons

(5-8) M;:=Mn [(1+1/T), (14+1/T) "] (j>0),

notons h; := min M, lorsque M; # &, et désignons par H ’ensemble des h;. Définissons alors
r: H — R par la formule r(h;)? = EmeMj 1. Le facteur de résonance associé au probleme est

|2
R =3 T}gg).

heH

choisi sous la forme |R(t)|* avec

Nous avons trivialement

(5-9) R(0)> <N > r(h)> < NIM| < N*.
heH

Considérons alors la densité de Gauss ®(t) := e~ /2, de sorte que ®(¢) = v27®(€). La méthode

de résonance repose classiquement [7] sur une minoration du rapport My (T")/M1(T) ou 'on a posé

M (T) = /R|R(t)|2q)(%) dt, My(T) = /TZ 1¢(5 +it)|2|R(t)|2cI>(%) dt.

La technique de [9], consistant, une fois adaptée & notre situation, & remplacer, dans Ma(T),
le terme |¢(% + it)|> par un produit de convolution, permet un gain de précision lorsque 3 <
D’apres le lemme 5 de [9], nous avons

tlogT TIM|
1 t)?® dt -
(5-10) /R|R()| ( T )it < log T

1
5

3. Voir (1-7).
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Soit £ €]0, 1[. Posons

.2
__sin“(eulogT)
K(u) = mu2elog T (u€R)
de sorte que
- €l A\t
K(¢)=491- .
(©) { 2elogT }

Notons également, a fins d’utilisation ultérieure, que K est prolongeable en une fonction entiere et
satisfait (5-7).
Considérons
3(t,u) == ((5 + it +iu)C(5 — it + iu) K (u),

t1 T
/|R |2 Og /Btududt

Nous allons montrer dans un premier temps que les contributions & I(7T") des domaines [¢t| < 277
et {|t| > T/2, |u| > |t|/2} sont négligeables. Il s’ensuivra que seules des valeurs de (3 + iv) avec
v € [T?,T)] interviendront dans la contribution principale, ce qui permettra de majorer I(T") en
fonction de Zg(T'). Dans un second temps, nous relierons I(T") aux sommes de G4l.

La majoration

(5-11) IC( +iv)| < (L + [v])/© (v €R)

fournit

1y oie s 1 op g s
=+t +1u = —t+u
/ / 3(t,u) dudt < / 1°(3 163 )|dudt<<T5.
t)<218 Jju|>T8 tl<ers JjusTs [t [ul ]+ |ul

En appliquant 1'inégalité 2|ab| < |al? 4 |b]? et en majorant classiquement le moment d’ordre 2 sur
[—H, H] de |((5 +it)| par < Hlog H, il vient

/ /3(t,u)dudt<<T'8—|—/ / C(5 + it + iu)|° K (u) dudt
|ti<2Ts JR |t|<2T? J]u|<T?

<<T5+/| B|<(%+it)|2dt<<TﬁlogT.
t|<3T

Il suit, trivialement,

t1 T
/ (RGP (128 /3 (t,u) dudt < R(0)2T? log T < [M|T**+* log T.
[t|<2TP

De plus, la décroissance rapide de ® permet d’écrire

/ R(t)20 (“"gT /3 (t,u) dudt < R(0)”.
[t|>T/2

Nous obtenons donc

t1 T
(5-12) [(T) + O(IM|T log T) :/ (RGP (128 /3 (t,u) du dt.
T8 L|t|<T/2

Comme, en vertu de (5-11), nous avons f‘u|>|t‘/23(t,u) du < 1, la contribution du domaine

|u| > |t|/2 au membre de droite de (5-12) peut étre englobée par le terme d’erreur.
Ainsi l'intégrale intérieure peut étre restreinte au domaine 7% < |t + u| < T. Compte tenu de
(5-10), cela implique

™,

1
(5:13) logT

Zs(T)*> > I(T) + O(IM|T log T).

A ce stade, considérons la fonction

Z logkf .
1 k/[ zz
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L’application du Lemme 5.3 avec F' = K fournit

(5-14) I(T)=L(T)+ L(T)+ I(T),

I(T) = / cmrmPe("E ) ar

(T):= _2”/]1%@(1 — 2i)K (=t - %i)IR(t)I%(ﬂOﬁT) dt,

I3(T) := —271'/R<(1 + 2it)K (t — %i)|R(t)|2(I)(tl(?Z%T) "

En reportant dans (5-13) Pestimation |I5(T")| + |I3(T)| < T|M|/log T, qui résulte des majorations
(5-11) et (5-10), nous obtenons

ou l'on a posé

g,

5-15
( ) logT

Z3(T)? > Ii(T) + O(IM|Tlog T).

Cette estimation constitue la premiere étape annoncée de la preuve.
Afin de relier lintégrale I;(T), aux sommes de Gal, nous procédons comme dans [7] — cf.
équation (25). Nous avons

T\/ﬂ 1og kl)
L(T) = logT Z H>1 ( )
T 1 T hk
> 10gT 1<£T5 m h)gzeg{r(h)r(g)q)(l 1 ﬁ)

puisque le terme général de la série quadruple initiale est positif ou nul et K (logkt) > 1/2 si
ke < T°.

Selon la méthode développée dans [7], nous observons que, lorsque k et £ sont fixés et si h € M,
g € M;, nous avons

Z 1 < min{r(h)?,r(9)*} < r(h)r(g),

meM;, neM;
mk=nt
et donc T 5 T hk
Z @(Wlog—n) <r(h)r(g)<1>(ﬁlog 7)
meM;, neM; o8 gm og g
mk=nt

Dans le membre de gauche, 'argument de ® est < 1/logT'. Il suit, par sommation sur i et j,

1
ngGM 1<I]c€£Z<’I; \/H

I(
1og T

En restreignant la somme intérieure aux couples (k, ¢) tels que
k=m/(n,m), €=n/(n,m), k=[mn]/(m,n)<T",

nous obtenons

> ) o L (51/2(M) - LB(M))-

L(T) > ] Tog T Te/6

logT
m,neM
[m,n]/(m,n)<T*

Reportons dans (5-15). 11 vient

S12(M)  Sy13(M)

5-16 Zs(T)? —
(5-16) 5(T)" > M| V[T

+O((logT)?).
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Posant yy := maxm,en PT(m), nous avons pour tout m € M

(m,n)"/3 2 2/3
> T I8 S 1T (1 T 1) < exp{yy }

neM P<YM

de sorte que
S1/3(M)

2/3
v < exp {yy’}-

Spécialisons alors M en choisissant ’ensemble défini par (2-3) avec N = LTl_BJ, de sorte que

S1/2(M) > g(T)z,/z(pg)Jro(l)'

M|
Nous avons alors yy < (log T)ﬁ/ 5 ce qui implique que le terme négatif de (5-16) est négligeable. 11
s’ensuit que

Zp(T) > L(T)V2=0rtoll),
ce qui acheve la démonstration du Théoreme 1.4. O

Remarque. Un aspect essentiel de 'approche mise en ceuvre dans la démonstration précédente
repose sur l'introduction d’une intégrale relative & un produit de deux facteurs zéta, alors qu’un
seul terme |(3-+it)| intervenait dans les travaux précédents [7], [9]. Cela permet, via une majoration
standard, de relier directement Zg(T") aux sommes de G4l S(M) sans nécessiter I'introduction des
formes quadratiques associées aux sous-sommes &(M). Les coefficients r(h) apparaissant dans [7]
et [9] sont définis sous la forme r(h;)? := 3, o, f(m)? olt f est une fonction multiplicative qui
ne peut étre remplacée par 1. L’introduction du carré du module de zéta permet de choisir f =1
et ainsi de minorer directement 'intégrale en fonction des S(M), sans appel aux normes 9Q(M).

6. Valeurs maximales de |L(%,x)|

Nous nous proposons ici de démontrer le Théoreme 1.5. Nous verrons a cette occasion comment
utiliser efficacement les minorations de sommes de G&l dans ce probleme. Soit x un caractere
primitif modulo ¢. Alors x(—1) = (=1)” ot v = v(x) € {0,1}. Ainsi x est pair ou impair selon que
v(x) vaut 0 ou 1, et, posant

1 L3+ 1s+1v)?

W,j =
(z) 2mi Jio) T(3 + 4v)2sas

o, ici et dans la suite nous notons (o) la droite verticale d’abscisse o, nous avons

L Py N MBI ke _
(6:1) LG50 ‘Z%WW”(T) (v(0) =v).

Ce résultat classique (cf. [22], lemme 2) résulte de I’équation fonctionnelle satisfaite par la fonction
L(s,x) via un calcul standard de somme de Gauss associée & un caractere primitif.
La formule d’inversion de Mellin fournit 'expression suivante pour les fonctions W, .

Lemme 6.1. Pour z >0 et v € {0, 1}, nous avons

6-2 W, (z) =4 1/2 e Uy dvd 0
. L = v _ t > 0).

( ) (I) L A ’UF(% + %V)2 v (U )

En particulier pour tout x > 0, nous avons 0 < W, (z) < 1.
Démonstration. Nous avons classiquement (voir par exemple le corollaire I1.0.14 de [24])

42 1 dS
= — T'(s)—== 0,t>0
€ 271'7/ (U) (S) tQS (0 > ? > )7

d’oli, par changement de variables,

2 q1/2 L 1 1 1, ds
e ¥t /—m/(U)F(§s+§V+Z)t—S
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puis, en vertu de la formule de convolution adaptée a la transformée de Mellin,

1

% (o) ts v

d o d
P(%S + %V + %)2—8 = 4/0 e_”2v”+1/2e_(t/”)2(t/v)”+1/2—v

— v tL/2 /OO eﬂ,?,(t/v)zﬂ.
0 v

Cela implique bien (6-2), apres division par ¢ et intégration sur [z, ool.
La positivité de W, (z) est évidente ainsi que sa décroissance par rapport a x. D’apres [22] —
formule (1.3a) — nous avons W, (0) = 1 : cela implique immédiatement ’encadrement énoncé. O
Rappelons a présent une variante, relative aux caracteres primitifs, de la relation d’orthogonalité
des caracteéres de parité donnée. D’apres le lemme 1 de [22] (voir aussi le lemme 3 de [11]), lorsque
(mn, q) = 1, nous avons

(6:3) Yo xmxm) =1 Y edule/d) + 11" S e(d)ule/d),

xmodg dl(g,m—n|) dl(g;m+n)
v(x)=v

ou, ici et dans la suite, 'astérisque indique que la sommation est restreinte aux caracteres primitifs.

Supposons dorénavant que ¢ est un nombre premier, de sorte que tout caractere non principal de
module ¢ est primitif. Soit M = M, un ensemble de cardinal N maximisant S (M) sous la contrainte
que tous les éléments de M soient premiers a q. Telle que mise en ceuvre par Soundararajan dans
[23], 1a méthode de résonance consiste & comparer les quantités

Vit = Y IR V@) = > IR PILG I

XGXq+ XGX;
Etant donné un ensemble H de représentants des classes de M modulo ¢, nous posons

(6-4) r(h)?:== Y. 1 (heH), Ry=Y_ r(h)x(h).
mE?(emJ\({)dq) hext

L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit, pour tout caractere xy de module g,

(6-5) |Ry* < [Ryo[* <|H| D r(h)* < min{g — 1, N}N.
heH

La relation (6-1) implique donc

(6:6) G@=Y e Y —=wo(T e,

avec, en vertu de (6-3),

- Z* XGRXMO = > e(dulg/d)+ > p(d)ulg/d).

xex; d|(g,jk+he) dl(q,|5k—he])
Comme ¢ est un nombre premier, nous avons

-2 si gt (jk — he)(jk + ho),

q—3 sigtjk—hlet qljk+ he,
qg—3 siq|jk—heetqfik+he,
2(q—2) siq|jk—hletq|jk+ he.

Uq:

De plus, la relation Wy(z) < 1/(z + 1), valable pour z > 0, fournit

1 wkl
kél \/WWO(T> < +/qloggq.

(kt,q)=1
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Nous en déduisons

@ 2ir Y W) = X e Y =T ) (42

k>1 q 4, hETH k0>1 q
(kt,q)=1 (k,q)=1
Sa-0) Y =) S G,
k,0>1 q J,heXH
(kt,q)=1 qlljk—he|

ou nous avons utilisé, de maniére cruciale, la positivité de Wy établie au Lemme 6.1. Il s’ensuit que

Vot (q) = (g —1) Z \/_ (WM) Z r(j)r(h)—I—O(min{q,N}N\/Elogq).

k=1 J,heH
(kt,q)=1 q||ik—he|

Lorsque kj = ¢h (mod g), nous avons

(6-7) r(5)r(h) = min{r(j)*,r(h)*} > > 1,

m,neM, km=~In
m=j (mod ¢), n=h (mod q)

de sorte que

V,r(q) > q Z % Z 1+O(min{q,N}N\/§logq)

k,<\/q m,neM
(ke,q)=1 km=_In
>q Z ([:’Z]) +O(min{q,N}N\/§logq),
m,neM ’
m/(m,n),n/(m,n)<\/q
(mn,q)=1

ol nous avons utilisé la minoration Wy (z) > 1, valable pour = € [0, 7.

Choisissons alors N = {\/ﬂ Nous avons construit dans la démonstration du Théoréme 1.1 un
ensemble M = My de cardinal N et tel que S(My) > NZ(N)2V2te(D) Or, tous les facteurs
premiers p des éléments de My vérifient log N < p < (log N)? < N pour N suffisamment grand.
1l s’ensuit que, si m € My et N = L\/QJ, nous avons nécessairement (m, q) = 1. Il suit

m,n )
Z ([m n]) > S172(Mn) = N1/6 S173(Mn) > S1/2(Mn) > 2L (q)* M
m,neM ’
m (m,n)in] (mn) <7
(mn,q)=1

ou l'avant-derniére minoration résulte d’une manipulation semblable a celle qui a permis de minorer
le membre de droite de (5-16). Pour ce choix de ’ensemble M, nous avons donc

Vst (q) > ¢ 2L (q)* 0.
De plus,

Vi< Y IR <a )] r(m)? <gN < g2

x (mod q) meM

Nous obtenons donc la minoration
L2 \/V5 (@)/ViT (@) = L(g) 0.

Cela acheéve la démonstration du Théoréme 1.5.
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7. Sommes de caractéres

7-1. Un lemme de localisation et coprimalité
Le résultat suivant est une conséquence facile de la construction employée pour établir le Théo-
reme 1.1.

Corollaire 7.1. Soient g > 1 et N > 3 tels que w(log N logy N) > w(q). 1l existe alors un ensemble
d’entiers M, vérifiant

(7-1) | Mg < N, maxM, < 2min Mg, (Hmqu m,q) =1, S(M,y) > |Mq|$(]\])2‘/§+0(1),

Démonstration. Considérons ’ensemble M de cardinal < N construit dans la démonstration du
Théoreme 1.1. En faisant tendre 3 vers 21/2 dans (2-14), nous avons donc

(7:2) S(M) = (M2 (V) 2V2 o),

La premiere étape consiste, sans changer |[M| et sans diminuer S(M), & altérer M de maniére a
rendre tous ses éléments premiers a q. A cette fin, observons que P~ (m) > log N log, N pour tout
m de M, désignons par p; le j-ieme nombre premier ne divisant pas ¢, décomposons ¢ = q1¢2
avec PT(q1) < logNlogy N, P~(q2) > log Nlog, N, et posons r = w(gz). Ainsi pj { [],,cpe™
(1 < j < r) alors que, par hypothese, r = w(ga2) < m(log N log, N) —w(q1). Désignons par 41, ..., 4,
les facteurs premiers de g2, et associons a chaque élément m de M D’entier

mi:=m H (%’)”’fy(m)

L’ensemble M := {mT : m € M} vérifie clairement |M'| = |M|. De plus, S(MT) > S(M) puisque
(mt,nt)/Im",nt] > (m,n)/[m,n] pour tous m, n de M.

Dans une seconde étape, montrons que, sans diminuer significativement S(M')/|MT|, on peut
imposer que M' soit inclus dans un intervalle dyadique. Tout élément m de MT est de la forme

m = (d/b) ngkg(b& Ny N,I ou 'on a posé

N,I::Hp H Dj

pEl) ijIk
pfg  1<G<r

et
auF*1(log N)?log, N

log N)3.
k?logs N < (log V)

log(db) < Y

1<k<(logy N)Y

Nous pouvons donc scinder M' en au plus J < (log N)? sous-ensembles M inclus dans un intervalle
dyadique |M;, 2M;]. Or

soc =Yoo ¥ ) eosan (2 L)

d mentt d 1<G<T \ meM;
d|m dlm
<J S(M;) < J* max S(M;).
< Z (M) < J7 max S(M;)
1<5<
Cela implique immédiatement le résultat annoncé. a

7-2. Démonstration du Théoréme 1.6
Soit N un entier tel que 7(log Nlogy N) > w(q). Nous appliquons la méthode de résonance en

considérant
2
Wilg) == > IRJ%:  Walg)= > IR IS0,

x mod g x mod q
X#X0 X7#X0

ou R, est défini comme en (6-4) pour I'ensemble M de cardinal < N construit au Corollaire 7.1.
L’orthogonalité des caracteres fournit d’abord

(7-3) Wi(q) < ¢(q)|M].
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Pour minorer Ws(q), nous observons d’une part que, d’apres (6-5),

2
(7-4) Wa(q) + [Ry, [* S (2, x0)|” < Wa(q) + O(IM[*2?),

et, d’autre part, que 'orthogonalité des caractéres et 1'inégalité (6-7) permettent d’écrire

Wa(q) + [Ry|* 1S (2, x0)|* = (@) ) > r@)r(h)
1<k < j,heH
(k€,q)=1 q||jk—h|

(@) Y, Y, L

m,neM 1<k <z
(kt,q)=1
mk=nt

Restreignons la somme intérieure, disons o(m, n) aux couples (k, ¢) = (sn/(m,n), sm/(m,n)) tels
que (s,q) = 1. Sous I'hypothese max{m,n} < v2mn < x(m,n)/(logq)*, olt A est une constante
absolue convenablement choisie, nous avons donc, en vertu, par exemple, du lemme 3.9 de [10],

o(m,n) > o(q)x(m,n) _ o(q)z [ (m,n)

qy/mn q [m,n]”

Il résulte alors de (7-3), (7-4) et (7-5) que

s Wale) _ plg) (m,n) 2| M|
Alw,0)* > g5 5 > m;M o] +O( 2 )
(7-6) [,/ (myn)<a?/2
p(g)x 28124 (M) N
> q|M| {S(M) z?1 }+O(</>(Q))’

pour tout n > 0.
Choisissons par exemple 7 = ¢/3, of1, par hypothese, € > 0 est tel que logz > (logq)/?=.
Notant & nouveau yy; := max,,cx P(m) < (log N)'*°() nous avons, pour chaque m de M,

> () <

neM

2
H (1 + m) < exp{y;v[/“n} < exp{(logN)l/Q-i-?a/S}

PLYM

de sorte que
S1 /2y (M)
1M
Pour le choix N := K |g/x], ou K est une constante absolue assez grande. En vertu de ’hypothése

r < q/eltT9w(@ 1a condition 7(log Nlogy N) > w(q) du Corollaire 7.1 est bien satisfaite. Nous
déduisons done (1-13) de (7-6) en y reportant la minoration (7-1).

< exp {(log N)1/2+25/3}.

Remerciements. Le premier auteur prend plaisir a remercier Marc Munsch pour d’intéressantes
discussions concernant les valeurs extrémales des fonctions L.
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