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Résumé: Le développement des fonctions de variables réelles en séries de Taylor et
de Frobenius (séries entiéres lesquels sont constituées dans des bases nonorthogonales,
nonpériodiques), en séries de Fourier sinusoidales (des bases des fonctions orthogonales,
périodiques), en séries de fonctions spéciales (des bases des fonctions orthogonales,
nonpériodiques), etc est une procédé couramment utilisé pour résoudre une large gamme
d'équations différentielles ordinaires (ODEs) et d'équations aux dérivées partielles (PDEs).

Dans cet article, basé sur une analyse approfondie des propriétés des séries de Fourier
périodiques sinusoidales (SFS), nous serons en mesure d'appliquer cette procédure a une
catégoric beaucoup ¢élargie d'ODEs (toutes les équations linéaires, homogenes et non
homogenes a coefficients constants, une large catégorie d'équations linéaires et non linéaires a
coefficients variables, systémes d'ODEs, équations intégro-différentielles, etc.). Nous allons
également étendre cette procédure et l'utiliser pour résoudre certains ODEs, sur des bases
périodiques non orthogonales, représentées par des séries de Fourier périodiques non
sinusoidales (SFN).

Mots clefs: séries de Fourier sinusoidales, séries de Fourier non sinusoidales, bases
indépendants, bases orthogonales, approximation des fonctions, équations différentielles

Summary: The development of functions of real variables in Taylor and Frobenius
series (whole series which are formed in nonorthogonal, nonperiodic bases), in sinusoidal
Fourier series (bases of orthogonal, periodic functions), in series of special functions (bases of
orthogonal, nonperiodic functions), etc. is a commonly used method for solving a wide range
of ordinary differential equations (ODEs) and partial differential equations (PDEs).

In this article, based on an in-depth analysis of the properties of periodic sinusoidal
Fourier series (SFS), we will be able to apply this procedure to a much broader category of
ODEs (all linear, homogeneous and non-homogeneous equations with constant coefficients, a
large category of linear and non-linear equations with variable coefficients, systems of ODEs,
integro-differential equations, etc.). We will also extend this procedure and we use it to solve
certain ODEs, on non- orthogonal periodic bases, represented by non sinusoidal periodic
Fourier series (SFN).

Keywords: sinusoidal Fourier series, non-sinusoidal Fourier series, independent
bases, orthogonal bases, approximation of functions, differential equations

1. Introduction

Les méthodes de résolution des ODE, proposées ici, utilisent des résultats récemment
obtenus [1] dans le domaine de l'analyse fonctionnelle, concernant le développement de
fonctions variables réelles, définies sur un intervalle [-L, L], en séries infinies de fonctions
périodiques sur le méme intervalle, formant des bases orthogonales, mais aussi non



orthogonales). Selon l'analyse harmonique (Fourier), toute fonction f{x), périodique sur
l'intervalle [—L, L], qui satisfait aux conditions de Dirichlet, peut étre développée en une
somme infinie, connue dans la littérature sous le nom de série trigonométrique (pour laquelle,
pour des raisons mises en évidence dans l'article [1], nous avons utilis¢é le nom de série
sinusoidale). Cette série est formée par les composantes d'une base biortogonale compléte,
composée par la fonction unité /, les harmoniques fondamentales sin(mx/L)-paire et cos(mx/L)-
impaire, avec la période 2L et les harmoniques secondaires sin(nzx/L) si cos(nmx/L), avec la
période 2L/n, pour neN". Les coefficients de cette développement (coefficients de Fourier)
peuvent étre calculés a l'aide d'intégrales définies (formules d'Euler). Ce papier généralise
cette affirmation en montrant que la fonction f{x) peut également étre développée en séries
périodiques non sinusoidales (SFN), consistant en la somme infinie des composantes
pondérées d'une base compleéte, non orthogonale: la fonction unitaire /, les quasi-harmoniques
fondamentales g(x)-paire et h(x)-impaire, périodiques avec la période 2L, avec valeur
moyenne nulle sur l'intervalle de définition et les quasi-harmoniques secondaires, définies sur
[—L, L], gu(x)=g(nx) et ha(x)=h(nx), avec la période 2L/n, pour n eN*. Les quasi-harmoniques
fondamentales g(x) et /(x) peuvent étre toute fonction réelle, de variable réelle, qui admette
sur l'intervalle [—L, L] des développements en série sinusoidale. On obtient les coefficients 4,
et B, du développement en SFN de la fonction f{x), a 1'aide des relations algébriques entre les
coefficients de Fourier des développements en SFS des fonctions f(x), g(x) et h(x).

Ainsi, toute fonction f{x):[x;, x2]—R T-périodique (T=x2—x;), de l'espace L’ (c'est-a-
dire, de carré intégrable), peut étre représentée par la somme:

ORVED WA A WAAORE

1= %J.: flx)dx et g, = %J: g(x)dx sont les valeurs moyennes sur I’intervalle [x/, x2],

g,(x) et 2 (x) (n=1, 2, 3, ..., ) sont des Fourier-fonctions (des fonctions continues,

justement les développements en SFS des fonctions g(nx) et h(nx), definits sur [—7/n, T/n].
A partir de ce résultat général, dans le travail [1] sont décrits aussi quelques situations
particulieres:

= f(x)=f i C,[g,(x)- g, ], ot g(x) a tous les deux composants: le pair et I’impaire

= f(x)=/, +ZAnS[g(x)] +ZBnC[g(x+L/2)] ou la fonction g(x) est une fonction
n=l1 L n=l1 L
de L? définie sur l'intervalle [0, L/2], S[g(x)]. et C[g(x+L/2)]. sont les fonctions dénommées
quasi—sinusoides, dérivés d'elle

. f(x) =f,+ i[Af,)(Dn (x)+ B, (x)] ou @,(x) et ¥,(x) sont des fonctions orthogonales,

n=l

générées par les Fourier-fonctions §(x) —goet h (x) par un procédé d'orthogonalisation.
1.1. Propriétés des développements en séries de Fourier périodiques (le cas général)

Le développement en SFN d’une fonction f(x) est obtenu de son développement en SFS,
par une redistribution et un regroupement des termes du développement, de manicre a obtenir
les développements en SFS des fonctions périodiques g(x), h(x) et des quasi-harmoniques
2n(x), ha(x) correspondants. Par conséquent, ce développement bénéficie également des
propriétés de convergence, de dérivabilité et d'intégrabilité, similaires a celles de SFS [1-9].
Donc:



= soit f{x) une fonction 2L-périodique, continue dans l'intervalle [-L, L]. Son
développement de Fourier f(x)= f, +2Angn(x)+ > B,h, (x), ot gg=0, sinusoidal ou non,
n=l1 n=l1

convergent ou non, peut étre intégré terme par terme, entre toutes limites d’intégration:

F(x)z J:f(xﬁx =C+ fx+ iA"G"(x)dx + iB”H”(xﬁx, (1.1)
ou G(x) et H(x) sont les pr;I;itives des g(};)l, respectivement A(x), et C est une constante
d'intégration lequel dépende des coefficients du développement. Aprés les remplacements
xX= iCﬂGn (x) (les fonctions x et G(x) sont impaires) et C = 2BHH,: (0)+ F(0), résulte un

n=1
développement en SFN de la primitive F(x), en une base, le plus souvent différente de celle de
la fonction f{x).

= soit f(x) une fonction 2L-périodique, continue dans l'intervalle [—L, L], avec
J(—L)=f(L) et avec la dérivée f’(x) lisse par portions dans cet intervalle. Le développement de
Fourier, sinusoidal ou non, de la fonction f”(x), peut étre obtenu en dérivant terme par terme le
développement de Fourier de la fonction f{x). La série obtenue converge ponctuellement vers
£ (x) en tous les points de continuité et vers [f’(x)+ f'(—x)]/2 en ceux de discontinuité.

Si£(x)= fy+ 3 g, (5)+ 3B, (v) L alors: 77(x)= 3 /() + 38,00 (x) (12)

Dans ce cas aussi, la base du développement en série non sinusoidal de la dérivée différe de
celle de la fonction f(x).

La condition f{(—L)=f(L) fait que le nombre des problémes dans lesquels la
formule (1.2) peut étre utile est assez petit, mais elle peut Etre évitée si le saut a partir du point
x=L (ainsi que tout autre saut du composant impair) est compensé par un saut dans la
direction opposée (obtenu en soustrayant une autre fonction impaire qui fait un saut identique
dans le méme point). Dans I'exemple suivant, par ce procédé¢, la composante impaire f, de la
fonction f(x) est décomposée en une somme de la fonction différenciable fos (pour laquelle
f(—L)=f(L)) et la fonction de rampe f.=xfo(L)/L— fos=fo— f~. Par conséquent:

L0 g LB | (o) L),

relation qui nous permet de trouver une expression pour le développement de la dérivée f7(x)
de la fonction f(x), pour toutes les catégories des fonctions qui satisfont les autres conditions.
Le développement en SFN de la fonction f,s=f,— f- nous permet le calcul des coefficients du
développement en série de la dérivée.

Le cas général, celui du développement des fonctions dans des bases périodiques non
sinusoidales, met en évidence le fait que 1'élément /=1 de la base a un caractére particulier. Il
fait partie de toutes les bases périodiques, il ne change pas lorsque les autres composantes de
la base (de valeur moyenne nulle sur l'intervalle de définition) changent aprés 1’intégration, ou
apres la dérivation. Son coefficient est calculé par une intégrale définie et non par des
relations algébriques. /=1 est une fonction paire, mais pour fy=0, il recoit simultanément un
caractére impair aussi. Les dérivées et les primitives de toutes les fonctions paires (y compris
la fonction 7-fp=fy) sont des fonctions impaires et, inversement, celles des fonctions impaires
(y compris la fonction 7-:0=0) sont des fonctions paires. En dérivant toute fonction paire fp on
obtient la fonction impaire 0 et vice versa, en intégrant la fonction impaire (), on obtient toute
fonction paire f (la constante d'intégration)



1.2. Propriétés des développements en séries de Fourier sinusoidales

Comme dans le cas général, dans le cas des développements en SFS, sur l'intervalle

7-+1
[-L, L], pour w,=nwo=nn/L, parce que X = ZZﬂsin(a)nx), nous pouvons écrire [9]:
n=l Q@

n

Pour /()= /, + 1.+ /, = /, + 2a, cos(@,x)+ 3b,sin(,). (1.3)
na: (D)==A-1), (D)= 1), £0)= LEEEL), ) SEIED,
F0)=1,+2a,.

)

D, = f”i )—11m2[ "wb ], a, = a)n(bn +2(=1)

,B sin(e,x), dans lequel: (1.4)

\

D(x)=D +6@+60=q)0-1+ian‘cos(a)x)
n=1

= HMS

D)y a0, 0(0)=0,+3a

n=1

n

h ‘

n—o n n
n

(.[oxf(x)dx)SFS = F(x)_F(O) =F, +F‘e +F:) =F, -1+ iAn -cos(a)nx)+i8n 'Sin(a)nx)’ dans lequeh

© _ n+1 »

E)Ozzi’ A)l:_ﬂ’Bn:&-i-MM’ F(O):E)+ZAnZE)_E)0 (1‘5)
=@, w, , , L P

Egalement sont valables les relations: f _[ <D EL) + Zw:an , fo = # et

) i a,(sinwb—sinw,a)-b, (cos wb—coswa)

[ F(x)dx = f(b—a)+ (1.6)

Ainsi, nous avons obtenu une série de relations pour calculer les valeurs moyennes et
les coefficients des développement des fonctions dérivées et primitives du premier rang, a
partir des valeurs des coefficients du développement en SFS de la fonction f{x) et des valeurs
de la fonction dans les points limites f{—L) si f(L). Ces relations nous permettent également de
calculer, pas a pas, les expressions des dérivées et desprimitives de rang supérieur, apres avoir
calculé les valeurs de ces fonctions a la limite de ’intervalle, les valeurs moyennes et les
valeurs des coefficients de leurs développements. Les nouvelles relations peuvent E&tre
utilisées pour résoudre les équations différentielles et intégro-différentielles de rang supérieur,
pour calculer des intégrales définies ou indéfinies, etc. A titre d'exemple, voici la dérivation et
l'intégration du développement de la fonction f{x)=e* pour I’intervalle [—7, 7] [8, 9]:

Fl)=e = sinhz | i[2sinh;z (1 cos(o)— 2n-sinhz (- 1)2 Sin(nx)} .
T T

n=1 I’la)o

1+n° Vs 1+n

n=1

o, - sinh 7z o = - sinh7 2n(- 12) L2(-1) sinhz | _ 2sinhz (— ) B =-n 2sinh7z (—1)2 ,
T T 1+n n-mw T 1+n’ T 1+n
o .si = (=) i sinh
F00=Zb" _2n-sinhz & (=1)" _ 2sinhz 1(1_ 7 j:smhﬁ_l, F = (1.7)
-, n-x o l+n’ T 2 sinh 7 7
~1( 2n-sinhz (~1) 1| 2sinhz (-1} , sinh 7z 2n-sinhz (~1)
A =—]- . , B =—| = L 2(-1 =— . >
n 7 1+n® n| 7 l+4n 7 7 l+n

Donc: @(x)= [(e*),TFS =e' et F(x ([ “dx)S +F(0)=



. . = (-1 1( =z
Pour obtenir (1.7), on start de 7(0)=1 = S"7| |, 5 1y ( = [ - 1)
(1.7) f0)=1 n Zl 1+n° Z:lJrn2 2 sinh7z
On peut le remarquer que pour f5=0 et fo(L)=0 (sans discontinuités de la composante impaire),
a la fois l'intégration et la dérivation se font terme par terme: «, =bw,, S, =-a,0,,

A =b/w, B =—a,lo,.Sif(x)ades discontinuités aux extrémités de l'intervalle [-L, L]
(ou a l'intérieur), elles provoqueront, lors de la dérivation, l'apparition d'une valeur moyenne
@y#0 et une modification en conséquence du composant @.. Lors de l'intégration, l'effet des
discontinuités est transmis au composant impair F,. Les dérivés de toutes les fonctions f(x)+C
ont la méme expression, et le retour a la fonction initiale, par l'intégration, est assuré par la

relation F(0)=F, + iA , lequel pour C=0 conduit a F(0)=0.
n=1

n

Sur l'axe réel, la fonction périodique impaire f(x), discontinue aux extrémités
de l'intervalle [—L, L] (Fig.1A), est la somme entre la fonction continue f.(x) (Fig.1D) et la
fonction «échelle» fu(x) (une succession des « échelonsy Heaviside ne’gatifs) (Fig.1E). Les

dérivés de ces fonctions sont les fonctions périodiques f’(x)= uzﬂ(x+L) Z 5, (x+L)

(peigne de Dirac, Fig.1B), dont le développement en SFS est = = —2( ) cos(na)ox) [6],

JT n=1

multiplié par le coefficient f,(L)/L (Fig.1C). Les développements en SFS de ces deux dérivées
sont donc divergents, mais leur somme est convergente.

Si la fonction f{x) est paire, la dérivation des sauts a l'intérieur de I’intervalle génére
deux peigne de Dirac de signe opposé, qui s'annulent réciproquement, et si f(x) a des
discontinuités finies dans un nombre fini des points dans I’intervalle [- L, L], cela se refléte
dans la position et I'amplitude des impulsions Dirac correspondantes.

A i
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Fig. 1. La dérivation du développement en SF'S d'une fonction périodique avec des
discontinuités

1.3. Le développement en série de Fourier du produit de deux quelconques
fonctions périodiques

Sont connus les relations de calcul pour déterminer les coefficients du développement
en SFS du produit p(x)g(x) de deux quelconques fonctions périodiques, de carré integrable
(qui fait que leur produit est aussi une fonction de ce type), définis sur l'intervalle [—L, L] [9].
Le calcul de ces coefficients est possible si les coefficients de Fourier du développement en
série de chacune des deux fonctions sont connus: on doit calculerles les intégrales définies du



L nmx L . N . . o .
type J:L p. cosde et JiL P, sdex. Si une certaine approximation est permis, le calcul

peut étre effectué par des méthodes numériques.

Dans le cas des ODEs, un ou tous les deux termes du produit p(x)q(x), peuvent &tre
méme l'une des fonctions y(x), y'(x), ¥ '(x), [y(x)dx, etc, avec des coefficients de Fourier
inconnus. Le remplacement de ces produits, lorsqu'ils apparaissent dans une équation
différentielle, avec leur développement en série de Fourier, ou avec les sommes de Fourier Sy
qui les rapproche, conduit a un systéeme de 2N+/ (N—wo) d'équations algébriques. On les
résolvant, peuvent étre trouvées les coefficients fy, ay, ..., an, by, ..., by de la série de Fourier du
développement de la fonction y(x). Pour

yx)=yo+y.+y, = yo+ZA COST+ZB smT et

n=l1

p(x)=po+p.+p,=p, +ZCn cosTJrZDn sinTﬂx

n=1 n=l1

(ou yeo=peo=0), les coefficients de développement en série du produit yp sont:
()" = yupy + (WD, + 2.3 + 5.5, +3,P,)+ (WD, + P.3, + 5P, + 7,P.) =

_ o ol (1.8)
=P(x)=R+P +Q, =PO+ZP cos—+ZQ sm—

1 L F L _ _ L _ __ 1 i ki
R= o1 0p) " de=yop 5[ 7P s ILyapodx=yopo+—(ZA,cl+ZBID,j (19)
| _ _ _ — nux
= L.0up.+ p 7P+ 3P Jeos ™ dx =22 [ p eosTdv + L [y, cos™ Fdx+
—J (ZA cos](;C cosL]cosder j (ZB smlL](;D smL]cosde
S P=yC+pd +—ZA(CH, et —ZB,[DH, +sgn(l-n)D, ] (1.10a)
_[ (Y2, + Dy, +y ?.) 1n—dx-y°_|' D, sm—dx+p°-[ v, sm*dx+
—f (ZA COS](ZD s1n)s1ndx —J [ZB s1nlL)[ZCm cosL]smdx
N Qn:yODn+pOBn+5;A,[D,H,—sgn(l—n) - ZB( <) (1.10b)

Dans ces relations, nous avons considéré: A0=Bo—C0—D0—0 (pour /=n). Les relations
sont les mémes que dans [9], dans lequel Ap=2y9 si Cp=2py, mais ici, nous avons choisi une
autre méthode pour atteindre le résultat, en utilisant des calculs intermédiaires tels que:

jLLf;(A, cos ZL)Z (C cos Lj cos—dx [ Z(A cos Z’L‘" )z(;”[cos (m ‘L”)”" 4o T)ﬂﬂdx -

=1

_.[ IZ(A cos j{zc cosM C i ( ) +Z (mJFLn)ﬂx}dx:

) L

= E (; AICH + ; A[C[+n + [:ZIAICHIJ = E ; A/ (Cl+n + C\zfn\)

De toute évidence, les formules suivantes sont également valables:

1 e | e
P =p A, +3C+53C (4,,+4,,)+ 3D (B, +sen(t-n)B, ) (1.11)

Qn = pan + yODn + %li:Cl(an N Sgn(l - n)B‘n—l‘) ZD ( ntl Apz-l\)



1.4. Le calcul de certaines séries numériques infinies

Les coefficients P, et O, des relations 1.9 et 1.10 contiennent, chacun, les expressions
des séries numériques infinies, dont la somme peut étre déterminée (si les coefficients A, , Bx,
Cy, 51 Dn sont connus) par un volume, parfois important, de calculs. Entre chaque de ces séries
infinies et le coefficient correspondant du développement en SFS du produit yp, il y a une
relation directe, de sorte que la somme de série peut étre déterminée en calculant le coefficient
respectif. Par conséquent, si les calculs pour déterminer les coefficients de Fourier du produit
yp sont moins volumineux, cette méthode de calcul devient une solution préférable pour le
calcul de cette quantité. Pour illustrer cela, nous comparerons ces volumes de calcul pour les
produits entre la fonction:

7+1
y(x)=y,+24, cos% +Y'B, sin% =x=>2L 1) sin% et les fonctions:

n=1 n=1 n=1 nirw
1+1
p(x)= plo+ZC cos—+ZD sin T = X =321 AL
L L P nr
ﬁz(x)=p2_0+ZC2” cos—+ZD s1nT:( )SFS = z; (_ ) s%
_ n-+1 _ 7-+1 2
avec les coefficients: yp=0, 4,=0, Bn:2L( ) ; pro=0, C1,=0, D1.11:2£( 1) ;pz.o=£,
nr T n 3
_Ary , . .
C2n=—-—", D2,=0. On découle les coefficients des produits:
n'rw
0 2 2 _ 1
+ Zpln COS_+ ZQI n SIH_ = (ypl)SFS = (XZ)SFS = A +4—L2@c05@ ,
n=1 n=1 L 3 T n
o 3
+ szn COS% + ZQM sin% = (ypz )SFS _ (x3 )SFS _ ( 1)n+1|:2L 123_LSi| Sin@
P = nrwo wn L

Nous allons garder les significations précédemment attribuées: Ap=By=Co=Dy=0. Conform
avec 1.9-1.10:

- 71+1 n+1 n+1 2
= ( 1) Pour y(x)=x: - P, _22—( 1) ) _2L Z Dso (1.12)
n=1 niw n=1 T n n=1
2 ( 1)2r1+1 2L = (_1)n+/+l (_1)\;171\” L B w . 2IB
P — ~~yB [- == = -1 ' 1.13
v 7 2n +27z% ’{ n+l +sgn( n) ‘n—l‘ T 2n+5§1n( ) n = ( )
L|L(-1y LALg (-1y WA 3 ) (-1y
—p == — =(-1) —=| —+4 =4 =C
b 72'[ n'r T %ﬂ“lz—;a2 ( ) n’ n2+ 4n® n'r’ 2
L n+l . (_ 1)n+1+1 (_ lyn—[‘-%-l
— ” A ——— l—n)—"—— 1.14
72'{ 2n g‘ 1[ n+l sgn( n) |n—l| ( )
n+1 ©
_)Ql_n :£ yO _1) _i+2nz(—l)'l+l+l ZAI 2 :0
i n 2n T n- -1
2 2 o (1Y
P, = 0%+2—L2 (1# Pentru y(x)=x: — P20=0 (1.15)
T n=1



2 " 5 2 -+l n—1|
P”=yo4]§ (—1) +£+2Lz in2+ (=1) +( 1) — Py2=0 (1.16)
' 75 n 3 77 | 4n T (n+l) (n l)
LB 20| (-1, [ (1) 1‘” !
— n __~ B + B 117
2 3 | 4nt ; 1[ (n + l ( )

L 2L(-1)" 22| (1) 2L(-1)" & 2L 4nl
g, L2 2 u#@w Lol

3  azx | 4n’ nr i Iz (n
#n

2(-1y"' Al 1 11 - (2L 120
Ly ) L e (222

3nrx 4n 16n" 12n nr o nr
Pour obtenir ces résultats, nous avons collecté des données de la littérature spécialisée [10]:

» 2 o 2
Z% =z, > L _3 et pour Zﬁ _ ! ( Iz j nous sommes partis de:
S\ -n

o 6 FIr-nt 4n*’ 4n*\ 4n° 3

l#n I#n
2

ctg(aﬂ)+ z 3
4a

cosec(ar), ou a#0, 1, 2,.., . Pour VneN, si

z 1 1 V4
20 a) 2 e

a=n+e—n, c'est-a dlre eeR—0 et sin(ar)=sin(nz+er)=sin(ex)—0. Alors,

z z 1 1 1 1
;( —a) ?( ) ?+4an{(n—a)2_(n+a)2}
1 1 7’ 7’ 1
— t(+ — = esc(ren)=———
llgl 4n(nte)ée’ ’ dntey cot(t o)+ 4n+ey csefto7) 12n°  4n’

2. La solution d’une ODE, déterminée en calculant les coefficients de son
développement en série de Fourier sinusoidale

Pour résoudre les équations différentielles linéaires avec des coefficients ai(x)
variables, lorsque ces coefficients sont des fonctions analytiques au point x=xp, on peut

utiliser la méthode du développement en série de Taylor: y(x)=>a, (x—x,) , si xo est un
n=1

n+r

point ordinaire, ou la méthode de Frobenius: y(x)=>Ya, (x—x,) , sixoestun point singulier

régulier [4, 5]. La méthode, qui permet de trouver une solution valide sur son disque de
convergence de rayon R, est basée sur la propriété de dérivabilité terme par terme de ces
séries et permet de trouver des relations de récurrence pour les coefficients de la série. C'est
possible parce que la base sur laquelle la fonction—solution générale est développée est la
méme que la base sur laquelle sont développées ses dérivés aussi. Pour trouver les solutions
particulieres il faut savoir les valeurs de la fonction et de ses dérivées a un point de I’intervalle
(=R, R). Par cette méthode, la résolution d'équations différentielles est transformée en un
probléme d'algebre, qui implique le plus souvent de trouver des formules de récurrence.

Etant donné que les SFS et les SFN aussi, jouissent de la propriété de la dérivabilité
terme par terme, une méthode similaire a la méthode décrite peut étre appliquée en utilisant
ces nouveaux types de développements en série, dans les équations impliquant des fonctions
périodiques de carré intégrable, définies sur un intervalle [—Z, L], si nous connaissons les
conditions aux limites correspondantes.



La méthode de résolution des équations différentielles en déterminant les coefficients
du développement en séries sinusoidales ou non sinusoidales de la fonction inconnue est une
méthode particulierement solide, applicable a tous les types d'équations différentielles et
intégro-différentielles, linéaires et non lin€aires, d'équations aux dérivées partielles, des
systemes de telles équations, quels que soient leur ordre et quels que soient la complexité des
coefficients. Les conditions requises pour l'application de la méthode sont peu contraignantes
et faciles a remplir, notamment pour les situations rencontrées en physique et en génie. La
méthode peut étre appliquée a des larges classes de telles équations, et encore plus, la méme
équation peut étre résolue en utilisant plusieurs types de développement. La méthode peut
également étre facilement étendue aux fonctions du domaine complexe C.

Comme pour la méthode de développement en série entiére, les opérations de
dérivation et d'intégration effectuées sur ces développements en série sont transformées en
opérations algébriques effectuées sur les coefficients du développement. Par conséquent, la
résolution d'ODE se transforme en résolution d'équations algébriques. De toutes les bases
utilisées comme support des développements, les plus avantageuses sont les sinusoides (7,
cos(nx), sin(nx)), en raison de la facilité avec laquelle les coefficients du développement
peuvent étre calculés (les formules d'Euler), en raison de la vitesse de convergence élevée (ce
qui les rend idéales pour les méthodes d'approximation numérique) et la relative facilité avec
laquelle les équations algébriques résultantes peuvent étre résolues (le degré de difficulté est
dicté par l'ordre de 1'équation et par le degré de non-linéarité¢ de 1'équation différentielle).
Contrairement aux bases des puissances entiéres positives qui, par des dérivations répétées,
"patinent" le long des éléments de la base (conduisant a la génération des chaines récurrentes),
les bases sinusoidales "oscillent” entre les mémes éléments, pairs et impairs, de la base,
conduisant a des équations algébriques plus simples.

2.1. ODEs linéaires a coefficients constants

Comme nous l'avons trouvé dans la section précédente, sur l'intervalle [—L, L], pour

f(x): Vot V., +Y, =Y, +iAn cosa)nx+iB" sinw,x (2.1)
n=1

n=l1

—5(x)= i{ o +2(-1) W} Cosm, X — i(Aa) sin, x )+ % (2.2)

n=l1

-3 = EK— Ana)n2 + 2(— 1)" #j COS@,x — (B"a)n2 + 2(— 1)"a) —y"éL)j sin a)nx} + y‘,‘(L) (2.3)

! L
Aussi, y,(2)=Lm2[(-1)" 0,5, ]=1/2-[y(2)~ y(- L)] (2.1a)

Plus loin, par des dérivations successives (& chaque dérivation, les coefficients de
développement sont corrigés en tenant compte de l'existence des points de discontinuité) on
retrouve les expressions des développements en série pour les dérivées d'ordre supérieur,
lorsque sont connues leurs valeurs aux points a la limite de l'intervalle de définition. Par
conséquent, la solution particuliere y(x) de toute équation différentielle ordinaire linéaire avec
des coefficients constants, homogéne ou inhomogéne, quel que soit l'ordre de 1'équation, si
elle est définie sur n'importe quel intervalle [—L, L], ou équivalent, peut étre déterminée si
y(x) est de carré intégrable, en calculant les coefficients de son développement en série
sinusoidale, si les valeurs et ses dérivées sont connues aux points des extrémités de
I’intervalle (conditions aux limites). Les solutions des équations peuvent étre trouvées pour
d'autres types de conditions aux limites aussi.

Pour illustrer cela, nous appliquerons la méthode dans le cas d'équations linéaires
homogenes a coefficients constants, sur l'intervalle [—=, 7], pour quelques équations simples:
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Exemple 2.1: y’ =aq, (2.4)
avec la condition a la limite y(0)=C. Pour l'intervalle choisi, on peut écrire:
i{Bnn +2(-1) M} cosnx + i(— A nsinnx)+ M =a (2.5)
n=1 T n=l1 T

dye0, g < 2@ ER) AT yE)-yeA)_nle)
2r n 2 T
Pour la valeur moyenne yy, il n'y a aucun conditionnement, donc ¢a peut prendre n'importe

quelle valeur K. Donc:

71+1
y(x)z aﬂsinnx + K =ax+ K . Pour y=0 — y(0)=K=C.
n
Pour a=0 — y(x)=K
Exemple 2.2: y’ = ay, (2.6)

avec la condition a la limite y(m)=C. A partir des relations (2.2) et (2.6), on obtient:
ay, = M ,aB =-nA — B, =-nA /a,pourn=I, 2, 3, ..0et

V4

2 _ 7 _ !

at, =" g oy 2 2—(2 ) - 2n) g —2n—(2 ) : 27) ot donc:

a T n+a 1w n+a
— 7)1 & , aCcOSnx —nsinnx
y(x)zzM —+>(-1) i 2.7)

T | 2a = n +a

On reconnait ici, pour y.(z)=sinhar, le développement en séric de Fourier de la fonction
y(x)=e*, pour lequel y(m)=e"", et pour y.(m)=Ksinhar, le développement en série de Fourier
de la fonction y(x)=K-e** (la solution générale), pour lequel y(z)=Ke"", et y(—n)=Ke "
En conclusion, pour y(m)=C — K=Ce ", la solution particuliére étant y(x)=Ce?“ 7,

Pendant la résolution de I'équation, est apparue la contrainte aB, = —n4, . Cela signifie

que A,=0 impose B,=0 , donc la solution ne peut pas avoir une seule composante (elle ne peut
pas étre seulement paire ou impaire). Ce fait est imposé méme par la relation d'égalité (2.4).
Donc fo(m)/n#0, par conséquent, toujours ys#0.

Exemple 2.3: y’’ = a’p, avec y(r)=K; et y’(n)=K. Parce que:

F(x)=7 +7 =3 (- Ansinnx)+ i{Bn +2(-1Y) M} cosnx + 2.(x) (2.8)
n=1 T T

n=1

0

7 =5 (- 20022 o) w2y i) 5 2

n=1

et par 1'égalité avec a’y on découvre que:

!

N 01 AT D ) e

Yo = a‘r > n*+a® & n+a®> ’ donc
y(x)= yez(ﬁ)JrZi (2_ ) 5 {yE(”)cosnx—nMsinnx} (2.10)
ar wmn+4+al « 7

Pour yo(m)=sinh(an) et y o(r)=a sinh(arx), on reconnait le développement en série de la
fonction: 3(x ) = cosh(ax )+ sinh(ax) =e*. Mais, parce qu'il n'y a pas des contraintes entre les
coefficients des deux composants (pairs et impairs), chacun d'eux peut étre une solution:
yi=cosh(ax) et y,=sinh(ax) (pour fo(m)=0, respectivement f’.(m)=0). Par conséquent, la
solution générale de l'équation est y(x)=Cjcosh(ax)+Cosinh(ax). La solution particuliére
résulte de: y(z)=Cicosh(arn)+Casinh(ar)=K; et y’(m)=aCisinh(arx)+aCzcosh(ar)=K:

Exemple 2.4: y*’ =—a’y
De la relation (2.10), en remplagant a’ avec —a?, on a:
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ar n —a T Vid

5(x)= _yé(”)_’_z (- l)nz {yé(”)cosnx—nmsinnx},

dans lequel, pour y.(m)=sin(an) et y’e(m)=—a-sin(amr) nous reconnaissons, pour ag¢Z, le
développement en série de la fonction:

smar
cosnx +n
V3 V

Par conséquent, la solution générale de cette équation est y(x)=Cjcos(ax)+Casin(ax).
Exemple 2.5: y’’+ay’+by=0
En remplagant dans I'équation la fonction inconnue et ses dérivées par leurs
développements en SFS:

i{— An® +2(=1) @Jr aBn+2(- 1)"aM+bAn}cos(nx)+

¥(x)= cosax +sinax =

2

- 71+1 -
sinarx (—1) asinarz
+2 >

ar n°—a

sin nx}

n=1 T
+i{—Bﬂn2—2(—1)”nM—aAnn+bB”}sin(nx)+y( )+ay( )+by0 0
P V1 7 7

Tous les coefficients de cette development sont nuls
rleronle) x0T, } __p7ob 20 n)

Yo =
br an an

—>An=—An[nz_bI+2(—1) y( )+ay( )” —b_2( ) y

an anw an
A (n“ +a’n® =2bn* + bz)ﬂ = 2(— 1)" Lv’(ﬁ)(n - b)+ a(2n - b)yﬂ (72)]

= 2(-1) [y(z)n* - b)- aby, ()] _ 2 )’ ~b)- aby, ()]

T A | |
A

—a+Va'-4b  —a+A . —a-

ol A=+a’-4b . Nous noterons 4 =

2 ) 2
B - _(B n’ —bjz 2= y(m)n—b 2(-1) [yé(ﬂ)+ ay, (%)
! " an a T an an Vs pid
B, (n4 Jrarzn2 —2bn’ +b2)/z nLv(ﬁ)(nz +a2 - )+ any'(rr) ]

) nly, (2 +a’ - )+ay:(7r] 'l (@)’ +a* = b)+ ay!(z)

7{” +(—612+Aj }{anr(—az—Aj} (n +E N+ 2)

7=Csinh(2,7) et ! (7)=C A sinh(47) =4y, (7):
CAYu(@)+ Cay, () | o yulw)—a+A+2a_ oy, lr) 4b _ o sinh(dr)

Pour y, (7)=C, sinh— ata

T =T b - 2b x 2a-4) '
e sinh(47)[4,(n* —b)-aid] _ 2A1ye sinh(47) 4,
.1 ﬂ'(n2 +12Xn2 +ﬂ,2) 1 T nr+ A’
1 2 1
2(=1Y Csinh(4,7)n> +a* —b+al, . sinh(2,
g, 2N Gl e chreh)_y_ gy Snhlin) _n
1 2 1

Et pour y,,(7)=C,sinh—— A 7 =C,sinh(4,7) et y',(7)=C,A sinh(L,7)= Ay, ,(7):
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sinh(4,7) . . sinh(Lz) 4, . . sinh(Lz) n
—c 2 4 =2(-1)C , B =2(-1)C
0.2 Cz ﬂz n.2 ( ) 2 T 7’12 +ﬂ,22 n.2 ( ) 2 T 7’12 +ﬂ,22

Les deux solutions sont indépendantes. Par conséquent, la solution générale de 1'équation est:

—a++a’—4b —a—+a’—4b
— +Cexpl ——————x

2
—_— A 2 —_— 2 —_—
-pour @’ <4b: y(x)= exp(za xj{q sin{az% xj +C, cos(az% xIl

-pour a*<4b: A =1, = _Ta' y(x)=c¢ exp(_zax) est une solution de I'équation. On peut

-pour a* >4b: y(x)=C, exp

chercher une deuxiéme solution, sous la forme y,(x)=u(x)y,(x). Par la méthode de "la

e & nm & . nmx .
réduction de I'ordre" [4] on trouve pour u(x)=1u, +>.C, COST +>.D, smT la condition:

n=1 n=1

v z[(_ C 4 2(-1) @j cos(m) - (D e 1)"nMjsm(nx)}+M _0

T T

Lol g Cn* +2(-1) wl®) o, cpmo, D, =2(-1y % =) _, u(x)=Cx+C,
T T nrw

On note que pour tous les ODE a coefficients constants, quel que soit le degré de
I'équation, les coefficients de développement de la fonction inconnue sont fournis par une
équation pour déterminer la valeur moyenne et une paire d'équations pour chaque harmonique
du développement.

Exemple 2.6: y’=x

Méme dans le cas d'ODEs non homogenes a coefficients constants, il n'y a pas
d'équations significativement plus difficiles a résoudre. Par exemple, si dans cette équation,
sur l'intervalle [-L, L], nous faisons les remplacements:

7-+1
y(x)= y0+ZA cosnx+ZB sinnx et x = 22( 1) sinnx , on a:

i(— A nsinnx)+ Zn[Bn +2(=1) y()}cosnx+ (ﬁ) > ) - sinnx

VA n=1

71+1
— y=K (arbitraire), yo(m)=0, — B, +2(—1) 22 7)_ — By=0 et Ay= L)

nmw n
2 w (1) 2 2
On reconnait le développement: LA 1 2> ( 12) cosnx — y(x) =y, + 1 =X ic
2 6 A n 2 6 2

Exemple 2.7: y’=x?

i(— A nsinnx)+ i{Bn +2(=1) %o (ﬁ)} cosnx + M T 4i ) cosnx

n=1 n=1

— y=K (arbitraire), — y (7)= % ,A=0,B = _42

n-+1 2 w (_ 71+1 3
— y(x)=y0+{2(_—l)”——4z( 1) }cosnx=x—+C
n 3 N 3
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2.2. ODE linéaires a coefficients variables

Une équation différentielle linéaire d’ordre m avec des coefficients variables, non
homogenes, de la forme
Ty ALy fi(x)y T+ folx)y=g(x)
peut étre résolu, sur l'intervalle [—L, L], si y?(x), fi(x) et g(x), i=0, 1, 2, ...,m, sont des
fonctions de carré intégrable, en déterminant les coefficients 4, et B, , n=1, 2, ..., , du
développement en SFS de la fonction inconnu y(x):
y(x)=y,+> 4 coswx+> B sinw x

n=1

n=1

si les valeurs de la fonction et de ses dérivées sont connues aux points situés aux extrémités de
l'intervalle. Si nous ne connaissons pas leur valeur qu'a l'une de ces extrémités, la relation
(2.1a) nous permet également de trouver l'autre. Si L est pris comme parametre, des
estimations peuvent étre faites, si L—o0, pour toutes les valeurs sur l'axe réel pour lesquelles
les conditions d'intégrabilité au carré sont remplies. A partir des relations (2.1)—(2.3) de la
sous-section précédente, par dérivations successives, nous trouverons les expressions des
développements en série pour les dérivées d'ordre supérieur (si leurs valeurs aux extrémités de
l'intervalle de définition sont connues). En utilisant des relations similaires aux relations (1.9)
et (1.10) antérieurement déterminées (relations pour les coefficients du produit des deux
fonctions), ainsi que des relations déduites de la formule d'intégration par parties on peut
obtenir des expressions (dépendantes de A4, et B,) pour les coefficients P, et O, du
développement en série pour les termes de la forme fi(x)y”, lesquelles sont introduits dans
I'équation de base, simultanément avec l'expression du développement en série de la fonction
g(x). En simplifiant la relation résultante (regroupant les termes qui ont comme facteur
commun l'un des ¢€léments de la base du développement, y compris ici aussi la fonction
unitaire /), on obtient l'expression du développement en SFS d'une fonction de valeur
identiquement nulle. Par conséquent, tous les coefficients de ce développement (expressions
algébriques dans lesquelles apparait les coefficients 4, et B,) sont nuls et donnent naissance a
des relations (équations algébriques) qui permettent le calcul des inconnues 4., By et fo. La
méthode est similaire a celle dans laquelle ces termes sont déterminés en remplagant la
fonction y(x) par son développement en série de Taylor.

Les coefficients d'ordre N, Py et Oy, des développements des produits fi(x)y” sont des
séries numériques qui peuvent également contenir des quantités infinies de termes
décroissants ou alternants décroissants. Lorsque ces sommes peuvent étre calculées (elles
peuvent étre réduites a une somme finie de termes), on obtienes des équations exactes, et en
les résolvant, on obtienes des valeurs exactes pour les coefficients du développement de la
fonction inconnue y(x). Pour cela, il est nécessaire que les coefficients du développement en
SFS des fonctions fi(x) puissent étre calculés avec exactitude (les intégrales d'Euler que leur
correspond puissent étre calculées avec un nombre fini de termes). Au contraire, on peut
limiter au premier N, le nombre de termes de ces séries. Ainsi, 2N+/ ¢équations
approximatives seront obtenues, avec 2N+/ variables inconnues, par la résolution desquelles
sont obtenues des valeurs approximatives pour yg, 4, et B,. Pour la fonction y(x) on obtienne
une valeur approximée par la somme de Fourier Sy Plus élevé est le nombre N de termes,
meilleure est 'approximation.

Dans certains cas, les solutions des équations pour certains des coefficients peuvent
étre déduites en comparant les termes des €quations avec les termes des développements en
série de certaines fonctions connues, ce qui facilite la recherche de la solution globale.

Une situation fréquent est celle des équations a coefficients polynomiaux. Si les
conditions aux limites sont données (les valeurs de la fonction inconnue y et de ses dérivées
aux extrémités de l'intervalle considérée), elles sont suffisantes pour écrire les équations qui
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déterminent les coefficients 4, si Bx. Si y(x), y™(x), fi(x) et g(x) sont des carré intégrable sur
l'intervalle [—L, L], les relations (1.12)—(1.17) et ceux qui peuvent en étre dérivés, fournissent
des relations de calcul pour tous les coefficients du développement en SFS des termes de ces
équations. Voila, par exemple, les relations calculées pour les termes des équations du
premier et du second ordre, ayant des coefficients polynomiaux du premier et du deuxiéme
degré. Si

y(x)=y,+> 4 cos% +Y.B, sin% ,atunci:

n=l1 n=1

w (_ 1+1 o
(=L U +£[_ Bn+z<—1)'*"%}osﬂ+
P 2n o n =1 L

n 2n :1}’1—

+£[y0 2(_1)y,+1 A +2I’l( )n+li( 1) :lSlnﬂ

n=1

+L2[B(27zn +3) &S (1) LB }innzwc

T 6n’ T (nz —lz)Z

(9 =514 [f;;—i(—w 214, }05%4—%+2n<—1)"“ilB;(‘”’}m”’”‘

ses ol Ve Y4 n 4y, (- 27rn +3) &y (n2+lz) nm
(y ) L|:3 +z [ 6n 2 4%‘41( 1) (nz_lz)z cos L +

I=1 n2—lz =l n —Zz L

l#n I#n

()™ =2 y(LL 2L z{(—1)”;;/3,, W yn(L)}_

= n n’
+i 47r2n2+3O)+Bn(27r2ni+3)n7r+4(_1)ni T (1)1 (n*+1) e L) (n2+lzz cos™
p=] 6n’L 6n°L =L (nz—l) L (nz—lz) L
s L —4027n-3) & e P4 | nmx
+Z‘7z[6n 8n§( 1) (n2_12)2}1n 7

Bon iy 2l0), gy 12 [w}}m

=1 L L p=1 2L L ;:1 nz—lz
= [3(=1Y"y (L) A4 nx | (0" Al y(L) nmx
4 2n(-1 L —_—
+;{ nr " ( ) %: n=0 L T n = S L

+i{2(—l)" yééL) L2(2ﬂ2"2+15)_A,,(27r2n2+3)+(_1)ni{A[(_l)m r n2+12)+8L2 y(L) (n* +12)}}cosnzx+

6n® 6 w-rf 7 L (-

n=1

e | 2z*n* -3) . o PB(=1)"| 16nL y,(L)& (-1)r a3
PR 2 mB - 2(=1) y,(L)]-8 :
+Z{ 6 [ f ( )yn( )] ”%} (12—n2)2 o Z(lz—n )2
Par exemple, une équation de type Euler, non homogéne y"x’ +ay'x + by = g(x), apres

avoir utilisé ces relations et apres le développément en SFS de la fonction

g(x)=g, + ZP COST + ZQM s1nT , conduit aux équations algébriques suivantes:

n=1
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P =251 A+ a1 4, by =g, = o= | @=L+ =S (14,

n=1 n

puis, pour chaque neN":

2(-1) v (L) 2 xn? +15)_ 4, 2zn +3)+(_ l)ni[f‘lz(_ 1y 4P (n* +1%) 8L y!(L) (n? +lz)}r

L 6’n’ 6 = (n* =Y P (n* = ?Y
+a§”—ai( 24y —p
E -l
(27°n* -3) \ FB(-1)"] 16nL y (L)& (-1)7
=R 2 mB, - 2(-1) y,(L)]- = o
6 [ mb, ( )ya( )] 8’7%{ (lz—nz)z L E(lz—nz)er
_JZ i)
a +2an(-1) ; S +bB,=0,

I#n
2.3. ODEs non linéaires

La détermination de la solution en calculant les coefficients de son développement en
série de Fourier sinusoidale peut étre aussi appliquée avec succes aux ODEs non linéaires,
avec des non-linéarités polynomiales, des équations dont les termes ne contiennent pas que
des puissances naturelles de l'inconnu, ses dérivés et leurs produits. Les coefficients de ces
termes peuvent étre constants, ou variables. A partir du développement

y(x)=y,+> 4 cos% +>'B, sin% ,

n=1 n=1
les relations de type (2.2)—(2.3), déduites pour le calcul des coefficients de Fourier des
dérivées de tout ordre et de type (1.9—(1.10), pour le calcul des coefficients de Fourier du
produit des deux certains fonctions, suffisent pour convertir I'équation donnée en un systéme
de 2N+1 équations algébriques (N—w), avec 2N+1 inconnues: yo, A1, Az, ..., An, B1, B2, ..., By
Par exemple:

< 1 1
(yz)V” - yo +—- Z( )+|:2y0An +5;A1(An+l + 4n—1‘)+5231 (Bn+1 _Sgn(l _n)Bnl):|Cosnzzx+

293 [=
Z 1 .
+ |:2yan + 5 ;Az (Bn+1 - Sgn(l - n)B\nfz\ )_ 5 ;BI (An+l - A\,H\ ):| Sln%
L
()" =y, 2 £ )

+2y,4, cos %
L

+33 04

I=1 2

i L 1 .
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On peut voir que pour obtenir les valeurs des coefficients de Fourier de 1'inconnu y(x),
il est nécessaire de résoudre certaines équations algébriques du second ordre ou plus, si le
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degré de non-linéarité augmente. On peut également remarquer que si, dans I'un des types
d'équations analysés, les substitutions opérées pour résoudre 1'équation sont faites en utilisant
les sommes partiels Sy (avec 2N+1 termes) au lieu du développement entier (avec un nombre
infini de termes), on obtienne une ODE approximative, l'approximation étant d'autant
meilleure que le N est plus grand. Pour le résoudre, il faut résoudre un systeme de 2N+1
équations algébriques, probléme pour lequel il existe des nombreux programmes de calcul
¢électronique. Par conséquent, il est possible de développer un algorithme simple, universel et
précis pour résoudre ces types d'ODEs.

3. Méthodes de résolution d'équations différentielles

Les exemples examinés dans la section précédente ont souligné qu'en remplagant
certains termes des ODE par leurs développements en SFS/SFN, I'équation initiale reste, ou
peut devenir, linéaire. Dans le cas général, la fonction inconnue y(x) est remplacée par une
somme infinie:

Hx)=y, 1+ LCR, (x), sau j(x)=y, 1+ X 4P (x)+ > B,0,(x)
n=—on n=1

n=1

qui peut étre écrit aussi y(x)=y, + i y,(x), respectivement y(x)=y, + i v (x)+ i y, (x)
_— n=1

n= n=1

Si tous les termes de 1'équation donnée peuvent étre remplacés par des combinaisons des
fonctions R,(x), respectivement P,(x) et On(x), une superposition d'équations indépendantes
est obtenue qui, en raison de la linéarité de 1'équation, est réduite a un systeéme d'équations
algébriques (les fonctions yx(x), respectivement yen(X) et yon(x) sont parfaitement déterminées
en déterminant les coefficients C,, respectivement A, si By).

Les exemples analysés (2.1-2.7) ont également mis en évidence le fait que cette
méthode permet de déterminer, dans de nombreux cas, une solution exacte, exprimée sous une
forme fermée. Dans des nombreuses autres situations (par exemple, pour les ODEs a
coefficients variables), on obtienne des solutions exactes, exprimées sous une forme des
sommes infinies de termes. Pour étre utiles en pratique, ces formes peuvent étre approximées
en négligeant les termes les moins significatifs: I’approximation de la solution. La solution
approximative est déterminée a tous les points de I’intervalle, sans interpolation requise,
comme dans des nombreuses autres méthodes approximatives courantes.

Dans de nombreuses autres situations, pour résoudre 1'équation, 'approximation du
développement en série doit se faire en avant d'arriver a la solution exacte: I'impossibilité de
résoudre le systéme d'équations algébriques de dimensions infinies, résulté par le traitement
d’ODE, l'impossibilité de déterminer par des calculs analytiques les coefficients de Fourier,
etc. On peut considérer que nous avons eu recours a une approximation de la méthode. Dans
ces situations, on obtienne aussi une solution exprimée sous une forme fermée (une somme
finie des premiéres 2N+/ harmoniques). Dans ce cas aussi, les valeurs de la solution sont
parfaitement déterminées sur toute I’intervalle de définition.

Il existe également des situations dans lesquelles le remplacement des certains termes
d’ODEs se fait par d'autres expressions qui les rapprochent, sur la base des critéres
empiriques, méthodologiques ou autres. Ce sont des méthodes d'approximation de
I'équation. Dans la plupart des cas, cette approximation est faite en un nombre fini de points,
la valeur de la solution aux points intermédiaires étant déterminée par interpolation.
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4. Solutions des ODEs, déterminées en calculant les coefficients de son
développement en séries de Fourier non sinusoidales

Dans l'article [1], en cours de publication, nous avons propos¢ une généralisation du
développement en SFS des fonctions périodiques définies sur un intervalle [—L, L],
généralisation par laquelle nous avons remplacé la base sinusoidale périodique (le nom usuel
est base trigonométrique) avec une base non sinusoidale, comprenant les fonctions suivantes:
la fonction unité /, les quasi-harmoniques fondamentales g(x)-paire et A(x)-impaire,
périodiques, avec la période 2L, avec des valeurs moyenne nulles sur I’intervalle de définition
et les quasi-harmoniques secondaires, définis sur [—L, L], gu(x)=g(nx) et hu(x)=h(nx), avec la
période 2L/n, pour neZ’. Les quasi-harmoniques fondamentales g(x) et h(x), définies sur
l'intervalle [—L, L], peuvent étre toutes fonctions admettant des développements en série
sinusoidale, étendus sur l'axe réel, par des translations successives: pour tout x, € R, on
définit la fonction K(xr)=E[(xr —x1)/2L], tel que pour chaque x, € R et chaque x € [— L,L], il
y a les relations xz=x+KT et g(xr)=g(xr—KT)=g(x). E(x)=\_xj =k, est la fonction partie
entiere (k est l'entier le plus proche inférieur ou égal a x, c'est a dire E(x)< x<E(x)+1. Dans la
littérature anglaise, on utilise le nom de floor function). Les quasi-harmoniques secondaires
sont obtenues par la dilatation de ces fondamentales: gu(x)=gu[x—2L-E[(x+L)n/2L]. La
fonction g,(x) regoit sur l'intervalle [2L(2k—1)/n, 2L(2k+1)/n], les mémes valeurs que celles
qu'il recoit g(x) sur l'intervalle [, L]. Nous avons introduit pour cette fonction la notation
simplifiée:
gn(x)=G[—L/n<g(nx)>L/n],, ot neN*.

Les coefficients 4, et B, du développement en SFN de la fonction f(x) sont obtenus au moyen
des relations algébriques entre les coefficients de Fourier des développements en SFS des
fonctions f(x), g(x) et h(x).

L'article [1] mis en évidence un large éventail d'applications possibles de ce nouveau
type de développement en série, en soulignant la diversité des solutions possibles pour chacun
d'entre eux, illustrée par les différentes facons d'approximer les fonctions. Concernant la
résolution des équations différentielles, dans la section précédente, nous avons analysé une
nouvelle méthode de résolution, en remplagant la fonction inconnue par son développement
en SFS et en résolvant les équations algébriques résultantes. La méthode est également
applicable aux développements en SFN, a condition qu'a travers les opérations de dérivation/
intégration aucun ¢élément d'une autre base de développement n'apparaisse (donc, seulement
pour les bases composées des fonctions circulaires, hyperboliques, exponentielles). En
utilisant cette méthode, peuvent également étre capitalisés les avantages offerts par la
possibilité d'utiliser des bases orthogonalisées, bien que cela implique un volume de calcul
supplémentaire.

4.1. Méthodes de résolution d'équations différentielles par ’approximation de la
solution

Dans certains ODEs, il n'est pas nécessaire de remplacer tous les termes de 1'équation
différentielle par leurs développements en séries de Fourier sinusoidales/non sinusoidales.
L'équation qui résulte par le remplacement seulement des certains termes, méme lorsqu'elle
n'est pas linéaire, peut conduire a une équation plus facile a résoudre que 1'équation initiale, en
utilisant des procédures classiques d'intégration/dérivation (la méthode est fréquemment
appliquée dans la pratique actuelle par des techniques de linéarisation d'équations non
linéaires). Nous illustrerons ces énoncés en résolvant une équation inhomogene tres simple:
y’=x 4.1)
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avec la condition y(0)=yy
Nous sélectionnerons pour commencement une série des développements en série de Fourier
[1], qui seront utiles:

F=X[-L<x>1]=2E z( ) sin% (4.2)
2 2 5 _ 7+1
() =x[-L>x <L] L_AL S [)7 (4.3)
3 T n=l N L
1L,y =J[-L>-1<0>1<L]= 4i2 —si (2n—Ll)7zx (4.4)
L 4L 1 (2n-1)

70X
4L 4.5
e ) ) 4-5)

A partir des deux premiéres relations, nous pouvons écrire les développements en séries non
sinusoidales:

)2:X[—L<x>L]:§(J1—i ! J2nj:

( )9FY_X|: L>—x—§<0>x—5<L:l:_

(4.6)
=£J[—L>—1<O>1<L]—£ZI —£>—1<0>1<£}
2 202" 2 2" |on
(@) =xbrse<t]=Lorx, -3 qx) -

11:14”

r L L = L[ 1 L L 1 “.7)
=—+L-L>-x-—<0>x—=<L|-Y—|-—>-2"x——=<0>2"x——<—
3 2 2 ] Sal 2 2 2 2",

Pour I’intervalle [, L] le terme inhomogeéne de 1'équation (4.1) peut étre développé dans une
série sinusoidale, ou dans une série non sinusoidale (pour la derniére variante les possibilités
étant multiples), ce qui fait qu'en utilisant la notation réduite, on peut écrire:

, (_ n+1
(y')m ZZ—LZ&[—£<Sin@>£} , respectiv (4.8)
T = n n L n
(y!)SFN:£[—L<—1>O<1>L _£i 1 |:__< 1>0<1>£i| (4.9)
2 254 2" |on

Par intégration:

2 » 71+1 2 2 2
y+C=— 2L Z( ) {—£<cos@>£} =%(X2[—L>x2<L]—L—j=x——L—,
n=1 n

n L n 3 2 6
L& 1
y+C=—[—L<—x>0<x>L]——Z— ——<—x>0<x>—| =
2 250 o

:L([—L<—x—L>0<x—L>L}+LJ—Li(1{—L<—2"x—L>0<2"x—L>L} +LH:
2 2 2 2 2,51 4" 2" 2 2 2" w2
1LY 1, I*) I 1 x¥* ' I* x°
By N T e B A
14" 2 S42) 2 3) 4 3) 2 6 6 2

Dans tout les deux variantes, la solution particuliére est y—yp=x?/2.
On remarque que la dérivée de la fonction paire ye(x) est une fonction impaire qui peut étre
développée en série de fonctions impaires, avec la valeur moyenne nulle, avec la base 4 (x):

yi(x)= 2 A (x)
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L'intégration de cette relation de dérivation conduit a une relation pour le développement de la
fonction paire y.(x), dans une base g(x) des fonctions paires, pour laquelle la valeur moyenne
2o peut étre non nulle:

2(x)=y + 24 (g—g,), »ou v, =g, 4, (4.10)
n=l

n=1
On remarque également que dans l'intervalle [-L, L], chacune des équations (4.8) et
(4.9) est obtenu par la superposition linéaire des sous-équations suivantes:
. 2 L _1 n+l1
L 2L

n

. nmx . , L , 1

sin——, respectivement y, =—J, et y, =——J,,, pour n=1, 2, ...,

T n L 2 22

En résolvant ces équations partielles et en additionnant les solutions, nous obtenons les
mémes résultats que ceux obtenus en intégrant toute l'équation. Dans le cas présent, les
dérivées y’s(x) des solutions partielles y,(x) sont méme les harmoniques (ou quasi-
harmoniques) du développement en unr série connue de la fonction y .

Par conséquent, la méthode peut étre appliquée a toutes les équations dans lesquelles
le développement en série d'un terme conduit & une équation linéaire représentée comme une
superposition infinie d'équations partielles pour lesquelles la solution peut étre trouvée par des
méthodes de résolution classiques.

4.2. La linéarisation de l'équation différentielle du pendule gravitationnel, en
introduisant une somme infinie de fonctions rampe

Nous appliquerons la méthode de linéarisation des équations non linéaires a 1'équation

du pendule gravitationnel:
2

‘9+a)§sine=o , Oel-n7x] (4.11)

dt*

Dans une approche classique [13], 1'équation est résolue par la méthode
d'approximation de I'équation, en remplacant sinf~6, acceptable pour 8 e [—91,91], si 01=0.
Ici, nous allons essayer de trouver une solution exacte, valable pour tout l'intervalle [- 7, 7].

Pour cela, nous allons recourir au développement en série non sinusoidale du terme sind, la
base du développement étant la fonction impaire

21(0)=Xo[-n<—-0-1 >— n/2<0 >n/2<—0+n >x].

Le développement en série de Fourier de la fonction g;(6) nous améne a:

_ 4 & (-1)"sin(2n-1)9
0) = —

&0 ﬂnzz; (2n-1y

di=4/r, d,=0, ds=4/97, d;=0, ds=4/25%, ds=0, d;=—4/49%, ds=0, do=4/81x, d;9=0,

di1=—4/121n, di;>=0, ... Pour la fonction f{6)=sin6, nous pouvons écrire:

sinf = f (9)= iBn g,(0), dans lequel:

n=1

dont les coefficients sont:

V4 V4 V4 V4

BIZZ’BZ=0’B3=£’ B4=0’B5=_ﬁ’B6:O’B7=E’BS:0’B9:0"”

B, , :Z.(_—l)z, B, =0, maisB, =0, pour n= 2, 3, .., oo. On obtient I'équation linéaire:
4 (2n-1) "

d*e

—+a)zooB 0)=0
dt2 OZ; ngn( )

laquelle, pour € = i@n , est la superposition linéaire des équations partielles:

n=1
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2

tf" +w!B,g,(0)=0 ,oun=1 23 .0 (4.12)
Si 8(0)=06y, et vo=0, ces conditions initiales sont valables pour toutes les équations partielles:
6,(0)=6y, et vo,=0.

Si v#0, le probléme donné est remplacé par un probléme équivalent: nous considérons la
vitesse angulaire initiale vp imprimée sur le pendule, comme provenant de la transformation en
énergie cinétique E.=1/2-mv’ de la partie E,=mg(he — hg) de I'énergie potentielle du pendule
de longueur /, située a une hauteur équivalente /. (ce qui correspond a un angle équivalent 6.).
Ainsi, le probléme initial est remplacé par celui dans lequel la vitesse angulaire initiale vy est
nulle et la position initiale est:

v,

6, =2k + arccos| cosg, ——~ (4.13)
2g

Des valeurs k#0 apparaissent quand /4. >2/. Pour ces cas, nous pouvons calculer vy, la vitesse a

laquelle le pendule traverse la position 4==z. Si 6. si 6y appartiennent a I’intervalle (-z, ), les

solutions partielles équivalentes 6,(2) ils auront tous, les conditions initiales:

On(0) = 6. si 49, =0 ,etpourh.>2l: Ou(0) =7 et 49, =v_ (4.14)
dt t=0 d t=0

La résolution de ces n équations partielles nous amene a trouver les n réponses
partielles du systéme aux ces n forces périodiques agissant sur le pendule. La somme de ces
réponses est la solution de I'équation pour le probléme équivalent. Cette trajectoire-solution
O(t) passe par la position Gy a l'instant .. La solution au probléme initial est O(#—t.)=260,(t—t.).
Les positions initiales u(%;) et les vitesses initiales 6,’(t.) des trajectoires particuliéres
enregistrées lorsque le pendule équivalent passe par la position 8 sont les positions initiales et
les vitesses initiales des probléme partielles. De cette fagon, I'énergie potentielle équivalente
du pendule (correspondant a la vitesse initiale vg) est distribuée sur les composants partiels du
systtme de forces total et transformée par chaque pendule équivalent selon sa propre
spécificité, en énergie cinétique, résultant une vitesse angulaire initiale équivalente pour
chaque équation partielle.

En raison des lois de conservation de 1'énergie, la trajectoire du pendule, pour chaque
systeme partiel de forces F, , est symétrique par rapport a une position d'équilibre 0., (6p pour
n=1). Elle passe par les positions 6, —0; avec les mémes vitesses v; avec lequel il passe a
travers les positions 6,+6;, et atteint la position maximale —. également a vitesse nulle. Si
6.>x, la vitesse équivalente v, que correspond a la position §=r est égal a celui de la position
6=—r. Pour les mémes raisons, les trajectoires partielles avec des vitesses initiales 8. negative
sont symétriques par rapport a I'axe §=0 avec ceux dont la vitesse initiale &, est positive.

De (4.12), pour n=1, on obtient I'équation partielle

d’6, 2 T \

i + @y Zgl (9) =0 , ou gi(0)=X,[-n<-O0-1 >— 1/2<0 >1/2<-0+n >,
qui se résout successivement, pour chaque sous-intervalle dans lequel la force exercée sur le
pendule a une certaine loi de variation. Pour —/2<6.<z/2, sur le sous-intervalle [-7/2, 7/2] la
force augmente uniformément d'une valeur négative a une valeur positive, I'équation est

harmonique et la solution est:

6,(t)= 0, cos\Vz /4a,1) (4.15)
Pour —z<6@.<—n/2, 1'équation partielle prend des formes différentes pour des sous-intervalles
différents. Sur le sous-intervalle [8., —7/2] 1'équation prend la forme:

Y.
> 4

6 +7)=0, (4.16)
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do,

avec les conditions initiales: 0,.0=0:(0) = 0 et v, =—— =0 etavec la solution:

t=0

0.1)=(0, + 7)ch(Nz /4wyt )~ 4.17)
v(t)=(8 + 7r)a)0\/7z/4sh(\/7r /4 'a)ot), (4.18)

Les équations (4.16) et (4.18) permettent de trouver le moment #;; de commutation de la
champ des forces, c'est-a-dire le moment ou #,=x/2, puis la vitesse angulaire du pendule a

partir de ce moment:v,, =v,(t,)= (6, + 7)oy 7/ 4sh(\/7z/ 4-a)0t1). Ces valeurs deviennent les

conditions initiales de I'équation harmonique dans le sous-intervalle [-7/2, 7/2], valable pour
t>t;.;. La solution est:

0.(t—1,,)=(z/2)cosNz /2@, (t-1, )+ (v, ,/ 0,7 4 Jsin[V 7 /40,1 -1, )) (4.19)

Maintenant, de 8;(2)=0, on peut calculer l'instant ¢;.> du passage par le point d'équilibre.
Plus loin, 1'évolution du pendule est symétrique par rapport a ce point. Le pendule atteint la
position 0;(2)=—#0. apres le temp 2¢;.2 et continuera avec une trajectoire symétrique par rapport
a l'axe t=2¢;,, pour arriver aprés un temps total #;=4¢; > de nouveau en position 6;(z)=6. et pour
continuer une trajectoire périodique avec la période 7=4¢;.».

La figure 2.a. montre graphiquement les solutions pour la premi¢re harmonique dans
le cas des vitesses initiales nulles, pour des positions initiales supérieures et inférieures a —/2,
et la figure 2.b., pour des vitesses initiales non nulles.

\ . ’ /ﬁ‘:ﬂ \/ VI /6| / \/N / I—
é / M E— : //,W )\ / ’:;;V\/ =

T - oo~/ \ [
H — 53/ TN I~

a ) b
Fig.2. a: des solutions partielles de premier ordre pour vo=0, —1/2< Oyi, 0p2<0 et —< 0y,
O12<—m/2. b: pour vo£0 c: des solutions partielles de troisieme ordre pour vo=0 si 0.<0

2
0, ,rl

dtz +(00 Z§g3(0)20, ou

23(0) =Xo[—7/3<3(—0-1/3)>—1/6<30>1/6<3(—0+n/3)>1/3|3=Xo[—n<-30-37>-51/6<30+ 21>
>—q/2<-30-1>—1/6<30>1/6<-30+n>n/2<30-21>51/6<-30+31>7]
Les conditions initiales de 1'équation sont données par (4.14).

Pour vy=0, si —/6<0p< 1/6 —g3(0)=30, et 1a solution est: 6,(¢)= 6, cos(\/zz/ 12a)0t),

0, :\/902 +(v0/a)0\/7r/12)Z <r/6, alors

/7r % . /7[ /7[ /7r
0.(t)= 0, cos| .|[—at |+ ———sin| ,|— @t |= 0, cos| ,|— .t +arctg| — v,/ 6,0, | —
3() 0 [ 12 OJ a)om ( 12 OJ e 1 “ g[ 0/ %0%75

Pour les autres sous-intervalles dans lesquels €. peut étre situé, la solution partielle est:

0,(t)=(6.-6, )cos[\/%a)ot] -6, ou 6,(t)=(6,-6,)ch \/%a)ot] —0,, comme la pente de la

Pour n=3 on a I'équation

Pour vp#0, si
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fonction g3(0) est positif, respectivement négatif. Ici, 6, est le point médian de ce sous-
intervalle et il a toujours le méme signe que Oe.

Par conséquent, la cosinusoide #3(2) (ainsi que ceux d'ordre supérieur) est un
mouvement oscillant vis a vis du point 8, avec I’amplitude 6~ 0, (elle n'arrive jamais au
point d'équilibre =0 ni dans 6y, s'il est en dehors du sous-intervalle). La cosinusoide
hyperbolique 03(2) (ainsi que les quasi-cosinusoides de rang supérieur) décrit un mouvement
divergent, d’¢loignément de 0, (qui est un point d'équilibre instable).

La figure 2.c présente certaines de ces solutions partielles, pour différentes valeurs
négatives de 6. (vo=0).

d*o 71
Pour n=35, 'équation partielle est S =—g(0)=0, ou
quation p o 5s8(0)

25(0) =Xo[—/5<5(-0-1)>—n/10<560>7/10<5(-0+7)>7/5]s

Elle est résolu de la méme manicre que les équations précédentes. Il convient de noter qu'en
raison du coefficient négatif de cette quasi-harmonique, la position #=0 est une d’équilibre
instable. Pour —z/10< 68.<z/10, la trajectoire du pendule est divergente.

La solution générale de I'équation équivalente est la somme de toutes les solutions
partielles: 6(2)=20,(t). C'est aussi la solution exacte de 1'équation donnée, exprimée comme
une somme infinie de solutions partielles, chacune de ces solutions ayant des expressions
différentes sur des sous-intervalles différents. Pour que cette solution soit pratiquement utile,
nous ne retiendrons que les N premiéres solutions partielles (I’approximation de la solution).
Le méme résultat est atteint en approximant la méthode, si a partir du développement en SFN
de la fonction sinf on retient les premiers N termes.

Pour une certaine valeur t=t., la somme 6(2)=26,(t) est nulle: 20,(t.)=0. Comme le
montre la Fig.3 (pour simplifier nous avons choisi le cas 8p=0), a ce stade, chaque solution
partielle a une valeur Gn(t.)= On0 et une vitesse va(t)=vno. Ce sont les conditions initiales pour
les composantes de I'équation initiale.

P e a4 (7]
~

s
G
. & i(t)

-2 - T
& = o

Fig.3. La solution générale et les solutions partielles d'ordre 1, 3 et 5 pour vo#0

4.3. La linéarisation de l'équation différentielle du pendule gravitationnel, en
introduisant une somme infinie de fonctions rectangulaires

Le développement en séries de Fourier non sinusoidal que nous avons choisi pour la
linéarisation de I'équation (4.11) est le plus proche de I'approche traditionnelle, mais ce n'est
qu'une des nombreuses possibilités offertes par la méthode que nous proposons. Une autre
solution intéressante est le remplacement dans I’équation de la fonction sinf avec son
développement en série infinie d'impulsions rectangulaires périodiques:
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d*e B
7”0023 (0)=0, (4.20)

ou la variable 6§ peut avoir des valeurs dans I’intervalle [z, 7],

11:(0)= M- (~1)0(1)x], et IIn(0)= H[-n/n(~1)0(1)z/n]n.

Comme dans l'approche précédente, les conditions initiales du probléme équivalent sont:

0o =0(0) = 0. si v, =ﬁ =0, (4.21)
dt t=0
ou ¢, est I'angle équivalent, correspondant a la hauteur équivalente Z..

Soit B, les coefficients du développement sin = f (0)= iBan (6)

Parce que I1, = 4 Z sin(2n ~1)9 , les coefficients du développement de la fonction sinf sont:

7T n=1 2n—1
T % 44 i
BIZZ,BZZO’BSZ_E’B4:0,BSZ_2_O’B6:0’B7:—2—8,B8:0, B9:0’Bl():0""
_r. b
-t 4 2n-1 H BZnZO’ mais an:O’ pourn:z, 3, %

Tous les coefficients, a l'exception de ce de la quasi-harmoniques fondamentales, sont
négatifs. L'équation linéaire (4.20) est la superposition d'un nombre infini d'équations du type:

‘e,

~w;B,11,(8) ,oun=1, 2, 3, .., avec les conditions initiales (4.21). Les solutions

dr
de ces équations, pour tout les sous-intervalles [#, #-;] dans lequel 71,(6)=ct sont:
On(t)= —w® BusgnlTui(t—tx)*/2+vor(t—ti) + 0ok, pour k= 0, 1, 2, 3, ..,n, ... (4.22)

ou sgnlly est le signe des fonctions I7,(6) pour le sous-intervalle [0x, Gi+7], t sont les
moments des commutations de la fonction 77,(8), Go: et vor sont les conditions initiales pour
I’équation valable sur ce sous-intervalle (les valeurs finales du sous-intervalle précédent). La
vitesse du pendule pour chaque systéme des forces est uniformément accélérée:

Va (t) = _sgn(l_‘[n )Bna)g (Z - tk)+ Vok

Pou n=1,1e point #=0 c'est un point d'équilibre stable. Quelle que soit la position initiale du
pendule, il tend a atteindre une position d'équilibre stable et oscille autour de cette position,
décrivant une quasi-sinusoide construite sur la base d'un polyndme du deuxieme degré. Cette
courbe aura les points d'inflexion situés sur I'axe 8=0. Les oscillations auront I'amplitude 6. et

la période d'oscillation 7, = 4,18|¢9€|/ 7ay; (dependente de 6c). Un pendule que départs de la

position 0yp;=0. avec la vitesse vo;=0, arrive apres le temps t=77/4 en la position 6;=0 (ou la

N . ' inertie,

le pendule continue de se déplacer vers la position 6;=—0., ou il arrive apres le temp t=7,/4,
avec la vitesse v;=0. Sous l'action du méme systéme de forces, le pendule continue son
mouvement dans la direction opposée et aprés un autre quart de période, il retrouve la position

force qui agit sur lui change de sens) avec la vitesse v, = —

6:=0, cette fois avec la vitesse v, = @4/|6.|7/2 . Aprés un nouveau changement de direction

de la force, aprés un autre quart de période, le pendule retrouve sa position 9,=6,, avec la
vitesse v;=0. Les oscillations continuent avec la période 7). Avec les notations A=rw?/8 et

T=,/86, > ,ona:
01(t) =X7* =X°[0*(0—~Ar)*T*(— O + A(t— T)*) *3T*(0—A(t-3T)°) *4T (4.23)

Si les conditions initiales changent: p=6. et v;(0)#0, la solution de I'équation change sa
période, son amplitude et son déphasage initial.
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La solution partielle d'ordre n de I'équation (4.20) aux conditions initiales (4.21) est également
un polyndome quasi-sinusoidal de deuxieme degré: (4.24)
On(t) =Xi? =X2[0* (=0 +AL/n)*Tn!?*(0, — A(t— T/n)?) *3 n'?*(=0,+A(t-3T/n)?) *4T n'?],,

ou 0, = O— 0, . Cette courbe a tous les points d'inflexion situés sur 1'axe 6=6,,. L'oscillation a

I'amplitude 6~ 6, et la période d'oscillation T, =4,/2/0, - 6,|/ B,e; .

Dans la figure 4.a, nous avons représenté, pour I'harmonique fondamentale, trois de
ces solutions partielles, pour différentes valeurs de la position initiale équivalente .: deux
pour . € [-x, 7] (ligne rouge) et un pour d.¢ [, 7] (ligne noire en pointillés); avec une ligne
verte en pointillés, nous avons représenté la continuation fictive de la quasi-sinusoide en
dehors de l'intervalle [, 7]).

La solution générale de 1'équation équivalente est la somme de toutes les solutions
partielles: 0(t)=26,(¢). Une approximation de la solution est obtenue en additionnant les N
premiéres solutions partielles, ou N doit étre suffisamment grand pour obtenir une erreur
satisfaisante. Pour une valeur t=f., la somme est nulle: 26,(t.)=0. Comme le montre la figure
4b, pour le moment 7., chaque solution partielle fournit une valeur 6,(z.)=0,0 et une vitesse
va(te)=vno. Ce sont les conditions initiales des composantes de 1'équation d'origine. La solution
de 1'équation est O(2)=20,(t— t.).

Avec les notations de (4.23) et (4.24) nous pouvons avancer une nouvelle expression pour le
mouvement du pendule:
0()=2X.?, pour t > .

3

e
A TANERYAN/A ; m\

o 7R Y N 4 ;
v, XK P
= % \////\ - \
i s s 7 e U
-51/6 b ¥
. ‘
a b

Fig.4. a: Des solutions partielles pour 6. <m: rang 1 (ligne rouge), rang 3 (ligne noire).
Pour 6.> n: rang 1 (ligne pointillée), rang 3 (ligne bleue) b: solution générale

5. Conclusions

Nous avons essayé ici, a l'aide de quelques exemples simples, de prouver que la
méthode de résolution des équations différentielles en déterminant les coefficients du
développement en séries sinusoidales ou non sinusoidales de la fonction inconnue est une
méthode particulierement solide, applicable a tous les types d'équations différentielles et
intégro-différentielles, linéaires et non lin€aires, d'équations aux dérivées partielles, des
systémes de telles équations, quels que soient leur ordre et quels que soient la complexité des
coefficients.
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