N
N

N

HAL

open science

Comment promouvoir la réflexion épistémologique dans
la formation des enseignants de mathématiques 7 Une
approche mixte didactique et philosophique

Gabriel Pallares, Thomas Hausberger, Anne Roy

» To cite this version:

Gabriel Pallares, Thomas Hausberger, Anne Roy.
mologique dans la formation des enseignants de mathématiques ? Une approche mixte didactique et
philosophique. Education & Didactique, 2021, 15 (1), pp.23-48. 10.4000/educationdidactique.8103 .

hal-02879650

HAL Id: hal-02879650
https://hal.science/hal-02879650
Submitted on 26 Dec 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Comment promouvoir la réflexion épisté-


https://hal.science/hal-02879650
https://hal.archives-ouvertes.fr

Une approche didactique et philosophique pour former les enseignants de mathématiques 1

Comment promouvoir la réflexion épistémologique dans la formation des
enseignants de mathématiques ? Une approche mixte didactique et
philosophique.

How to promote epistemology in the training of pre-service mathematics
teachers? A didactical and philosophical mixed approach.

Gabriel Pallarés', Thomas Hausberger* & Anne Roy’

Résumé : Nous présentons dans cet article une expérimentation didactique faisant intervenir deux
cadres théoriques, la Théorie Anthropologique du Didactique (TAD) et I’ Approche Didactique et
Philosophique en Mathématiques (ADPM). Cette expérimentation a été effectuée aupres d’un
groupe de futurs enseignants de mathématiques du secondaire francais dans le contexte d’un cours
de didactique et d’épistémologie portant sur 1’introduction du calcul littéral. Les résultats obtenus
suggerent la pertinence méthodologique et didactique de cette approche mixte et soulignent
I’illusion de transparence de la variable chez les enseignants en formation initiale, dont la plupart ne
repere pas les obstacles liés a I’indéterminée dans les situations d’enseignement-apprentissage.

Abstract : We present in this paper an experiment involving two theoretical frameworks: the
Anthropological Theory of the Didactic (ATD) and the Didactic and Philosophical Approach in
Mathematics (DPAM). This experiment was applied to a group of pre-service secondary school
mathematics teachers in France in the context of a course in didactics and epistemology of
mathematics on the introduction of literal calculus. The results obtained suggest the methodological
and didactic relevance of this mixed approach and underline the illusion of transparency of the
variable among teacher students, who for most of them didn’t identify the obstacles related to the
indeterminate in teaching-learning situations.

Mots-clés : Formation des enseignants, Epistémologie, Algébre élémentaire, Approche didactique
et philosophique des mathématiques, Théorie anthropologique du didactique.

Introduction

La formation des maitres nord-américaine et européenne en enseignement primaire et secondaire a
fait 1I’objet de plusieurs réformes institutionnelles depuis les derniéres décennies. Bien que celles-ci
se soient exprimées différemment dans chaque pays occidental, elles ont remis en question la
qualité de I'enseignement dispensé dans les universités. Plusieurs ouvrages ont toutefois mis en
lumiére que 1’adoption d’une posture réflexive (Gueudet et Trouche, 2011, p. 61 ; Tupin et Lenoir,
2012 ; Perrenoud, 1998) et une connaissance accrue de 1’épistémologie des savoirs (Astolfi, 2011 ;
Chevallard & Cirade, 2011 ; Moyon, 2012) s’averent étre des ¢léments clés pour améliorer la
qualité de la formation a I’enseignement. Dans cette perspective, nous convenons que la formation
didactique des enseignants du secondaire a besoin de dispositifs d’enseignement qui permettent
d’assurer une réflexion épistémologique dans les cours de didactique des mathématiques. Pour
répondre a cette nécessité, différents modules d’histoire et d’épistémologie ont ainsi vu le jour dans
les cursus de formation des enseignants de sciences (Bernard et al., 2008 ; Hausberger, 2015).
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Nous posons comme postulat méthodologique® que 1’union de 1’ Approche Didactique et
Philosophique en Mathématiques (ADPM, Roy, 2010) et de la Théorie Anthropologique du
Didactique (TAD, Bosch & Gascon 2014), initiée par Chevallard, peut servir de levier pour former
des futurs enseignants en mathématiques a 1’épistémologie. L’ADPM met I’emphase sur la
construction du sens des savoirs mathématiques en visant particulierement le développement d’une
pensée réflexive chez le futur enseignant relativement a ses représentations épistémologiques des
mathématiques, tandis que la TAD apporte des outils méthodologiques a la démarche didactique de
I’ADPM. Selon des expérimentations effectuées dans des cours universitaires avec des futurs
enseignants du primaire, Roy (2005) souligne notamment qu’une réflexion épistémologique en
communauté de recherche philosophique sur des concepts mathématiques permet d’approfondir des
savoirs mathématiques, tout en contribuant a développer des habiletés de pensée réflexive, ce qui
sera décrit plus loin dans le texte. Des premicres expérimentations menées par deux des auteurs
dans le cadre de la formation initiale des enseignants de mathématiques du secondaire (Hausberger
et Roy, 2018), suggérent un lien entre les niveaux de réflexivité des étudiants et leur compréhension
du contenu épistémologique étudié (la notion de preuve). En outre, I’ADPM a permis une meilleure
compréhension de la notion de preuve par les étudiants les plus réflexifs, notamment la dimension
explicative des preuves que I’on souhaite favoriser dans les situations d’enseignement-
apprentissage. Autrement dit, nous posons comme postulat méthodologique qu’amener les futurs
enseignants de mathématiques du secondaire a développer de meilleures habiletés de pensée a
propos des savoirs mathématiques, en lien avec la formation a 1’épistémologie, les prépare a une
meilleure pratique enseignante, de par les relations qu’entretiennent la didactique et 1’épistémologie
des mathématiques (Artigue 1990).

Le principal objectif de cet article est donc de montrer en quoi un dispositif de formation, élaboré en
croisant ADPM et TAD, peut promouvoir la réflexion épistémologique de futurs enseignants de
mathématiques au secondaire en prenant pour exemple des contenus de didactique et épistémologie
de I’algeébre. Nous allons tout d’abord présenter ces contenus et enjeux d’apprentissage, puis nous
décrirons le croisement des deux cadres théoriques utilisés dans cette expérimentation, ce qui
permettra de raffiner nos questions de recherche. Nous présenterons ensuite le protocole de
recherche et développerons les différentes analyses des données recueillies, menées a 1’aide d’outils
théoriques issus de I’ADPM et de la TAD. Nous terminerons par une discussion des résultats
soulevant les forces et les limites de ce nouveau dispositif en formation a 1’enseignement des
mathématiques au secondaire.

Objectifs d’apprentissage et premieres questions de recherche

La littérature en didactique de 1’algebre souligne I’importance de la dialectique arithmétique/algebre
et des démarches de modélisation lorsqu’il s’agit de mettre en évidence les raisons d’étre des
expressions algébriques au début de I’enseignement du calcul littéral (Assude et al., 2012). Des
situations d’enseignement-apprentissage pour introduire la lettre comme symbole mathématique,
telles que celle présentée dans I’annexe la (récupérée de Bardini, 2008) ou la situation des carrés
bordés (Coppé et al., 2016), sont apparues dans les manuels ou ont été développées plus avant en
tant qu’ingénieries de recherche. Coppé et al. (2016) illustrent bien la richesse de ce type d’activité,
décrivant dans I’analyse a priori une pluralité de techniques possibles, d’ou résultent différentes
expressions algébriques produites qui peuvent étre comparées en mobilisant les régles de 1’algebre.
L’exemple présenté en annexe la est plus simple : les questions orientent vers la technique de
décomposition du nombre recherché en la somme (n+1) + (n+2) = 2n+3 (cercles du haut et cercles
du bas pris séparément), ce qui n’engage pas la distributivité.

4 Selon Van der Maren (1995) le postulat méthodologique est parfois présenté comme hypothése
méthodologique. On ne sait pas a I’avance s’il donnera quelque chose, mais on doit provisoirement 1’admettre comme
valable pour au moins I’essayer (p. 192).
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Pour autant, Coppé et al. soulignent I’importance de dégager des conditions qui permettent une
bonne utilisation de la situation des carrés bordés par les enseignants et posent, plus largement, le
probléme de la diffusion des situations issues de la recherche. Contrairement a l'intention premicre
de la situation d’enseignement-apprentissage de I'annexe la (issue d’un manuel), les chercheurs
concluent que « ce probléme ne peut pas étre proposé comme une premicre activité, il doit étre
replacé dans une progression d’apprentissage en termes de types de taches et de techniques utilisant,
par exemple, des programmes de calcul® » (loc. cit., p. 62). En d’autres termes, un mauvais usage de
ce type de situations génére un obstacle didactique, au sens de Brousseau (1983). Se greffe
¢galement, dans le cas de telles situations d’introduction de la lettre, un obstacle épistémologique.
Les travaux de Bardini (2008, voir également 2003) illustrent bien cet obstacle : Bardini s’appuie
sur les analyses ¢épistémologiques de Serfati (1999), lequel a documenté les difficultés
épistémologiques liées au statut et a I'usage de la lettre dans les expressions algébriques. Ainsi,
depuis son introduction dans les mathématiques, que I’on peut faire remonter a Victe (a la
différence de I’inconnue qui trouve ses sources chez Diophante et n’était pas désignée par une
lettre), les différents emplois et diverses généralisations de la lettre en algebre (variable, paramétre,
indéterminée) ont amené d’importantes difficultés conceptuelles, notamment [’apparente
contradiction d’un « donn¢ arbitraire mais fixé ». L’histoire des mathématiques nous rappelle que
ce probléme fut au coeur d’une controverse entre Frege et Russell : si Russell pensait pouvoir saisir
cette contradiction en se plagant dans un registre rhétorique (Russell, 1903), ou la variable a
« toujours une valeur quelconque prise dans 1’ensemble » (Russell, 1908), Frege considérait ce
probléme comme y étant irréductible, pointant le probléme de la dénomination d’un « nombre
variable » et avancant que de tels « nombres indéterminés » désignés par la lettre x ou n n’existent
simplement pas (Frege, 1904 ; voir également ’annexe 1b). Bardini (2008) fait ensuite le lien avec
le contexte d’enseignement-apprentissage : elle présente (voir annexe 1c) une retranscription des
échanges entre des €léves et I’enseignant, lors de la réalisation de I’activité présentée dans I’annexe
la. Les éléves se heurtent au probleme de la désignation de la lettre » dans 1’expression « figure
n° n ». Pour tenter de faire sens de ce signe, ces derniers affectent la variable d’une valeur donnée :
la dialectique arithmétique/algebre ne fonctionne pas, parce que la conception d’un donné en tant
que valeur fixée (relativement a ce qui est inconnu et a déterminer) s’oppose a la nouvelle
connaissance, celle d’un donné arbitraire exprimant la généralité (la lettre en tant qu’indéterminée).
Le professeur a beau poser la question d’un « nombre de cercles d’un terme quelconque », donc
remplacer la lettre par une locution du type « quel que soit le numéro de la figure », cette
remédiation sémiotique se révele sans effet. Ceci vient confirmer le statut d’obstacle
épistémologique, par sa présence récurrente dans I’histoire et les situations de classe. Pour résumer,
I’enjeu d’apprentissage est un point crucial d’épistémologie et didactique de I’algebre, repéré dans
la littérature de recherche. Il s’agit d’amener les futurs enseignants a bien saisir un double obstacle :
I’obstacle épistémologique de la lettre en tant que « donné arbitraire mais fixé » et 1’obstacle
didactique, visible dans les manuels et les pratiques de classe, qui se produit lorsque la lettre est
introduite de fagon « abrupte » (comme c’est le cas dans 1’annexe la, utilisée comme activité
d’entrée dans le calcul littéral). En d’autres termes, il s’agit de dissiper la potentielle illusion de
transparence (Artigue, 1990, p. 245) des étudiants quant a la notion de variable, ce qui passe par
une prise de conscience des obstacles sous-jacents. Nous avons choisi cet objectif d’apprentissage
d’une part parce qu’il nous parait emblématique de I’apport de I’épistémologie aux analyses
didactiques, d’autre part par la possibilit¢é qui nous est offerte de mener avec les étudiants un
questionnement philosophique sur la lettre en algebre en s’appuyant sur la pensée de Frege. En
outre, nous proposerons aux ¢tudiants (futurs enseignants du secondaire) de travailler le corpus
composé des documents de I’annexe 1.

Nos premicres questions de recherche, a raffiner, sont alors les suivantes : les étudiants (lesquels ont
déja rencontré en cours de didactique les notions d’obstacle épistémologique et didactique) sont-ils
capables de saisir les dimensions problématiques (épistémologique et didactique) d’une telle
introduction de la lettre ? Comment orchestrer une discussion fertile, en classe, du texte de Frege,

5 Voir Chevallard (2007)
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de facon a favoriser la réflexion des étudiants sur les savoirs mathématiques et en particulier le
statut épistémologique de la lettre en algebre ?

L’ADPM et la TAD : un croisement de deux cadres théoriques pour les analyses et
I’ingénierie didactiques.

Nous présentons dans cette partie les deux cadres théoriques de notre étude : d’une part I’ADPM
qui contient les fondements de notre approche pédagogique pour la formation des enseignants de
second degré en didactique et épistémologie des mathématiques, d’autre part la TAD qui offre des
outils méthodologiques pour renforcer la dimension didactique de I’ADPM. Nous discutons des
apports de chaque cadre et le bien-fond¢ de la forme de “networking” (Bikner-Ahsbahs et Prediger,
2010) qui est mise en oeuvre. Nous terminons par la reformulation de nos questions de recherche.

L’ADPM : apports de la discussion a visée philosophique et définition de la pensée réflexive

L’Approche Didactique et Philosophique en Mathématiques (ADPM), introduite par Roy (2005,
2010), est inspirée des fondements socioconstructivistes et pragmatistes de [’approche
« Philosophie pour enfants adaptée aux mathématiques (PPEM) » congue par Daniel, Lafortune,
Pallascio et Sykes (1996). A I’instar de la PPEM, ’ADPM vise a faire I’éducation mathématique
par une maieutique socratique, mais en se placant dans le contexte de la formation enseignante. Elle
se pratique par des discussions a visée philosophique (DVP) et une réflexion critique sur des
questions que se pose le futur enseignant a propos de 1’éducation mathématique. Par exemple,
comment aborder la notion d’infini pour faire comprendre aux éléves du secondaire la différence
entre les nombres entiers et les nombres irrationnels. L’ADPM donne, entre autres, 1’opportunité a
I’étudiant de questionner sa vision des savoirs mathématiques. Elle met 1’emphase sur la
construction du sens, ce qui engage les membres du groupe étudiant « a poser des questions
pertinentes, a y réfléchir par eux-mémes et a en discuter au moyen du dialogue philosophique entre
pairs — ce qu’on nomme la communauté de recherche » (Roy, 2005). En fait, la communauté de
recherche philosophique est 1’élément central pour amener la réflexivité au sein du discours. La
notion de réflexivité dont il est question ici émerge, d’une part, des travaux de Matthew Lipman
(1995) sur la pensée complexe (higher order thinking), laquelle représente la symbiose de la pensée
critique et de la pensée créative en y incluant une pensée responsable (caring thinking) et une
pensée métacognitive et, d’autre part, du modele d’Ernest (1991). L’intérét de la notion de
réflexivité étudiée par Roy (2005) est qu’elle porte non seulement sur le contenu de la pensée en
lien avec des aspects mathématiques, mais également sur la forme langagiére de la pensée, et ce, a
travers ces modes de pensée. Autrement dit, en utilisant la notion de réflexivité, nous reconnaissons
I’importance conjuguée du contenu des savoirs mathématiques intégrés par les étudiants, dans leurs
dimensions logique, pragmatique, humaine et sociale, ainsi que la forme langagi¢re du discours qui
se manifeste en différentes habiletés de pensée développées lors des situations d’enseignement-
apprentissage en mathématiques. L’ADPM mise entre autres sur le questionnement philosophique
et didactique pour amener les futurs enseignants a devenir réflexifs. L’aspect philosophique
s’actualise selon trois processus de recherche proposés par Matthew Lipman (1995) : recherche de
critéres, autocorrection et sensibilité au contexte. Ces processus s’opérationnalisent en fonction des
quatre modes de pensée en diverses habiletés de pensée. L’aspect didactique se concentre sur le
contenu mathématique et sur la forme des habiletés de pensée qui indiquent le niveau de réflexivité,
observées a travers le discours (voir les tableaux de synthése dans Roy, 2005 pour plus de détails)
pour en mesurer 1’évolution au cours des apprentissages. La communauté de recherche
philosophique place les futurs enseignants dans une praxis pédagogique qui leur permet de
s’engager dans un dialogue philosophique pour participer collectivement a la reconstruction du
discours personnel et social. Dans I’ADPM, le dialogue est alors pris selon son sens étymologique,
c’est un dia logos ou I’on pense avec 1’autre. Le dialogue se fait alors dans une perspective d’action
en vue d’améliorer la compréhension d’un concept commun tout en visant le développement
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d’habiletés de pensée réflexive. Pour analyser la réflexivité des habiletés de pensée et évaluer leur
évolution au long de I’expérimentation, nous avons utilisé la typologie des styles de pensée de Roy
(2017, 2010, 2008, 2005). Toutefois, seulement une partie de cette typologie a été utilisée dans le
cadre de la présente recherche, avec un focus sur la forme langagic¢re du discours uniquement. En
effet, les objectifs d’apprentissage, en 1’occurrence des contenus ciblés de didactique et
épistémologie de I’algebre, different de ceux de Roy qui visait une éducation mathématique et
didactique plus globale des enseignants du premier degré dans un paradigme socio-constructiviste.
Nous avons donc développé d’autres outils d’analyse du contenu. Ces éléments seront précisés plus
bas lorsque nous détaillerons la méthodologie d’analyse des données recueillies. Enfin, sur la base
de travaux précédents (Hausberger et Roy, 2016 ; Roy, 2010, 2008, 2005 ; Roy, Lechasseur et
Michel 2014), nous considérons que 1’utilisation de ’ADPM pourrait étre une voie prometteuse
pour développer des habiletés de pensée réflexive chez les étudiants en enseignement des
mathématiques au secondaire.

Apports de la TAD : « paradigme du questionnement du monde » et modélisation de [’enquéte sous
forme de question-gramme.

A I’'instar de I’ADPM, les développements récents de la TAD (Bosch & Gascon 2014), initiée par
Chevallard, mettent en avant un « art du questionnement » a travers une « pédagogie de 1’enquéte ».
Le point de départ est le constat, sur la base d’une analyse historique et épistémologique de
I’enseignement secondaire (Chevallard 2012), que [I’institution scolaire a tendance a
« monumentaliser » les savoirs en perdant de vue leurs raisons d’étre, au cours du processus de
transposition didactique. De fagon métaphorique, un apprenant visite ces savoirs avec déférence
comme un monument qui a perdu une part importante de sa fonctionnalité et que 1’on honore
uniquement « formellement ». Afin d’outiller I’action didactique dans ses efforts pour quitter le
paradigme monumentaliste dominant, la TAD a ¢€laboré un modele pour le chercheur autour de la
notion de Parcours d'Etude et de Recherche (PER, Chevallard 2005). Ces travaux s’inscrivent
également dans le cadre de I’ Inquiry-based science education que pronent les politiques éducatives
actuelles (European Commission, 2007). Le modéle du PER a pour ambition, d’une part, de décrire
et d’évaluer la qualité et ’autonomie du travail des apprenants, d’autre part, de saisir la dynamique
entre les phases d’enquéte autour de questions que I’on se pose et les phases d’étude des « savoirs
officiels » qui fournissent des ¢éléments de réponse. D’une facon générale, une question initiale
appelle a la construction de réponses partielles ou a la mobilisation de réponses déja construites, qui
sont a déconstruire a partir de connaissances disponibles afin de produire de nouvelles réponses en
faisant émerger de nouvelles questions. Tous ces ¢léments sont résumés de fagon synthétique sous
la forme du schéma herbartien (Chevallard 2012), lequel est muni de différentes dialectiques dont
celle des questions et des réponses, sur laquelle nous nous focaliserons dans la suite de notre étude.
Enfin, Winslow, Matheron et Mercier (2013) proposent une représentation des PER sous forme
d’arbre, les « SRC-diagrams » que nous traduisons par le terme « question-gramme ». Nous
exposerons plus loin la méthodologie d’¢élaboration d’un question-gramme et donnerons des
exemples, issus de notre expérimentation.

Croisement des deux cadres théoriques : une modalité de “networking”

Bikner-Ahsbahs et Prediger (2010) distinguent différents niveaux de « metworking » (mise en
réseau) des théories didactiques. Détailler ces différents niveaux, organisés en paires de niveaux et
généralement présentés sous forme d’échelle quantifiant le degré d’intégration des théories entre
elles, dépasse le cadre de cet article. Ce sont autant de stratégies différentes pour la recherche en
didactique. Nous nous concentrerons sur la paire qui nous concerne : coordonner/combiner
(coordinating/combining), pour laquelle Bikner-Ahsbahs et Prediger donnent des définitions
précises. Coordonner signifie qu’un cadre conceptuel a été construit, a minima (donc sans pour
autant constituer un nouveau cadre théorique, ce qui conduirait a une autre paire), pour intégrer les
différentes théories alors que combiner se limite a une juxtaposition des théories selon certains
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aspects. Dans le premier cas, les théories sont complémentaires et cohérentes tandis que dans le
second elles peuvent présenter des aspects contradictoires.

La TAD et I’ADPM posse¢dent des aspects contradictoires. Par exemple, la notion de « style de
pensée » revendique une dimension psychologique (voire idéologique) que la TAD évacue dans sa
notion de « rapport a un objet de savoir » (Chevallard, 2003). La ou la TAD s’efforce de saisir la
dynamique cognitive a travers I’acquisition des pratiques (praxis) et des discours (logos) qui s’y
rattachent, au sein de D’institution concernée, I’ADPM se centre sur 1’évolution du discours des
individus au cours des interactions sociales. La notion de réflexivité exprime ainsi une qualité
particuliére du logos, dans de multiples dimensions qui fondent la typologie des styles de pensée,
mais sans souligner les déterminations praxiques de ce logos. Or la relation praxis-logos est
constitutive de la TAD, laquelle envisage toute activité humaine sous 1’aune du développement et
de la transmission de praxéologies.

Différents arguments ont motivé le projet de combiner des apports de la TAD et de I’ADPM dans
des rapports de complémentarité. D une part, la nature particuliére du savoir qui constitue 1’enjeu
didactique (des éléments d’épistémologie des mathématiques) est cohérente avec la praxis
pédagogique de I’ADPM. En effet, I’épistémologie s’apparente a un examen critique des procédés
de la science, que les épistémologues développent et partagent a travers la lecture de textes, leur
commentaire, et le débat d’idées. Nous rejoignons ici le point de vue praxéologique de la TAD.
D’autre part, nous soutenons le point de vue que cette praxis pédagogique gagne a étre outillée par
la TAD. En effet, un des enjeux de I’ADPM est de susciter le dialogue. L’enseignant doit donc
doser son agir, entre le role de transmetteur de connaissances et celui de médiateur pédagogique.
Dans le cas des PER, on dit que I’enseignant adopte la posture de « directeur de 1’étude ». A I’instar
des PER, la maieutique socratique que vise I’ADPM est fondée sur un processus dialectique entre
questions et réponses au sein du systeme didactique de la classe. Nous faisons I’hypothése
méthodologique que la modélisation d’une DVP par un PER, avec le question-gramme comme outil
didactique, fournit une piste prometteuse pour aider I’enseignant a guider les étudiants dans une
démarche de co-construction du sens lorsque les savoirs visés ou questionnés, par exemple le
symbolisme du calcul littéral en formation des enseignants, font intervenir un réseau complexe de
notions qui sont reliées (dans notre cas, aux notions de variable, inconnue, paramétre, indéterminée,
etc.), a la fois dans leur usage culturel et dans la facon dont ils sont appris et enseignés. La
complexité de la DVP en communauté de recherche nécessite alors une analyse didactique et
épistémologique préalable assez fine que le question-gramme permet de conduire et de structurer.
Enfin, la TAD offre a travers ses différents niveaux d’analyse (chronogenése, topogenése et
mésogenese, que nous détaillerons plus loin en présentant la méthodologie de notre recherche) et les
différentes dialectiques de 1’étude (Chevallard, 2001) des outils pour analyser le processus d’étude
instauré par ’ADPM et par la exercer un regard critique sur le dispositif pédagogique. De fait, nous
utiliserons partiellement ces outils dans cette recherche : pour une premiére approche, nous nous
sommes concentrés sur la dialectique des questions et des réponses et I'usage des question-
grammes.

Reformulation des questions de recherche

Nous nous proposons de tester cette hypothése de recherche dans le cadre de la formation des
enseignants en didactique et épistémologie de I’algebre autour des enjeux d’apprentissage présentés
ci-dessus. Cette étude permettra en définitive d’apporter des éléments de réponse aux questions
suivantes. Un dispositif de DVP outillé par la TAD et en particulier par les question-grammes est-il
pertinent pour transmettre des éléments d’épistémologie en lien avec la didactique de I’algebre ? Un
tel dispositif permet-il aux futurs enseignants d’affiner leurs analyses didactiques de taches
mathématiques et de mieux percevoir d’éventuels obstacles épistémologiques ou didactiques ?

En outre, I’approche pédagogique de I’ADPM réussit-elle a faire développer aux étudiants des
habiletés de pensée, au sens ou elle aménerait les futurs enseignants a accroitre leur degré de
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réflexivité sur les analyses qu’ils sont capables de produire ? Quel impact a-t-elle au niveau de la
compréhension de la variable chez le futur enseignant de mathématiques du secondaire ? En
d’autres termes, notre cas d’étude permet-il d’étayer I’hypothése selon laquelle le niveau de
réflexivité est corrélé avec I’aptitude des étudiants & mener des analyses €pistémologiques sur des
savoirs mathématiques ? Ceci viendrait renforcer la pertinence d’une pratique pédagogique telle que
I’ADPM dans la formation en épistémologie des futurs enseignants, des recherches antérieures
ayant mis en évidence que I’ADPM est susceptible de favoriser le développement d’habiletés
réflexives sur le moyen terme (Roy et al. 2016, 2014).

Enfin, cette étude permettra de documenter les problémes suscités spécifiquement par le calcul
littéral, lesquels, s’ils sont bien connus en didactique de 1’algebre du point de vue des €leves, sont
peu étudiés au niveau des conceptions des enseignants.

Protocole expérimental

Le protocole s'est déroulé en trois temps, ce qui a représenté environ 2 heures de cours. Dans un
premier temps, 1’activité d'introduction au calcul littéral (voir annexe la) a été présentée a 25
¢tudiants préparant le concours d’enseignant de mathématiques du secondaire frangais (premiere
année de master, agés de 24 ans en moyenne), au sein d'un cours de didactique et épistémologie de
I’arithmétique et de l'algebre. Nous avons demandé aux étudiants de réaliser, en dyade (11 groupes
de deux et un groupe de trois), une bréve analyse didactique a priori de cette activité, destinée a
I’introduction du calcul littéral, ce qui est enseigné dans les colléges francais a des €léves de 4
(13-14 ans). L’expérimentation ayant ét€¢ mise en place en mars, au milieu du second semestre de
formation, les étudiants étaient déja familiers avec I’exercice et savaient qu’ils devaient notamment
étudier les modes de résolution de I’activité par un éleve et mettre en lumicre les potentiels
obstacles. Ceci a constitué une forme de pré-test. Dans un second temps, un extrait de Frege (1904)
(annexe 1b) a été lu en classe. Les étudiants ont ensuite participé a une DVP autour de la question
« Qu’est-ce qu’une variable ? ». Cette DVP a duré 50 minutes. Nous avons choisi cette question
pour les raisons suivantes : d’une part, elle incite a questionner les acceptions usuelles du terme de
« variable », en distinguant notamment inconnue et parameétre ; d’autre part, elle rejoint la question,
problématique, du sens et de la désignation de la lettre et devrait donc conduire, en appui sur le
texte de Frege, a la mise en évidence de ’obstacle épistémologique mentionné ci-dessus. Lors de la
DVP, le role de I’animateur (le premier auteur de cet article) a consisté, outre la régulation de la
discussion (partage de la parole), a effectuer des relances en incitant les étudiants a expliciter leur
pensée (donc a tenter de promouvoir une réflexivité), et parfois a apporter quelques éléments
théoriques comme des précisions sur le contexte historique du questionnement de Frege ou sur
certains objets mathématiques (les notions de variables libres et liées en logique mathématique ont
par exemple été évoquées). L’animateur s’efforcait donc de produire une maieutique, dans la
tradition socratique, en se gardant bien de donner son propre point de vue ou de prendre la posture
d’un enseignant qui institutionnalise un savoir. De plus, cette DVP a été préparée en amont par
I’¢laboration d’un question-gramme a priori cherchant, sans prétendre a 1’exhaustivité, a prévoir le
déroulement de la discussion, c’est-a-dire les réponses a la portée des étudiants et les possibles
interventions de I’animateur. Cette préparation a ainsi pu servir d’appui a I’animateur lors de la
conduite de la DVP. Ce question-gramme a priori est donné en annexe 2. Il a été, par la suite,
compar¢ a un question-gramme a posteriori (annexe 3) retracant la discussion effective telle qu’elle
s’est déroulée (voir méthodologie d’analyse ci-dessous).

Apres la DVP, les dyades d’étudiants ont revisité leurs premiers écrits, autour de la question
« Apres cette discussion, voulez-vous ajouter quelque chose a votre analyse a priori ? », qui a fait
I’objet d’un second écrit. Ce dernier constitue le second relevé de données. Dans ce second écrit,
nous nous attendons a une meilleure prise en compte de 1’obstacle épistémologique, qui ne peut que
difficilement étre pensé par les étudiants lors du premier écrit, avant la discussion.

Dans un troisieéme temps, I’extrait de transcription d’échanges entre un enseignant et des ¢léves lors
d’une mise en oeuvre de 'activité en classe (annexe 1¢) a été présenté aux étudiants. Il a ensuite été
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demandé¢ aux dyades d’étudiants d’effectuer, sur la base de cet extrait et de leurs réflexions a priori,
une analyse a posteriori de ’activité, dans le sens d’une analyse critique de cette derniere eu égard
aux difficultés des éléves. Ceci a constitué le troisieme relevé.

Enfin, signalons que notre dispositif de formation comprend une derniére phase
d’institutionnalisation par [’enseignant (le second auteur de cet article) des contenus
épistémologiques et didactiques travaillés (voir objectifs d’apprentissage, ci-dessus).

Analyse de la DVP

La DVP, entierement enregistrée, a été retranscrite. Dans ce qui suit, nous allons rendre compte du
contenu de la DVP, illustrer la méthodologie d’¢laboration des question-grammes et présenter les
analyses que ces derniers nous permettent d’effectuer.

Méthodologie

Rappelons tout d’abord comment un PER (dans notre cas, la DVP) est modélisé en un question-
gramme, selon la méthodologie proposée par Winslow et al. (2013). A partir de la question
initiatrice Q sont distinguées des sous-questions Q; dont les réponses constituent des réponses
partielles & Q et des questions dérivées Q; motivées par des O, (ou par des réponses aux () mais
qui ne répondent pas aux Q;, méme partiellement. Les réponses sont notées A et, tout comme les
sous-questions et questions dérivées, elles sont reliées par une fleche aux questions dont elles sont
issues, d’ou la représentation diagrammatique, en général non lin€aire et « buissonnante ». Un code
de couleur est également introduit afin de mettre en évidence la topogenése, c’est-a-dire le role, la
place occupée par chacun des acteurs du systeme didactique : un €élément (question ou réponse)
apparait sur fond noir s’il est introduit dans le milieu par I’enseignant, en blanc par les étudiants, et
il est grisé s’il provient d’une forme d’interaction ou de collaboration entre les deux. Le question-
gramme peut étre construit a priori, avant I’expérimentation en classe d’un PER, ou il s’agit
d’explorer le potentiel d’une question génératrice dans un milieu didactique donné, ou bien a
posteriori, ou I’on pourra observer la trajectoire de 1’étude, son ampleur, sa topogenése, et comparer
les résultats obtenus aux prédictions. En tant qu’outil didactique, le question-gramme est ainsi
susceptible de revétir différentes fonctions : en tant qu’outil de recherche, il permet ’analyse et
I’évaluation d’un dispositif de formation modélisable sous forme de PER, par une forme de
validation interne basée sur la comparaison entre les analyses a priori et a posteriori ; en tant
qu’outil d’enseignement et de formation, il facilite également le travail de conception du dispositif,
notamment la construction du milieu (choix de la question génératrice et des médias servant a la
documentation des ¢€léves lors de 1I’enquéte ou réflexion sur les rétroactions de I’enseignant par
exemple) de fagon a ce que les étudiants développent les connaissances visées (on parle alors de
PER finalisé).

Préparation de la DVP et question-gramme a priori (voir annexe 2)

La DVP mise en oeuvre au sein de la séquence visait a aider les étudiants, futurs enseignants, a
prendre conscience de 1’obstacle épistémologique représenté par la notion de variable. En utilisant
le texte de Frege comme point de départ a la discussion, nous visions, dans une démarche
philosophique, a inciter les étudiants a questionner leurs propres habiletés de pensée par rapport aux
mathématiques, c’est-a-dire a vérifier leur réflexivité sur leur emploi de la variable. L’objectif final
de la DVP (symbolis¢ par la derniére question O* « Quelles implications didactiques sur
I’enseignement de 1’algébre élémentaire ? ») ¢était de les questionner, avant la présentation des
retours des éléves (annexe 1c), sur le lien entre les implicites de leurs savoirs mathématiques quant
a la variable et les difficultés que pouvaient rencontrer les €léves face a cette notion. Suivant ces
objectifs, le question-gramme a priori a ainsi été construit dans le but de prévoir le déroulement de
la DVP suivant les réponses des ¢tudiants, en leur permettant de s’approprier le texte, de
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questionner leurs habiletés de pensée par rapport aux mathématiques, et d’en discuter avant d'étre
confrontés aux réactions d'éléves. A de nombreuses reprises, nous avons préféré des réponses non-
expertes (comparativement a celles de 1’épistémologue), I’objectif n’étant pas de simuler de facon
exhaustive les réponses possibles aux questions que nous avons anticipées, mais bien de prévoir les
réponses possibles de la part des étudiants. Nous avons ainsi parfois décomposé certaines questions
ou réponses en sous-questions ou sous-réponses afin de rendre 1’enjeu théorique plus accessible aux
étudiants.

SN
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Figure 1 : Question-gramme a priori de la discussion

La question initiale Q était « Qu’est-ce qu’une variable ? ». Deux sous-questions de Q, notées O,
(« Dans quel contexte voit-on apparaitre ce qu’on qualifie habituellement de “variable” ? ») et 0.
(« En quoi la variable renvoie-t-elle a 1’indétermination et a la généralité ? »), étaient prévues a la
charge de I’animateur dans 1’analyse a priori. La question Q; visait a anticiper de potentielles
difficultés a débuter la discussion, les étudiants pouvant étre intimidés par I’aspect « théorique » du
texte de Frege et de la question Q. Nous avions prévu deux réponses a Q;, a savoir 4,; (« Pour
représenter, dénoter un objet indéterminé ») et A, (« Pour représenter, dénoter un caractére de
généralité »). Ces réponses €taient pensées pour €tre co-construites avec ’animateur et a 1’aide du
texte. Elles visaient a assurer que les étudiants aient bien identifi¢é les deux dimensions
d’indétermination et de généralité¢ de la variable des le début de la DVP pour pouvoir ensuite
relancer les échanges dans la discussion. La question Q- visait a explorer ces dimensions de la
variable, et représentait 1'objectif réel pour poursuivre la DVP vers la question Q* Elle était ainsi
laissée a la charge de l'animateur dans notre analyse a priori. Nous avons néanmoins inclus la
question Q;* (« Les lettres ont-elles toutes le méme statut ? ») et les questions et réponses suivantes
pour anticiper les questions des étudiants quant a un emploi différencié (ou non) des termes
« variable », « parameétre » et « indéterminée ». Pour poursuivre la DVP dans la direction souhaitée
(0%, il nous fallait de plus anticiper un retour a la question Q. depuis les réponses 4;," “; et A, *»
(respectivement « Inconnue et paramétre comme concepts relatifs au domaine de [’algebre,
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totalement distincts de la variable qui est liée au cadre fonctionnel », et « Inconnue et parameétre
inclus dans le concept plus large de ‘“variable”, au sens de la lettre dans les écritures
mathématiques »). Nous avons inclus la question O, (« Quels sont les liens entre indétermination,
généralité et notion de variable en dehors du cadre de I’algebre ¢lémentaire ? ») et ses réponses 4>,
et A, en considérant que, pour les étudiants, la notion de « variable » ne serait pas différenci¢e
selon les domaines. Cette notion peut alors renvoyer a plusieurs domaines des mathématiques, dont
les probabilités (réponse 4., ,), abondamment étudiées en derni¢re année de licence. Afin de laisser
I’opportunité aux étudiants de discuter les questions qui font sens pour eux, nous avons décidé
d’inclure ces questionnements possibles dans le question-gramme a priori. De fait, la question Q-
(« En quoi la variable, en désignant quelque chose de général/indéterminé par un symbole, peut-elle
présenter des difficultés ? »), au coeur du texte de Frege, arrive assez tard dans notre question-
gramme a priori. Cela permet d'anticiper les difficultés des étudiants a cerner I’enjeu du texte et le
besoin d’un retour sur les notions abordées via notamment le traitement de Q;* et Q,** (« Quels
liens et différences entre variable, parameétre et inconnue ? »). Les réponses a 0-,, soit A, (« Les
difficultés qui entourent la variable sont le “prix a payer” de I’efficacité mathématique ») et A»,,
(« Présence d’importantes difficultés conceptuelles qu’il est nécessaire de traiter ») visaient a guider
les étudiants vers O*. Nous n’attendons pas de réponse a cette derni¢re question : a ce stade de
notre protocole expérimental, 1’enjeu se situe au niveau de la formulation d’une question qui
renvoie au probléme de I’introduction de la lettre en situation d’enseignement-apprentissage et
traduit une prise de conscience nouvelle, laquelle ouvre sur un travail didactique. Elle fait écho a la
question qui sera posée pour le second écrit réflexif : « Apres cette discussion, voulez-vous ajouter
quelque chose a votre analyse a priori ? ».

Déroulement de la DVP et question-gramme a posteriori (voir annexe 3)

Le question-gramme a posteriori présent¢ dans l’annexe 3 a ¢€té constitué a partir de la
retranscription des données vidéos récoltées pendant la DVP. Nous attirons ’attention du lecteur sur
I’absence de référence au contexte (analyse a priori ou DVP effective) dans les notations des
question-grammes. Les symboles qui dénotent questions et réponses auront donc une autre
sémantique dans ce paragraphe que dans le précédent. Nous n’avons pas réussi a faire émerger une
notation unifiée qui favorise la comparaison ultérieure des question-grammes a priori et a
posteriori. Afin de délimiter les différentes questions et réponses, nous avons isolé¢ des unités
thématiques selon les sujets abordés par les étudiants et nous avons noté les réponses en fonction de
leur apport dans la discussion et non en fonction du temps qui leur a ét¢ accordé. Par exemple, la
réponse d’étudiant 4; (« Un objet qui varie : “ca prend un nombre déterminé, mais on ne sait pas
lequel” ») a été moins longuement traitée que 4, (« Un objet dénotant la généralité ») et 4> (« Un
objet dénotant I’indétermination »), qui ont nécessité un retour sur le texte et 1’aide de I’animateur
pour en faciliter 1’explicitation. Cependant, la réponse A; en rapprochant implicitement les
caractéres indéterminé et inconnu, a fait réagir certains étudiants, stimulant le dialogue et
contribuant donc (indirectement) a I’émergence de la question Q; (« Quelle est la différence entre la
variable et I’inconnue ? »), de sa réponse 4,; (« La généralit¢é de la variable la démarque de
I’inconnue ») et de I’ensemble {QO,* ; 4,* } («Quelle est la différence entre “inconnu” et
“indéterminé” ? » et « L’“inconnue” peut étre déterminée par le contexte dans lequel on la
rencontre »).
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Figure 2 : Question-gramme a posteriori de la discussion

La question O* (« Dans quels domaines se situent les difficultés relatives a la variable ? Au niveau
didactique ? De la pratique mathématique ? »), qui concernait les retombées didactiques de ces
questionnements autour de la variable, est apparue beaucoup plus tot et de maniere plus spontanée
que ce que nous avions prévu. La réponse 4* (« Bien que ces questions aient des applications
didactiques, les problémes de Frege étaient antérieurs et relevaient des fondements et de la pratique
mathématique ») a été brievement traitée. Afin de ne pas « court-circuiter » la discussion et
permettre aux étudiants de bien s’approprier les concepts, I’animateur a néanmoins préféré renvoyer
les étudiants a la question Q- (« Quelle est la différence entre la variable et le parametre ? »). Cette
question avait été évoquée par un étudiant avant O* mais n'était que peu traitée jusque-la. C’est ce
renvoi par ’animateur qui justifie la notation de Q. en gris dans notre question-gramme. Comme
nous I’avions anticipé, les étudiants ont du mal a hiérarchiser et différencier les différents contextes
d’usage de la notion de « variable ». Ils ont ainsi porté une attention marquée sur les différents
contextes d’apparition de la notion de variable, mobilisant le cadre algébrique (A4,;, « Notion de
“parametre” comme cas particulier de celle de “variable” »), le cadre fonctionnel (4,,, « Notion de
”parametre” comme distincte de “variable” dans le cadre fonctionnel ») mais aussi le cadre de
I’algorithmique (43 ). Cependant, la question Qs (« Quelles sont les points communs et différences
entre la “variable” considérée dans le cadre algébrique d’une part et fonctionnel d’autre part ? »),
qui a émergé de A, et 4., a semblé avoir une résonance tres faible chez les étudiants, y compris
chez celui qui a contribué a amener la question, lequel n’a pas su apporter d’¢lément de réponse.
Malgré les demandes d’explicitation de la part de I’animateur, les étudiants ont en effet développé
les réponses A4, et A, et leur interaction sans explicitement formuler de réponse a Q. En outre,
durant ce passage de la DVP, les étudiants ont développé toutes les réponses aux questions déja
formulées, notamment en les mettant en relation. A nouveau, cela peut renvoyer a leurs difficultés a
clairement délimiter et hiérarchiser les concepts. Aucune idée saillante ne nous permettant de
délimiter d’item a ajouter a notre question-gramme, nous avons représenté ce passage de la DVP
par des fleches entre les différentes questions et réponses abordées par les étudiants pour représenter
les liens effectués entre les différentes notions. Apres la discussion autour de (O et 1’¢laboration de
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liens chez les étudiants entre les divers concepts abordés, un retour au texte par un étudiant souléve
une autre sous-question a Q prévue dans notre analyse a priori. Cette sous-question O, (« Comment
représenter 1’indéterminé ? ») est plus proche de la problématique de Frege car relative a la variable
comme représentation de I’indéterminé. Elle est ainsi codée en gris dans le question-gramme car
provenant du texte. Cette question ne se verra cependant pas apporter de véritable réponse car tres
peu traitée par les étudiants.

Comparaison des deux question-grammes : analyses chronogénétiques et topogénétiques

La DVP autour de la question « Qu’est-ce qu’une variable ? » visait notamment a clarifier avec les
étudiants les différents statuts de la lettre dans le calcul littéral, tout en mettant en évidence les
aspects d’indétermination et de généralit¢ de la variable, lesquelles permettent de comprendre
I’obstacle épistémologique de I’indéterminée en tant que donné général, arbitraire mais fixé. Méme
si les connaissances visées ont ét¢ visitées lors de la discussion, elles n’ont pas toutes été traitées
avec la profondeur attendue : les étudiants se sont surtout focalisés sur les définitions de
« paramétre », « inconnue » et « variable », au détriment de la discussion des aspects paradoxaux de
I’indéterminée mis en avant par Frege. En effet, ces définitions et les distinctions entre ces notions
semblaient poser fortement probléme a la classe, traduisant un important manque de recul
épistémologique sur la pratique mathématique.

En outre, la discussion a été beaucoup moins structurée que prévu : les étudiants revenaient tres
fréquemment sur des concepts déja abordés pour faire des liens entre les différents concepts et les
différentes questions. Le question-gramme a posteriori (en annexe 3) apparait de ce fait beaucoup
plus « compact » que le question-gramme a priori (annexe 2). Les étudiants ne pouvant parvenir a
un consensus sur les définitions a donner aux différentes notions, les questions restaient
«ouvertes » et les étudiants mettaient alors a profit la connexité des sujets abordés lors de la
discussion pour passer de I'un a l’autre. Pour remédier a ce probleme, il aurait été profitable
d’effectuer, apres le traitement de chaque sous-question lorsque le besoin s’en faisait ressentir, une
institutionnalisation afin de clore certains sujets pour mieux en explorer d’autres. Néanmoins, la
comparaison des question-grammes a priori €t a posteriori montre que I’animateur n’a pas eu a
introduire de lui-méme de questions ou réponses pour maintenir active la discussion et n’a eu qu’a
rebondir sur les réponses des €tudiants : le question-gramme a posteriori ne présente aucun autre
item d{ uniquement a I’animateur (codés en noir). Les étudiants ont aussi posé par eux-mémes des
questions qui n’avaient pas €té prévues, par exemple la question O* des domaines ou la notion de
variable est problématique. Cette nouvelle question et sa réponse semblent avoir permis aux
¢tudiants de prendre conscience de 1’enjeu didactique et épistémologique de la question génératrice
de la DVP. L’implication des étudiants, plus importante que prévu (moins d’items noirs et plus de
gris/blancs dans le diagramme a posteriori), montre la réussite de la dévolution de cette question
initiatrice. Le role de I’animateur reste néanmoins primordial : la majorité des contenus de la
discussion ont été guidés par ses demandes d’explicitations (codées en gris).

Analyse des écrits des étudiants

Les trois ensembles d’écrits recueillis ont fait ’objet d’une double analyse sur la forme et le
contenu du discours. Rappelons que ces écrits sont les deux analyses a priori et l'analyse a
posteriori réalisées par les étudiants. En cours de didactique, I’analyse a priori a ét¢ menée en
mettant en avant deux taches principales : anticiper les réponses justes ou erronées des éleves ;
expliciter les causes des erreurs (ce qui conduit & mentionner des conceptions erronées, des
obstacles ontogénétiques, épistémologiques et/ou didactiques). L’analyse a posteriori reprend alors
la seconde tache, avec un focus sur I’interprétation des erreurs effectivement commises, tout en
posant une nouvelle question : celle du contraste entre les effets attendus et ceux produits, donc la
pertinence de la situation d’enseignement-apprentissage.
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Analyse de la forme: les niveaux de réflexivité par la typologie adaptée de I’ADPM

Pour la forme du discours, qui renvoie a notre question de recherche a propos des habiletés de
pensée réflexive, une partie de la typologie des différents styles de pensée réflexive de Roy (2005) a
été utilisée. Nous avons adapté cette typologie selon le public et la tiche d’analyse didactique visée.
En particulier, la pensée a-réflexive, exprimée sous la forme d'énoncés uniquement affirmatifs, n’a
pas été retenue, car semblant incompatible avec la tiche d’analyse (ce qui a été confirmé a
posteriori : aucun écrit d’étudiant ne s’est révélé relever d’une pensée a-réflexive). De plus, nous
avons pris le parti de coder un écrit comme relevant d’une habileté de pensée supérieure des lors
qu’un de ses indicateurs est présent au moins une fois dans I’écrit. Nos analyses étayent donc la
capacité a accéder a des modes de pensée de réflexivité croissante et non la maitrise d’une qualité
de discours. Voici I’adaptation qui a été faite pour les besoins de I’étude :

« La pensée non-réflexive s’exprime sous forme d’énoncés uniquement descriptifs de la situation.
Le discours descriptif se formule alors avec des observations factuelles, ou on ne retrouve pas de
fondements scientifiques. Par exemple, on considérera comme descriptif un écrit présentant
simplement les procédures-éleves possibles.

« Les étudiants ayant une pensée preé-réflexive s’expriment principalement par des énoncés
explicatifs. Le discours de type explicatif se concentre alors sur les relations d’une situation
donnée, mettant 1’accent sur les causes (des difficultés d’éléves) ou les objectifs (de I’activité).

+ Les pensées quasi-réflexive et réflexive de Roy ont été regroupées en une seule classe® que nous
nommons réflexive : le discours est alors constitué d’énoncés justificatifs. Par opposition a une
explication, nous considérons ici la justification comme un discours visant a soutenir une these
(un autre énoncé auquel il est li¢). Le but d’une justification est de convaincre par un argument
(accepté dans le champ de la didactique ou plus naif) du bien-fondé de I’énoncé défendu. Un
discours justificatif peut par exemple comporter des locutions comme « parce que » ou « en
effet ».

Avant la discussion, dix dyades sur douze présentaient dans leur écrit un style de pensée preé-réflexif
et deux y présentaient des habiletés réflexives. Voici un extrait d’un écrit de type pré-réflexif donné
initialement par la dyade 12, avec un discours explicatif focalisé sur les objectifs de I’activité :

On est en présence d’un exercice sur une suite arithmétique, et on recherche a faire

les eleves employer le calcul littéral.

La premiere question invite les éleves a trouver le nombre de cercles a la 6e étape,

en ayant pour modele les trois premieres. Ils doivent donc soit trouver la régle

générale permettant de passer d’une figure a la suivante, soit représenter cette

évolution. Comme le nombre de figures a représenter est petit, on suppose qu’ils

vont opter pour le dessin. La séparation de l’étude en étude de la rangée supérieure

puis inférieure nous semble superflue. [...]

Pour ceux qui n’auraient pas pensé a utiliser les lettres, [’énoncé les invite

explicitement a le faire.
Apres la DVP, une dyade a proposé un écrit non-réflexif, six dyades ont rédigé un écrit pré-réflexif
et cinq dyades ont présenté une pensée réflexive. Voici un extrait du second écrit de la dyade 9, qui
présente dans ce second écrit des habiletés réflexives, avec plusieurs « en effet » justificatifs :

Au collége, !'introduction au calcul littéral est toujours un obstacle. En effet, la

lettre (ici “n”) est un objet tres abstrait au départ. 1l est prévisible qu’il sera plus

facile de raisonner sur 6 ou 11 que sur n. En effet, les éleves rencontrent des

6 Nous avons regroupé ces deux niveaux en un seul car les critéres de démarcation entre réflexif et quasi-réflexif
proposés par Roy s’appuient essentiellement sur le fond du discours (relativement au paradigme socio-constructiviste) ;
cette distinction est donc difficilement transposable a notre contexte.
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parameétres, des variables et des inconnues sans méme en concevoir la distinction
clairement, pour eux il s’agit de lettres, et le sens mathématique qu’il y a derriere
n’est pas évident. [ ...]
L’unique écrit non-réflexif, proposé apres la discussion, provient de la dyade 6. Cette derniere
propose ici une simple description du changement de statut de la lettre, sans explicitation ni
explication supplémentaire :
Dans les 2 premieres questions le numéro de la figure est un parametre (fixé) et le
nombre de cercles une inconnue. Tandis que dans les 2 dernieres questions, en
passant a la généralisation, le numéro de la figure change de role pour devenir une
variable.
A titre de comparaison, nous donnons ci-dessous le premier €crit proposé par cette méme dyade 6.
Nous avons considéré cet écrit comme pré-réflexif. En effet, les étudiants y ont produit un discours
explicatif, essentiellement focalisé sur les objectifs de l'activité. Ils n'ont en revanche pas abordé¢ les
potentielles difficultés d'éleves a réaliser les taches demandées. Ces ¢léments sont donc attendus au
niveau du second écrit. Il est délicat d’étayer des éléments qui viennent éclairer cette baisse
apparente du niveau de réflexivité : une hypotheése serait que toute 1’attention des étudiants a été
mobilisée par 1’application des distinctions conceptuelles introduites lors de la DVP et dont la
compréhension est encore fragile (la dyade crée la notion de “parametre fixé”).
*) Les parties a et b sont des cas particuliers dont l'étude sert a pousser l'éleve a
émettre une conjecture pour le cas général demandé aux questions c et d.
*) On cherche a leur faire travailler l'écriture d'une expression littérale de maniere
algébrique (en fonction de n).
Le cadre numérique des 2 premieres questions leur sert de base pour faire la
transition avec l'algébrique.
*) Certains éléves dessineront siirement toutes les figures jusqu'a la 6 avant de voir
le lien direct entre le numéro de la figure et le nombre de cercles associés. Pour les
faire jusqu'a la 11 ce sera certainement plus compliqué et laborieux et [ils]
voudront trouver un truc plus rapide.
*) La subdivision des questions permet une meilleure appréhension du probleme.
Pour chaque partie (sup ou inf) [de la figure] la relation avec le numéro de la figure
est plus évident[e] (on ajoute 2 ou 1) alors que pour le tout il y a deux opérations
(x2 et +3).
La figure 3 ci-aprés résume et regroupe 1’évolution des styles de pensée des étudiants au cours de
I’expérimentation. On peut y voir 1’évolution du niveau de réflexivité de la classe et la construction
d’une pensée réflexive dans les écrits des étudiants. La proportion d’écrits réflexifs reste cependant
faible jusqu’a la fin de Pactivité.
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Figure 3 : Evolution de la réflexivité

Analyse du contenu selon la typologie NED

Pour répondre a la question de I’apprentissage des contenus €pistémologiques et didactiques par les
¢tudiants, le contenu des écrits a été analysé a partir d’une typologie spécifique a 1’étude de
I’activité proposée, que nous nommons typologie NED.

Nous notons N une analyse non critique, c’est-a-dire une analyse ou les étudiants ne
présentent pas de recul sur I’activité. Dans 1’analyse a priori (écrits 1 et 2), une analyse N ne
relevera pas d’erreurs possibles, de difficultés, ne critiquera pas la fagon dont I’activité est
construite ou présentée. Une analyse a priori non-critique voit le plus souvent la variable
comme transparente pour les éleéves et n’évoque pas de difficulté potentielle. Dans I’analyse
a posteriori (€crit 3, aprés présentation des réactions d’¢éléves), une telle analyse se restreint
a discourir sur les difficultés rencontrées sans faire de lien avec la situation d’introduction de
la variable. Nous coderons N une analyse ne renvoyant a aucun des autres types d’analyse
présentés ci-dessous.

Nous notons E une analyse épistemologique, c’est-a-dire une analyse témoignant d’un recul
par rapport a la connaissance visée (la notion de variable), en lien ou non avec son
apprentissage. L’analyse épistémologique peut se référer aux difficultés conceptuelles
relatives a la variable en relation avec ses dimensions d’indétermination et de généralité, a
savoir les problémes de représentation, de référence ou de conceptualisation. Lorsque le lien
avec I’apprentissage est effectu¢, ceci revient a identifier 1’obstacle épistémologique
(Brousseau, 1983) sous-jacent a I’indéterminée en algebre.

Nous notons D une analyse didactique, c’est-a-dire témoignant d’un recul des étudiants par
rapport a la facon dont I’activité est construite et menée pour que les €leves atteignent les
apprentissages visés. Une telle analyse peut par exemple mettre en avant la formulation des
questions, le role de I’enseignant ou I’insertion de I’activité dans un curriculum. Ceci peut
conduire a identifier I’obstacle « strictement » didactique (Brousseau, 1983), lié aux
modalités d’enseignement de la notion d’indéterminée (au niveau de I’entrée dans le calcul
littéral) et non a une difficulté intrinséque a la notion.

Enfin, une analyse épistémo-didactique, notée ED, est un é&crit regroupant analyses
didactique et épistémologique.

Les analyses £ et D sont raffinées en fonction de 1’utilisation par la dyade d’étudiants de cadres
épistémologiques ou didactiques ; nous distinguons ainsi :

E; et D, renvoient a des analyses outillées respectivement par des cadres épistémologiques
(texte de Frege, référence aux quantificateurs...) ou didactiques (notions d’obstacle, de
variable didactique, de contrat, de prérequis...). C’est le plus souvent dans ces cas qu’une
reformulation de 1’énoncé peut étre proposée par les étudiants.

Ey et Dy renvoient au contraire a des analyses « naives », ne mobilisant pas de cadres
épistémologiques ou didactiques, avec [’utilisation d’un vocabulaire moins précis :
« blocage », « raisonnement », « confusion », « concret », « compliqué »...

Une équipe d’étudiants présentant une analyse ED peut ne mobiliser de cadres que pour
I’une de ces deux dimensions, voire aucune. On distingue donc £y Dy, EgD;, E; Dy, et E; D,.

En particulier, nous escomptons une augmentation du nombre d’analyses comportant une
composante de type £, a I’issue de la DVP.

Nous avons en outre noté spécifiquement par une €toile * (E* ou D¥*) si I’analyse produite par les
¢tudiants témoigne d’une prise en compte des obstacles épistémologique ou didactique. Nous
n’attendons pas de référence explicite aux notions d’obstacle, car nous supposons en effet ces
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connaissances théoriques du champ de la didactique comme étant mobilisables (par le formateur,
dans un dialogue avec la classe) mais non directement disponibles par les étudiants en autonomie,
au niveau d’une premiére année de Master de formation des enseignants. Pour noter 1’analyse
comme prenant en compte 1’obstacle, nous attendons des étudiants qu’ils identifient 1’'usage de la
lettre en tant que désignant un donné arbitraire mais fixé (obstacle épistémologique) au sein d’un
dispositif didactique inappropri€ a son introduction (obstacle didactique) comme étant des causes
des difficultés des éléves, dans I’état actuel de leurs connaissances. Le dénombrement des réponses
non ¢étoilées nous permet ainsi de quantifier la potentielle illusion de transparence qu’ont les
¢tudiants quant a la notion de variable.

Enfin, les niveaux de réflexivité ont été croisés avec la typologie NED de fagon a tester notre
hypothese selon laquelle le niveau de réflexivité est corrélé avec I’aptitude a conduire des analyses
épistémologiques des savoirs mathématiques. Malgré les forts liens entre forme et fond dans les
discours, nous avons volontairement cherché a distancier le plus possible les analyses NED de
I’étude de la réflexivité afin de pouvoir mettre en évidence d’éventuelles corrélations.

Les résultats quant a I’analyse du contenu sont présentés dans le tableau 1 ci-apres. Celui-ci résume
I’évolution du contenu des écrits des étudiants. On peut y voir I’évolution générale du groupe-
classe, depuis des analyses majoritairement axées sur les aspects didactiques avant la DVP, en
passant par des analyses plutot focalisées sur les aspects épistémologiques apres la DVP, pour finir
avec des analyses dispersées, prenant diversement en compte ces deux aspects, a la fin du dispositif.
Les nombres entre parenthéses dans le tableau 1 correspondent au nombre de dyades ayant relevé
un des obstacles dans leur analyse (analyse E;* ou D, *).
Plus spécifiquement, avant la discussion, une part importante d’étudiants - neuf dyades sur douze -
a proposé¢ une analyse didactique D de 1’activité (quatre écrits Dy, cinq écrits D; dont un D;*),
tandis que seules deux dyades ont présenté une analyse épistémologique (deux E;). En outre, la
dyade 6 a proposé¢ une analyse non-critique N. A titre d’exemple, I’écrit proposé initialement par la
dyade 12 (voir ci-dessus) a été codé comme une analyse D, par la phrase « La séparation de I’é¢tude
en ¢tude de la rangée supérieure puis inférieure nous semble superflue ». Voici en outre un extrait
de I’écrit de la dyade 4, qui a propos¢ des le premier écrit une analyse D,*, mettant en lumiére
I’obstacle didactique dans I’activité :
[...] Enfin, désigner par n un entier des [’activité d’introduction retire l’idée
principale que doivent découvrir les éleves. Les questions c et d agissent comme des
facteurs confusants alors que l’idée d’introduire une lettre dans des calculs devrait
étre présentée comme une solution au probleme et donc comme un apport positif.
Apres la DVP, comme attendu, les dyades ont produit des analyses prenant bien plus en compte les
considérations épistémologiques relatives a la variable dans 1’activité (onze sur douze), avec un
écrit Ey, cinq écrits E; (dont un E,*), quatre écrits £,Dy et un E;D,. La dyade 6 a conservé une
analyse N dans le second écrit (sa production est retranscrite plus haut).
Voici un extrait de I’écrit de la dyade 3, qui a proposé apres la DVP une analyse E;D; :
[...] Dans un certain sens, le n est fixé, les éléeves ne percoivent pas forcément le
caractere “‘variable”. On ne trouve pas dans les questions c) et d) des expressions
comme « pour n’importe quel n », « quel que soit n ». S’agissant d’une activité
introductive, il s’agirait alors pour le professeur de bien mettre [’accent sur le fait
que les propriétés énoncées aux questions c) et d) sont vraies pour n’importe quelle
valeur de n. [...]
Nous avons codé cet écrit £; notamment par la présence du « pas », souligné par les étudiants, qui
indique le manque dans 1’activité d’une formulation adaptée aux enjeux épistémologiques (deux
sont présentées a titre d’exemple par les étudiants). De méme, la derniére phrase de cet extrait met
I’accent sur le role de I’enseignant, sans toutefois mobiliser de cadre didactique ou de vocabulaire
spécifique, nous avons donc aussi codé ce passage D,.
Apres la présentation des réactions d’éleéves, les étudiants ont fourni des analyses trés variées, cing
d’entre-elles étant épistémo-didactiques. Nous avons ainsi compté deux écrits Ey, deux écrits E;
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(dont un E;*), un écrit Dy, deux écrits D,*, un écrit EyDy, deux écrits E£;D, et deux écrits £,D; (dont
1 E;*D; et 1 E;D,;*). Méme si aucune dyade ne parvient a identifier simultanément I’obstacle
épistémologique et 1’obstacle didactique, cela représente cinq dyades prenant en compte au moins
un des deux obstacles dans 1’activité. Voici par exemple un extrait du troisiéme écrit de la dyade 9,
qui a propos¢ une analyse E* :

Comme cela était prévisible, les éléeves ont beaucoup de mal a concevoir n comme

un nombre quelconque. [...] ils s’imaginent qu’un nombre déterminé se cache

derriere ce n. [...] On est toujours ramené a ce probleme que la lettre peut jouer des

roles différents, que les éleves ne percoivent pas. [...]

Début de la Apres discussion : Aprés présentation des
Niveau de I'analyse | séance : premiére = seconde analyse a  réactions d’éléves : analyse a
analyse a priori priori posteriori
N 1 dyade 1 dyade Aucune dyade
Eo 2 dyades 1 dyade 1 dyade
E; (dont E1*) Aucune dyade 5 dyades (1) 3 dyades (1)
Do 4 dyades Aucune dyade 1 dyade
D; (dont D+*) 5 dyades (1) Aucune dyade 2 dyades (2)
EoDo Aucune dyade Aucune dyade 1 dyade
E1Do (dont E1*Do) Aucune dyade 4 dyades (0) 2 dyades (0)
E’Z’é:fg;‘:)n‘ 7| Aucune dyade 1 dyade (0/0) 2 dyades (1/1)

Tableau 1 : Evolution des contenus des écrits sur la séance
Croisements des niveaux de réflexivité et de la typologie NED

Les résultats quant au croisement des deux analyses sont présentés dans le tableau 2 ci-dessous.
Celui-ci retrace le suivi de chaque dyade, selon les deux types d’analyse (la réflexivité et le contenu
selon la typologie NED). On peut y voir que les dyades ayant produit les meilleures analyses, c¢’est-
a-dire mobilisant les cadres théoriques (£, et D;) ou prenant en compte un obstacle (E;* et D;*),
sont généralement les dyades ayant présenté des habiletés réflexives d’ordre supérieur dans au
moins un des trois écrits. Les habiletés réflexives et leur évolution semblent donc en partie liées
avec la progression des analyses. Nous remarquons par exemple que la dyade 6 est la seule a avoir
produit un écrit non-réflexif (apres la discussion) mais aussi la seule a avoir produit des écrits non-
critiques quant a I’activité (avant et apres la discussion). Reprenons ici le second écrit de la dyade 6,
a la fois non-critique et non-réflexif :
Dans les 2 premieres questions le numéro de la figure est un parametre (fixé) et le
nombre de cercles une inconnue. Tandis que dans les 2 derniéres questions, en
passant a la généralisation, le numéro de la figure change de réle pour devenir une
variable.
Outre représenter une simple description du changement de statut de la lettre, il n’y a dans cet écrit
trés court aucune verbalisation d’une dimension problématique de ce changement pour
I’apprentissage ou I’enseignement de la notion de variable, ou pour la mise en place de cette activité
en classe. En outre, parmi les cinq dyades a avoir relevé un des deux obstacles de 1’activité, quatre
ont montré dans au moins un des écrits une pensée réflexive : trois (dyades 4, 10 et 12) au moins
dans le dernier écrit et une (dyade 9) dans le second, ou elle avait déja mis en lumicre 1’obstacle



Une approche didactique et philosophique pour former les enseignants de mathématiques 18

repris ensuite dans 1’écrit suivant. La q