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Le probléme de dimensionnement robuste d’un réseau consiste a choisir les capacités des liens en minimisant un
certain cofit linéaire et en prenant en compte I'incertitude de la matrice de trafic. Pour modéliser cette incertitude
d@ie a la dynamicité de la demande et a la difficulté de la mesurer et de la prédire, nous faisons I’hypotheése que la
matrice de trafic varie dans un ensemble polyédrique donné. L’ objectif est alors de choisir un vecteur de capacités de
colit minimum de telle sorte que chaque matrice de trafic du polyedre soit routable sur ces capacités. Le routage est
supposé étre dynamique, c’est a dire qu’il varie avec la matrice de trafic. On suppose également que le routage est
fractionnaire. [Che07] a décrit un algorithme polynomial pour résoudre ce probleme d’une maniere approchée avec un
rapport d’approximation de O(logn). Il a aussi été démontré que ce probléme est co-NP-difficile dans les cas orienté
[GKK™01] et non orienté [CSOS07]. En utilisant seulement la conjecture P # NP, nous montrons dans cet article que
ce probleme est inapproximable avec un rapport d’approximation en dessous d’un certain facteur constant.

Mots-clefs : Approximabilité, dimensionement robuste

1 Introduction

Le dimensionnement des réseaux est une tiche cruciale pour les opérateurs de télécommunications leur
permettant de prévoir les ressources nécessaires pour faire face a la demande de services de communica-
tion tout en maitrisant les cofits. Cette tiche devient de plus en plus complexe a cause de la multiplication
des sources et des types de trafic créant ainsi de plus en plus d’incertitude. Il s’agit donc de prendre des
décisions a moyen et a long terme en tenant compte de cette incertitude grandissante et de la difficulté de
mesurer le trafic. Des modeles stochastiques sont parfois utilisés pour modéliser cette incertitude donnant
lieu a des problemes d’optimisation stochastique. Une autre approche qui a été étudiée depuis les années
2000 passe par 1’optimisation robuste. Il s’agit ici de considérer un ensemble de scénarios de trafic qui
pourrait étre infini et de concevoir un réseau qui est capable de faire face a tous ces scénarios. Un premier
modele appelé Hose a été introduit par [DGG199] et [FST97] ot des limites sur le trafic entrant ou/et sor-
tant sont considérées. Un modele polyédral plus général a été introduit par [BAKO3]. Le dimensionnement
s’accompagne souvent d’un routage. En supposant que la matrice de trafic varie dans un polytope D, il est
possible de dimensionner au moindre coiit en supposant que le routage est statique [BAKO03, ACO03]. Ce
dimensionnement se calcule en temps polynomial. Cependant, un routage statique peut induire un dimen-
sionnement plus coliteux. Pour réduire les cofits, on peut chercher a introduire une certaine dynamicité ou
adaptabilité. Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature telles que le routage multi-statique
[BAO7] ou le routage affine [OV07, PR13], etc.

L’ approche qui permet de minimiser le cofit du dimensionnement est cependant celle ou I’on accepte que
le routage varie d’une maniere completement libre pour chaque matrice de trafic. Nous allons dans la suite
considérer ce cas et étudier sa complexité théorique.

Formellement, nous considérons un graphe orienté G = (V,E) et un ensemble de demandes i € H as-
sociées aux différentes paires de noeuds. Pour modéliser I’incertitude, la matrice de trafic est représentée
par un vecteur d variant dans un polytope D. L’objectif est de calculer la capacité u, a mettre sur chaque
lien e en garantissant que tout vecteur de trafic d € D soit routable sans dépasser les capacités calculées.
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Le cofit que nous cherchons & minimiser est un coft linéaire ) g A U, ol A, est un colit unitaire. Aucune
restriction supplémentaire n’est considérée au niveau du routage (routage complétement dynamique).

Concernant la résolution de ce probléme, la bonne nouvelle décrite dans [Che07] (et attribuée & Gupta
dans une communication privée de 2004) est que le probleme peut étre résolu en temps polynomial d’une
maniére approchée avec un rapport d’approximation d’au plus O(logn) (ol n est le nombre de noeuds).
D’un autre coté, il a été prouvé que le probleme est co-NP-difficile pour les graphes orientés [GKK01] et
pour les graphes non-orientés [CSOSO07]. Notons que le résultat pour les graphes non-orientés induit celui
pour les graphes orientés [CSOS07].

Nous allons prouver dans cet article que le probleme de dimensionnement robuste que 1’on vient de
décrire est difficile a approcher avec un rapport inférieur a une certaine constante que 1’on déterminera.
Nous rappelons qu’une solution xp € X constitue une approximation du probleme 1;161)1(1 f(x) avec un rapport

o simin f(x) < f(xp) < omin f(x).

2 Preuve du résultat d'inapproximabilité

Dans cette section nous allons prouver le resultat d’inapproximabilité mentionné dans I’introduction.

Proposition 1. Saufsi P = NP, le probléme de dimensionnement robuste d’un réseau ne peut étre approché
avec un rapport d’approximation en dessous d’un certain facteur constant o. > 1.

Pour prouver le résultat revendiqué, nous allons utiliser la NP-complétude du probleme (1,p)-gap-3-
SAT. Etant donnée une formule 3-SAT, ce probleme consiste a décider si @ est satisfaisable ou si val () <p,
ol val(@) est le ratio maximum de clauses satisfaisables en méme temps dans @. Un résultat classique est
que pour un certain 0 < p < 1, sauf si P=NP, aucun algorithme polynomial ne peut résoudre le probleme
(1,p)-gap-3-SAT. (voir e.g. [AB09]).

Pour une formule 3-SAT ¢ avec m clauses, nous allons construire en temps polynomial une instance du
probléme de dimensionnement robuste d’un réseau de telle sorte que le cofit de la solution optimale soit
(4 —p)m si @ est satisfaisable et 3m si val(@) < p. Cela prouvera le résultat voulu. En effet, supposons
que nous disposions d’un algorithme avec un facteur d’approximation o < 4%" pour ce probleme. Nous
pourrions alors exécuter 1’algorithme sur les instances du probleme de dimensionnement robuste de réseau
obtenues a partir de la formule 3-SAT @.

Notons v,p; et vpy, respectivement, le coiit de la solution optimale (resp.) approchée. Ces valeurs doivent
respecter les relations vopr < vapy < 0,y . Supposons maintenant que v, < 3m, nous pouvons alors déduire
que Vapy < Qop < (4—p)m. D’un autre coté, si v,y > (4 — p)m, alors nous aurions aussi vgpy > (4 —
p)m. Cela montre qu’un tel algorithme d’approximation nous permettrait de résoudre (1,p)-gap-3-SAT en
distinguant le cas oll vgpy > (4 —p)m du cas oll vap, < (4—p)m.

Nous allons maintenant construire 1’instance du probleme de dimensionnement robuste de réseau men-
tionnée ci-dessus. Spécifiquement, étant donnée une formule 3-SAT @, nous allons construire un graphe G,
un ensemble de demandes #, et un polyédre D dont le coiit de la solution vérifie les relations mentionnées
si dessus. Pour ce faire, le graph G contient deux noeuds s, reliés par des chemins disjoints correspondant
chacun aux clauses de la formule @. Ces chemins sont composés de trois liens successifs. Sur chaque lien
il y a une demande ayant les mémes source et destination que celui-ci. Ces demandes correspondent aux
littéraux de chaque clause. Les valeurs de ces demandes varient entre O et 1. Le polyedre des matrices de tra-
fic D est construit de telle sorte que plusieurs de ces demandes puissent étre a 1 en méme temps seulement
si les littéraux correspondant peuvent étre vrais en méme temps dans la formule ¢@.

Pour ce faire, commengons par noter ¥ I’ensemble des variables de @ et £ 1’ensemble des littéraux
formés a partir des variables dans 4 (c’est a dire soit une variable v ou alors une variable v a laquelle
on ajoute un signe de négation : —v). Nous utilisons aussi les notation I := {1,2,...,m} pour représenter
I’ensemble des indices correspondant a une clause et J := {1,2,3} la position d’un littéral dans chaque
clause. Pour chaque i € 1, nous créons trois liens successifs e; ; de capacité ¢; ; = 1 et trois demandes 5; ;
ayant les mémes extrémités que e; ; pour j € J. Toutes les arétes e; 1 (resp. ¢;3), pour i € I, ont une extrémité
en commun que 1’on note s (resp. ¢). De plus nous ajoutons une demande Ay ayant de s vers ¢. Décrivons
maintenant le polyédre D des vecteurs de demandes. Nous ajoutons des variables auxiliaire & > 0 pour
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FIGURE 1: Graphe G

chaque littéral [ € L et la contrainte &, +&—, = 1 pour v € V. Pouri € I, j € 7, nous ajoutons la contrainte
dp, ;= éli.j’ ou [; ; désigne le littéral qui apparait dans la i-¢me clause en j-€me position (si un littéral / € £
apparait dans deux positions i, j et , j* de la formule 3-SAT alors [ = I; ; = Iy ;). Nous ajoutons aussi la
contrainte dy, = (1 — p)m pour la demande k. En résumé, I’ensemble D est défini comme étant I’ensemble

de d € RY tel qu’il existe & € R% vérifiant les équations suivantes :

& +&, =1 Ywe v (1a)
dy,, =&, Viel,jel (1b)
dpy = (1—p)m (1c)

Notons E I’ensemble des (d,&) € Ri{ X Rﬁ vérifiant les équations (1). Bien que &; soit a valeurs dans
Iintervalle [0, 1], nous pouvons montrer le lemme suivant :

Lemme 1. Pour tout point extréme d € D, il existe & € {0,1}L tel que (d,&) € E.

Démonstration. Soit d un point extréme de D et & € ]Rﬁ tel que (d,&) € E. Supposons par I’absurde que
€ ¢ {0,1}%, alors il devrait exister un v € ¥ tel que &, ¢ {0,1}. Soit £°,&! € RY le vecteur défini par :

g).=¢l=¢ Vie L:l#v#— 2)
g):=0,8,:= 3)
& =1E =0. 4)

Et soit d°,d" € D les vecteurs de demandes correspondant respectivement 2 £,&!. Le vecteur de demandes
d peut étre écrit comme la combinaison convexe d = &,d” + (1 — &, )d" contredisant ainsi le fait que d est
un point extréme de D. O

Ce lemme est important car pour vérifier qu'un vecteur de capacités u supporte toutes les demandes de
D, il suffit de le vérifier seulement pour les points extrémes de D (voir e.g. [BAOL1]) et par conséquent
pour des vecteurs de demandes d correspondants a des assignations de valeurs de vérité aux variables de la
formule ¢.

Lemme 2. Sival(Q) < p alors il suffit de réserver une unité de capacité sur chaque lien de G pour pouvoir
router toutes les demandes d € D. Par conséquent un coiit total de 3m est suffisant pour supporter toutes
les demandes de D.

Démonstration. Pour i € I, j € J nous pouvons router les demandes 5; ; en utilisant seulement les liens e; ;.
Quelque soit ’assignation de valeurs de vérité pour les variables de @, pas plus de (1 — p)m clauses ne
peuvent étre vraies en méme temps. Par conséquent, pour tout les points extrémes d de 9D il existe au moins
(1 — p)m chemins libres (de capacité 1) pour router la demande dp, en entier. ]

Lemme 3. Si @ est satisfaisable alors le coiit de réservation des capacités nécessaires pour router tous les
vecteurs de demandes dans ‘D est supérieur ou égal & (4 —p)m.
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Démonstration. Comme @ est satisfaisable, il existe une assignation des valeurs de vérité rendant toutes
les clauses de @ vraies. Par conséquent, en fixant & = 1 si [ est vrai et 4 O sinon, nous pouvons obtenir un
vecteur de demandes d € D telle que pour tout i € I il existe un j(i) € J tel que Ehid = 1. Le flot total que
doit traverser la coupe, C := {e; j;) 1 i € I} est

do+ Zdhi,j(i) =(1—-p)m+m.
icl
Le cofit de réservation que 1I’on doit payer pour les arcs de la coupe C est donc d’au moins (2 — p)m. Pour
les 2m autres liens ¢; ; en dehors de C, il existe au moins un vecteur de demandes d € D tel que dh[,_’j =1,
nous devons donc réserver au moins une unité de capacité sur chacun de ces liens pour un cofit de 2m. Le
cofit total est donc d’au moins (4 — p)m. O

3 Conclusion and perspectives

Nous avons pu présenter dans cet article une premieére borne inférieure du rapport d’approximation du
probléme de dimensionnement robuste des réseaux. Cette borne inférieure ne se base que sur I’hypothese
standard P # NP. Eu égard a I’approximabilité du probléme avec un rapport de O(logn), le gap semble
encore important entre la borne inférieure et la borne supérieure. Il convient donc d’oeuvrer pour réduire ce
gap. Notons qu’un travail des auteurs en cours d’arbitrage prouve que le probleme n’est pas approximable
avec n’importe quel rapport d’approximation constant. Nous montrons également que sous 1’hypothese de
la conjecture ETH (exponential time hypothesis), le probléme est difficile a approcher avec un rapport de

Q(lolgg)l%)rén)‘
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