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Torsion des modules de Drinfeld de rang 2 et formes
modulaires de Drinfeld

Cécile Armana*

Abstract

We give non-existence results for rational points on the affine Drinfeld modular
curve Y3 (p) with p a prime ideal of F,[T]. This curve classifies Drinfeld modules of
rank 2 with a torsion point of order p. The first statement concerns points defined
over quadratic (resp. cubic if ¢ > 7) extensions of F,(T') for p of degree 3 (resp. 4).
The second statement is valid under a duality condition between Hecke algebra and
Drinfeld modular forms, and concerns points over extensions of degree < ¢ whenever
degp is sufficiently large. As a consequence we derive, under the same condition, a
uniform bound for the torsion of rank-2 Drinfeld modules defined over extensions of
F,(T) of degree < g, as predicted by Poonen.

Résumé

On donne des résultats de non-existence pour les points rationnels de la courbe
modulaire de Drinfeld affine Y3 (p) avec p idéal premier de F,[T’]. Cette courbe classifie
les modules de Drinfeld de rang 2 munis d’un point de torsion d’ordre p. Le premier
énoncé concerne les points définis sur les extensions quadratiques (resp. cubiques si
q > 7) de Fy(T) pour p de degré 3 (resp. 4). Le deuxiéme, conditionné a une dualité
entre algebre de Hecke et formes modulaires de Drinfeld, concerne les points sur les
extensions de degré < ¢ pour degp suffisamment grand. Comme conséquence, on
déduit, sous la méme condition, une borne uniforme pour la torsion des modules de
Drinfeld de rang 2 définis sur les extensions de F4(T") de degré < g, prédite par Poonen.

1 Introduction

L’objet de ce travail est d’exclure certaines structures de torsion sur les modules de
Drinfeld de rang 2. Soit F, un corps fini a ¢ éléments, A I'anneau F,[T] et K le corps
des fractions rationnelles Fy(T") en I'indéterminée T'. Considérons les couples donnés par
un A-module de Drinfeld de rang 2 avec un point de torsion d’ordre n, pour n idéal non
nul de A (on renvoie aux rappels de la section 3). La courbe modulaire de Drinfeld Y7 (n)
est une courbe algébrique affine sur K ainsi qu’un schéma de modules pour ces objets. En
regle générale, on ne s’attend pas a ce qu’elle ait de points rationnels.

Conjecture 1.1 (Poonen, 1997). Fizons q puissance d’un nombre premier et d un entier
> 1. Il existe une constante C' > 0 telle que, sin est de degré > C' et si L est une extension
de K de degré < d, la courbe Y1(n) n’a pas de point L-rationnel. Autrement dit, il existe
une constante C' > 0 telle que, si L/K est de degré < d, tout A-module de Drinfeld de
rang 2 sur L ait au plus C" points de torsion dans L.

*Address and affiliation: Max-Planck-Institut fiir Mathematik, Vivatsgasse 7, D-53111 Bonn, Germany.
Email: armana@math. jussieu.fr. MSC 2010 Classification: 11G09 (primary) — 11G18 11F52 14G05 (se-
condary)



Les constantes C et C' dépendent de ¢ et d. Il s’agit de la conjecture 2 de [43] dans
le cas des F,[T]-modules de Drinfeld de rang 2 (une version plus faible avait été propo-
sée auparavant par Denis, [10, prob. 3]). A la lumiére des fortes analogies entre courbes
elliptiques et modules de Drinfeld de rang 2, cette conjecture s’apparente au théoreme de
borne uniforme pour la torsion des courbes elliptiques sur les corps de nombres de Merel
[37], apres des travaux de Mazur [35] notamment. Si on s’intéresse uniquement aux points
K-rationnels, Schweizer a prédit un résultat plus précis (conséquence de [47, conj. 1]).

Conjecture 1.2 (Schweizer). Sip est un idéal premier de A de degré > 3, la courbe Yi(p)
n’a pas de point K -rationnel.

A T’heure actuelle, les résultats connus en direction de ces conjectures sont partiels et
assez peu nombreux. Les plus avancés sont dus a Schweizer et Pal.

Théoréme 1.3. La courbe Y1(n) n'a pas de point F,(T)-rationnel pour les idéaux n sui-
vants de Fy[T) :

(i) n idéal premier de degré > 3 de Fo[T|. En particulier la conjecture 1.1 est vérifiée
pour L=K =Fo(T) (i.e. q=2,d=1) (Pdl [41, th. 1.2 et 1.4]).

(i) n € {(T?+ T+ V)2, T(T?>+T +1),T3,(T*(T + 1)} dans Fo[T] (Pdl [41, th. 10.8];
Schweizer [47, lem. 1.5]).

(iii) n € {T(T — 1)(T + 1), T*(T — 1)} dans F3[T] (Schweizer [48, p. 297]).
(iv) n produit de trois facteurs linéaires distincts dans F4[T| (Schweizer [48, prop. 3.2]).

Pour les idéaux de cet énoncé, hormis (T2 + T + 1) € Fy[T], le résultat est en fait
établi pour la courbe modulaire de Drinfeld Yy(n) qui parametre les modules de Drinfeld
de rang 2 munis d’une isogénie cyclique d’ordre n.

En ce qui concerne la conjecture 1.1, Poonen et Schweizer ont aussi obtenu une borne
uniforme sur la composante p-primaire de la torsion ([43, th. 6] et [47, th. 2.4]), a rap-
procher des énoncés de Manin [34] et Kamienny—Mazur [29] pour les courbes elliptiques.
Mentionnons enfin une preuve de Nguyen—Yamada de la conjecture 1.1 en 2001 qui s’est
avérée fausse (voir [47] pour les détails).

Dans ce travail, on détermine les points rationnels de Y; (p) pour certains premiers p en
suivant 'approche de Mazur et Merel pour les courbes modulaires classiques. Dans le cas
des corps de fonctions, il s’avere que la propriété d’immersion formelle requise par Mazur
[36] est loin d’étre évidente. L’objet principal de cet article, issu de la these [1] débutée
en 2003, est d’expliciter cette difficulté, ce qui n’avait pas été fait dans la littérature, et
de détailler les liens entre immersion formelle, formes modulaires de Drinfeld et symboles
modulaires. Ainsi ce travail s’appuie en partie sur [4]. Précisons que ’approche de Mazur
a aussi été employée par Pal dans [41] : la différence réside dans le choix d’une place
auxiliaire de réduction (co = (1/7) pour Pal, place [ distincte de oo ici).

D’autres outils nécessaires a la mise en place de la méthode de Mazur sur les corps
de fonctions sont développés dans ce travail. Un premier est le quotient d’enroulement de
la jacobienne Jy(p) de la courbe modulaire de Drinfeld compactifiée X¢(p). C’est le plus
grand quotient de Jy(p) de rang analytique nul et il fait ’objet de la section 4. Pour établir
les théoremes principaux, on utilisera aussi une borne effective sur le degré de la torsion
des modules de Drinfeld de rang 2 a bonne réduction potentielle (proposition 5.2).

Lorsque p est premier de petit degré, la situation se trouve simplifiée. Le quotient d’en-
roulement est alors essentiellement la jacobienne Jy(p) ou son quotient sur lequel 'involu-
tion d’Atkin—Lehner opére comme —1, d’apres la connaissance du degré de la fonction-L



de Jo(p). L’'immersion formelle pour les puissances symétriques de X(p) provient alors
d’un argument de point de Weierstrass ou de gonalité (section 7.4.1). Cela fournit I’énoncé
suivant, résultat non trivial en direction de la conjecture 1.2. Comparé au théoreme 1.3, il
a 'avantage d’étre sans condition forte sur le cardinal ¢ du corps fini de base et d’autoriser
des extensions de K de degré > 1.

Théoreme 1.4. Soit p un idéal premier.

(i) Sip est de degré 3, la courbe Y1(p) n’a pas de point L-rationnel pour toute extension
L/K de degré < 2.

(ii) Supposons p de degré 4 et d = 1 si q quelconque, d =2 siq="5,d =3 siq> 7. Alors
la courbe Y1(p) n'a pas de point L-rationnel pour toute extension L/K de degré < d.

En d’autres termes, pour de tels q, p et L, il n’existe pas de A-module de Drinfeld de rang 2
sur L ayant un point de torsion dans L d’ordre p.

Il se déduit du théoreme 7.5, plus général, qui concerne les niveaux p tels que toute
forme primitive associée est de rang analytique < 1. Considérons l'espace H,(C) des
cochaines harmoniques paraboliques pour I'g(p) C GLy(A) & valeurs complexes. D’apres
Drinfeld, elles s’identifient naturellement & des formes automorphes paraboliques pour
GLy sur les adeles de K. L’algebre de Hecke T est la sous Z-algebre commutative de
End(H,(C)) engendrée par les opérateurs de Hecke. Le théoreme 7.5(ii) est alors valable
pour les premiers p tels que la fonction L de toute forme primitive de H,(C) pour Hecke
s’annule & lordre < 1 au centre de symétrie (on dira que p satisfait la condition %).
Signalons aussi le théoréeme 7.8 qui donne Yy(p)(K) = 0 pour ¢ > 5 et p de degré > 5
vérifiant €. La condition € présente I'avantage d’étre testable sur machine, par exemple a
'aide des symboles modulaires pour F4(T) [51]. On Ia ainsi vérifiée pour tous les premiers
de degré 5 dans Fo[T| (déja couverts par le théoréme 1.3(i)) et, par exemple, pour les
premiers suivants de F3[T] : (T° + T3 —T? —T + 1), (TS +T*+ T3 - T?> + T — 1),
(T — T* —T? —1). L’ensemble Y7 (p)(K) est donc vide pour de tels p.

Cette condition % n’est certainement pas vérifiée par tout idéal premier p. En effet,
d’apres Ulmer [52] il existe des courbes elliptiques non-isotriviales sur F,(T"), pour ¢ pre-
mier, de rang arithmétique arbitrairement grand. Par le théoréeme de modularité pour
les courbes elliptiques sur K (corollaire des travaux de Grothendieck, Deligne, Jacquet—
Langlands et Drinfeld, cf. [22]) et en supposant la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
pour ces courbes, on voit que la condition & n’est pas satisfaite pour tout p. Cependant,
on s’attend a ce qu’elle le soit assez fréquemment car une philosophie courante prédit que
les courbes elliptiques de rangs élevés (> 2) sont rares. Heath-Brown, Young et récemment
Bhargava—Shankar ont obtenu des résultats en ce sens pour les courbes elliptiques sur Q.
De facon générale, déterminer la densité d’idéaux p vérifiant ¥ semble étre un probléme
délicat.

Le deuxiéme énoncé relie I'existence de points rationnels sur Y7 (p) aux formes modu-
laires de Drinfeld, en exploitant la méthode de Mazur dans le cas général. Commengcons
par des notations. Soit S, le A[1/p]-module des différentielles relatives globales de degré 1
de Xo(p) sur A[1/p]. Ce sont des formes modulaires de Drinfeld algébriques doublement
paraboliques de poids 2 pour I'g(p). Pour [ un idéal premier non nul de A et distinct de p,
notons Fy le corps fini A/l et Sp(Fi) = Sp @41/, Fir. L'algebre T agit sur Sy (F) via son
quotient T/pT ou p désigne la caractéristique de F,. De plus, tout élément f de S,(Fy)
posséde un développement de la forme Y,~, b;(f)t! 794~ € F([t] en la pointe infinie de
Xo(p) (voir section 6). -



Dans [4], on a défini un symbole modulaire parabolique e relativement a I'g(p) au
sens de Teitelbaum [51]. C’est analogue de I’élément d’enroulement de Mazur [35]. L’al-
gebre de Hecke T agit aussi sur les symboles modulaires pour Fy(T"). Soient I et I, les
idéaux annulateurs dans T de e et (e mod p) respectivement (sections 4.1 et 4.4). On note
Sp(Fo)[1, [.] le sous-espace de Sp(F() annulé par I.

Théoréme 1.5. Soit p premier de degré > 3. Supposons qu’il existe :
— un idéal saturé I de T, d’annulateur noté I vérifiant I C I C Io et T+ I, = T,
— un idéal [ de A de degré 1 tel que lapplication F\-linéaire

& : (T/I,) ®z Fi — Hom(S,(F))[Ie], F\)

qui envoie la classe de w € T sur la forme linéaire f — by (uf), est un isomorphisme.

Alors

(i) sidegp > max(q+1,5), la courbe Y1(p) n’a de point L-rationnel pour toute extension
L/K de degré < q;

(ii) sidegp > 3, la courbe Yi(p) n’a pas de point K -rationnel.

L’hypothese sur 'existence de l'idéal I est vraisemblablement de nature technique.
Elle évite un probleme lié au passage de suites exactes de variétés abéliennes sur K aux
espaces cotangents de leur modeles de Néron. De fait, elle permet la construction d’'un
raffinement du quotient d’enroulement possédant de bonnes propriétés (sections 4.4 et
7.5.2). On démontre que I vérifie cette hypothese pour tout p de degré 3, ou de degré 4
avec p # 2 (proposition 4.12). Un critére est aussi donné en 4.4.2.

L’hypotheése sur ®; est certainement plus profonde. Elle permet de traduire I'immersion
formelle (critére de Kamienny) en une indépendance linéaire de symboles modulaires sur
les corps de fonctions, qui a fait I’objet d’un travail précédent [4]. Si on supprime ’idéal I,
de sa formulation, I’hypothese s’apparente a un accouplement entre formes modulaires de
Drinfeld et algebre de Hecke, qui entrainerait un énoncé de multiplicité un dans S, (Fy).
Depuis Goss [23], on sait que des formes modulaires de Drinfeld pour GL3(A) de poids
distincts peuvent avoir les mémes valeurs propres de Hecke en caractéristique générique.
Cependant, le probleme de multiplicité un, dans S, ou S, (Fy) a p fixé, est semble-t-il ouvert
a ’heure actuelle. Ici, on démontre notre hypothese sur ®, a priori plus faible, ainsi que
la multiplicité un, dans le cas ou p est de degré 3 avec [ quelconque (proposition 7.14). Le
cas général requerrait une étude plus approfondie.

Quant a la condition sur le degré de l'extension L/K du théoréeme 1.5, elle provient
de relations entre coefficients du développement des formes modulaires de Drinfeld et
opérateurs de Hecke de degré 1 (théoreme 6.15 et proposition 7.14).

A nouveau, le théoréme 1.5 est sans hypothése sur ¢, autorise des extensions non
triviales de K et va dans le sens de la conjecture 1.2. Il contient méme le résultat de
P4l sur Yi(p) (théoreme 1.3(i)) si les hypotheses peuvent étre levées. Remarquons que,
pour p de degré 3, on retrouve Y3 (p)(K) = 0 de fagon inconditionnelle (th. 1.4(i)). Comme
conséquence du théoreme 1.5 et du travail de Schweizer [47], on obtient une borne uniforme
conditionnelle sur la torsion des modules de Drinfeld de rang 2.

Corollaire 1.6. Fizons q. Supposons qu’il existe une constante By > 0 telle que pour tout
premier p de degré > By on peut trouver des idéaux I de T et | de A comme dans I’énoncé
du théoréme 1.5. Alors la conjecture 1.1 est vraie pour les A-modules de Drinfeld de rang
2 sur les extensions de K de degré 1 < d < q.
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2 Notations

Soient ¢ une puissance d’un nombre premier p, Fy (resp. F},) un corps fini & ¢ (resp. p)
éléments, A = Fy[T| 'anneau en I'indéterminée T et K = F,(T') son corps des fractions.
On note deg le degré usuel sur A avec la convention deg0 = —oo. Le degré d’un idéal
non nul de A est celui de 'un de ses générateurs. Pour P, dans A, on note (P) lidéal
engendré par P et P | @ si P divise Q.

Les lettres gothiques désigneront des idéaux de A. En particulier, p désignera un pre-
mier (c’est-a-dire un idéal premier non nul) de A. Le corps fini A/p est noté F,. Pour un
idéal n, le sous-groupe I'g(n) de GLa(A) est formé des matrices (2 Y) avec ¢ € n.

Pour un corps F, on désigne par F28 une cloture algébrique et F°P une cloture sépa-
rable. Le cardinal d’'un ensemble fini .S est noté #5.

3 Rappels

3.1 Courbes modulaires de Drinfeld

Soit L un A-corps c’est-a-dire un corps L muni d’un homomorphisme d’anneaux ¢ :
A — L. Soit L{r} l'anneau des polyndmes tordus sur L avec multiplication donnée par
7l =197 (I € L). Fixons r entier > 1. Un A-module de Drinfeld (on abrégera en module
de Drinfeld) de rang r sur L est un homomorphisme d’anneaux

$p: A — L{r}
a — Qg

tel que le terme constant de ¢, est t(a) et deg, ¢, = rdega. Si ¢ est de rang 2, il est
déterminé de facon unique par I'image de T : ¢ = o(T)7° 4+ g7 + A1? avec g € L et
A € L*. En identifiant 7 a I'automorphisme x +— z¢ de L, on identifie L{7} & 'anneau des
polynomes (additifs) combinaisons linéaires de {29 };>0 & coefficients dans L, avec pour loi
de multiplication la composition. En faisant agir un élément a de A sur x € L par ¢q(x),
on obtient une nouvelle structure de A-module sur le corps L, notée ®L.

Soit a un idéal de A. On fixe un générateur a de a. Les points de a-torsion de ¢ dans
une extension F/L sont les éléments du A-module ¢la](F) = (ker ¢, )(F) C ?F (il ne
dépend pas du choix de a). Les points de torsion dans F forment le A-module (?F )ty i.e.
le sous-module de torsion de ®F. L’ ordre d’un élément de (¢F)tors est son idéal annulateur
dans A. On pose ¢[a] = ¢[a](L*®). Si le noyau de ¢ ne contient pas a, le polynoéme ¢, est
alors séparable et le A-module ¢[a] est en fait contenu dans (?L5°P)qys.

Un homomorphisme de modules de Drinfeld u : ¢ — 9 sur L est un élément u € L{7}
tel que ¢qu = urh, pour tout a € A. C’est un isomorphisme si u € L*. Une isogénie est un
homomorphisme non nul; il n’en existe qu’entre modules de Drinfeld de méme rang. Une
isogénie est cyclique d’ordre a si deg, u = dega et si son noyau C' = (keru)(L*#) est un
sous-module de (?L*8),, isomorphe & A/a. On note alors ¢/C le module de Drinfeld ¢
isogeéne a ¢. Il y a une bijection entre I’ensemble des isogénies L-rationnelles (7.e. définies



sur L) cycliques d’ordre a de ¢ et les sous-modules C' de (? L), stables par Gal(L*P /L)
et isomorphes & A/a comme A-modules.

On peut étendre la notion de module de Drinfeld d’'un A-corps a un A-schéma quel-
conque S [11]. Soit n un idéal non nul de A. Considérons le foncteur qui associe a S
I’ensemble des classes d’isomorphisme de couples (¢, C), ou ¢ est un module de Drinfeld
de rang 2 sur S et C est un sous-groupe cyclique de ¢ d’ordre n au sens de Katz—Mazur. 11
possede un schéma de modules grossier %(n) sur A. De méme, en considérant les classes
d’isomorphisme de couples (¢, P) ou P est un point de ¢ d’ordre n, on obtient un schéma
de modules grossier % (n) sur A. Les schémas #j(n) et % (n) sont affines, de type fini sur
A et de dimension relative pure 1.

On définit les courbes Yp(n) = #p(n) x4 K et Yi(n) = #(n) x4 K. Pour L une
extension de K, les points L-rationnels de Yy(n) (resp. Y1(n)) sont en bijection avec les
classes d’isomorphisme sur L*# de modules de Drinfeld de rang 2 sur L munis d’une
isogénie L-rationnelle cyclique d’ordre n (resp. d’un point de torsion d’ordre n défini sur
L).

Pour mémoire, rappelons le versant analytique de ces courbes. On désigne par Cy
le complété d’une cloture algébrique de Fy((1/T)). Les analytifiées de Yp(n) et Yi(n) sur
C sont alors les espaces analytiques rigides obtenus comme quotients du demi-plan de
Drinfeld Co — F4((1/T)) par l'action de certains sous-groupes de congruence de GL2(A)
([11, section 6]).

On a une compactification canonique Zy(n) de %p(n) et Z71(n) de #(n) sur Spec(A)
([11, section 9], [15]) et un homomorphisme canonique 27(n) — Zp(n). L’énoncé suivant
se déduit de [11].

Théoréme 3.1. Soit i € {0,1}.
(i) Le schéma Z;(n) est propre, normal, plat et irréductible de dimension relative pure 1
sur A.
(ii) Le morphisme structurel Z;(n) — Spec(A[1/n]) est lisse et propre.

(#ii) La courbe X;(n) = Zi(n) x4 K est lisse, propre et géométriquement conneze sur K.

D’apres Drinfeld, on sait aussi que I'ensemble Xo(n)(K*8) — Yy(n)(K?#) est fini. Ses
éléments sont appelés les pointes de Xo(n). Elles sont en bijection avec ’ensemble quo-
tient To(n)\P'(K) (on a fait opérer le groupe I'g(n) par homographies sur P!(K)). En
particulier, pour n = p premier, la courbe Xy(p) posséde exactement deux pointes notées
0 et oo et elles sont K-rationnelles.

Gekeler a donné des formules pour le genre g(Xo(n)) ([14, 3.4.18], [21]), dont I’énoncé
suivant est un cas particulier.

Proposition 3.2. Pour p de degré d, le genre de Xo(p) est

Xo(p)) =1 ¢
9(Xo(p)) ZZ:‘{ si d est impair.

d__ 2 . .
{qQ_ql si d est pair,

La courbe Xy(n) est munie de correspondances de Hecke ([15, 5.3], [22, 4.12] et [19,
section 7]). Pour m idéal non nul, la correspondance Ty, est définie sur le probleme de
modules par

(¢,C) =~ > (¢/D,(C+D)/D)
DNC={0}
la somme portant sur les sous-modules cycliques D de ¢ d’ordre m. De méme, pour m
divisant n et premier & ., 'involution wy de Xo(n) est définie par (¢, C) — (¢/C, ¢[m]/C).



Ces correspondances stabilisent ’ensemble des pointes de Xo(n). Si n = p premier, wy
échange 0 et oo et Ty, opére par multiplication par (1 + qdegm) sur chaque pointe, pour m
étranger a p.

La jacobienne Jy(n) de Xo(n) est une variété abélienne sur K de dimension g(Xop(n)).
Elle a bonne réduction en-dehors de n - (c0) et, pour n = p, réduction torique en p. La
structure de la fibre spéciale de Zp(p) et le groupe des composantes de Jo(p) en p ont été
déterminés par Gekeler [15].

3.2 Cochaines harmoniques

Les cochaines harmoniques paraboliques pour I'y(p) & valeurs dans Z sont des fonctions
sur les arétes de I'arbre de Bruhat-Tits de PGL2(F4((1/7))) (on se réfere a [22] pour leurs
définitions et propriétés). Elles forment un Z-module libre de rang g(Xo(p)), noté H,. Soit
H,(C) = H, ®z C le C-espace vectoriel des cochaines paraboliques a valeurs dans C.
La plupart du temps, on omettra la dépendance en p et on notera H et H(C). D’apres
Drinfeld et le théoreme d’approximation faible, H(C) s’identifie & un espace de formes
automorphes paraboliques pour GLg sur les adéles de K. Toute cochaine de H(C) admet
un développement de Fourier indexé par les idéaux de A (voir Weil [55], Tan [50], Gekeler
[14, 18] pour différents points de vue).

Pour m idéal non nul de A, on définit I'opérateur de Hecke Ti,, comme I’endomorphisme
de H(C) provenant de l'action & gauche des matrices (&%) (a,b,d dans A, (ad) = m,
(a) +p = A, degb < degd, a et d unitaires) sur les arétes de I’arbre. Soit w, l'involution
de H(C) induite par I'action de (% ') ot P désigne le générateur unitaire de I'idéal p.
Le lien avec les correspondances Ty, et wy sera explicité en 3.4. Soit T la sous-algebre
commutative de End(H(C)) engendrée sur Z par wy et les Ty, pour m et p étrangers. Ces
opérateurs sont hermitiens pour le produit de Petersson sur H(C) induit par celui sur les
formes automorphes. On a w, = —T,. L’algébre de Hecke T stabilise la structure enticre
H. Le Z-module T est libre de type fini car il en est de méme de H.

Par le théoréme spectral, il existe une base de H(C) constituée de formes propres pour
tous les opérateurs de Hecke et normalisées (i.e. le coefficient de Fourier associé a 'idéal
A est 1). On les appelle formes primitives. Elles sont propres pour wy, de valeur propre +1
ou —1.

La fonction L(F,s) est la série de Dirichlet associée aux coefficients de Fourier de
F € H(C) (s variable complexe). Cette fonction s’écrit aussi comme transformée de Mellin
de F. Pour L(F, s), on en déduit un prolongement holomorphe a C, I’équation fonctionnelle

L(F,s) = —q=®) 0= (w, .2 —5) (s €C) 1)

et la propriété suivante : L(F,s) est un polynéme non nul en ¢—° de degré < deg(p) — 3
(voir [50] : Prop. 2, Eq. (3.4) et le corollaire p. 305 pour ces affirmations). En particulier,
en s = 1, la fonction L(F,s) a un zéro d’ordre impair si wp,F' = +F' et un zéro d’ordre pair
(ou pas de zéro) si wyF' = —F. On complete ces rappels par des propriétés élémentaires.

Lemme 3.3. Soit F' primitive dans Hy(C).
(i) La fonction L(F,s) est un polynome en q—* de degré deg(p)—3 et de terme constant 1.

(ii) Supposons que l'ordre d’annulation de L(F,s) en s = 1 est < 1 (c’est le cas si
degp < 4). Alors
wyF = —F <= L(F,1) £ 0.

Démonstration. (i) Voir [50, p. 305].



(ii) La condition est vérifiée si degp < 4 car la fonction L est alors un polynoéme en ¢—*

de degré < 1. D’apres (1), on a L(F,1) = —L(w,F,1). Donc L(F,1) # 0 entraine
wpF' = —F, sans condition sur l'ordre d’annulation. Réciproquement, supposons
wpF' = —F. Alors l'ordre d’annulation est pair > 2 ou bien L(F,1) # 0. Comme
L(F,s) s’annule a l'ordre < 1, seul le deuxiéme cas est possible.

O

Soit .# I’ensemble des formes primitives de H,(C). Le groupe de Galois absolu de Q
opere sur % via son action sur les coefficients de Fourier. Notons & I’ensemble des orbites,
[F'] l'orbite de F' € F et a|p) I'idéal annulateur de I dans T. L’application [F] — ajz] est
une bijection entre & et I’ensemble des idéaux premiers minimaux de T.

Soit K le corps de nombres totalement réel engendré par les coefficients de Fourier
de F. Son degré sur Q est le cardinal de [F]. L’application v — uF/F de T dans K
induit un isomorphisme de Q-algebres (T/a;p) ®z Q ~ Kr. La Q-algébre T ®z Q est
alors semi-simple : elle est isomorphe au produit des K pour [F] € €. Le rang de T sur
Z est donc g(Xo(p)).

La variété abélienne Jip| est définie comme le quotient de Jo(p) par la sous-variété
abélienne ajpJo(p). Elle est de dimension #[F] et simple sur K. Sa fonction L de Hasse—
WEeil se factorise en

L(Jip), s H L(G,s) (seC) (2)
GE|[F]
I’égalité étant valable pour les facteurs locaux (pour les places étrangeres a p, cela provient

d’une relation d’Eichler—Shimura et, dans le cas général, de travaux de Deligne et Drinfeld :
8], [12, th. A et rem. 2], [49, (3.3)]).

3.3 Symboles modulaires pour F,(T")

Les rappels suivants sur la théorie de Teitelbaum se basent sur [51], auquel on renvoie
pour les détails. Les symboles modulaires paraboliques pour F,(T") a valeurs dans Z relati-
vement au sous-groupe I'g(p) forment un Z-module qu’on note Mg ou encore M. 1l est de
type fini et de rang g(Xo(p)) (il peut avoir une torsion non nulle). Soit M°(Q) = M°®z Q
(resp. MY(C) = M @z C) I'espace vectoriel des symboles modulaires paraboliques & va-
leurs dans Q (resp. C).

Comme auparavant, les matrices {(&4)}apa et (D7 o 1) définissent des éléments de
End(M%(C)) notés Ty et wy. Par ailleurs, Teitelbaum a défini un accouplement parfait
() : M%C) x H(C) — C. 1l est compatible aux opérateurs de Hecke et parfait sur
M°(Q) x H(Q) ot H(Q) = H ®z Q. Il permet donc d’identifier T & la sous-algébre de
End(M°(C)) engendree sur Z par les opérateurs d’indice étranger a p. On désigne encore
par T cette algébre. A nouveau, elle stabilise la structure entiére MP.

Lemme 3.4. Le (T ®z Q)-module M°(Q) est libre de rang 1.

Démonstration. Pour F' € H, on note c(F) le coefficient de Fourier de F' associé a 'idéal
A. On a un accouplement de groupes abéliens

TxH — Z
(u, F) —— cq(uF)

qui est équivariant par T. D’apres le théoreme 3.17 de Gekeler [17], 'accouplement est
parfait apres extension des scalaires & Z[1/p]. Ainsi H(Q) est un (T ®z Q)-module libre
de rang 1. Par I'accouplement (-, -) de Teitelbaum, on sait que H(Q) et M%(Q) sont des
(T ®z Q)-modules isomorphes, ce qui permet de conclure. ]



3.4 Compatibilité de ’action de Hecke

Les correspondances de Hecke sur la courbe X(p) induisent des endomorphismes de
Jo(p) définis sur K. Considérons la sous-algebre de Endg (Jo(p)) engendrée sur Z par wy
et les Ty, pour m étranger a p. Un théoreme fondamental de Drinfeld ([11, th. 2]) permet de
I'identifier a I’algebre de Hecke T C End(H,(C)). Cette compatibilité peut aussi se déduire
de la construction explicite de Jy(p), en tant que variété analytique rigide sur Co,, comme
tore modulo le réseau des périodes de certaines fonctions théta d’apres Gekeler—Reversat
([22, sections 5 & 9], [19, 7.6]). L’algebre de Hecke T agit ainsi de facon fidele et compatible
sur plusieurs objets : la jacobienne Jy(p), les structures entieres Hy de cochaines et Mg
de symboles modulaires.

4 Le quotient d’enroulement de Jy(p)

4.1 Définition et groupe de Mordell-Weil

Par I’accouplement (-, -), la forme linéaire F' +— (¢ — 1)L(F, 1) définit un élément e de
M(Q) appelé élément d’enroulement (voir [4, déf. 7.1]).

Définition 4.1. Notons I, 'idéal annulateur de e dans T et I¢Jy(p) la sous-variété abé-
lienne de Jy(p) engendrée par ux pour u € Ie et © € Jo(p). Le quotient d’enroulement
Je(p) est la variété abélienne Jo(p)/IleJo(p), définie sur K.

Cette construction est similaire & celle de Merel [37] pour la courbe modulaire classique.
On commence par donner deux propriétés de I qui serviront pour I'étude de Jo(p).

Lemme 4.2. (i) Ona

Ie = m a[F] (3)

[Fle@, L(F,1)#0

(ii) Soit F' € H(C) une cochaine propre pour T et non nulle. Alors
I.F =0 < L(F,1) #0.

Démonstration. (i) Voir la preuve du lemme 7.12 de [4].

(ii) Si L(F,1) # 0, I'idéal I est contenu dans ajp; d’apres (3). Cela démontre un sens
de D'équivalence. Passons a l'autre. Le (T ®z Q)-module M°(Q) est semi-simple,
par semi-simplicité de T ®z Q, et libre de rang 1 par le lemme 3.4. On a donc
décomposition en somme directe M?(Q) = (T ®z Q)e ® [eM®(Q). Soit F non nulle
dans H(C), propre pour T et annulée par I.. Elle est orthogonale & la seconde
composante de M?(Q) pour (-,-). Cet accouplement étant non dégénéré, il existe
u € T®z Q tel que 0 # (ue, F') = (e,uF’). Comme F' est propre, on obtient
(e, F) # 0. Cela revient a dire L(F, 1) # 0.

O

Si F' est primitive avec L(F,1) # 0, on a (1 + wy) € ajp d’apres I'équation (1). Donc
par le lemme 4.2, I'idéal I contient (1 + wy). En posant

Jo(p)” = Jo(p)/(1 + wp)Jo(p)

on a alors un homomorphisme canonique surjectif Jo(p)~ — Je(p).



Proposition 4.3. La variété abélienne Je(p) est isogéne sur K au produit de variétés
abéliennes simples
II =

[Fle@, L(F,1)#0

On a donc, pour s € C,

L(Je(p)75) = H L(F,S) (4)

FeZ, L(F,1)#0
Le groupe de Mordell-Weil Jo(p)(K) est fini.

Démonstration. D’apres la théorie d’Eichler—Shimura, due dans ce cadre & Drinfeld [11],
les variétés abéliennes Je(p) et [[jpco, IeCagpy J1F) SOD isogenes sur K (c’est un cas par-
ticulier du lemme 4.1 de [49]). Donc leurs fonctions L de Hasse-Weil coincident. D’apres
le lemme 4.2, on peut remplacer la condition le C aj par L(F,1) # 0. En combinant
a (2), on obtient 1'égalité (4) pour tout s € C. En particulier, L(Je(p),1) est non nul.
Par une inégalité connue dans la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour les variétés
abéliennes sur K (théoreme 11(i) de Schneider [45]), le groupe de Mordell-Weil Jg(p)(K)

est alors fini. ]

Dans [41, définition 5.10], P4l a construit un objet qui coincide probablement avec notre
quotient d’enroulement. Il est possible de montrer que Je(p) est le plus grand quotient
optimal de Jy(p) dont la fonction L ne s’annule pas en s = 1, en suivant les lignes de
la proposition 5.11(iii) de [41]. Selon la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, Je(p)
serait alors le plus grand quotient optimal de Jy(p) n’ayant qu'un nombre fini de points
K-rationnels.

Dans la situation classique, il résulte de travaux de Mazur que 'homomorphisme ca-
nonique induit une bijection entre le groupe des points Q-rationnels d’ordre fini de la
jacobienne et le groupe des points Q-rationnels du quotient d’enroulement (conséquence
du corollaire I11/1.4 et du théoreme I1/8.10 de [35]). Par analogie, on s’attend ici & une
bijection naturelle entre Jo(p)(K )tors €t Je(p)(K).

4.2 Etude pour p de petit degré

En nous appuyant sur des résultats de Schweizer, on décrit le quotient d’enroulement
lorsque le premier p est de degré 3 ou 4.

4.2.1 Quotients d’enroulement triviaux

Proposition 4.4. On a Jo(p) = Jo(p) si et seulement si p est de degré 3. Dans cette
situation, on a les propriétés suivantes :

— lidéal I est nul;

— la fonction L(Je(p),s) est constante égale d 1;

— le groupe Jo(p)(K) est cyclique d’ordre ¢> +q+1;

— le groupe de Tate—Shafarevich de Jo(p) est trivial.

Démonstration. Supposons Je(p) = Jo(p). Comme l'idéal I contient (14 wy), I'involution
wy agit comme —1 sur la jacobienne. Cela signifie que la courbe Xy (p) est hyperelliptique.
Or, d’apres Schweizer (théoreme 20 de [46]), les seuls premiers p pour lesquels Xo(p) est
hyperelliptique sont ceux de degré 3.

Réciproquement, supposons p premier de degré 3. Alors d’apres le lemme 3.3, la fonc-
tion L de toute forme primitive est constante égale a 1. Par le lemme 4.2, on en déduit
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Ie = Nipjeo air) = {0}. Donc la sous-variété abélienne IeJo(p) est nulle et Je(p) = Jo(p).
Avec la proposition 4.3, on obtient L(Je(p),s) =1 et Jo(p)(K) est fini.

Par ailleurs, le théoreme 1.2 de Pal [40] dit que le sous-groupe de torsion de Jy(p)(K)
est cyclique (pour p premier quelconque) et, si p est de degré 3, d’ordre ¢* + ¢ + 1. Donc
ici Jo(p)(K) est cyclique d’ordre ¢? + g + 1.

On constate que le rang de Jo(p)(K) coincide avec l'ordre d’annulation en s = 1
de L(Jo(p),s), car ils sont tous deux nuls. D’apres le théoreme de Kato-Trihan [30], la
formulation forte de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vérifiée pour Jy(p),

donc
ScpCoo

(#Jo(p)(K))?

ou S est 'ordre du groupe de Tate-Shafarevich de Jy(p) (il est alors fini), ¢, et coo sont
les ordres du groupe des composantes du modele de Néron de Jy(p) en p et co = (1/7),
respectivement (ce sont les seules places de mauvaise réduction de Jy(p)). On a vu pré-
cédemment que #Jo(p)(K) = ¢* + ¢ + 1. De plus, d’aprés Gekeler, on a ¢, = ¢> + ¢+ 1
(lemme 5.9 et proposition 5.10 de [15]) et coo = ¢* + g + 1 (20, 6.3(ii)]). On trouve donc
S =1 O

L(Jo(p),1) =

4.2.2 Exemples en degré supérieur

Soit I un idéal de T. On rappelle qu’il est dit saturé si le groupe abélien T/I est sans
torsion. On note 1% le plus petit idéal saturé de T contenant 1.

Une cochaine de H(C) sera dite de rang analytique r si sa fonction L s’annule & I'ordre
rens=1.

Proposition 4.5. Soit p un premier tel que toute forme primitive de H,(C) est de rang
analytique < 1 (c’est le cas si degp = 4). Alors Ie = (1 4+ wy)™' et la variété abélienne
Je(p) est isogéne a Jo(p)~ sur K. Notons d = degp et P le générateur unitaire de p.
— si q est impair : soient h(\/f) le nombre de classes d’idéauz de Uordre ¥ [T,/ f]
pour f € A et a un élément qui n'est pas un carré de F. Alors

% q;%‘f_FMTm—l st d est pair,
dim Je(p) =
% ZZ:‘ll + h(‘/ﬁ)gh(m) — 1) st d est impair.

~ si q est pair : soit (S, R) l'unique couple de A x A tel que P = S? + TR2. Posons
Q=1I, a®de(B) e produit fini portant sur les polynomes unitaires irréductibles de
A. Alors

d_g2 . .
(qq;fql + 2110 qleef — 1) si d est pair,
(32:(11 + 210 qlee — 1) si d est impair.

dim Je(p) = {

NI D=

Démonstration. On a vu que (14+wy) C Ie, donc (1+wy )% C I, car Ie est saturé. Passons
a Dinclusion réciproque. Soit [F] € & tel que (1 + wy)™* € ap). L'idéal agp contenant
(1+wy), on a wpF' = —F'. Par 'hypothese sur I'ordre d’annulation et le lemme 3.3, L(F, 1)
est non nul. Par ailleurs, la description de o donnée en (3) assure que aj] contient Ie.
L’idéal (1 + wy)™* étant saturé, il est l'intersection des idéaux premiers minimaux de T le
contenant. Donc Ie C (1 4 wy)™t.

Posons I = (1+wy), J = Jo(p) et montrons que les variétés abéliennes J/I%*"J et J/I.J
sont isogenes. Le Z-module 132 /] est de torsion et de type fini (pour la derniére affirmation,
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car I est de type fini comme sous-module de T). Donc I%3'/] est fini. La surjection
canonique J — J/I***.J induit un homomorphisme surjectif de variétés abéliennes J/IJ —
J/I%**J. Son noyau I%2'J/I.J est fini par ce qui précéde. Cet homomorphisme est donc
I’isogénie cherchée.

Notons ¢ la dimension de J et gt celle de I.J. La suite exacte de variétés abéliennes
0—1J — J — J/IJ — 0 donne dim Jo(p) = dim(J/IJ) = g — g*. Avec la formule
de Riemann—Hurwitz, Schweizer a établi des expressions pour g% ([46, prop. 7]). On en
déduit

dim Jo(p) — {%(g —-1+%) S% q est imPair,
5(g—=1+n) siq est pair
ol n est le nombre de points fixes de I'involution w, sur Xo(p). Ces points fixes sont
dénombrés dans les proposition 11 et lemme 12 de [46] :

h(vVaP) si g est impair et deg p pair,
n = h(v/P) + h(vVaP) siq est impair et degp impair,
ZﬂQ qles/f si ¢ est pair.

En substituant la formule pour g (proposition 3.2), on trouve les dimensions annoncées. [

4.3 Minoration de la dimension

La dimension de Je(p) est, d’apres la proposition 4.3,

dim Je(p) = > dim Jj) = > #[F) = #{F € & | L(F,1) # 0}.

[Fled, L(F,1)#0 [Fled, L(F,1)£0
Dans [4], on a minoré cette quantité via une indépendance linéaire dans Te.

Théoréme 4.6 (reformulation de [4, th. 1.3]). Si p est premier de degré > 3 et r est la
partie entiére de (deg(p) — 3)/2, on a
qr+1 -1 - (q2 _ 1)1/2
-1 = ¢
Cette estimation est meilleure que celle obtenue pour le quotient d’enroulement clas-
sique par une approche similaire (liberté d’une famille de symboles modulaires). En effet,
Parent et VanderKam obtiennent des minorants en (dim Jy(p™))Y/¢ et dim(Jo(p))Y/?*e
pour tout € > 0, pour les jacobiennes de courbes modulaires classiques Xo(p™) et Xo(p)
respectivement (remarque p. 89 de [42]; [54]). Toujours dans le cas classique, des mé-
thodes de théorie analytique des nombres fournissent méme des estimations linéaires en la
dimension de la jacobienne : (1/6 4+ o(1)) dim Jy(p) chez Kowalski-Michel ([32, théoréme
3]), amélioré en (1/4+o0(1)) dim Jo(p) par Iwaniec-Sarnak ([26, corollaire 13]). Sur F,(T),
on pourrait s’attendre a une borne linéaire.

dim Jo(p) > (dim Jo(p))"/?.

Corollaire 4.7. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un premier p :
(i) la variété abélienne Je(p) est non nulle;
(ii) degp > 3 ;
(iii) g(Xo(p)) > 0.
Démonstration. L’équivalence des deux dernieres affirmations provient des formules pour
le genre (proposition 3.2). Si le genre est nul, la variété jacobienne est nulle, et de méme

pour Je(p). Enfin, si degp > 3, le théoréme 4.6 assure que la variété abélienne Jo(p) est
de dimension > 0, donc n’est pas la variété abélienne nulle. O
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4.4 Une version raffinée de Jo(p)
4.4.1 Construction

Notons MO le quotient maximal sans torsion M°/(M°)or. Il s’identifie & un sous
Z-module de M°(Q). L’élément d’enroulement e étant défini sur Q, il possede un déno-
minateur de qui est le plus petit entier strictement positif n tel que ne € MO. Dans [,
prop. 7.5], on a vu que de est premier a p.

Notation 4.8. On note € la classe de dee dans W/ @. Soit INe l'annulateur de € dans
T c’est-a-dire I’ensemble des v € T tels que deue € pMDY. Il contient I + pT. Si I est un
idéal de T, on note I I'idéal annulateur de I dans T.

Dans la section 7.5, nous serons amenés a considérer une variante du quotient d’enrou-
lement. Jusqu’a la fin de 4.4.1, nous faisons ’hypothése suivante afin de construire cette
variante.

Hypotheése 4.9. [l existe un idéal saturé I de T vérifiant :

(31) Ie C I;

(32) I Cle;

(33) I+ 1. =T.

Définition 4.10. Soit IJy(p) la sous-variété abélienne de Jy(p) engendrée par uz pour

u € I etz e Jy(p). Le quotient raffiné J.(p) relatif a I est la variété abélienne quotient
Jo(p)/IJo(p), définie sur K.

Il satisfait des propriétés analogues a celles du quotient d’enroulement.
Proposition 4.11. (i) Le groupe abélien J\(p)(K) est fini.
(ii) Soient p premier de degré d > 3 et r la partie entiére de (d — 3)/2. On a

r+1 _ 1
. / > q
dim J¢(p) = ——

En particulier, la variété abélienne JL(p) est non nulle.

Démonstration. (i) Par le lemme 4.10 de [49], la variété abélienne J.(p) est isogéne sur

K a
I Jn
[Fled, IF=0
La propriété (J1) assure que toute forme primitive F' annulée par I l’est aussi par
Ie, donc vérifie L(F, 1) # 0 par le lemme 4.2. On conclut comme dans la preuve de
la proposition 4.3.

(ii) D’apres l'isogénie évoquée précédemment, la dimension de J.(p) est

Z dlmJ[F] = Z dimQ((T/a[F])®Z Q)

[Fleo, IF=0 [F1€d, ICap

L’idéal I étant saturé, la projection canonique donne un isomorphisme T/I —
icay T/a;p). Donc la dimension de Ji(p) est égale au rang du Z-module libre

T/I. Elle est minorée par le rang de T/ I, puisque I, contient I (propriété (732)).
Par ailleurs, on trouve dans [4, théoreme 7.10(ii)] I’énoncé suivant dans Te€ : les

symboles modulaires Ti,e, pour m de degré < r, sont libres sur F),. Le rang sur Z de
q'r+1_1

T /I, qui coincide avec sa dimension comme F)-espace vectoriel, est donc >

Done dim J}(p) > -2 > 0.

O]
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4.4.2 Des situations dans lesquelles I’hypothése 4.9 est vérifiée

On commence par vérifier I'hypothese pour I'idéal I avec p de petit degré. De maniere
générale, I'idéal I est saturé et vérifie les propriétés (J1) et (32); il vérifie (J3) dés que
Io+ I, +pT ="T.

Proposition 4.12. Supposons que p vérifie l'une des deux conditions suivantes :
(i) p est de degré 3 ;
(7t) p # 2 et toute forme primitive de Hy,(C) est de rang analytique < 1 (c’est le cas si
degp =4).
Alors lidéal 1o vérifie Uhypothése 4.9.

Démonstration. (i) Sip est de degré 3, I'idéal I est nul d’apres la proposition 4.4. Donc
son annulateur est T et les trois propriétés de I’hypothese 4.9 sont satisfaites.

(ii) Soit p comme dans I'énoncé. Par la proposition 4.5, on a Ie = (1 + wp)®*. De
(1 — wp)(1 4+ wy) = 0, on déduit (1 — wy)le = 0. Ainsi, I + I contient I'idéal
(I+wp)T+ (1 —wy)T et donc 2T. On obtient les inclusions 2T +pT C Ie+Ie+pT C
T. Comme 2 et p sont premiers entre eux, ces inclusions sont des égalités.

O

On définit maintenant un idéal I qui vérifie les propriétés (J2) et (J3) et on donne
une condition pour qu’il vérifie (J1).

Notation 4.13. On note & l'ensemble des idéaux premiers minimaux de T et P’ I'en-
semble des q € & tels qu'il existe un idéal maximal m de T contenant q et Io. Enfin, I}
désigne l'idéal (e 5 q de T.

L’idéal I), est donc I'intersection des idéaux premiers minimaux q de T tels que l'in-
clusion q + Ie C T est stricte.

Lemme 4.14. On a [[i¢s q C IA,’3

Démonstration. 11 suffit de voir que les générateurs [[ ¢ 5 vq (avec zq € q) de I'idéal
produit annulent I. Posons y = u Hq¢ o Tq avec u € I}, Soit m un idéal premier minimal
de T. Sim ¢ 2 alors xy, appartient & m, donc y aussi. Si m € 22’ alors I, C m, donc
u appartient & m et il en est de méme de y. Ainsi, y est dans l'intersection des idéaux
premiers minimaux de T. Donc y est nul. O

Proposition 4.15. (i) L’idéal I], est saturé.
(ii) On a I, = ﬂkZI(INe)k En particulier, I, est contenu dans I.
(iti) On a I, + I, = T.
Démonstration. (i) Supposons qu’on ait nu € I avec u € T et n non nul dans Z. Soit
q un idéal de &’. Alors nu appartient & q par définition de I.. Si n € q, on aurait
nF = 0 pour une forme primitive F' dans 'orbite correspondant a ¢, donc F' = 0, ce

qui est exclu. Comme 1'idéal q est premier, u appartient donc a . Cela prouve que
u est dans I.

(ii) C’est une conséquence de 1’énoncé d’algebre commutative suivant. Soient R un an-
neau noethérien et J un idéal de R. Soit &2 l’ensemble des idéaux premiers minimauz

de R. Alors on a
N a=N7" (5)

g€ k>1
J+q#R
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En effet, soit Ry, le localisé de R par rapport a la partie multiplicative R — m pour
un idéal maximal m de R. Comme R est noethérien, le théoreme de Krull donne
Ni>1 JF = Min, Jem ket (R — Ru) ([5, ex. 10/3]). Par ailleurs, le noyau de R — Ry, est
ﬂq;@, qcm 9 ([5, cor. 10.21]). En combinant ces observations, on obtient I'égalité (5).

(iii) Supposons que IAg + I, # T. Alors il existe un idéal maximal m de T contenant IZ et
I.. Le lemme 4.14 permet d’exhiber un idéal premier minimal q ¢ ' contenu dans
m. Comme Iy C m, I'idéal q appartient alors & 2’ par définition de cet ensemble.
C’est impossible.

O]

Proposition 4.16. Si dee engendre le T-module MO/ILMDO, on a I, C I., et donc I,
vérifie (J1).

Démonstration. 1’idéal I], étant saturé, il est 'intersection des idéaux premiers minimaux
de T le contenant. Soient ¢ un tel idéal et F' une forme primitive de ’orbite correspondant
a q. Pour montrer que I, C I, il s’agit d’établir uF = 0 pour tout u € I.. L’accouplement
entre MY(C) et H(C) étant parfait, cela revient & prouver que uF est orthogonal & M°(C).
Comme dee engendre W/ IQW, on a la décomposition en sous T-modules M0 = Tdee +
I'MDO. Par extension des scalaires, on en déduit

M’(C) = (T @z C)e + (I, ©7 C)M°(C).

On utilise ensuite 1’équivariance de ’accouplement par Hecke. L’élément v annulant e, il
reste & montrer que uF est orthogonal & (I, ®z C)M?(C). Mais c’est le cas puisque I
annule F'. 0

5 L’uniformisation et le module de Tate—Drinfeld

5.1 Uniformisation de Tate—Drinfeld
5.1.1 Réduction des modules de Drinfeld

D’apres Drinfeld ([11, prop. 7.1]), tout module de Drinfeld ¢ sur un A-corps local L
a réduction potentiellement stable. En d’autres termes, il existe un module de Drinfeld
¢’ sur une extension F/L, & coefficients dans I'anneau de valuation O de F, tel que ¢
est isomorphe & ¢’ sur F et la réduction ¢’ de ¢’ est un module de Drinfeld sur le corps
résiduel. On appellera un tel ¢/ un modéle potentiellement stable de ¢.

Supposons ¢ de rang 2. Alors ¢ a bonne réduction potentielle (i.e. ¢ est de rang 2) ou
réduction potentiellement stable de rang 1 (d.e. ¢’ est de rang 1). Si ¢ est muni d’un point
x € ?L, on obtient par Iisomorphisme un point y de ¢F. Si on part d’un point z entier
(i.e. dans anneau de valuation de L), y n’est pas nécessairement dans O. Cependant, si
y est dans O, on peut vérifier que I'image de z dans tout autre modele potentiellement
stable de ¢ est encore dans O.

5.1.2 Uniformisation de Tate—Drinfeld

C’est 'analogue de I'uniformisation de Tate pour les courbes elliptiques a réduction
multiplicative. Soit L un A-corps local dont ’anneau de valuation discrete O est complet.
Si ¢ est un module de Drinfeld sur L, un ¢-réseau de rang 1 est un sous A-module
projectif, discret, de rang 1 et invariant par Gal(L*P/L) de ¥ L*°P. D’aprés Drinfeld ([11,
paragraphe 7]), il existe une bijection entre les ensembles de classes d’isomorphisme sur L
de :
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— modules de Drinfeld ¢ de rang 2 sur L a réduction potentiellement stable de rang 1;
— couples (¢, T") ou ¢ est un module de Drinfeld de rang 1 sur L et I" est un t-réseau
de rang 1,
respectivement. L’uniformisation permet aussi de décrire les points de torsion de ¢. Soit
e la fonction exponentielle associée au réseau I' (voir [11] pour sa définition). Soit a un
idéal non nul de A, dont on fixe un générateur a. Par construction, on a ¢.e = ey, et
I’isomorphisme de A-modules

e: g (I)/T == ¢[a] (6)

ot 1, (') est 'image réciproque de I' par 1,. Supposons ¢ & coefficients dans O. Alors v
est & coefficients dans O et on a des A-modules ?O et YO induits par ¢ et ¥ respectivement.

Lemme 5.1. Si ¢ est a coefficients dans O, on a pour tout a € A — {0},

Démonstration. C’est une adaptation d’arguments de [44] (lemme 5.3 et théoreme 5.4).
On esquisse la preuve et renvoie a Rosen pour les détails. D’abord, l'inclusion D est
immédiate car e et ¢ sont a coefficients dans O. Passons a I'autre inclusion. Fixons une
racine primitive A\, de 1, dans L& (primitive signifiant : \, engendre ¢[a] comme A-
module). D’apreés l'uniformisation de Tate-Drinfeld, le réseau I' est le noyau de e et il
est de la forme 4(v) = {¢p(y) | b € A} pour un v € I'. Fixons aussi une racine v,
de tq(x) = v dans L&, On note w 1'unique prolongement de la valuation de L a L&,
L’ensemble 1, 1(I') /T a pour systéme de représentants :

{the(Na) + Ya(Va) | (c;d) € A x A,dege < dega,degd < dega} C 1, ().

De plus, pour un tel (¢, d) avec d # 0, on a w(1c(Ag)) > 0 et w(1q(7s)) < 0. On en déduit
w(e(e(Na))) > 0 et w(e(a(ve))) < 0. Par linéarité de e et I'isomorphisme (6), on a alors
¢[a](O) C e(¢[a]). En raisonnant comme p. 254 de [44], on voit que ¢[a](O) est en fait
contenu dans e(¢[a](L)). Mais tout élément de ¢[a](L) est dans O, car il est racine du
polynéme 1, dont le coefficient dominant est inversible dans O. Finalement, on obtient

¢[a](O) C e(¥[a](O)). O

5.2 Estimation locale pour la torsion

Par un argument local, Poonen a donné un résultat quantitatif sur la torsion des
modules de Drinfeld de rang quelconque & bonne réduction potentielle (théorémes 5 et 7
de [43]). La borne qu’il obtient peut étre rendue explicite, mais est loin d’étre optimale en
rang 2. On raffine 'estimation dans le cas des modules de Drinfeld de rang 2.

Proposition 5.2. Soit K| la complétion de K en un premier . Soient L une extension
de K de degré < d, ¢ un module de Drinfeld de rang 2 sur L et x un point de (?L)iors
d’ordre n avec n # A et L1 n. Supposons vérifiée l'une des conditions suivantes :

(i) ¢ a bonne réduction potentielle ;

(i) ¢ a réduction potentiellement stable de rang 1 et x donne un point entier d’un modéle
potentiellement stable de ¢.

Alors on a degn < ddegl.
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Démonstration. Notons r = 2 dans le premier cas, r = 1 dans le deuxiéme. Le module de
Drinfeld ¢ est défini par ¢ = T7° + g7 + A% € L{7} avec g € L et A € L*. Notons v
la valuation de L et P une uniformisante. Le polynéme X7 ~! — P est d’Eisenstein donc
irréductible dans L[X]. Soit @ une racine de ce polynome et F' = L(«). L’extension F'/L
est séparable et totalement ramifiée de degré ¢" — 1. Notons O I'anneau de valuation de
F' et w 'unique valuation de F' prolongeant v. Supposons vérifiée I'assertion :

Il existe un module de Drinfeld ¥ de rang r sur F, a coefficients dans O et a
bonne réduction, et un point y de (¥O)iors d’ordre n.

Soit B le sous A-module de (¥ F)ors engendré par y (en fait, B est contenu dans YO).
Soit 7 : B — k ’homomorphisme de groupes additifs donné par la réduction sur le corps
résiduel k de F. Démontrons qu’il est injectif. Un élément z de B est de n-torsion pour v,
donc si N est un générateur de n, on a

rdeg N )
wN(Z) =Nz+ Z ;22 =0
i=1
avec l1,...,lrdeg N € O et lrgeg v € O (car 9 a bonne réduction). S’il existe z non nul

dans le noyau de 7, on aurait N + Zlgigrdeg]vlizqtl = 0. De w(z) > 0, on déduirait
w(N) > 0, ce qui contredit [{n. Donc 7 est injectif.

Comme F'/L est totalement ramifiée, les corps résiduels de F' et L sont égaux. De plus,
celui de L est une extension de degré au plus d de F|. En combinant ce qui précede, on
trouve #B < (#F[)d < ¢%deg! Par ailleurs, y est d’ordre n dans YO, donc B est isomorphe
4 A/n comme A-module. On en déduit #B = ¢4°8™. Ainsi on a I'inégalité degn < ddegl.
Maintenant, démontrons 1’assertion.

Supposons la condition (i) vérifiée. Posons u = o~ € F* de sorte que w(u) =
—v(A)/(g*> —1). Le module de Drinfeld ¢ ayant bonne réduction potentielle, son invariant
modulaire j = g9t1 /A est entier, donc v(A) < (g+1)v(g). Ainsi, on a w(u) > —vgg)/(q—l).
On définit le module de Drinfeld p de rang 2 sur F par p7 = T7° + w9 tgr +ud ~1A7T2. 11
est isomorphe & ¢ sur F et, par construction, a coefficients dans O et de terme dominant
dans O*. Par I'isomorphisme avec ¢, le point x de (?L)iors définit un point y de (¥ F)tors
d’ordre n. De plus, y est racine du polynéme ¥y (z) qui est a coefficients dans O et de
terme dominant inversible (car ¢ est de rang 2 et a bonne réduction). Donc y est dans O.

Supposons la condition (ii) vérifiée. Posons u = a~"9) € F* de sorte que w(u) =
—v(g)/(q — 1). Le module de Drinfeld ¢ n’ayant pas bonne réduction potentielle, on a
(¢ + Dw(g) < w(A) dott w(u?LA) > 0. Soit ¢ le module de Drinfeld sur F de rang 2
défini par o1 = T7° + uwi tgr + u~IAT2 11 est isomorphe a ¢ sur F', a coeflicients dans
O et sa réduction est de rang 1. C’est un modele potentiellement stable de ¢ sur F'. Par
hypothése sur z, on a un point 2’ de (O)tors d’ordre n. Considérons une uniformisation
de Tate-Drinfeld (p,I") de ¢ sur F. Le module de Drinfeld p est de rang 1, & coefficients
dans O et a bonne réduction. Par le lemme 5.1, il existe y € p[n|(O) tel que 2/ = e(y).
Comme 7’ est d’ordre n, on en déduit que 'ordre de y dans PO est aussi n. O

v(A)

5.3 Le module de Tate—Drinfeld

Ce nom désigne ’objet analogue a la courbe de Tate classique dans le cadre de Drinfeld.
Il a été étudié par Goss ([24, déf. 1.51 et 1.54]), Gekeler ([16, par. 11.3]), Bockle ([6,
sect. 2.2 & 2.4]) et van der Heiden ([53, sect. 6]). Nous rappelons les résultats adaptés a
notre situation.
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5.3.1 Construction

Soit K((t)) le corps des séries de Laurent formelles sur K en l'indéterminée t. Consi-
dérons le module de Carlitz p: A — K((t)){7} de rang 1 défini par pr = T'7° + 7. Posons
I'=pa(1/t) ={pa(1/t) | a € A} C A((t)). Ce sous A-module de K ((t))*P est projectif,
de rang 1, discret et invariant par le groupe de Galois absolu de K ((t)). D’aprés 1'uni-
formisation de Tate—Drinfeld, la donnée de (p,I') définit un module de Drinfeld TD sur
K((t)) de rang 2 et a réduction potentiellement stable de rang 1. On appelle TD le module
de Tate—Drinfeld. Si er € K((t)){7} désigne I’exponentielle de I, on a alors

TDyer =erp, (a € A).

De plus, les réductions modulo (t) de TD et p coincident. En fait, TD est un module de
Drinfeld de rang 2 sur A((t)) a coefficients dans A[t] (voir par exemple les lemmes 6.5 de
[53] et 2.10 de [6]). Le polynéme TDr est donc de la forme T7° 4 g*(t)7 + A*(t)7? avec
g (t) € A[t]* et A*(t) € A((t))* NtA[t].

La construction précédente est inchangée si on remplace p4(1/t) par pa(1/(At)) pour
A € F7 :en effet, I'uniformisation de Tate-Drinfeld fournit alors un module de Drinfeld
qui est isomorphe a TD sur Fy, donc égal & TD. On en déduit que les séries formelles
g*(t) et A*(t) sont en fait dans A((t9~!)) et TD est un module de Drinfeld de rang 2 sur
A((t971)) & coefficients dans A[t?~1].

Ces séries g*(t) et A*(t) peuvent étre vues comme développements formels des formes
modulaires de Drinfeld g et A au voisinage de l'infini (voir [24] ou [16] pour leur définition).
Plus précisément, par la théorie analytique des modules de Drinfeld, le module de Carlitz
sur C, correspond & un réseau de Co, de rang 1 de la forme 7T A, ot la période fondamentale
7 € C%, est définie a multiplication pres par un élément de F . Dorénavant, on fixe un tel
choix de 7. Notons e4 l'exponentielle associée au réseau A de rang 1 de C,. Suivant la
convention de [16, 4.1], on pose t(z) = T 1 /ea(z) pour z € Co, — A. En substituant ¢(z) a t
dans TD, on obtient un module de Drinfeld TD(z). On peut voir que c’est aussi le module
de Drinfeld de rang 2 sur C, associé au réseau TAz @ 7TA de rang 2. Ses coefficients sont
reliés & g et A par g*(t(z)) = 71 g(2) et A*(t(z)) = 7T A(2) (les formes modulaires g
et A sont de poids ¢ — 1 et ¢ — 1, respectivement).

5.3.2 Points de torsion

Notation 5.3. Pour tout a € A, on fixe :
— une racine primitive A, de p, dans K alg .

— une racine v, de I'équation p,(x) = 1/t dans K((t))*2.

Notons N le générateur unitaire d’un idéal non nul n. D’apres (6), 'ensemble des points
de n-torsion du module de Tate—Drinfeld est

TD[n] = er(py* (T)/T) = {er(pe(An) + pa(x) | (c,d) € A/n x Afn)

le dernier ensemble étant bien défini et indépendant des choix de Ay et . Donc les
sous A-modules de TD(K (())%P)tors isomorphes & A/n et stables par le groupe de Galois
absolu de K ((t)) sont :

TDaer(pe(An) + pa(yn)) avec (¢, d) d’ordre n dans (A/n x A/n)/(A/n)*

(on fait agir (4/n)* diagonalement sur A/nx A/n). Cet ensemble est en bijection naturelle
avec la droite projective P1(A/n), donc avec I'ensemble I'g(n)\P!(K) des pointes de Zp(n).
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5.3.3 Interprétation modulaire

Soit Cy le sous-module de TD correspondant a (1 : 0) = oo dans P'(A/n) ie.
Cy = TDger(An). Le module de Tate-Drinfeld TD muni de C,, définit, par interprétation
modulaire, une section

s : Spec(A[1/n][t971]) — %o (n)

du morphisme structurel. Soit 7 : Spec(A[1/n]) — Spec(A[1/n][t?"']) le morphisme de
schémas induit par t9~! — 0 sur les anneaux.

Proposition 5.4. Le morphisme s se prolonge en un morphisme
s : Spec(A[L/n][t""1]) — Zo(n)

qui vérifie s or = oo. De plus, s induit un isomorphisme entre le spectre formel de
A[1/n][t97Y] et le complété formel de Zo(n) le long de la section oo.

Démonstration. Pour le prolongement, on se réféere a la démonstration du lemme 9.3 de
[53]. Les autres assertions se déduisent de la proposition 9.1 et des théorémes 9.2 et 10.3
de loc. cit. ]

Le module de Tate-Drinfeld satisfait une propriété universelle : par changement de
base, il décrit les modules de Drinfeld de rang 2 & réduction potentiellement stable de
rang 1 via I'uniformisation de Tate-Drinfeld (théoréme 7.8 de [53]). Conjointement & la
proposition 5.4 et au lemme 5.1, cela ameéne au résultat suivant concernant I'interprétation
modulaire de la pointe oco.

Proposition 5.5. Soit L une extension finie de K, d’anneau des entiers Op,. Soit ¢ un
module de Drinfeld de rang 2 sur L et P un point de (¢L)t0rs d’ordre n. En prenant ¢ et
le sous-module cyclique engendré par P on définit un point de Xo(n)(L) qui se prolonge
de facon unique en une section x : Spec(Op) — Xo(n). Supposons que ¢ a réduction
potentiellement stable de rang 1 en une place £ de L. Alors la section x se spécialise
comme oo en £ si et seulement si P donne un point entier d’un modéle potentiellement
stable de ¢.

6 Formes modulaires de Drinfeld

6.1 Formes modulaires de Drinfeld algébriques de poids 2

Les formes modulaires pour Fy[T], ou formes modulaires de Drinfeld, ont été intro-
duites par Goss [23, 24] puis étudiées notamment par Gekeler [16]. Dans cette section on
présente un point de vue algébrique sur les formes modulaires de Drinfeld doublement
paraboliques de poids 2 et de type 1 pour I'g(n), sans supposer n premier.

Pour les formes modulaires classiques, on dispose de plusieurs constructions algébriques
a la Serre, Katz [31], ou encore Deligne-Rapoport [9]. Elles ont été comparées notamment
dans [35, section I1.4] en poids 2 pour I'g(n) C SLao(Z). Pour les formes modulaires de
Drinfeld, on trouve dans la littérature les théories algébriques suivantes. Gekeler a donné
un point de vue a la Serre des formes modulaires pour GL2(A) modulo un idéal premier
([16, section 12]). Pour les formes modulaires de niveau I'(n), Goss [24] a mis en place
une théorie a la Katz. Nous présentons ici un point de vue algébrique pour T'g(n) via
les sections du faisceau des différentielles relatives, qui couvrira nos besoins. Toutefois, il
resterait a faire le lien entre cette approche et celles de Gekeler et Goss.
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6.1.1 Définition et t-développement

Soit R une algebre sur A[1/n]. Considérons le R-schéma 2k = Zo(n)r = Zo(n) x4 R
et son faisceau QE/R /R des différentielles relatives de degré 1. On adopte la définition
suivante.

Définition 6.1. Soit S(R) le R-module H"( 2, (1), /R) des sections globales de (2, IR
R R
Un élément de S(R) est appelé une forme modulaire sur R pour T'y(n).

Posons s = 971 ot ¢ désigne encore une indéterminée. Du morphisme
sgr : Spec(R[s]) = Zr
déduit de s, et de l'inclusion i : R[s] < R[t], on déduit un morphisme de schémas
tr : Spec(R[t]) — Zr.

Définition 6.2. Soit f € S(R). Il existe une unique série formelle F(t) € t2R[t] telle que

Ft(Qt) dt. On appelle F(t) le t-développement de f

le tiré-en-arriere t5(f) de f par tg soit
(en la pointe 00).

Le facteur de normalisation 1/t? sera justifié en 6.1.4.
Lemme 6.3. On a F(t)/t € sR[s].

Démonstration. Comme trp = sg o Spec(i), on a ti(f) = Spec(i)*(sik(f)) = sk(f). Or
ds /s = —dt /t en caractéristique p. Donc

(1)

() = T = L

t s

La conclusion suit. O

Notation 6.4. En vertu du lemme 6.3, le t-développement de f est de la forme F(t) =
dis1 a1+i(q_1)t1+’(q_1) € t2R[[t] soit encore, en posant b; = A14i(g—1) pour i > 1,

F(t) =Y bt 7D = ¢ 3 pys’, (7)

i>1 i>1
Proposition 6.5 (Principe du t-développement). L’homomorphisme de R-modules

S(R) — t*R[t]
fo— F@)

est injectif.

Démonstration. La démonstration de [31, th. 1.6.1] est encore valable dans notre contexte,
en utilisant le fait que le schéma 2% est de Cohen—Macaulay, car lisse sur R. O

6.1.2 Changement de base

On pourra comparer I’énoncé suivant & la proposition 11.3.3 de Mazur [35] pour les
formes modulaires classiques.
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Proposition 6.6. Considérons un corps F qui est une extension de K ou le corps Fy
(pour | un premier étranger a n). L’application F-linéaire canonique

S(A[1/n]) @ ap1jw) F — S(F)
est un isomorphisme.

Démonstration. Pour alléger les notations, on pose 2" = Zp(n) et Q = Ql%(n)/A[l/n]. Toute
extension F' de K, munie de sa structure canonique de A[l/n]-module, est plate. L’iso-
morphisme provient alors d’un théoréme de changement de base plat pour la cohomologie
des faisceaux quasi-cohérents et du fait que la formation de {2 commute aux changements
de base sur Spec(A[1/n]) ([25, II1.9.3 et 11.8.10]).

Supposons maintenant F' = F( avec [ comme dans ’énoncé. Soit P un générateur de
[. Le morphisme structurel 2~ — Spec(A[1/n]) étant lisse, le faisceau 2 est inversible. En
particulier, il est sans A[l/n]-torsion. Le morphisme de multiplication par P sur 2 est
donc injectif. On a la suite exacte de faisceaux cohérents sur 2

0—0O —P> Q— Q/PQ = Q@A[l/n] Fi= Ql%F[/F[ —0

car la formation de {2 commute aux changements de base. On en déduit la suite exacte
longue en cohomologie

0— H(2,0) 5 H(2,0) > H (2, Qs ) = HN(Z,Q) L HY (2, Q).
L’application canonique
HY (2, Q) @apm Fi — HO(%F[vQI%F[/F[) (8)

est donc injective. De plus, son conoyau est le noyau de la multiplication par P sur
HY 2 ,9Q). Le schéma 2 est régulier donc son faisceau dualisant est . Par dualité de
Grothendieck, H'(.2",9) est le A[l/n]-dual de H*(2",04) ~ A[l/n]. La multiplication
par P sur A[1/n] étant injective, application (8) est un isomorphisme. O

Proposition 6.7. Le A[l/n]-module S(A[1/n]) est libre de rang g(Xo(n)). Si F' est comme
dans la proposition 6.6, le F-espace vectoriel S(F) est de dimension g(Xo(n)).

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente et notons X la
courbe Xo(n) sur K. Le faisceau § étant localement libre, le A[1/n]-module H°(2", ) est
sans torsion, donc libre. Par ailleurs, d’apres la proposition 6.6, on a

HO(Z, Q) @apym K ~ HO(X, Q)

Donc le rang du A[l/n]-module S(A[1/n]) = H°(2,Q) est égal a la dimension sur K
de HY(X, Q& / ;) c'est-a-dire au genre géométrique de X. Cela démontre I’énoncé pour
S(A[1/n]). Celui pour S(F') s’en déduit par changement de base avec la proposition 6.6. [

6.1.3 Opérateurs de Hecke

On note _Zyp(n) le modele de Néron de Jy(n) sur A[1/n]. C’est un schéma abélien sur
A[l/n]. Si G est un schéma en groupes lisse sur un schéma 7', Cot G désigne 'espace
cotangent de G le long de la section nulle. L’énoncé suivant s’inspire de Mazur ([36, 2e]).

21



Lemme 6.8. On a un isomorphisme canonique
Cot(_Zo(n)) > S(A[L/n]).

Démonstration. On pose 2~ = Xp(n) et S = Spec(A[l/n]). Comme 2 est propre sur
S, le foncteur Picgy /s est représentable par un S-schéma lisse et séparé, noté PicOQ; /S

([7, th. 9.4/2]). D’apres le théoreme 9.5/4 de [7], le morphisme naturel Picgg-/s — Jo(n)
identifie Picgz /s a la composante connexe de I'identité de #p(n). En passant aux espaces
tangents en la section nulle sur S, on obtient l'isomorphisme H'(.2",04) ~ Tan(_#(n))

(théoréme 8.4/1 de [7]). Par ailleurs, le schéma 2" sur S est régulier donc de Cohen—
Macaulay. Son faisceau dualisant est donc le faisceau ngy /s des différentielles relatives de

degré 1. La dualité de Grothendieck permet alors de voir H(.2", Qég / g) comme le Og-dual

de HY(Z',04). Par ailleurs, Cot(_#(n)) est naturellement le Og-dual de Tan(_%p(n)).
Par dualité, on obtient I’isomorphisme H°(2, Qlf/’?,"/S) ~ Cot(_#o(n)). O

On utilise le lemme 6.8 pour faire opérer I’algeébre de Hecke T sur les formes modulaires
de Drinfeld. Soit m un idéal non nul de A. Les endomorphismes Ty, et wy, de la jacobienne
Jo(n) s’étendent en des endomorphismes de _#(n) (par propriété universelle des modeles
de Néron), de I'espace cotangent Cot(_#y(n)) puis de S(A[1/n]) (par le lemme). Pour F
comme dans la proposition 6.6, on obtient des endomorphismes Ty, et wy, de S(F') par
extension des scalaires. Pour n = p premier, l’espace de formes modulaires S(F) est donc
muni d’une action de l'algebre de Hecke T, vue comme sous-algebre de Endg (Jo(p)).
Comme F' est de caractéristique p, l'algebre T agit sur S(F') via son quotient T/pT.
Cette action n’a pas de raison d’étre fidele.

Pour m étranger a n et k > 0, on a 'identité Tyx T = Tyr+1 dans End(S(F')) a cause
de la caractéristique positive, comme I’a remarqué Goss ([24, prop. 3.3]). Ainsi, Ty = T4T:
pour tous q et t premiers a n. C’est une différence importante avec les opérateurs de Hecke
sur les formes modulaires classiques et sur les formes automorphes de H(C).

6.1.4 Lien avec la théorie analytique

Bien que nous n’en ferons usage qu’un usage limité (dans la proposition 7.17), on pré-
cise le lien entre les formes modulaires algébriques définies précédemment et les formes
modulaires de Drinfeld analytiques. Soit M2271(F o(n)) le Cy-espace vectoriel des formes
modulaires de Drinfeld de poids 2, de type 1 et doublement paraboliques pour I'gp(n),
au sens de [22]. Une telle forme modulaire posséde un développement analytique en la
pointe oo par rapport au parameétre t(z) = 7 !/e4(z). Comme elle est doublement para-
bolique, ce développement est de la forme 3;-5 a;t(2)?, valable pour |¢(z)| suffisamment
petit (|| désigne la valeur absolue sur Co). Le groupe I'g(n) contenant les matrices (3 9)
pour A € F, un calcul élémentaire montre que le développement est en fait de la forme
Di2 a1+z‘(q—1)t(z)l+i(q_l)-

Proposition 6.9. Soit H*(Xy(n)*, QL) lespace des formes différentielles holomorphes
sur Uanalytifiée Xo(n)*® de Xo(n) sur Coo. On a l'isomorphisme de Coo-espaces vectoriels

M3, (To(n)) — H°(Xo(n)™,Qg,) ~ S(Cu)
f— —Lif(2)d

De plus, si f a pour développement 3~ a;t(2)?, la forme modulaire associée de S(Cuo) a
pour t-développement 3 ;- a;t’.
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Démonstration. Pour le premier isomorphisme, on renvoie au paragraphe 2.10 de [22]
(leur définition de ¢(z) differe par une constante multiplicative). L’apparition des formes
doublement paraboliques provient de la relation dz = —7d(#(2)) /t(z)?, remarquée initia-
lement par Goss [24]. Enfin, un énoncé de type GAGA identifie les formes différentielles
algébriques sur la courbe projective Xo(n)c,, et analytiques sur Xo(n)*". O

oo

On peut voir que, par I'isomorphisme de la proposition 6.9, 'action de Ty, sur S(Cx)
correspond & I'endomorphisme de M3 | (o(n)) défini par

LG -5 X dr ()

a,b,deA

degb<degd
a,d unitaires
(ad)=m,(a)4+n=A

ou P est le générateur unitaire de m (cette formule differe de celles de [23, 24, 16] par le
facteur 1/P).

6.2 Action de Hecke sur le t-développement
6.2.1 Polyndémes de Goss, opérateurs de Hecke et t-développement

Ces rappels sur les polynomes de Goss sont dans le cas des réseaux finis issus de la
torsion du module de Carlitz. Un traitement plus général est donné par Goss [24] et Gekeler
[16] pour les réseaux discrets de Cs. On lui substitue une présentation algébrique plus
adaptée a notre contexte.

Soit a un idéal non nul de A, de générateur unitaire noté a et de degré d. Ici, p désigne
le module de Carlitz sur K et A, = pla]. Le polynéme p,(z) étant additif, A, est un
F ;-espace vectoriel de dimension finie. En s’inspirant de Goss, on introduit dans K 3ng(X )
avec une indéterminée X les quantités

So.a(X) =0,
1
Sja(X) =Y = (=1,
sen, (X +A)Y
1 1
ta,(X) = = :
2a(X) gA:aX—A er, (X)

ot ey, (X) = X liea,—oy (1 — X/A) est I'exponentielle associée a A,.

Proposition 6.10 (section 2 de [24], 3.4-3.9 de [16]). Pour tout j > 1, il existe un unique
polynome G;qo(X) dans K[X] vérifiant Sjqo(X) = Gja(ta,(X)). Pour j = 0, on pose
Go,o(X) =0. On a la formule explicite

GjalX)= Y Z(’j)lia"“X’““ (9)
0<k<j i \~

avec les notations suivantes :
i = (ig,-..,iq) parcourt les (d + 1)-uplets d’entiers naturels vérifiant

o4 4ig=Fk et ig+irq+---+igqt=7j—1;
(’f) est le coefficient multinomial k!/ig!- - iq! évalué dans F, C K ;

1L = Iy(a)® - Ig(a)™ avec Lij(a) € A, défini par p, = 3 1;j(a)T? € A{T}.
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La formule (9) découle de [16, 3.8] en remarquant que l’exponentielle ey (X) n’est
autre que pq(X)/a. De (9), on déduit que le polynéme G; ,(aX) est a coefficients dans A.

Notation 6.11. On garde les notations du paragraphe 5.3.2. Pour d diviseur unitaire de
a, et b dans A de degré < degb, on pose

1
po(Aa) + pa(7a)

Xa,db(t) = e K((t))™e

et 0a(t) = Xa,1,0(t) = 1/(pa(1/t)) € A[t]. Noter que x4.45(t) dépend des choix de A\ et 4.

Lemme 6.12. Pour tout i > 0, on a [’égalité dans dA[t]

> (Xa,ap(t)’ = Gy a(d- pa(t)). (10)

beA, degb<degd
Cette quantité est indépendante des choix de \g et 4.

Démonstration. L’ensemble {py(Ag) | degb < degd} est le réseau Ag = p[(d)]. En utilisant
la, proposition 6.10, on voit que le membre de gauche de (10) est

—i_ ¢ T S
A%Ed(Pa/d(’Yd) + A" = Sia(pasa(va)) = Gid (6Ad(0a/d(’m))> .

Par ailleurs, comme ey, (X) = pq(X)/d, on a

d-en,(Pasa(va)) = papasa(Va) = Pajapd(va) = pasa(1/t)

d’ou I'égalité annoncée. Le membre de droite de (10) est dans dA[t], comme remarqué
précédemment, et indépendant des choix de A\; et vy. ]

Jusqu’d la fin de la section 6.2, la lettre F' désigne au choiz l'anneau A[l/n], une exten-
sion de corps de K ou le corps fini F( (pour | premier étranger d n). L’énoncé qui suit est
une généralisation de [16, 7.3] pour les formes modulaires algébriques et les opérateurs de
Hecke d’indice non nécessairemment premier. Une version analytique en poids quelconque
se trouve dans [3, prop. 5.2].

Proposition 6.13. Soit f € S(F) de t-développement 3~ a;t' dans F[t]. Soit m premier
a n, de générateur unitaire M. Alors le t-développement de la forme modulaire Ty f est
donné par

M
> Y HaGiad-eu ) € FIi (1)
122 dM
d unitaire

Démonstration. L’expression est bien dans F[t] d’apres le lemme 6.12. Par la proposi-
tion 6.6 de changement de base, il suffit d’établir (11) pour tout f € S(A[1/n]).

Explicitons la correspondance Ty,. Reprenons les notations de la section 5.3. Soit TD le
module de Tate-Drinfeld sur A[t], construit a partir du module de Carlitz p et du réseau
I' = pa(1/t), qu’on munit de son A-module Cyy. Comme m est premier a n, les sous-groupes
cycliques intervenant dans la définition de 70, (TD, Cy) sont

Cm = TDger (M),
Cap = TDaer(pp(Aa) + parsa(va));
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pour (d,b) € A x A avec d diviseur unitaire de M, d # 1 et degb < degd.

Notons F1 o le module de Drinfeld de rang 2 construit a partir de p et du p-réseau
"= pa(1/pp(t)) = pm(1/t) par uniformisation de Tate-Drinfeld. L’inclusion de réseaux
I C T’ définit une isogénie TD — E1 o de noyau Cy. Donc TD/Cy, n’est autre que E g et
(Cn 4 Cw)/Ch est le A-module C}, = (E1 ) aer (An).

Notons FEgp le module de Drinfeld de rang 2 construit a partir de p et du p-réseau
I = pa(1/xn,a(t)) par uniformisation de Tate-Drinfeld. On a pg(I'") = p(ar/q)(1/t) C T.
Le morphisme injectif et de conoyau fini pg : I — T' définit une isogénie TD — Egp
de noyau Cqyp. Donc TD/Cyj, n’est autre que Eqyp et (Cy + Cap)/Cayp est le A-module
Cy = (Eap)aer(An).

On trouve donc

Tm(TD, Cu) = (EL[), CA) + Z(Ed:b’ C‘/{) = Z (Ed,ba C) (12)
db (d,b)cE

avec £ 'ensemble des (d,b) € A x A avec d diviseur unitaire de M et degb < degd, et C
vaut C} si d =1, C}/ sinon.

Soit t = ta[1/y : Spec(A[l/n][t]) — Zo(n) le morphisme de 6.1.1. Soit x4, ’homo-
morphisme d’anneaux A[1/n][t] — K*P((y4)) donné par ¢t — Xxarqp(t). En composant
Spec(xq,) avec t, on obtient un morphisme de schémas

tap : Spec(K*P((va))) = Zo(n).

Soit f € S(A[1/n]) de t-développement F'(t). D’apres (12), le t-développement de Ty, f est
donné par

t(Tnf) = D tas(f):

(d,b)e€

Un calcul élémentaire donne
d(xamap(t) _ Mdt

Xarap(t)? — d2 it
Donc t*(T f) vaut

) M dt
>~ (Spec(xap))t*(f) = D (Spec(xas)) ( ) Z F(xXarap(t dQ 7z
(d,b)eE (d,b)
Comme F(t) = 37,50 a;t*, le t-développement de T}, f est donné par
M 4 M .
dai Y 2 (Xarap(®)' = a; > ¥ > (xmap®)"
122 (db)e€ 122 d|M, d unitaire degb<degd
On conclut alors a 'aide du lemme 6.12. ]

Proposition 6.14. Soit m étranger a n, de degré d et générateur unitaire M. Soit f €
S(F) une forme modulaire de t-développement Y ;5o a;(f)t'. Alors le premier coefficient
de T f est :

b1(Twf) = ag(Tuf) = (qml)l a1 motmygt—tmagd(f)

m

la somme portant sur les (d + 1)-uplets d’entiers naturels (my, ..., mq) vérifiant mgy +
-4+ mgqg = q— 1. La notation ' désigne le produit de coefficients du module de Carlitz :

lo(M)™0 - 1g(M)™e,

Démonstration. Cela provient de la proposition 6.13 et de la formule (9) pour les poly-
noémes de Goss. Pour les détails, on renvoie a [3, prop. 5.5]. O
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6.2.2 Opérateurs de Hecke de degré 1 et coefficients du t-développement

Pour m de degré 1, la proposition 6.14 donne

|
—

q

aq(Twf) (qzl)Mqiiilanri(qfl)(f) (13)

i
o

(voir Gekeler [16, 7.4] pour un résultat similaire sur les formes modulaires de Drinfeld
analytiques pour GLg(A)). Remarquons que le coefficient binomial (qgl) est non nul dans
F,, pour 0 <i < ¢ — 1, par le théoreme de Lucas.

Théoreme 6.15. Considérons les éléments suivants de l’algebre de Hecke T ®z A :

11 j— :
0 =—H) Y M, (1<j<q-1),
degm=1

0g=— > (MI'—1)T.
degm=1

Supposons que n ne posséde pas de diviseur de degré 1. Pour toute forme modulaire f €
S(F) pour T'y(n), on a
bi(f) =b1(0;f) (1<j<q).

Un énoncé sensiblement plus général a été établi dans [3, th. 7.2] pour les formes
modulaires de Drinfeld analytiques de poids quelconque. Par commodité, on donne ici une
preuve simplifiée du théoreme 6.15.

Démonstration. On pose a; = a;(f). Pour n > 0, notons s1(n) la somme des puissances
nemes des polynomes de degré 1 de A. A partir de (13), on obtient pour tout j > 0

deg m=1 =0

q—1
aq ( Z Mijf) = Z s1(j+q—1i— 1)(q;1)aq+i(q—1)' (14)

Il est bien connu que s1(n) vaut —1 pour n > 0 divisible par ¢ — 1, et 0 sinon. Donc pour
0 < j < q—2, l'équation (14) se simplifie en

a ( 2 Mijf> =s1(q = V(" Dagsjg-n = —(1;arsgne-n  (15)

degm=1
et pour j=q—1,en

aq Z M| = —Qgy(g—1)2 — Aqg-
degm=1
En particulier, on trouve a4 (q—1)2 = (= > degm=1 MY T f — f). Or, pour j = 0 'équa-
tion (15) donne ag(3gqegme1 Tmf) = —aq, d’ott
Qg+(q—1)2 = Gq ( Z (1- Mq_le)f) = aq(0qf).-

degm=1
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6.2.3 Points de Weierstrass et t-développement

Dans cette section, on suppose n = p premier. D’apres la proposition 6.5, une forme
modulaire de Drinfeld est déterminée de facon unique par son t-développement. Pour
savoir combien de coefficients successifs du ¢t-développement suffisent a la déterminer, on
s’intéresse aux points de Weierstrass de la courbe Xy (p) sur K et en spécialisant aux places
de bonne réduction.

Soit C' une courbe algébrique projective lisse de genre g > 2 sur un corps k. On rappelle
quun point x de C est de Weierstrass s’il existe une différentielle réguliere non nulle
dans HY(C, Qlc /k) s’annulant a 'ordre > ¢ en z. De facon équivalente, par le théoréme
de Riemann—Roch, cela revient a 'existence d’une fonction rationnelle non nulle sur C'
réguliere en-dehors de = et ayant un pole d’ordre < g en x.

Proposition 6.16 (d’apres Ogg, Gekeler, Schweizer). Soit p premier de degré > 3.

(i) Considérons un point K-rationnel de Xo(p) dont la réduction modulo p n’est pas
supersinguliére (c’est-a-dire dont le module de Drinfeld de rang 2 sous-jacent n’est

pas supersingulier sur Fpalg ; c’est le cas des pointes 0 et o0o). Alors ce point n’est
pas de Weierstrass.

(it) Soient p premier de degré 3 et | un premier distinct de p. La courbe Xo(p)r, =
Zo(p) x A Fy est hyperelliptique sur F(. Les pointes O, et oor, ne sont pas des points
de Weierstrass sur cette courbe.

Démonstration. (i) On adapte 'argument géométrique de Ogg pour les courbes modu-
laires classiques [39]. Les détails se trouvent dans la preuve du lemme 7.6 de [3].
Ils sont énoncés pour la pointe co mais restent valables pour les points de Xy(p) a
réduction non supersinguliere.

(ii) D’apres Gekeler ([15, cor. 3.8]), la courbe Xy(p) sur K est hyperelliptique pour
degp = 3. On applique alors un argument de spécialisation remarqué par Schweizer
([46, lem. 17]) : la courbe Xo(p)r, est hyperelliptique sur Fy, des que [ est distinct
de p.

On sait que les points de Weierstrass d’une courbe hyperelliptique C sur un corps
k sont les points de ramification de son morphisme séparable C — P,lg de degré 2,
c’est-a-dire les points fixes de son involution hyperelliptique (voir par exemple [33,
ex. 7/4.7]). D’apres Gekeler ([15, cor. 3.8]), I'involution hyperelliptique de Xo(p) est
wy (résultat étendu en niveau non premier par Schweizer [46, th. 20]). Donc l'invo-
lution hyperelliptique de Xo(p)r, est (wp)r,. Les pointes O, et cop, étant distinctes
et échangées par (wy)r,, ce ne sont pas des points fixes de (wp)p, ni des points de
Weierstrass de Xo(p),.

[

Proposition 6.17. Supposons l'une des conditions vérifiées :
(i) F est une extension de K et degp > 3;
(it) F = F| avec | premier # p et degp = 3.
Posons g = g(Xo(p)). Alors lapplication F-linéaire
S(F) — F9
fo—= (ba(f), - bg(f))

est un isomorphisme.
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Démonstration. Soit F' comme dans ’énoncé. Posons Xo(p)r = Zo(p) x4 F. En la sec-
tion oo sur Xo(p), on a le parametre formel local s = t9~! (proposition 5.4). D’apres
I'équation (7), le développement formel d’une différentielle f € S(F) est alors t}(f) =
— Y51 bi(f)st™tds . Donc oo n’est pas un point de Weierstrass de Xo(p)r si et seulement
si toute différentielle s’annule & I'ordre < g(Xo(p)r) en oo, c’est-a-dire si I'application
linéaire
S(F) — F9Xo®)r)
for—= (01(f),- - bgxom)m (f))

est injective.

Le genre de la courbe Xy(p)p est g. En effet, si F' est une extension de K, c’est une
conséquence du théoréme de changement de base plat pour les faisceaux quasi-cohérents
(voir par exemple [33, cor. 5/2.27]). Par ailleurs, I'homomorphisme structurel Zp(p) —
Spec(A[1/p]) est lisse et projectif, donc le genre arithmétique des fibres est égal au genre
arithmétique de Xo(p). Donc la courbe Xo(p)r, est aussi de genre g.

Par le lemme 6.16, ’application linéaire de 1’énoncé est donc injective pour F' = K et
F = F. Comme S(F) est aussi de dimension g (proposition 6.7), ¢’est un isomorphisme. Si
F' est une extension de K, on en déduit que S(F') — FY est un isomorphisme en étendant
les scalaires de K a F' par la proposition 6.6. O

Remarque 6.18. (i) La preuve montre que oo n’est pas un point de Weierstrass de
Xo(p)F pour tout extension F' de K. Cela complete le lemme 6.16.

(ii) On a la conséquence suivante, dont on ne connait pas d’autre démonstration : sous
les hypotheses de la proposition 6.17, il existe une forme modulaire de Drinfeld f
dans S(F') avec by(f) # 0.

7 Points rationnels de courbes modulaires de Drinfeld

7.1 Spécialisation dans les quotients optimaux de Jy(p)

La méthode de Mazur utilisait un résultat de spécialisation de Raynaud : si G est un
schéma en groupes sur Z; avec [ premier > 3, tout point d’ordre fini de G(Z;) a méme
ordre que sa spécialisation en [ ([36, 1c]). Ce n’est plus vrai sur un anneau de valuation
discréte de caractéristique p puisqu’on peut y construire des courbes elliptiques ayant un
point d’ordre p et de spécialisation nulle. Cependant, on peut contourner cet écueil dans
le cas des quotients optimaux de Jy(p).

Proposition 7.1. Soit J' un quotient optimal de Jo(p) sur K c’est-a-dire un quotient de
Jo(p) par une sous-variété abélienne définie sur K.

(i) La composante p-primaire de J' (K )iors est nulle.

(i) L’application de réduction J'(K)iors — J (Fy) en un premier | distinct de p est
injective.

Démonstration. La premiére affirmation est le lemme 3.4 de Pal [41]. Notons _#’ le modele
de Néron de J' sur A[1/p]. L’application de réduction est définie comme suit : par propriété
universelle des modeles de Néron, on a un isomorphisme canonique J'(K) ~ #'(A[1/p])
et la spécialisation en [ distinct de p induit J'(K) — J/'(F|). La deuxiéme affirmation de
I’énoncé, qui se déduit de la premiere, est essentiellement la proposition 9.4 de [41] : elle
reste valable en remplacant W (p) par J', & condition de restreindre la spécialisation aux
points d’ordre fini de J'(K). O
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7.2 Gonalité de Xy(p)

On utilisera a plusieurs reprises un résultat de Schweizer sur la gonalité de la courbe
modulaire X(p). La gonalité d’une courbe algébrique C' sur un corps k est le plus petit
degré ~;(C) d’un morphisme k-rationnel dominant C — P!. Si C' a un point rationnel,
alors la gonalité est 1 si et seulement si le genre de C' est nul, et la gonalité est 2 si et
seulement si C' est elliptique ou hyperelliptique. Pour une extension k" de k, notons v (C')
la gonalité de Oy = C X k'. On voit facilement que vx(C) > v (C).

Proposition 7.2 ([47, lem. 2.2]). On suppose encore p premier. Si K est une extension
finie purement inséparable de K, on a

qdeg P

& (Xo(p)) = 7z (Xo(p)) > (@+1)(g+1)

7.3 Préliminaires

Notation 7.3. Pour simplifier, on pose dorénavant 2" = 2y(p), X = Xo(p), J = Jo(p),
J' un quotient optimal de J. Soient # et ¢’ les modeles de Néron de J et J' sur A[1/p].

Soit d un entier > 1. La puissance symétrique deme X (@) est une variété lisse sur K
([38, sections 3 a 5]). Ses points sur K s’identifient aux diviseurs K-rationnels sur X gsep
(c’est-a-dire invariants par ’action du groupe de Galois absolu de K) et effectifs de degré
d. Notons co(® et 0(4) les sections Spec(A[1/p]) — X@ déduites de oo et 0.

On définit un homomorphisme @@ : X(@ — J en associant & un diviseur effectif D
de degré d la classe d’équivalence linéaire de D — d(00). En composant avec le morphisme
canonique J — J', on obtient

u@ x5 g

Considérons un point de Yi(p) défini sur une extension L/K de degré d. Son image par
I’homomorphisme canonique X;(p) — X est un point P de X (L). Notons s et p¢ (e > 0)
les degrés séparable et inséparable de I'extension L/K et o1,...,0s les plongements de L
dans K®# fixant K. Le diviseur Y5, p°0;(P) de Xsep est K-rationnel de degré p®s = d.
Il définit donc un point de X (9 (K).

Lemme 7.4. On suppose J'(K) fini et d < degp. Notons E [’ensemble des points de
XD (K) provenant de Yi(p)(L) pour L/K une extension de degré d. Alors u'® (wy(E)) =
{0} dans J(K).

Démonstration. Soit x € E. Notons y € Yi(p)(L) et P € X (L) les points dont il provient.
La variété X(@ posséde un modele 2 (9 propre sur A[1/p]. Donc z se prolonge naturelle-
ment en une section de ’homomorphisme structurel 2" (9 — Spec(A[1/p]) encore notée .
Fixons un premier [ de degré 1 (en particulier, [ # p). D’apres la proposition 5.2, en toute
place £ de L au-dessus de [, le module de Drinfeld sous-jacent a P n’a ni bonne réduc-
tion potentielle, ni réduction potentiellement stable de rang 1 avec point entier. Comme
il n’a pas bonne réduction potentielle, la spécialisation de P en £ est nécessairemment
une pointe, c’est-a-dire 0 ou oco. Or, par la proposition 5.5, cette spécialisation est né-
cessairemment 0. Donc z se spécialise comme 0% en [. Posons 2’ = wp(z). L'involution
échangeant les pointes, x’ et 00(®d ont méme spécialisation. Donc u(® (2') se spécialise en 0
dans J'(Fy). Par ailleurs, comme .J'(K) est fini, le point u(? (2') est de torsion dans J'(K).
Donc u(® (z') est nul par le résultat de spécialisation (proposition 7.1(ii)). O
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7.4

Points rationnels pour p de petit degré

7.4.1 Points de Y;(p) pour p de petit degré

Théoréme 7.5. (i) Soitp de degré 3. La courbe Yi(p) n’a pas de point L-rationnel pour

toute extension L/K de degré < 2.

(i7) Supposons que p est tel que toute forme primitive de Hy(C) est de rang analytique

< 1. Soit L/K wune extension de degré

L:K] < min(d (i
[L: K] < min egp,Q(q2+1)(q+1) .

Ces conditions sont vérifiées pour degp = 4 et [L : K| < d avec d = 2 si g = 5,
d=3siq>T7. Alors la courbe Y1(p) n’a pas de point L-rationnel.

(iii) Soit p de degré 4. La courbe Y1(p) n'a pas de point K -rationnel.

Revenons sur la condition sur le rang analytique des formes primitives de H,(C). Elle se
reformule ainsi : pour toute orbite [F] € €, la variété abélienne Jir) est de rang analytique
inférieur ou égal a sa dimension sur K. Calculer 'ordre d’annulation des fonctions L de
formes primitives de H,(C) peut se faire sur machine, par exemple grace aux symboles
modulaires pour F, (7). La condition peut étre donc testée numériquement. Nous 1’avons
vérifiée pour tous les idéaux premiers p de degré 5 dans Fa[T] et, par exemple, pour

(TS5 +T3 =TT +1),(T°+T*+T3-T?>+T-1),(T° -T* - T? - 1) C F3[T].

Comme expliqué dans l'introduction, la condition n’est certainement pas vérifiée de facon
systématique, mais on s’attend a ce qu’elle le soit assez fréquemment.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point y de Y7 (p)(L) sur une extension L/K de
degré d. Par la construction donnée en 7.3, il définit des points P € X (L) et = € X(D(K).

(i)

Comme d < 2 < degp et J(K) est fini (proposition 4.4), on peut appliquer le
lemme 7.4 & J : le point z = u®(wy(z)) est nul dans J(K). Donc le diviseur
¢ peoi(wy(P)) — d(co) est principal sur K*8. L’interprétation modulaire de P
assure qu’il est non nul. Notons f une fonction rationnelle non nulle sur X définie
sur K8 dont c’est le diviseur. La courbe X iz est de genre g(Xo(p)) qui est, d’apres
la proposition 3.2, supérieur ou égal a deg(p) — 1 deés que degp > 3. Donc la fonction
f posséde un pdle unique en oo d’ordre d < deg(p) — 1 < g(Xo(p)) et est réguliere
ailleurs. Cela contredit le fait que oo n’est pas un point de Weierstrass de X ais (voir
la remarque 6.18).

D’apres 'hypothese sur p, la variété abélienne J' = Jy(p)~ est de groupe de Mordell-
Weil fini sur K (propositions 4.3 et 4.5). Comme d < degp, on peut appliquer le
lemme 7.4 & J' : le point z = u(®(wy(x)) est nul dans J'(K). Donc ¢ (wy(x))
appartient a la sous-variété abélienne (1+w,)J. On en déduit que (1—wy )Y (wy(x))
est nul dans J(K). Le diviseur

D = wy(z) — d(0) — (z) + d(o0) = Zpewp(%(P)) +d(0) — Zpem’(P) —d(0)

est principal sur K8, donc sur une extension finie purement inséparable K de
K. De plus, il est non nul : en effet, on a co # 0 et 0;(P) # oo pour tout i, par
interprétation modulaire de P. Ainsi, le diviseur D définit un morphisme K-rationnel
non constant X Pl P! de degré p®s+d = 2d. La borne de Schweizer pour la gonalité
(proposition 7.2) donne 2d > ¢%°8* /((¢® + 1)(q + 1)). Cela contredit I'hypothese de
I’énoncé sur d.
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(iii) Reprenons I'argument et les notations de (ii) avec degp = 4 et d = 1. On obtient
un morphisme K-rationnel non constant X — P! de degré 2. Donc la courbe X 7
est rationnelle, elliptique ou hyperelliptique. Par le lemme 6 de [46], la courbe Xq(p)
a la méme propriété sur K. Comme degp = 4, cela contredit la classification de
Schweizer [46, th. 20].

O

7.4.2 Résultats partiels sur les points de Yy(p)

Ils sont obtenus par une variante des démonstrations précédentes.

Proposition 7.6. Soit p de degré 3 ou 4. Soit ¢ un module de Drinfeld de rang 2 sur
K possédant une isogénie K-rationnelle cyclique d’ordre p. Alors ¢ a bonne réduction
potentielle en tout idéal premier distinct de p.

Démonstration. On pourra comparer l'argument suivant avec [36, cor. 4.3]. Un module
de Drinfeld comme dans 1’énoncé correspond, par l'interprétation modulaire, & un point x
de Yp(p)(K). Notons encore x son prolongement en une section du morphisme structurel
2 — Spec(A[1/p]). Supposons qu’il existe un premier [ # p en lequel ¢ n’a pas bonne
réduction potentielle. Alors ¢ a réduction potentiellement stable de rang 1. Donc x se
spécialise en [ comme oo ou 0. Les pointes étant permutées par wy, quitte a remplacer x
par wy (), on peut supposer que x et co ont méme spécialisation. Si p est de degré 3 (resp.
de degré 4), on prend pour J' la jacobienne J = Jy(p) (resp. le quotient Jo(p)~). On a
vu dans la section 4.2 que le groupe de Mordell-Weil de ces variétés abéliennes est fini.
Comme u(l)(x) se spécialise en | comme 0, la proposition 7.1 assure que u(l)(a:) = 0 dans
J'. On conclut alors comme dans le théoreme 7.5 (i) et (iii) pour d = 1. O

Lemme 7.7. Soient ¢ > 5 et p de degré > 4. Pour | premier # p, on pose ny = 1) —
(g9°8'+1) dans T. L’ensemble des éléments x de X (K) tels que ni(x) = mi(wp(x)), comme
diviseurs de degré nul sur X, est formé des pointes 0 et co.

Démonstration. Pour un tel x, on a 1’égalité de diviseurs sur X
Ti(w) + (g™ + 1) (wp(2)) = Ti(wp(2)) + (¢ + 1) (2). (16)

Pour degn > 3 avec n non nécessairemment premier, Schweizer a établi la liste des points
K-rationnels CM de Xo(n) ([47, remarque 4.6]). Lorsque n = p premier, il n’en existe que
si degp = 3. Donc ici « n’est pas un point K-rationnel CM de X, c’est-a-dire wp(x) # x.
D’aprés (16), on en déduit que le diviseur Ty(x) — (q9°8"' 4 1)(z) est effectif. Par ailleurs, il
est de degré nul. Donc Ti(z) = (¢4°8' 4 1)(z).

La conjecture de Ramanujan—Petersson, démontrée dans ce cadre par Drinfeld [13],
affirme que les valeurs propres de Ty, opérant sur H(C), sont des entiers algébriques de
valeur absolue < 2¢(4e8)/2 Ainsi, les valeurs propres de n; sont non nulles. Le noyau de
n, vu comme élément de T ®z Q C Endg (J) ® Q, est alors nul. De n(xz) = 0 = n(c0), on
déduit () — (00) = 0 dans J(K) ®z Q. Donc la classe du diviseur () — (co) appartient &
J (K )tors- Par un théoréeme de Pal ([40, th. 1.4]), ce groupe est égal au sous-groupe cuspidal.
Ce dernier étant annulé par (14 wy), la classe de (1 4+ wy)((z) — (00)) est donc nulle dans
J(K).
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Notons X la courbe w,\X sur K, oo™ son unique pointe et J* sa jacobienne. On a
le diagramme commutatif

X —2 5

1k

X+ AN Jt
ol 7 est la projection canonique, 7, le morphisme qui s’en déduit par fonctorialité d’Al-
banese, ¢ = go(l) I'application d’Abel-Jacobi normalisée par ¢(co) = 0, de méme pour ™
normalisée par ¢ (co™) = 0. D’aprés ce qui précede, le diviseur m, ((1+wy)((z) — (00))) =
2((x*) — (co™)) est linéairement équivalent & 0 dans J+.

Supposons z1 distinct de co™. Alors le diviseur (z7) — (co™) est non nul et sa classe est
d’ordre 1 ou 2 dans J*(K). Supposons qu’elle soit d’ordre 2. Le diviseur 2((z+) — (co™))
étant non nul et principal sur K, il définit un morphisme K-rationnel non constant X+ —
P! de degré 2. En composant avec 7 : X — Xt qui est dominant, on obtient un morphisme
K-rationnel dominant X — P! de degré 4. Donc la gonalité de X sur K est < 4. Comme
q > 5 et degp > 4, cela contredit la minoration de la proposition 7.2. Ainsi, le diviseur
(x1)—(0o™) est non nul et linéairement équivalent a 0. Comme précédemment, on en déduit
un morphisme K-rationnel dominant X+ — P! de degré 1. Donc la courbe X serait de
genre nul. En particulier, le morphisme K-rationnel 7 : X — X+ ~ P! est dominant
de degré 2. La courbe modulaire X serait rationnelle, elliptique ou hyperelliptique. Mais
comme degp > 4, elle est de genre > 1 et n’est pas hyperelliptique d’apres [46, th. 20]. En
conclusion on a z7 = co™ c’est-a-dire z € {0, 00}. O

Théoréme 7.8. Soit ¢ > 5. Supposons p de degré > 5 tel que toute forme primitive de
H,(C) est de rang analytique < 1. Alors la courbe Yy(p) n’a pas de point K -rationnel (i.e.
il n’existe pas de module de Drinfeld de rang 2 sur K avec une isogénie K-rationnelle
cyclique d’ordre p).

Cet énoncé partage la méme condition sur le rang analytique des formes primitives que
le théoréme 7.5(ii). Des outils appropriés sur machine devraient permettre d’exhiber des
couples (g, p) ou le théoreme 7.8 s’applique (nous n’avons pas eu 'occasion de le faire).

Démonstration. Supposons qu’il existe x € Yy(p)(K'). Considérons le morphisme f: X —
J qui envoie P sur la classe d’équivalence linéaire de (P) — (wy(P)). L’image de f, qui
est anti-invariante par wy, est donc contenue dans la plus grande sous-variété abélienne
de J annulée par (1 + wy). Cette variété abélienne est notée J_. Elle est naturellement
isogene a J~ = J/(1 + wy)J sur K, dont le groupe de Mordell-Weil est fini d’apres
I’hypothese sur p et la proposition 4.5. Donc f(z) appartient & J_(K) < J(K)tors. Par un
théoreme de P4l (][40, th. 1.4]) ce sous-groupe de torsion est égal au sous-groupe cuspidal.
Ce dernier étant annulé par 7, on a alors n(f(z)) = 0 dans J(K) pour un premier [ # p.
Le diviseur Ti(z) 4 (¢+1)(wp(x)) — Ti(wy(2)) — (¢+1)(z) est non nul, d’apres le lemme 7.7,
et principal sur K. II définit donc une fonction K-rationnelle non constante X — P! de
degré < 2(q+1). Donc la gonalité de X sur K est < 2(q+1). Comme g > 5 et degp > 5,
on obtient une contradiction avec la proposition 7.2. ]

7.5 Points rationnels : étude du cas général
7.5.1 L’argument de Mazur

On reprend les notations introduites en 7.3. Par propriété universelle, o(@ et u(4) se
prolongent de facon unique en des homomorphismes de A[1/p]-schémas o) . g7d) 7
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et uld: 2D 5 g,

L’argument de Mazur utilise une propriété des immersions formelles. Soient f : Y — Z
un morphisme de schémas noethériens, y un point de Y et z = f(y). On dit que f est
une immersion formelle en y si 'homomorphisme d’anneaux @sz — @yﬂ déduit de
f par passage aux complétés est surjectif. D’apres le lemme de Nakayama, cela revient a
demander a ce que f induise une bijection entre les corps résiduels en z et y et I'application
déduite de f par passage aux espaces cotangents en z et y soit surjective. Si de plus Y est
séparé de type fini, une immersion formelle f vérifie la propriété suivante : soient T un
schéma intégre noethérien et ¢ un point de 7T'; deux morphismes T' — Y envoyant ¢ sur y
et qui coincident aprés composition par f sont alors égaux.

On pourra comparer ’énoncé suivant a [36, cor. 4.3] et [28, lem. 3.2, th. 3.3].

Proposition 7.9. Fizons un premier I. Soit p un premier de degré > ddeg!l tel que les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) J(K) est fini;

(i) u'D . 2D — 7' est une immersion formelle en oo[ (la restriction de oo 4 la
fibre spéciale en 1).

Alors pour toute extension L/K de degré d, la courbe Y1(p) n’a pas de point L-rationnel.

Démonstration. Sl existe, un point y de Y;(p)(L) définit P € X(L) et z € XD (K)
comme expliqué au paragraphe 7.3. Par le lemme 7.4, on trouve que u(@ (wp(x)) est nul
dans J/(K). En particulier, on a u(® (wy(z)) = u®(w,(0)) dans _#'(A[1/p]). De plus,
wy(z) et 0ol® ont méme spécialisation en [ (voir la preuve du lemme 7.4). La propriété
rappelée pour 'immersion formelle u(® en oofd) assure que les sections wy(z) et oo(d)
coincident. Donc P est la pointe 0. Cela contredit I'interprétation modulaire de P. O

7.5.2 [Espaces cotangents et immersion formelle

Implicitement, les espaces cotangents aux variétés abéliennes seront pris en la section
nulle, ceux & 29 en la section co(®.

L’algébre T opere naturellement sur I’espace cotangent Cot # comme suit. Tout élé-
ment v de T, vu comme endomorphisme de J sur K, s’étend de facon unique au modele
de Néron _¢#. Par passage aux espaces cotangents, il induit un endomorphisme de Cot ¢
qu’on note cot(u).

Jusqu’a la fin de 7.5.2, on suppose l’hypothese 4.9 satisfaite par un idéal I de T. Soit
J&(p) le quotient raffiné relatif a I et _#/(p) son modele de Néron. Commengcons par donner
un critere pour I'immersion formelle. Pour un idéal .# de T et un espace V sur lequel T
opeére, on note V[.#] le sous-espace annulé par .#.

Proposition 7.10. Soit | un premier distinct de p. Si Uapplication naturelle

(Cot /F[ | — Cot 5&”( )

d) .

déduite de o' est surjective, le morphisme ul A O JlUp) est une immersion

formelle en oofd).
Démonstration. Soit © : J — J.(p) le morphisme canonique, qui s’étend aux modeles
de Néron, et * : Cot _#(p) — Cot # le morphisme obtenu par passage aux espaces
cotangents. On commence par montrer que I'image de 7* contient (Cot ¢ )[ ]

Par (53) de Phypothése 4.9, il existe des éléments ¢ € T et ¢ € I avec 1 = £+ dans T.
Regardons ¢ comme un endomorphisme de J. Comme ¢ annule I, le morphisme ¢ : J — .J se
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factorise par 7. Le diagramme se prolonge aux modeles de Néron, par propriété universelle.
En passant aux espaces cotangents, on en déduit le diagramme commutatif :

Cot_# —— Cot_#L(p)

e

Cot 7.

En particulier, image de 7* contient cot(#)(Cot #)[I]. Comme la relation 1 = # + £ est
encore valable sur ¢, on a

cot(F)(Cot_#)[Te] = cot(1 — 1)(Cot_#)[Ie] = (Cot_#)[L).

Donc I'image de 7* contient (Cot #)[le¢]. En passant aux fibres en [ et en utilisant I’hypo-
these de I’énoncé, on voit que 'homomorphisme Cot _#.(p)r, — Cot %F(‘fl) déduit de u(?)

est alors surjectif. Donc (%) est une immersion formelle en oo[(d). O

Afin de reformuler la surjectivité de (Cot #p, )[Ie] — Cot %}E?) , on rend explicite ce
morphisme. Notons S, = S(A[1/p]) comme dans I'introduction. Rappelons que, d’apres le
lemme 6.8, on a un isomorphisme canonique

Cot(_#) — S,.

Par la proposition 5.4, le complété formel de 2" le long de la section oo est isomorphe,
via le module de Tate-Drinfeld, au spectre formel de A[1/p][t9~!]. En d’autres termes, 2~
admet la coordonnée formelle locale s = t9~1 en oco. L’espace cotangent & 2 en la section
oo est alors isomorphe, comme A[l/p]-module, & sR/s?R ot R = A[1/p][s]. Il est de
libre de rang 1 de base ds (on utilise d pour la notation différentielle). Notons si, ..., sq
les coordonnées formelles locales du schéma-produit 2°¢. Par construction du produit
symétrique, les fonctions symétriques élémentaires 0y = s1+-+-+5g4,...,04 = S1 -+ - §4 sont
des coordonnées formelles locales de 2”@ en oo(?). Donc le A[1/p]-module Cot__y 2 (9
est libre de rang d de base do, . .., dog. Notons ¢@* : Cot I — Cot & (@) le morphisme
déduit de cp(d). On pourra comparer 1’énoncé suivant avec les preuves de [27, prop. 3.2] et
[28, prop. 3.1].

Proposition 7.11. Avec les identifications précédentes, ©\D* correspond d I’homomor-

phisme de A[l/p]-modules

S, — (A[1/p)"
fro— (=bi(f)sb2(f)s - (=1)%a(f))

ou D51 bi(f)t1HHa=D) est le t-développement de f.

Démonstration. Posons ) = Q?% JALp]" On note temporairement ¢ 'exposant de la puis-
sance symétrique afin d’éviter toute confusion avec la notation différentielle d. Par pro-
priété de la puissance symétrique ([38, prop. 5.3]), on a 'isomorphisme canonique § obtenu
par composition :

Sy — HY(2°,0) = H (2, Q).
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Soit r : HY(2' ) Q) — Cot(2 ) le morphisme naturel qui associe & une section sa
restriction au fibré cotangent en co(®. On a le diagramme suivant :

Cot( 7))~ Cot(27 @) > (A[1/5])’.
s,
ﬁl~

HY(2®),Q)

Le triangle est commutatif par 'argument du lemme 2.1 de [36]. Explicitons r o 3. Soit
f € Sy de t-développement .~ bttt a=1) Pour s = 97! le parametre formel local de
Xo(p) en oo, le développement de toute différentielle f € S(F) en oo est — >~ bis' 1ds
(équation (7)). Donc l'image de f dans HY(27%,Q) par Papplication canonique est la
différentielle réguliere globale de développement formel

— Z Z bksffl ds;.

1<i<6 k>1

Signalons qu’a partir de cette étape, les calculs menés dans [27, prop. 3.2] ne sont plus
valables en caractéristique p. Posons u; = 31 <;<5 s ds; pour j > 0. On a l'identité

- Z Z bks,];_l dSZ‘ = — Z bkuk,l. (17)

1<i<é k>1 k>1

Pour obtenir 'image de f par 7o, il suffit de considérer 'image de (17) dans H°(.2"(9), Q)
puis prendre la partie linéaire de son développement.

En notant comme auparavant o1 = s1 + -+ S5,...,05 = 81+ S5, on a les identités
suivantes dans le module des différentielles de Kéhler de A[1/p, s1,...,ss] sur A[1/p] :

Oty — Om—1u1 + -+ (=1)"upy, =dopmy1 (1<m<5—1), (18)
(—1)°05tUm 5+ - — O1tUm_1 + Uy =0 (m > 9). (19)
La premiére est le lemme 5.4 de [38]. Pour démontrer la deuxieme, on considére les relations
de Newton s? —alsf +-- 4 (—1)505 = 0 pour 1 < i < §, qu’on multiplie par s;-n_‘s ds; pour
m > ¢, puis on somme ces relations sur 1 < ¢ < . En évaluant en 'infini (18) et (19), on

obtient les égalités dans Cot 2" () :

(=)™, =dopy1r (1 <m<6—1),
Um =0 (m>9).

En substituant dans (17), on obtient pour la partie linéaire :

(roB)(f) == > (=1)* by doy € Cot 2.

1<k<é
Ul

Corollaire 7.12. 57 p est premier de degré 3, le morphisme uw@ . 2@ F est une

immersion formelle en oofq) pour tout | premier # p.
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Démonstration. Comme degp = 3, le quotient d’enroulement est égal a J par la proposi-
tion 4.4. Donc u(@ = @ : 2@ — # . Pour I'immersion formelle, il suffit alors de voir
que
S(F)) — (Fy)*
[ (0(f)s- -, bg(f))
est surjective d’apres la proposition 7.11. C’est précisément le résultat de la proposi-
tion 6.17 car X est ici de genre g = ¢ (proposition 3.2). O

On obtient ainsi une nouvelle démonstration du théoreme 7.5(i) : il s’agit de combiner
le corollaire, la méthode de Mazur pour J' = J (proposition 7.9) et la proposition 4.4.

Maintenant, donnons un critére pour I'immersion formelle en termes de formes modu-
laires de Drinfeld.

Théoréme 7.13. Supposons l'application linéaire

S(F)[I] — (F)?
fo— (bu(f),-..,balf))

surjective. Alors le morphisme u'® : 27D —  g!(p) est une immersion formelle en oo[(d).

Démonstration. Par le lemme 6.8 et le changement de base (proposition 6.6), on a un
isomorphisme canonique Cot(_#x,) ~ S(F|) pour tout [ premier distinct de p. On conclut
alors avec les propositions 7.10 et 7.11. O

7.5.3 Critere de Kamienny

On fixe un premier [ distinct de p. Comme dans la section précédente, on suppose qu’il
existe un idéal I vérifiant ’hypothése 4.9 et son quotient raffiné est noté J.(p). L’énoncé
qui suit s’apparente & un critére de Kamienny ([28, cor. 3.4)).

Proposition 7.14. Supposons les conditions suivantes vérifiées :

(i) L’application F-linéaire
O : (T/Ie) ®z Fi — Hom(S(Fy)[Lc], F)

qui envoie la classe de u € T sur la forme linéaire f +— by(uf), est un isomorphisme.

(ii) Il existe des éléments uy, ..., uq de T @z F vérifiant b; = byow; (1 <i <d) et dont
les images dans (T/Ie) ®z ¥y sont libres sur F.

La condition (i) est vérifiée lorsque degp = 3. La condition (ii) est vérifiée pour (d =

L,degp > 3) et (1 <d < gq,degp > 5). Alors le morphisme u'® : 2D —  gl(p) est une

. . d)
immersion formelle en oo,

Démonstration. D’apres le théoreme 7.13, il suffit de voir les formes linéaires by, ..., by
sur S(F\)[Ie] sont linéairement indépendantes. Par l'isomorphisme @, la forme linéaire
b; correspond & la classe de u; dans (T/I.) ®z Fy. La condition (ii) dit que ces classes
sont libres et le résultat se transpose & by, . . ., by par Visomorphisme ®. Donc u(% est une
immersion formelle.

Suppsosons p de degré 3. On commence par démontrer que l'idéal (¢ — 1)deI~e est
contenu dans pT. Soit ¢ € I, c'est-a-dire vérifiant dete € pMO. Comme degp = 3, d’aprés
la proposition 8.2 de [4] on a M0 = M et I'isomorphisme de T-modules

Ir — MO

ue
u — 25
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otl I est I'idéal d’Eisenstein de T i.e. celui engendré par les Ty, — (¢9°8™ + 1) pour tout m
premier distinct de p. Donc il existe u dans Iy tel que I’élément (¢ — 1)det — pu de 1'algebre
de Hecke annule e. Il est nul par la proposition 4.4. Donc (¢ — 1)det appartient a pT. Cela
démontre I'affirmation.

Un calcul mené en [4, 7.1.2] montre que le dénominateur de est ici ¢> + ¢ + 1. Donc,
comme F| est de caractéristique p et (¢° — 1)I~e CcpT,onal,®F = (¢ — 1)[~e QF =0.
De méme, on a

S(Fi) = S(F)[pT] C S(F)[(¢* — 1)1e] = S(F)[Le]

donc l'inclusion est une égalité. Par ces considérations, la condition (i) revient a montrer
que @ : T ®z F; — Hom(S(F)), F|) est bijectif. Les espaces considérés sont de dimension
g = gsur Fy (car T est libre de rang g sur Z et, pour S(Fy), d’apres la proposition 6.7). Mon-
trons simplement la surjectivité de ®. D’apres le théoréme 6.15, les images de 61,...,0,
dans T ® F s’envoient par ®; sur les formes linéaires b1, ..., b, respectivement. Or, ces
formes linéaires constituent une base du dual de S(F|) par la proposition 6.17. Donc ®;
est bijective.

Passons maintenant a la condition (ii). Supposons d = 1 et degp > 3. L’élément
U = T(l) = id de l'algebre de Hecke vérifie naturellement by = b1 o u;. Il s’agit ensuite de
voir que (1) est non nul dans (T/I.) ® Fy. 1l suffit de le vérifier dans T/I,, vu comme
espace vectoriel sur F,. Or cela découle de la propriété : € est non nul des que degp > 3
([4, th. 7.10(ii)]).

Supposons degp > 5 et vérifions la condition (ii) pour d = g. Les éléments 61, .., 60,
de T ®z A donnés par le théoreme 6.15 vérifient b; = by 0 6; (1 < i < q) dans le dual
de S(A[1/p]), donc aussi dans le dual de S(Fy). Montrons que leurs images u1,...,uq
dans (T/I.) ®z F| forment une famille libre. Pour cela, on commence par se ramener i

d’autres éléments de I'algebre de Hecke. Notons my, ..., m, les idéaux de A de degré 1 et
My, ..., My leurs générateurs unitaires respectifs. Par définition de 6;, on a
_1y—1 _1y—1
(qO )1 e (‘10 )1
1 T, (qu) My e (qfl) Mq
=R : avec R = (—1)4 : :
—1\—1 -2 —_1\—1 _
eq qu (3_2) M{Z U (3—2) Mg ?
L-Mt 1 Mg

Quitte a soustraire la premiere ligne de la derniére, on voit que le déterminant de R est de
Vandermonde et vaut (—1)7" [Tj<;, o (qfl)_l [1;<x(M;— M) € F. Donc R appartient

)

a GLg4(A). Ainsi, il suffit de démontrer I'indépendance linéaire des images de Tr,, . .., T,
dans (T/I¢) ®z F\. La encore, il suffit de le vérifier dans le F,-espace vectoriel T/I¢. Or,
cela découle de [4, th. 7.10(ii)] pour degp > 5. O

Remarque 7.15. Pour établir la condition (ii) pour d > g, il faudrait déja disposer d’un
élément ug4q de T ®z F( vérifiant by41 = b1 o0 ug4+1. Pour cela, une idée naturelle est de
généraliser le théoreéme 6.15 a des opérateurs de Hecke dont I'indice est de degré > 1. C’est
ce qui a été fait dans [3], mais un tel uy41 n’a pas pu étre exhibé. Lorsque degp = 3, on
verra l'existence d'un tel uy41 (proposition 7.17), sans en avoir une formule explicite.

Maintenant, nous sommes en mesure de prouver les résultats annoncés en introduction.
En combinant les propositions 4.11, 7.9 et 7.14, on obtient le théoréme 1.5 sur les points
de Y1(p). Un argument similaire, dans ’esprit de la proposition 7.6, démontre un résultat
partiel sur les points de Yp(p) (on laisse la preuve au lecteur).
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Proposition 7.16. Soit p de degré > 3. Supposons qu’il existe un premier | tel que ®; est
un isomorphisme. Alors tout module de Drinfeld de rang 2 sur K possédant une isogénie
K-rationnelle cyclique d’ordre p a bonne réduction potentielle en [.

La borne uniforme de Schweizer sur la p-torsion ([47, th. 2.4 et rem. 2.5]) ramene la
conjecture 1.1 pour g et d fixés a un probleme, a priori plus faible, sur la torsion premieére :
montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de premiers p pour lesquels il existe une extension
L/K de degré d, un module de Drinfeld ¢ de rang 2 sur L et un point de (?L)ors d’ordre
p. Cela revient a voir que le degré des premiers p comme ci-dessus est borné par une
constante dépendant de q et d. Le théoréme 1.5 établit ce fait si 1 < d < ¢, a condition
que ses hypotheses soient vérifiées. C’est ainsi qu’on obtient le corollaire 1.6 (on applique
le théoreme 1.5 aux p de degrés > max(q + 1,5, By)) .

Pour terminer, on revient sur la condition (i) de la proposition 7.14. Dans une version
antérieure [2] de ce travail, la condition (i) était remplacée par I’hypothese plus forte :
I'application ®{ : T ®z F; — Hom(S(F\), Fy), qui envoie la classe de u sur (f — bi(uf)),
est un isomorphisme. Elle ne semble pas étre systématiquement vérifiée. En effet, le théo-
reme 6.15 permet de voir que 3 _gesm<1 Im est dans le noyau de ®[. Mais des investigations
numériques suggerent que, pour degp > 5, cet élément est non nul dans T ®z F|, car non
nul dans H/pH (voir [3, paragraphe 6.4 et conjecture 6.9]).

Lorsque degp = 3, on a vu dans la preuve de la proposition 7.14 que ®{ est un
isomorphisme pour tout [. De cette dualité, on tire des informations sur la structure de
Hecke des formes modulaires de Drinfeld.

Proposition 7.17. Soit p premier de degré 3.

(i) L’algébre T ®z F| opére fidélement sur S(Fy) ; l'algébre T /pT opére fidélement sur
H/pH.

(i) Pour tout i > 1, il existe u; € T @z F| avec b; = by o u;.

(iit) Toute forme modulaire de Drinfeld de S(F) propre pour (Twm)degm=1 st déterminée
par ses valeurs propres, d un facteur multiplicatif pres.

() Le Fp-espace vectoriel T /pT a pour base (Tin)degm=1-

Démonstration. (i) La premieére affirmation découle de I'isomorphisme ®;. Une preuve
de la deuxieéme se trouve dans [4, cor. 8.3]. On donne ici un autre argument, indé-
pendant, utilisant ®{. Soit u un élément de T/pT, nul comme endomorphisme de
H/pH. D’apres Gekeler—Reversat, le T /pT-module H/pH s’identifie & une certaine
F,-structure de 'espace S(Cw) de formes modulaires analytiques (proposition 6.9
et [22, diag. 6.5]). Donc u, vu comme endomorphisme de S(Cy), est nul. Il en de
méme sur S(A[1/p]). Par extension des scalaires (proposition 6.6), il en va de méme
sur S(F(). Donc u est dans le noyau du morphisme composé

&
T/pT — T/pT QF, F=T®zF — HOHI(S(F[),F[)

Le premier est naturellement injectif. Comme ®{ est un isomorphisme, u est nul.
(i) L’affirmation provient de la surjectivité de ®|.

(iii) Soit f propre pour (Tw)degm=1 de valeurs propres (Am)degm=1. Par le théoréme 6.15,
on peut exprimer les coefficients b1(f),...,by(f) en fonction de (Am)degm=1 €t b1(f).
Par ailleurs, comme le genre est g = ¢, la forme modulaire f est déterminée de facon
unique par ses coefficients b1 (f),...,by(f) (proposition 6.17) Donc f est déterminée,
a un facteur multiplicatif pres, par les valeurs propres (Am)degm=1-
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(iv) Dans la preuve de la proposition 7.14, on a vu que 6y, ..., 6, est une base de T ®zF|
sur F pour degp = 3. Via la matrice R € GL,(A) de la preuve, on en déduit
que (Tm)degm=1 est aussi une base. En prenant pour [ une place de degré 1, on a
T ®z Fi~ T ®z F, ~T/pT, d’ou le résultat.

O
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