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Modules, Objets et Calcul FormelSylvain Boulm�e, Th�er�ese Hardin & Renaud RiobooR�esum�eLe langage Ocaml propose des classes et des modules tr�es �elabor�es. Ces deux paradigmesapportent tous deux des facilit�es de d�ecomposition, d'abstraction, etc. relativement proches.Cette richesse peut laisser le programmeur perplexe, lorsqu'il s'agit de choisir la mani�ere d'im-planter une sp�eci�cation un peu complexe. Nous avons entrepris le d�eveloppement (en Ocaml)d'un environnement de programmation certi��ee pour le calcul formel. Nous pr�esentons danscet article les �etapes d'�elaboration de notre propre m�ethodologie, qui marie objets et modulesdans un style peu conventionnel. Nous expliquons en quoi la solution retenue nous permet derendre compte au mieux de tous les aspects de notre sp�eci�cation. Nous esp�erons ainsi appor-ter quelques �el�ements au d�ebat modules/objets et montrer l'int�erêt de certaines extensions deslangages �a base de modules ou de classes.1 IntroductionL'utilisateur du langage Ocaml dispose �a la fois d'un syst�eme de modules tr�es �evolu�e et detraits objet tr�es puissants et surtout bien compris. Cela facilite son activit�e de programmation caril peut exprimer toute la complexit�e de son implantation avec une grande palette de moyens. Celapeut le plonger parfois dans la perplexit�e car modules et classes o�rent des formes d'abstractiontr�es voisines et il n'est pas toujours �evident de choisir entre l'une et l'autre [10].Au cours des d�eveloppements e�ectu�es dans le cadre du projet FOC, d�ecrit ci-apr�es, nous avons�et�e confront�es �a ce choix de style. Cet article pr�esente notre cahier des charges, les di��erentestentatives d'implantation e�ectu�ees et les raisons de leur abandon, en�n la justi�cation de notrechoix d�e�nitif d'implantation.Le projet FOC a pour objectif de cr�eer un environnement de programmation certi��ee pour lecalcul formel. Il ne s'agit pas de valider une librairie d�edi�ee, mais d'o�rir un environnement ouvertqui permette un d�eveloppement modulaire du code et des preuves de ses propri�et�es. Cet outil doitaussi fournir des facilit�es de maintenance, de r�eutilisation. En e�et, des algorithmes fondamentauxcomme le calcul du pgcd de polynômes sont constamment am�elior�es en vue d'une meilleure e�cacit�e.Il faut donc pouvoir suivre leur �evolution.Ces questions ont conduit la communaut�e du calcul formel �a d�evelopper des langages de pro-grammation originaux et tr�es puissants, comme Axiom (voir [3]). Celui-ci introduit les conceptsde cat�egories et domaines, rappelant les classes de la programmation objet. Mais, même avec unlangage de programmation bien adapt�e, les algorithmes consid�er�es restent di�ciles �a programmer.Vu l'ampleur et la complexit�e des calculs, il est di�cile de les tester. On est donc conduit �a certi�erles programmes.Une premi�ere exp�erience [1] de couplage entre Axiom et l'assistant �a la d�emonstration Coq,nous a convaincus que la programmation de code �a certi�er devait se faire dans un langage dontla s�emantique soit compl�etement �etudi�ee. Ce projet utilise donc Ocaml et Coq. En e�et, cr�eernotre propre langage nous aurait confront�es �a des choix de conception analogues �a ceux pos�es pourOcaml et �a refaire tout un travail d'implantation et de s�emantique d�ej�a largement e�ectu�e.1



Pro�tant de l'exp�erience acquise dans la programmation en Axiom, nous avons men�e une �etude�a la fois th�eorique et pratique sur la m�ethodologie de d�eveloppement �a adopter, qui est le sujetde cet article. On d�ecrit d'abord le cahier des charges et la conception du projet, le codage avecuniquement des modules est pr�esent�e dans la section 3, o�u sont aussi discut�es les liens entre h�eritageet modularit�e. Les premi�eres solutions �a base d'objets sont d�ecrites dans la section 4. La section 5expose la solution retenue.2 Description du projetLe projet FOC souhaiterait ultimement o�rir aux manipulateurs de calcul formel un envi-ronnement complet de d�eveloppement permettant d'exprimer sp�eci�cations, codes et preuves depropri�et�es �a l'aide de syntaxes concr�etes bien choisies. Il devrait fournir aussi une panoplie d'outilsfacilitant leur tâche (aide �a la preuve, outils de mise au point. . . ) construits essentiellemt �a l'aidede Ocaml et Coq.2.1 Le cahier des chargesLa premi�ere phase de d�eveloppement est la mise en place du c�ur du syst�eme : la librairiedes structures alg�ebriques. Le cahier des charges de cette librairie a servi de �l conducteur �a lar�ealisation des di��erents prototypes pr�esent�es ici. Il demande de r�epondre �a plusieurs imp�eratifs :1. L'architecture de la librairie doit re
�eter celle des structures alg�ebriques, par exemple lesgroupes doivent être construits �a partir des monoides.2. Pour une même notion, plusieurs degr�es d'abstraction sont propos�ees si n�ecessaire. Ainsi, ondoit pouvoir utiliser les propri�et�es de l'op�eration d'un groupe (son type par exemple) sansavoir �a consid�erer ses implantations.3. Certaines notions doivent pouvoir être d�e�nies \par d�efaut" pour toute une famille de struc-tures et red�e�nies, si besoin est, pour une structure particuli�ere. Ainsi, la d�e�nition de lafonction est different de comme n�egation de la fonction est egal a doit pouvoir être par-tag�ee par toutes les structures construites sur les ensembles. Mais celles-ci peuvent la red�e�nir.4. Cette exigence va de pair avec la possibilit�e de pr�eciser pas �a pas une structure alg�ebrique pourpasser par exemple d'une implantation de Z=2Zqui utilise des entiers �a une autre qui utilisedes bool�eens, tout en partageant un certain nombre d'outils entre les deux implantations.5. La librairie doit bien sûr contenir des implantations pour les structures de donn�ees que l'onutilise habituellement en calcul formel. On y trouvera donc une repr�esentation des grandsentiers, des entiers modulaires ainsi que des repr�esentations des polynômes (au moins cellesdites distribu�ees et r�ecursives).Dans la mise en �uvre de ces cinq points, on essaiera de faciliter au maximum la correspondanceentre la description Ocaml des structures alg�ebriques et leur sp�eci�cation en Coq a�n d'aider lar�ealisation des preuves de correction. De plus, on cherchera �a rendre le typage le plus fort possibletout en g�erant au mieux les points pr�ec�edents. 2



2.2 ConceptionLes exigences �enonc�ees ci-dessus ne sont pas sp�eci�ques au calcul formel et correspondent �ades traits bien �etudi�es en programmation : typage fort, polymorphisme, g�en�ericit�e, d�e�nitions pard�efaut, h�eritage, partage et r�eutilisation, etc. Ces traits ne peuvent être commod�ement d�ecritsavec seulement les types classiques (union et enregistrement) des langages de programmation. Ilsmotivent d'ailleurs les travaux sur les modules et les objets.Même si Ocaml o�re modules et objets pour implanter ces di��erents traits, la conception de lalibrairie n'est pas si ais�ee car certaines exigences sont contradictoires. Par exemple, il n'est pas tr�esdi�cile de d�e�nir par un type di��erent (trait modulaire) Z=2Zet Zmais il est alors plus compliqu�ede faire partager (trait objet) �a ces deux implantations des outils appropri�es pour les entiers oupour les entiers modulaires. Il faut donc d�eterminer pr�ecis�ement quelle combinaison de traits objetet modulaires nous permet de d�e�nir au mieux l'architecture de la librairie. Certes, comme soulign�edans [10], les formalismes �a base de modules ou d'objets avec classes permettent d'utiliser les mêmesstyles de programmation. On peut adopter un style \modulaire", appel�e ici style ADT pour TypeAbstrait de Donn�ees, en programmant �a l'aide de classes Ocaml. On peut aussi adopter un style,dit \par encapsulation des donn�ees dans les objets", avec une utilisation plus traditionnelle desobjets. Ces deux styles seront pr�ecis�es et comment�es dans la suite.A�n de mieux cerner les di�cult�es et les solutions possibles, nous avons r�ealis�e di��erentesd�eclinaisons d'une librairie minimale. Celle-ci contient les outils n�ecessaires �a la programmation desalgorithmes de pgcd de polynômes sur des anneaux factoriels (i.e. qui poss�edent un pgcd). Nousavons �etudi�e ces r�ealisations selon trois points de vue : possibilit�e d'expression de la sp�eci�cationmath�ematique, facilit�e du d�eveloppement �a la fois pour le concepteur et l'utilisateur, e�cacit�e entemps de calcul.2.3 Vocabulaire du projetTout au long de cette �etude, nous avons �et�e aussi amen�es �a d�egager notre propre vocabulairepour distinguer les points de vue abstrait (proche des math�ematiques) et concret (proche de laprogrammation). Nous le d�ecrivons bri�evement, car il sera utilis�e dans la suite.Les \choses" manipul�ees en calcul formel sont des individus abstraits, comme X + 2, ou desentit�es concr�etes, comme [(1,1);(2,0)] qui peut repr�esenter ce polynôme. Les soci�et�es expriment unlien entre des individus, d�ecrit par des fonctionnalit�es, par exemple, celui donn�e par une loi decomposition interne v�eri�ant certaines propri�et�es. Les entit�es sont, elles, regroup�ees en collections,qui expriment un lien (entre les manipulations sur ses entit�es) donn�ee par des op�erations.Les prototypes d�ecrivent des fonctionnalit�es qui permettent de grouper des soci�et�es en un genresp�eci�ant une structure math�ematique. De même les signatures, qui d�ecrivent les op�erations, servent�a regrouper les collections en esp�eces. Les propri�et�es d'une collection sont de nature s�emantique, ellesd�ependent souvent de l'esp�ece et de la repr�esentation choisie pour la collection. On doit disposerpar exemple de di��erentes collections des polynômes (repr�esentation distribu�ee, r�ecursive, etc.).3 La d�eclinaison avec les modulesIl semble naturel de coder les esp�eces par des signatures de modules de Ocaml et les collectionspar des implantations de modules. En e�et, les soci�et�es (structures math�ematiques) �etant connues,les collections qui les implantent peuvent être cod�ees statiquement. Les calculs ne portent en g�en�eralque sur les entit�es et non sur les collections elles-mêmes.3



3.1 Abstraction et typageLe m�ecanisme types abstraits/types manifestes des modules permet de prot�eger la repr�esenta-tion des entit�es. Cela am�ene l'utilisateur �a programmer de fa�con plus modulaire, tout en �evitantconfusions et erreurs.Par exemple, l'esp�ece des anneaux est d�e-crite par la signature suivante :module type Anneau =sigtype tval egal: (t*t) -> boolval plus: (t*t) -> tval mult: (t*t) -> tval opp: t -> tval un: tval print: t -> string...end
L'anneauZ=2Zest d�e�ni par :module Z2z : Anneau =structtype t=boollet egal (x,y) = (x=y)let plus (x,y) =(x || y) && not (x && y)let mult (x,y) = x && ylet opp x = xlet un=truelet print=functionfalse -> "0"| true -> "1"...endSuit un calcul dans Z2z :# let zero=Z2z.plus (Z2z.un, Z2z.opp Z2z.un);;val zero : Z2z.t = <abstr># Z2z.print zero;;- : string = "0"Le type des entit�es de Z2z (zero par exemple) est abstrait, c'est-�a-dire que le codage de Z=2Zentant qu'anneau de bool�eens est ici masqu�e, comme le montre l'essai suivant :# Z2z.plus (Z2z.un,true);;This expression has type Z2z.t * bool but is here used with typeZ2z.t * Z2z.tCe m�ecanisme d'abstraction de type est encore renforc�e avec les foncteurs, qui permettent de d�e�nirdes collections param�etr�ees, avec exactement l'abstraction de type souhait�ee. Expliquons cela surun exemple.L'esp�ece des polynômes en une variable peutêtre d�ecrite par :module type PolyFormel =sigmodule Base: Anneautype tval egal: (t*t) -> boolval mult extern:(Base.t*t)->t...end La collection param�etr�ee des polynômes creux estd�e�nie par :module PolyCreux (A:Anneau) :(PolyFormel with module Base=A) =structmodule Base=Atype t=(A.t*int) listlet egal = ......endLa collection des polynômes creux �a c��cients dans Z=2Zs'�ecrit :module PolZ2z = PolyCreux (Z2z)# let idPolZ2z y = PolZ2z.mult extern (Z2z.un,y);;val idPolZ2z : PolZ2z.t -> PolZ2z.t = <fun> 4



# idPolZ2z [(Z2z.un,1)];;This expression has type (Z2z.t * int) list but is here usedwith type PolZ2z.t = PolyCreux(Z2z).tLe type PolZ2z.t est incompatible avec (Z2z.t*int) list. La repr�esentation des polynômes creuxpeut donc être modi��ee de fa�con transparente pour ses importateurs. En revanche, PolZ2z.Base.test bien �egal �a Z2z.t, ce qui contrôle la correction de la sp�eci�action. Ainsi, le typage o�ert par lesmodules permet de d�ecrire �nement la sp�eci�cation et de contrôler la coh�erence de la description.3.2 H�eritageBeaucoup d'algorithmes de calcul formel s'appliquent �a toute une famille de structures. Onsouhaite cependant pouvoir sp�ecialiser certains de ces algorithmes pour une structure particuli�ere,ayant plus de propri�et�es. Montrons comment ce m�ecanisme d'h�eritage peut être d�ecrit avec lesmodules.3.2.1 Enrichissement dans les modulesPour montrer les di��erentes possibilit�es de simulation de l'h�eritage dans les modules, prenonsl'exemple des anneaux int�egres (caract�eris�es par l'existence d'une division exacte). On peut simple-ment poser :module AnneauIntegre =sigmodule A: Anneauval exquo: A.t*A.t->A.tendLes modules de signature AnneauIntegre ont un champ A de signature Anneau. Dans une vraielibrairie, comme un anneau est un groupe, ce champ A a un champ G de signature Group, qui aun champ M de signature Monoid, etc. Donc si on veut acc�eder �a certaines fonctionnalit�es d'unanneau int�egre provenant du mono��de sous-jacent, il faudra pr�e�xer leur nom par \A.G.M....".Cela demande la connaissance explicite de toute l'architecture de la librairie (au moins, dans laversion minimale, une cinquantaine de modules et une douzaine de couches d'importation). Cettesolution n'est donc pas satisfaisante.Une autre solution consiste �a recopier toute la signature d'Anneau �a l'int�erieur de la signatured'AnneauIntegre. Ainsi la conversion d'AnneauIntegre en Anneau (ou en Groupe) a lieu implici-tement, grâce au sous-typage induit par les signatures de module:module AnneauIntegre =sigtype t val egal: t*t -> boolval plus: t*t -> t val mult: t*t -> tval exquo: t*t -> t ...endUn prototype r�eduit fond�e sur cette id�ee a �et�e r�ealis�e (25 modules, 8 couches). La conclusion a�et�e sans appel : cette solution n'est pas viable, dans la mesure o�u toute modi�cation d'un moduledoit être report�ee �a la main dans tous les modules qui le d�eplient. Pour être r�ealisable, il faudraitautomatiser cette m�ethode de \copier-coller" par exemple �a l'aide d'un pr�eprocesseur. Si cela semblesimple pour les signatures de module, cela parait plus compliqu�e pour les structures de module etles foncteurs. En e�et, cela n�ecessite une analyse s�emantique du code.5



3.2.2 Liaison tardive et d�e�nitions par d�efautIl est crucial de pouvoir red�e�nir au cours de l'h�eritage certaines fonctionnalit�es (pour les op-timiser par exemple). La liaison tardive permet de ne red�e�nir que le strict n�ecessaire. Prenonsl'exemple de mult extern qui multiplie un �el�ement a de l'anneau A par le polynôme p de A[X ].Sur une repr�esentation creuse des polynômes, mult extern doit tester lors de l'ex�ecution que toutc��cient de a�p est non nul. Si A est int�egre, ce test est inutile d�es lors que a est non nul. On peutdonc �ecrire une version optimis�ee de mult extern dans la collection param�etr�ee PolyCreuxIntegrequi h�erite de PolyCreux.Une esp�ece est caract�eris�ee par des op�erations primitives et peut poss�eder des op�erations pard�efaut construites �a partir des op�erations primitives. Une collection implantant une esp�ece doitfournir une implantation des op�erations primitives. Le pgcd est une op�eration primitive des an-neaux factoriels. Il est une op�eration par d�efaut des anneaux euclidiens, car il peut être d�eriv�e del'op�eration primitive de division euclidienne. On souhaite qu'une collection implantant un anneaueuclidien puisse être reconnue comme une collection implantant un anneau factoriel sans avoir �al'expliciter. On recherche donc une c�rcion implicite d'une esp�ece vers une autre qui sache utiliserindi��eremment toutes les op�erations de l'esp�ece c�rc�ee. Dans les modules, une esp�ece est implant�eepar une premi�ere signature (de module) ne contenant que ses op�erations primitives. Ainsi, d�e�nirles collections de l'esp�ece requiert seulement l'implantation des op�erations primitives. Il faut aussiune seconde signature comportant toutes les op�erations de l'esp�ece a�n de permettre toutes les c�r-cions envisageables. Il faut ensuite un foncteur de passage entre ces deux signatures. Tout doit êtreexplicit�e et tout ajout d'op�eration par d�efaut doit être report�e. La gestion devient d'une lourdeurfastidieuse.4 Programmation avec les objetsDans notre cadre, le m�ecanime d'h�eritage semble donc indispensable. C'est pour cela que nousnous sommes tourn�es vers la programmation avec les classes de Ocaml.4.1 Programmation par encapsulationL'id�ee la plus courante consiste �a coder les esp�eces par des classes virtuelles, les collections pardes classes concr�etes et les entit�es par des objets, en fait par des variables d'instance des objets.Cette repr�esentation peut n�eanmoins s'�eloigner plus ou moins du cahier des charges, comme lemontrent les di��erents mod�eles d�ecrits ci-apr�es.4.1.1 Version na��ve : le mod�ele M1Dans ce mod�ele, l'esp�ece anneau peut se d�ecrire par :class virtual anneau =object ( :'a)method virtual egal:'a -> bool method virtual plus:'a -> 'amethod virtual mult: 'a ->'a method virtual opp: 'amethod virtual un: 'a method virtual print: stringendNotons que un a le même type que opp alors que leurs s�emantiques sont tout �a fait di��erentes.En e�et, opp exprime l'op�erateur \oppos�e" et d�epend de l'entit�e implant�ee, alors que un repr�esentel'entit�e \�el�ement neutre de la multiplication" et ne d�epend que de la collection. Cela tient au fait6



que le type des fonctionnalit�es ne correspond pas �a leur arit�e. Elles sont en e�et d�ej�a appliqu�ees�a l'entit�e sous-jacente. Pour que un apparaisse dans la sp�eci�cation anneau, on a ajout�e implicite-ment et arti�ciellement un argument �a cette fonctionnalit�e 0-aire. De même les op�erations binairesdeviennent des m�ethodes �a un argument, ce qui est peu conforme au cahier des charges.Souvent le codage de ces op�erations binaires demande d'acc�eder �a la repr�esentation interne del'argument. Celle-ci doit être rendue accessible par une m�ethode, appel�ee ici rep. Par exemple, lacollection des entiers s'�ecrit :class entiers =objectinherit anneauval ma rep = 0method rep = ma repmethod plus x = < ma rep = ma rep + x#rep >method un = < ma rep = 1>method print = string of int ma rep...endOn peut l'utiliser de la mani�ere suivante (ici dans le toplevel) :# let (++) x y = x#plus y;;val ++ : < plus : 'a -> 'b; .. > -> 'a -> 'b = <fun># let un = (new entiers)#un;;val un : entiers = <obj># let trois = (un ++ un ++ un);;val trois : entiers = <obj>Notons que l'op�erateur in�xe ++ se comporte comme un op�erateur \surcharg�e". Le polymorphismede Ocaml permet de l'appliquer �a tous les objets ayant une m�ethode nomm�ee plus. En revanche,on n'a aucun contrôle sur le bien fond�e de l'utilisation de cette m�ethode.Voici un probl�eme plus grave. Une repr�esentation d'entit�es est souvent construite en maintenantun invariant implicite, qui doit être pr�eserv�e par les m�ethodes de la classe. Par exemple, les entit�esde Z=2Zpeuvent être cod�ees par 0 ou 1 :class z2z =object (moi)inherit anneauval ma rep = 0method rep = ma repmethod plus x = let tmp=ma rep+x#rep inif tmp=2 then < ma rep = 0 >else < ma rep = tmp >method print = (string_of_int ma_rep)^"[2]"....end;;On peut alors e�ectuer les calculs suivants :# let unM2 = (new z2z)#un ;;val unM2 : z2z = <obj>#let troisM2 = unM2 ++ unM2 ++ unM2 ;;val troisM2 : z2z = <obj># (unM2 ++ trois)#print;;- : string = "4[2]" 7



L'invariant implicite a donc �et�e contourn�e car unM2 ++ trois a bien un type :< egal:'a->bool; mult:'a->'a; plus:'a->'a; print:string;rep:int; un:'a; zero:'a > as 'aEn e�et, z2z et entiers ne sont que des abr�eviations du type objet ci-dessus.Pour rem�edier �a ce probl�eme en restant conforme au cahier des charges, on ne peut qu'agirsur la m�ethode \rep", d'o�u deux solutions. La premi�ere M2 utilise une convention sur le nom desm�ethodes \rep". La deuxi�eme M3 se sert du m�ecanisme d'abstraction de type des modules (voir3.1) pour abstraire le type des m�ethodes \rep". Nous allons consid�erer ces deux techniques.4.1.2 Version M2 avec convention sur les noms de m�ethodeOn peut imposer que le nom de m�ethode \rep" di��ere pour chacune des collections : rep Apour la collection A. On aura ainsi rep entiers et rep z2z, ce qui rend incompatibles les typesentiers et z2z (et on suppose dans l'exemple suivant que le changement est fait et que un et unM2ont respectivement les types entiers et z2z). Cette convention, fort lourde, peut être utilis�ee pourles classes param�etr�ees :class ['a] polycreux =object ( :'b)constraint 'a=#anneauval ma rep : ('a*int) list = []method rep polycreux = ma repmethod mult extern (x:'a) :'b = ......end;;# let p1 = new polycreux;;val p1 : #anneau polycreux = <obj># p1#mult extern un;;- : entiers polycreux = <obj># p1;;- : entiers polycreux = <obj># p1#mult extern unM2;;This expression has type< egal : 'a -> bool;...; rep z2z : int; un : 'a > as 'abut is here used with typeentiers =< egal : entiers -> bool;...; rep entiers : int; un : entiers >Only the first object type has a method rep z2zComme l'illustre cet exemple, un inconv�enient majeur de ce style est le suivant. Un \polynôme"cr�e�e avec new ne connâ�t son type que lors de la premi�ere op�eration, comme mult extern, faisantintervenir ses c��cients. La variable libre #anneau est alors d�e�nitivement uni��ee avec entiers.D'o�u l'erreur de typage. Pour cr�eer directement un polynôme de type souhait�e, on peut certesappliquer mult extern d�es le new. Mais cela est peu pratique et assez dangereux.4.1.3 Version M3 avec utilisation du m�ecanisme d'abstraction de type des modulesOn peut utiliser le m�ecanisme d'abstraction de type o�ert par les modules pour masquer le typede rep (ou d'autres m�ethodes), au moment du new, a�n de renforcer le typage lorsque l'on calculesur les entit�es. 8



La classe peut être encapsul�ee dans un module et le type de rep peut être masqu�e dans la partiede la signature du module d�ecrivant la classe. Mais on a alors trop peu d'informations sur rep pourd�e�nir valablement (cf. 4.1.1) de nouvelles m�ethodes au cours de l'h�eritage.Pour rem�edier �a cela, on peut seulement encapsuler un objet privil�egi�e de la classe, qui servirade germe �a la collection et permettra d'abstraire le type rep. Par exemple �a partir de la classeanneau pr�ec�edente, on obtient :class virtual ['b] anneau r =object ( :'a)inherit anneaumethod virtual rep: 'bend;; module type Anneau =sigtype repval zero: rep anneau rend;;On convient de choisir toujours le z�ero de l'anneau comme objet privil�egi�e. Dans l'exemple, lacollection des entiers est construite par le module Entiers avec une seule instanciation de la classeentiers :module Entiers:Anneau=structtype rep=intlet zero=new entiersend;; # let un = Entiers.zero#un;;val un : Entiers.rep anneau_r# let trois = (un ++ un ++ un);;val trois : Entiers.rep anneau_rCe m�ecanisme s'�etend bien aux foncteurs. Mais avec ce mod�ele, la notion de collection devient
oue : la soci�et�e des entiers correspond-elle �a entiers, �a Entiers, ou �a Entiers.zero?4.2 Vers une programmation ADTLa solution \objet" pr�ec�edente ne nous convient pas, pour essentiellement deux raisons.Tout d'abord, ce style de programmation n'est pas tr�es e�cace. L'encapsulation des donn�eesdans l'objet a un coût �a l'ex�ecution, dû aux appels de \rep" (coût de la d�esencapsulation), etaux copies d'objet (coût de la r�e-encapsulation). Par contre, dans l'approche \module" de 3.1,l'encapsulation des donn�ees est remplac�ee par un m�ecanisme du typage sans surcoût �a l'ex�ecution.Ensuite, les constructions syntaxiques implantant les esp�eces et collections n'ont pas une s�eman-tique math�ematique tr�es claire. Par exemple, la collection des entiers est implant�ee par la classeentiers de M1. Un objet de cette classe correspond �a une entit�e de la collection, mais porte en luil'unit�e, et toutes les fonctionnalit�es qui font que cette collection appartient �a l'esp�ece des anneaux.La correspondance objet-classe ne peut pas recevoir la s�emantique individu-soci�et�e. Cela se traduitnotamment par la perte d'une arit�e des fonctionnalit�es �evoqu�ee en 4.1.1, avec l'inconv�enient men-tionn�e au niveau des fonctionnalit�es 0-aires. C'est incompatible avec une programmation de notionsalg�ebriques, mais surtout cela rend di�cile l'expression des propri�et�es comme l'associativit�e ou lacommutativit�e des op�erations.Pour rem�edier �a cela, dans le mod�ele M4 suivant, nous r�etablissons la correspondance entre typeet arit�e des op�erations. Cela permet notamment de cr�eer un objet qui correspond �a une collection.class virtual anneau =object (_:'a)method virtual egal:'a*'a->bool method virtual plus:'a*'a->'amethod virtual mult:'a*'a->'a method virtual opp:'a->'amethod virtual un:'a ...end 9



class entiers =objectinherit anneauval ma_rep=0method rep_entiers = ma_repmethod egal (x,y) = x#rep_entiers=y#rep_entiersmethod plus (x,y) = < ma_rep=x#rep_entiers+y#rep_entiers>....end;;# let entiers = new entiers;;val entiers : entiers = <obj># let zero = entiers#plus (entiers#un,entiers#opp entiers#un);;val zero : entiers = <obj># entiers#egal (entiers,zero);;- : bool = trueDans ce mod�ele, les entit�es restent encapsul�ees dans des objets. La distinction entre l'objet entierset l'objet zero est une convention de programmation. Ce mod�ele a �et�e d�evelopp�e jusqu'�a l'implan-tation des polynômes distribu�es. Il ne d�epend pas du m�ecanisme d'abstraction de type des modules.On ne le d�etaillera pas plus ici (voir [5]).5 Solution retenue5.1 Pr�esentationPour distinguer par le typage entre collections et entit�es, nous allons d�evelopper un nouveaumod�ele M5 en supprimant la variable d'instance ma rep. L'information sur l'ensemble support de lastructure est pass�ee en param�etre de type et les classes anneau, entiers et z2z de M4 deviennent :class virtual ['a] anneau =objectmethod virtual egal:'a*'a->boolmethod virtual plus:'a*'a->'a...endclass entiers =objectinherit [int] anneaumethod egal (x,y) = x=ymethod plus (x,y) = x+y...end
class z2z =objectinherit [int] anneaumethod egal (x,y) = x=ymethod plus (x,y) =let tmp=x+y inif tmp=2 then 0 else tmpmethod mult (x,y) = x*ymethod opp x = xmethod un = 1method print x =(string_of_int x)^"[2]"endLa classe entiers implante l'esp�ece des entiers qui regroupe les collections �etendant les entierset qui seront donc d�e�nies par h�eritage de cette classe. La collection qui d�e�nit la soci�et�e des entiersdoit permettre l'utilisation de ses op�erations, mais doit masquer le type du support. Elle sera doncd�e�nie par un module Entiers. De même on d�e�nit la collection Z2z :module type Anneau = sig type t val meth: t anneau end10



module Entiers : Anneau =structtype t=intlet meth=(new entiers)end module Z2z: Anneau =structtype t=intlet meth=(new z2z)endLes calculs dans ces collections sont faits avec le champ meth et le typage transcrit bien la sp�eci�-cation :# let entiers = Entiers.meth;;val entiers : Entiers.t anneau# let un = entiers#un;;val un : Entiers.t # let z2z = Z2z.meth;;val z2z : Z2z.t anneau = <obj># let unM2 = z2z#un;;val unM2 : Z2z.t = <abstr># z2z#plus (unM2,un);;This expression has type Z2z.t * Entiers.t but is here usedwith type Z2z.t * Z2z.tUne collection A est ici un couple (t,meth) o�u t est le type des entit�es, et meth est un objet\contenant" les m�ethodes de la collection. La repr�esentation de t ne doit être connue que dela collection A et des collections qui �etendent A et elle est masqu�ee �a tous les utilisateurs decette collection. Les classes comme entiers servent de g�en�erateurs de collections. L'acc�es �a larepr�esentation reste possible �a l'int�erieur de la classe.Ce m�ecanisme s'�etend ais�ement aux collections param�etr�ees comme les polynômes. De plus,cette encapsulation des structures dans les modules pourrait sans doute être automatis�ee, commele sugg�ere la double utilisation de l'identi�cateur entiers.Dans ce mod�ele M5, contrairement aux utilisations plus classiques de la programmation objet,un objet n'a pas d'�etat interne. Ce qui est essentiel ici est que la classe d�ecrit compl�etement lesfonctionnalit�es de l'esp�ece ou de la collection, un peu dans le même esprit que les types abstraitsalg�ebriques. C'est pourquoi nous l'appelons \mod�ele ADT". Il est �a noter toutefois que l'on utilisedans cette r�ealisation toute la puissance d'expression fonctionnelle fournie par Ocaml.5.2 Autres traits utilis�esLa hi�erarchie des classes comprend actuellement une cinquantaine d'esp�eces : ensembles, en-sembles ordonn�es, treillis, mono��des additifs, mono��des multiplicatifs, groupes additifs, di��erentesvari�et�es d'anneaux et d'alg�ebres.Le d�eveloppement de cette hi�erachie utilise fortement les notions d�etaill�ees pr�ec�edemment :l'h�eritage, les m�ethodes virtuelles/concr�etes, la liaison tardive. On pr�ecise ici d'autres traits quinous semblent importants.Les variables de classes Ces variables vont être partag�ees par tous les objets de la classes.Elles sont notamment utiles dans le cas des esp�eces param�etr�ees, pour e�ectuer des op�erations surle param�etre, au moment de son instanciation. Par exemple, l'esp�ece algebre ci-dessous utilise lavariable under moins un :class virtual ['r,'a,'b] algebre (r:'r) =let under_moins_un = r#oppose r#uninobject (the_alg)constraint 'r = ('a) #anneau_commutatif11



inherit ['b] anneaumethod virtual mult_extern : ('a*'b) -> 'bmethod opp =let ( * ) x y = (the_alg#mult_extern)(x,y)infunction x -> under_moins_un * xend;;Cette esp�ece �etend la notion d'anneau avec une multiplication externe mult extern, ce qui permetd'implanter la m�ethode opp (qui �a �et�e d�eclar�ee dans annneau). Le param�etre r d�esigne l'anneausous-jacent, dont le type est 'r. Le param�etre 'a d�esigne le type support des entit�es de r et 'bcelui du type support des entit�es des collections instances de l'esp�ece algebre.Les objets r�ecursifs �Etudions quelle en est l'utilit�e au travers de l'implantation r�ecursive despolynômes �a plusieurs variables. On suppose disposer d'une implantation, dite distribu�ee, nom-m�ee algebre polynomiale, qui g�en�eralise la repr�esentation creuse pour une seule variable. Laconstruction r�ecursive se fait par it�eration de la repr�esentation distribu�ee. Ainsi, un polynôme deA[X; Y;Z; U ] peut être consid�er�e comme un polynôme de (((A[X ])[Y ])[Z])[U ] ou de (A[X; Y ])[Z; U ].Nous devons d'abord donner une structure de donn�ees pour repr�esenter les entit�es polynômesr�ecursifs :type ('a,'b) rec_struct =| Base of 'a| Composed of string*((('a,'b)rec_struct*'b) list);;Les types 'a et 'b sont les structures de donn�ees utilis�ees pour repr�esenter les coe�cients et lesdegr�es.Les m�ethodes simples s'�ecrivent en utilisant cette r�ecursion sur la structure de donn�ees. Parexemple, mult extern multiplie un polynôme par un �el�ement de l'anneau de base :method mult_extern =let rec up_mult = function| (a,Base b) -> Base (under_multiplie(a,b))| (a,(Composed (v2,a2))) ->Composed(v2,(List.map (fun (v,d) -> (up_mult(a,v), d)) a2))in fun (a,b) -> if under_is_zero(a) then zero else up_mult(a,b)under is zero est ici une variable de classe qui teste l'�egalit�e �a z�ero dans l'anneau de base.Les m�ethodes plus compliqu�ees doivent appeler les op�erations sur les polynômes distribu�es. Ilfaut donc cr�e�er un objet de la classe algebre polynomiale :method dist_coll = new algebre_polynomiale (rec_rng,degs)o�u rec rng est l'objet de la classe en cours de d�e�nition (souvent nomm�e \self") et degs d�esignela collection des exposants.Le type de dist coll est de la forme (...,'a,...) algebre polynomiale, o�u 'a d�esigne le typede rec rng. Remarquons que rec rng est un objet r�ecursif.La m�ethode dist coll sert �a �ecrire les op�erations comme l'impression :method print = function| Base a -> under_print a| Composed (v,p) -> ((rec_rng#dist_coll)#output)(p,v)12



La m�ethode output est d�e�nie dans algebre polynomiale. Elle a�che un polynôme en attribuantun nom aux variables et en appelant elle-même la m�ethode print de rec rng. La fonction printe�ectue donc une it�eration sur toutes les couches de distribution par ce seul appel �a output.Il est �a noter qu'on travaille par \paquets" de variables, ce qui est plus g�en�eral que ce qui se faithabituellement en calcul formel. Cette implantation des polynômes r�ecursifs serait di�cile �a r�ealiser�a l'aide uniquement de modules, car il faudrait it�erer l'appel au \foncteur algebre polynomiale".5.3 Ad�equation du mod�eleCe mod�ele r�epond bien au cahier des charges. Les esp�eces sont des classes virtuelles : un groupeest une sous-classe d'un mono��de, donc apparâ�t bien comme un mono��de enrichi. Les di��erentsm�ecanismes d'abstraction utilis�es (h�eritage, param�etrage, liaison tardive) permettent de ne faire�gurer dans la d�e�nition de l'esp�ece que ce qui est prescrit dans la d�e�nition du genre qu'elleimplante. Malgr�e toutes ces d�ependances, on conserve un typage tr�es fort jusqu'�a l'implantationdes collections. Avec ce mod�ele M5, notre projet d'implantation de structures alg�ebriques peut sefaire directement dans un langage d'usage g�en�eral. On �economise ainsi tout le travail de constructiond'un langage d�edi�e et on b�en�e�cie des nombreuses librairies d�ej�a d�evelopp�ees.6 ConclusionNous avons tent�e dans cet article de d�egager, �a partir de nos exp�eriences, les traits n�ecessaires�a la programmation de l'alg�ebre. Les d�eveloppements r�ealis�es pour cela sont de taille relativementimportante. Nous avons ainsi introduit 50 esp�eces que nous consid�erons comme essentielles. �A titrede comparaison, Axiom en poss�ede 46. Ces 50 esp�eces ne n�ecessitent que 700 lignes de Ocaml(1800 lignes en Axiom). Nous avons eu constamment le souci de rester aussi proches que possiblede la formulation math�ematique habituelle.La r�ealisation de ces di��erents prototypes nous a permis de concevoir une architecture de d�eve-loppement originale, qui tire au mieux parti des traits objet et modulaires de Ocaml, pour o�rirun syst�eme souple, ouvert, su�samment puissant pour exprimer les algorithmes de calcul formel.Par exemple, �a notre connaissance, la repr�esentaion r�ecursive des polynômes o�re beaucoup plusde possibilit�es que ce qui est propos�e par d'autres syst�emes. Les r�esultats du point de vue e�cacit�esont encourageants.En conclusion, le d�ebat \module" versus \objet" ne nous parâ�t pas bien pos�e. Il nous semblequ'il faut plutôt opposer une conception \par objet" et une conception \ADT", qui se traduisentplus ou moins facilement dans les deux styles. Le mod�ele retenu implante le style ADT �a l'aide desobjets de Ocaml. Il pourrait être int�eressant de disposer d'un syst�eme de modules plus puissant. Ene�et, les syst�emes d'aide �a la preuve savent mieux traiter les modules que les objets. Par exemple,J. Courant, dans [4], a montr�e comment �etendre le syst�eme de modules de Ocaml pour Coq. Dansla cadre d'une biblioth�eque de calcul formel, il est fortement souhaitable d'�etendre les syst�emes demodules avec des traits des classes de la programmation objet. Une recherche active s'e�ectue dansce sens avec les travaux de J. Vouillon [10], les th�eories comme les mixins [2] ou en utilisant lessubstitutions explicites [9]. 13
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