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RÉSOLUTION DE SYSTÈMES LINÉAIRES DANS LES

SEMI-ANNEAUX ET LES DIOÏDES

M. MINOUX

LIP 6, Université Paris 6

Résumé

La plupart des algorithmes  classiques de résolution de systèmes linéaires dans l'algèbre

usuelle peut se transposer à des structures algébriques beaucoup plus générales telles que

les semi-anneaux et les dioïdes. Nous présentons ici une synthèse de ces extensions :

méthodes itératives de JACOBI, et de GAUSS-SEIDEL généralisées ; méthodes

d'élimination de GAUSS-JORDAN et "Escalier" généralisées, algorithme "glouton"

généralisé. Pour le cas particulier du problème de plus court chemin dans un graphe, on

retrouve ainsi de nombreux algorithmes connus  : algorithmes de FORD-BELLMANN,

algorithme de FLOYD, algorithme de DANTZIG et algorithme de DIJKSTRA.

Mots clés : Semi-anneaux, dioïdes, systèmes linéaires.

ALGORITHMS FOR LINEAR SYSTEMS

OVER SEMI-RINGS AND DIOIDS

Abstract

Many classical algorithms for solving linear systems in usual algebra may be extended to

much more general algebraic structures such as semi-rings and dioids. We present here a

synthetic overview of these extensions : iterative methods such as generalized JACOBI

and GAUSS-SEIDEL algorithms ; elimination methods such as generalized GAUSS-

JORDAN and "Escalator" algorithms ; generalized "greedy" algorithm. As interesting

special cases, we find again various well-known algorithms for solving the shortest path

problem on directed graphs : the FORD-BELLMANN algorithm, FLOYD'S and

DANTZIG's algorithm, and DIJKSTRA's algorithm.

Keywords :  Semi-rings, dioids, linear systems.
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1 . INTRODUCTION

Soit A = (aij ) une matrice n x n à coefficients dans un semi-anneau (E, ⊕ , ⊗) et
b [ En un vecteur de dimension n donné.

On étudie dans ce rapport la résolution de systèmes linéaires de la forme :

y = y ⊗ A ⊕ bT (1)
ou

z = A ⊗ z ⊕ b (2)

où on note y ⊗ A le vecteur - ligne dont la composante j est :

yi ⊗ aij
i=1

n
∑

et A ⊗ z le vecteur - colonne dont la composante i est :

aij
j=1

n
∑ ⊗ zj

(les sommations ci-dessus s'entendent au sens de ⊕)

En considérant la matrice A comme la matrice d'incidence généralisée d'un graphe associé

G(A), nous montrerons dans le § 3 que l'on peut interpréter les puissances successives

de A et la quasi-inverse A* de A en termes de chemins de G (A).

Dans le cas où (E, ⊕, ⊗) est un dioïde, on montrera de plus que la quasi-inverse A*

permet de déterminer les solutions minimales de (1) et (2), lesquelles pourront souvent

être interprétées comme solutions de problèmes de cheminement associés sur G(A).

Les algorithmes généraux de résolution des systèmes linéaires de type (1) ou (2) font

l'objet des paragraphes 4 et 5 : les méthodes itératives dans le §4 et les méthodes

"directes" dans le § 5. Un panorama des applications à la modélisation et à la résolution

de nombreux problèmes de cheminement dans les graphes est ensuite présenté dans le §6.

Le terme de dioïde a été initialement proposé par J. KUNTZMANN  (1972) pour désigner

la structure algébrique constituée par un ensemble E muni de deux lois de composition

internes ⊕ et ⊗ telles que (E, ⊕) est un monoïde commutatif, (E, ⊗) est un monoïde

(non nécessairement commutatif) avec une propriété de distributivité à droite et à gauche

de ⊗ par rapport à ⊕. En l'absence de propriétés additionnelles des lois ⊕ et ⊗, une telle

structure est assez pauvre et nous lui donnerons ici le nom de pré-semi-anneau,

réservant ainsi le nom de dioïde à des structures à deux lois munies de propriétés

supplémentaires qui seront explicitées plus loin.
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Définition

On appelle pré-semi-anneau à droite une structure algébrique (E, ⊕, ⊗) formée d'un

ensemble de base E et de deux lois de composition internes avec les propriétés suivantes :

(i) a ⊕ b = b ⊕ a ∀ a, b ∈ E (commutativité de ⊕)

(ii) (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c) ∀ a, b, c ∈ E (associativité de ⊕)

(iii) (a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c) ∀ a, b, c ∈ E (associativité de ⊗)

(iv) a ⊗ (b ⊕ c) = (a ⊗ b)  ⊕  (a ⊗ c) ∀ a, b, c ∈ E  

(distributivité à droite de ⊗ relativement à ⊕)

La notion de pré-semi-anneau à gauche est définie de façon analogue, en remplaçant la

distributivité à droite par la distributivité à gauche :

(iv)' (a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) ∀ a, b, c ∈ E.

Notons que dans les définitions ci-dessus, on ne suppose pas l'existence d'éléments

neutres. S'ils n'existent pas (ni à droite, ni à gauche), on peut les ajouter sans problème.

Dans le cas où ε, l'élément neutre ajouté à ⊕, est absorbant par ⊗, on a une structure de

semi-anneau.

Définition

On appelle pré-semi-anneau une structure algébrique (E, ⊕, ⊗) qui est à la fois un pré-

semi-anneau à droite et un pré-semi-anneau à gauche.

Définition

La relation de pré-ordre induite par la loi ⊕ est définie par : a ≤ b, si et seulement si il

existe c tel que b = a ⊕ c. Lorsque cette relation est une relation d'ordre, on dit que

l'ensemble (E, ⊕) est canoniquement ordonné relativement à ⊕.

Définition

On appelle pré-dioïde à droite (resp : à gauche) un pré-semi-anneau à droite (resp : à

gauche) canoniquement ordonné relativement à ⊕.

On appelle pré-dioïde un pré-semi-anneau canoniquement ordonné relativement à ⊕.
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Définition (semi-anneau, semi-anneau à droite, à gauche)

Un semi-anneau est un pré-semi-anneau (E, ⊕ , ⊗ ) qui vérifie les propriétés

additionnelles suivantes :

(i) ⊕ admet un élément neutre ε
(ii) ⊗ admet un élément neutre e

(iii) ε est absorbant pour ⊗, c'est-à-dire :

∀ a ∈ E : a ⊗ ε = ε ⊗ a = ε
Un semi-anneau à droite (resp : à gauche) est un pré-semi-anneau à droite (resp : à

gauche) vérifiant les propriétés (i) à (iii) ci-dessus.

Un semi-anneau dans lequel l'opération ⊗ est commutative est dit commutatif.

Définition (anneau)

On appelle Anneau un semi-anneau dans lequel l'ensemble de base E a une structure de

groupe commutatif pour l'addition ⊕. Un anneau (E, ⊕, ⊗) est dit commutatif si

l'opération ⊗ est commutative.

Un cas particulier important de la structure d'anneau est évidemment la structure de

corps dans laquelle l'ensemble de base E a une structure de groupe (non nécessairement

commutatif) relativement à la loi ⊗. Lorsque ⊗ est commutative, on parle de corps

commutatif.

Définition (dioïde, dioïde à droite, dioïde à gauche)

On appelle dioïde un ensemble (E, ⊕, ⊗) muni de deux lois de composition internes ⊕
et ⊗ vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (E, ⊕) est un monoïde commutatif avec élément neutre ε ;

(ii) (E, ⊗) est un monoïde avec élément neutre e ;

(iii) La relation de préordre canonique relativement à ⊕ (définie par a ≤ b ⇔ ∃ c :

b = a ⊕ c) est une relation d'ordre, c'est-à-dire vérifie : a ≤ b et b ≤ a ⇒ a = b

(iv) ε est absorbant pour ⊗, c'est-à-dire : ∀ a ∈ E : a ⊗ ε = ε ⊗ a = ε

(v) ⊗ est distributive à droite et à gauche, relativement à ⊕ ;

On appelle dioïde à droite (resp : à gauche) un ensemble (E, ⊕ , ⊗) vérifiant les

propriétés (i) à (iv) ci-dessus et où ⊗ est seulement distributive à droite (resp : à gauche)

relativement à ⊕.
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La différence fondamentale entre un anneau et un dioïde réside dans la propriété (iii).

Dans un anneau, l'addition induit une structure de groupe, tandis que

dans un dioïde, elle induit une structure de monoïde canoniquement

ordonné. Notons que cela implique une disjonction entre la classe des anneaux

et la classe des dioïdes.

Exemple

Z muni des opérations + et x usuelles, est un anneau mais ce n'est pas un dioïde.

En effet, dans cette structure, on a toujours, pour tout couple d'entiers relatifs a, b :

a ≤ b et b ≤ a pour la relation de préordre canonique (a ≤ b ⇔ ∃ c : b = a + c)

Ce n'est donc pas une relation d'ordre. Par contre, le semi-anneau N (l'ensemble des

entiers naturels) est un dioïde car la relation de préordre canonique coïncide avec la

relation d'ordre (total) habituelle.   ||

C'est donc la présence d'une relation d'ordre intrinsèquement liée à la loi
addition ⊕  qui constitue la principale distinction entre anneaux et dioïdes.

Cette relation d'ordre conduira naturellement à définir des propriétés topologiques.

Définition (Dioïde idempotent)

On appelle dioïde idempotent un dioïde dans lequel l'addition ⊕ est commutative et

idempotente.

Un cas particulier fréquemment rencontré est celui où l'addition ⊕ est non seulement

idempotente, mais sélective  (c.à.d. : ∀ a, b ∈ E : a ⊕ b = a ou b).

Définition (Dioïde sélectif)

On appelle dioïde sélectif un dioïde dans lequel l'addition ⊕ est commutative et sélective.

Les dioïdes idempotents forment une classe particulièrement riche de dioïdes qui contient

de nombreuses sous-classes, en particulier :

- les dioïdes double-idempotents et les treillis distributifs ;

- les dioïdes double sélectifs ;

- les dioïdes idempotents-groupes et les dioïdes sélectifs-groupes.
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Définition

On appelle dioïde idempotent-groupe un dioïde (E, ⊕, ⊗) qui a une structure de monoïde

commutatif idempotent pour ⊕ et une structure de groupe pour ⊗. (tout élément de E \

{ ε} ayant un inverse pour ⊗).

Un cas particulier important pour les applications est celui où l'opération ⊕ est sélective.

Définition

On appelle dioïde sélectif-groupe un dioïde (E, ⊕, ⊗) qui a une structure de monoïde

sélectif pour ⊕ et une structure de groupe pour ⊗. (tout élément de E \ {ε} ayant un

inverse pour ⊗).

Exemple Dioïde "Min-Plus"

Prenons pour E l'ensemble des réels R̂ = R ∪ {+∞} et définissons les opérations ⊕ et ⊗
par :

∀ a, b ∈ E : a ⊕ b = Min {a, b}

∀ a, b ∈ E : a ⊗ b = a + b (addition des réels)

(E, ⊕) est un monoïde sélectif avec, pour élément neutre, ε = +∞, et (E, ⊗) un groupe

avec élément neutre e = 0.

La structure (E, ⊕, ⊗) ci-dessus est donc un dioïde sélectif-groupe.

Notons que, dans la terminologie de la théorie des langages et des automates, des dioïdes

sélectifs-groupes tels que Min-Plus ou Max-Plus correspondent à la notion de semi-

anneau Tropical (cf. par ex. SIMON 1994).    ||

2 . PROBLEME DU PLUS COURT CHEMIN ET
RÉSOLUTION DE SYSTÈME LINÉAIRE DANS UN
DIOÏDE

Un exemple typique de problème de cheminement dans les graphes qui peut se formuler

comme la résolution d'un système de type (1) ou (2) est la détermination des plus courts

chemins d'origine fixée dans un graphe orienté valué.

Considérons un graphe orienté G = [X, U] dont les sommets sont numérotés 1, 2,... n,

et dans lequel chaque arc (i, j) est muni d'une longueur aij  [ R. Etant donné un sommet
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io [ X choisi comme origine, on recherche les longueurs yj (j = 1... n) des plus courts

chemins entre le sommet io et les autres sommets j du graphe.

Il n'est pas restrictif de supposer que G est un 1-graphe, c'est-à-dire que, pour tout

couple ordonné de sommets (i, j), il existe au plus un arc de la forme (i, j). (En effet si

U contient plusieurs arcs u1, u2, ... up de la forme (i, j) et de longueurs

” (u1), ” (u2), ... ” (up) il suffit, pour résoudre le problème du plus court chemin, de
considérer qu'il existe un seul arc (i, j) de longueur aij  = Min

k=1,...p
 { ”(uk)}  et d'éliminer

tous les autres arcs).

2 . 1 . LE SYSTÈME LINÉAIRE ASSOCIÉ AU PLUS COURT CHEMIN

D'après le principe, bien connu, de la programmation dynamique (BELLMAN 1954,

1958), on sait que les valeurs yi vérifient les équations (dites "d'optimalité") suivantes :
yio = 0

∀j ≠ io : y j = Min
i∈Γ j

−1
yi + aij{ }







où Γ j
−1 = i / (i, j) ∈U{ } est l'ensemble des prédécesseurs directs du sommet j dans G.

En convenant de poser aij  = + ∞ si l'arc (i, j) n'existe pas et aii  = 0 (∀i = 1,... n) les

relations précédentes peuvent se réécrire :
yio = 0

∀j ≠ io : y j = Min
i=1...n

yi + aij{ }






En supposant, pour simplifier, que les longueurs aij  sont toutes positives ou nulles, on

doit avoir yj ≥ 0 (∀j = 1... n) et par suite les relations précédentes se réécrivent encore :

yio = Min Min
i=1...n

yi + aii o{ } ; 0







et,∀j ≠ io :

y j = Min Min
i=1...n

yi + aij{ } ; + ∞



















Considérons alors le dioïde (E, ⊕, ⊗) où E = R ∪ {+  ∞} et où les opérations ⊕ et ⊗
sont définies par :

∀ a [ E, ∀ b [ E :

a ⊕ b = Min {a, b}

a ⊗ b = a + b
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ε = + ∞ est l'élément neutre de ⊕ et e = 0 est l'élément neutre de ⊗
On remarque alors que les relations ci-dessus peuvent s'écrire sous la forme du système

linéaire :

yio = yi ⊗ ai, i o ⊕ e
i=1

n
∑

y j = yi ⊗ ai, j ⊕ ε pour tout j≠ io
i=1

n
∑










soit, en notation matricielle :

y = y ⊗ A ⊕ bT (1)

où A désigne la matrice aij( )
j=1…n
i =1…n   et b le n-vecteur défini par :

bio = e et, ∀ j ≠ io : bj = ε.

On voit ainsi que rechercher le vecteur y dont les composantes sont les longueurs des

plus courts chemins d'origine io revient à résoudre le système linéaire (1) dans le dioïde

(E, ⊕, ⊗).

2 . 2 . ALGORITHME DE BELLMAN - LIEN AVEC LA MÉTHODE DE

JACOBI

Comme nous le verrons dans les paragraphes 4 et 5 du présent rapport, la plupart des

algorithmes de résolution du problème du plus court chemin peuvent s'interpréter comme

des variantes de méthodes connues en algèbre linéaire classique.

Ainsi, par exemple, l'algorithme de Bellman (1958) qui consiste à partir de yo défini

par :

yio
o = 0, yj

o = + ∞ (∀ j ≠ io)

puis à effectuer itérativement les calculs suivants :

yio
t+1 = 0

y j
t+1 = Min

i ∈Γ j
−1

yi
t + aij{ }
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En utilisant le système (1) cet algorithme peut se mettre sous la forme équivalente :

y
o = b

y
t+1 = y

t ⊗ A ⊕ b







(3)

(4)

où l'on reconnaît l'analogue de la méthode de Jacobi en algèbre linéaire classique.

De (3) et (4) on déduit, pour t entier > 0 quelconque :

yt = b ⊗ (I ⊕ A ⊕ A2 ⊕... ⊕ At)

où I = 

e
e ε

⋅
ε ⋅

e



















 est la matrice identité de Mn (E).

La convergence de l'algorithme de Bellman est donc liée à la convergence de la série

I ⊕ A ⊕ A2 ⊕... ⊕ At ⊕...

2 . 3 . LA NOTION DE QUASI-INVERSE D'UNE MATRICE

Il est bien connu que l'algorithme de Bellman converge en au plus n-1 itérations,

autrement dit que yn-1 est le vecteur des longueurs des plus courts chemins, si et

seulement si le graphe ne contient pas de circuit de longueur strictement négative. Sous

ces conditions, nous verrons (cf théorème 1 § 3.3) que la série A(k) = I ⊕ A ⊕ A2 ⊕...

⊕ Ak converge en n-1 étapes au plus, c'est-à-dire que A(n-1) = A(n) = A(n+1) = ... et la

limite de cette série notée A* sera appelée la quasi-inverse de la matrice A.

L'algorithme de Bellman converge alors vers y = b ⊗ A*.

On vérifie que b ⊗ A* est bien d'une solution de (1) car :

b ⊗ A*  ⊗ A ⊕ b = b ⊗ (A*  ⊗ A ⊕ I)

Or, si A*  = A(n-1), on a :

A*  ⊗ A ⊕ I = A(n) = A(n-1) = A*

On en déduit donc bien :

b ⊗ A*  = (b ⊗ A*) ⊗ A ⊕ b

Nous allons voir maintenant que la solution b ⊗ A*  fournie par l'algorithme de Bellman-

Jacobi n'est pas une solution quelconque de (1).
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2 . 4 . MINIMALITÉ DE LA SOLUTION DE BELLMAN-JACOBI

En utilisant le fait que   R∪ +∞{ }, Min, +( ) est un dioïde (c.a.d un semi-anneau

canoniquement ordonné) montrons que b ⊗ A*  est la solution minimale du système

linéaire (1).

En effet soit y une solution quelconque de y = y ⊗ A ⊕ b

On peut écrire :

y = y ⊗ A ⊕ b

= (y ⊗ A ⊕ b) ⊗ A ⊕ b

= y ⊗ A2 ⊕ b ⊗ (I ⊕ A)

En reportant l'expression ci-dessus de y dans (1) on obtient de même :

y = y ⊗ A3 ⊕ b ⊗ (I ⊕ A ⊕ A2)

En réitérant l'argument, on obtient pour tout k ≥ 2 :

y = y ⊗ Ak ⊕ b ⊗ A(k-1)

Ainsi pour k ≥ n, on a :

y = y ⊗ Ak ⊕ b ⊗ A*

En notant ≤ la relation d'ordre canonique du dioïde   R∪ +∞{ }, Min, +( ) ce résultat

montre que b ⊗ Α*  ≤ y, et ce, pour toute solution y de (1). b ⊗ A*  est donc bien la

solution minimale de (1).

Pour le problème du plus court chemin (ainsi que pour de nombreux autres problèmes de

cheminement dans les graphes, voir § 6 ci-après), il ne s'agit pas seulement de trouver

une solution quelconque de (1) ou (2) mais la solution minimale.

L'exemple de la Figure 1 illustre le fait qu'une solution non minimale de (1) n'est pas

pertinente vis-à-vis du problème de plus court chemin (par convention les arcs du graphe

complet non représentés ont une longueur +∞). Le vecteur y = (0, 1, 1, 1) est solution du

système (1). En effet on vérifie que l'on a bien :

y1 = Min {y1 + a11, y2 + a21, y3 + a31, y4 + a41, 0}

y2 = Min {y1 + a12, y2 + a22, y3 + a32, y4 + a42, +∞}

y3 = Min {y1 + a13, y2 + a23, y3 + a33, y4 + a43, +∞}

y4 = Min {y1 + a14, y2 + a24, y3 + a34, y4 + a44, +∞}
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4

3

1

0

0

0

0

1

25

2 4

Figure 1 : exemple d'un graphe orienté sur lequel on recherche les longueurs

des plus courts chemins d'origine 1. Le vecteur y = (0, 1, 1, 1) est solution du

système (1), mais n'est pas solution du problème de plus court chemin d'origine 1

car ce n'est  pas la solution minimale de (1).

Cependant on remarque que les composantes de y n'ont rien à voir avec les longueurs des

plus courts chemins d'origine 1 dans le graphe de la figure 1. Seule la solution minimale

(0, 2, 3, 5) du système (1) a pour composantes les longueurs des plus courts chemins

cherchés.

3 . QUASI -INVERSE  D 'UNE MATRICE  A  ELEMENTS  DANS
UN SEMI-ANNEAU - EXISTENCE ET PROPRIETES

3 . 1 . DÉFINITIONS
Soit A ∈ Mn (E) une matrice carrée n x n à éléments dans un semi-anneau (E, ⊕, ⊗).

Pour tout k ∈  N , désignons par Ak  la puissance kième de A, c'est-à-dire

A ⊗ A ⊗... ⊗ A (k fois) et définissons les matrices A(k) par :

A (k) = I ⊕ A ⊗ A2 ⊕.... ⊕ Ak
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où I =

e
e ε

⋅
ε ⋅

e



















 est la matrice identité de Mn (E).

Remarquons que, dans le cas particulier où l'opération ⊕ est idempotente, le résultat

suivant donne une autre expression de A(k) en fonction de A' = I ⊕ A

Proposition 3.1.1
Si l'opération ⊕ est idempotente, alors A(k) = (I ⊕ A)k

Démonstration

Le développement de (I ⊕ A)k donne (I ⊕ A)k = I ⊕ Ck
r

r=1

k
∑ A

r

où la somme s'entend au sens de ⊕ et où Ck
r A r  dénote la somme Ar ⊕ Ar ⊕... ⊕ Ar

Ck
r  fois Ck

r = k!
r! (k − r)!






.  Comme ⊕ est idempotente on a donc Ck

r A r = A r et la

proposition s'en déduit.    

Définition  3.1.2 (Quasi-inverse d'une matrice)
On appelle quasi-inverse de A ∈ Mn (E), notée A* , la limite, lorsqu'elle existe, de la suite

des matrices A(k) lorsque k → ∞ :
A*  = lim

k → ∞
 A(k)

Nous allons étudier des conditions suffisantes d'existence de la matrice A* . Ces

conditions feront intervenir l'interprétation des matrices Ak et A(k) en termes de chemins

du graphe  G(A) associé à la matrice A.

3 . 2 . GRAPHE ASSOCIÉ À UNE MATRICE.

MATRICE D'ADJACENCE GÉNÉRALISÉE ET PROPRIÉTÉS

Soit A ∈ Mn (E) une matrice carrée n x n à coefficients dans E. On définit le graphe G(A)

associé à A de la façon suivante :

- l'ensemble des sommets de G(A) est {1, 2,... n} l'ensemble des indices des lignes

(ou des colonnes) de A ;

- l'ensemble des arcs de G(A) est l'ensemble des couples ordonnés (i, j) correspondant

aux termes aij  de A distincts de ε (l'élément neutre de ⊕). Si A contient un terme

diagonal aii  ≠  ε, alors G(A) contient un arc (i, i) encore appelé une boucle.
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Remarquons que le graphe G(A) ainsi défini est un graphe valué : à chaque arc (i, j) se

trouve associée la valeur aij  ∈ E (aij  ≠  ε) du terme correspondant de la matrice A.

Inversement, la matrice A peut être considérée comme la matrice d'adjacence (généralisée)

du graphe valué G(A).

La propriété 3.2.1 ci-dessous est à la base des développements qui vont suivre, et permet

d'interpréter les coefficients des matrices Ak et A(k) en termes de chemins et de circuits du

graphe associé G(A).

Pour tout k ∈ N, notons :

• Pij
k  l'ensemble des chemins de G(A) (non nécessairement élémentaires) joignant le

sommet i au sommet j et comportant exactement k arcs ;

• Pij
(k)  l'ensemble des chemins de G(A) (non nécessairement élémentaires) joignant le

sommet i au sommet j et comportant au plus k arcs.

Par ailleurs, à tout chemin µ ∈ Pij
k , composé de la suite des sommets io, i1, i2,... ik-1,ik

(avec i0 = i et ik = j), associons son poids w(µ) = aio, i1 ⊗ ai1, i2 ⊗.... ⊗ aik-1, ik

On peut alors énoncer :

Propriété 3.2.1

(i) Chaque terme (i, j) de la matrice Ak est égal à la somme des poids des chemins de

Pij
k  :

Ak( )
ij

= w µ( )
µ∈Pij

k
∑ (5)

(ii) Chaque terme (i, j) de la matrice A(k) est égal à la somme des poids des chemins de

Pij
(k)  :

 Ak( )ij = w µ( )
µ∈Pij

(k)
∑ (6)

Démonstration

Elle se fait aisément par induction sur k, en tenant compte que ε est absorbant pour la

multiplication ⊗, et que celle-ci est distributive par rapport à l'addition.     
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Les chemins appartenant à Pij
k  ou à Pij

(k)  ne sont pas nécessairement élémentaires, c'est-

à-dire peuvent contenir des circuits. Dans le cas général où la multiplication ⊗ n'est pas

commutative, le poids d'un circuit γ passant successivement par les sommets i1, i2,... ik,

i1 dépend de la façon dont il est parcouru. Ainsi, si le sommet de départ est i1 le poids du

circuit est défini par :
 ai1 i2 ⊗ ai3 i4  ⊗ ... ⊗  ai k, i1

si le sommet de départ est i2, le poids est défini par :
 ai2 i3 ⊗ ai3i4  ⊗ .... ⊗  ai k , i1 ⊗ ai1 i2

et ces deux quantités peuvent être différentes. On est ainsi conduit à introduire la notion

de circuit pointé.

Définition 3.2.2 (notion de circuit pointé)

On appelle circuit pointé de G(A) la donnée d'un circuit de G(A) et d'un sommet

particulier de ce circuit pris comme origine du parcours du circuit. Le poids du circuit

pointé γ = {i 1 i2,... ik, i1} d'origine i1 est :

w (γ) =  ai1 i2 ⊗ ai2 i3 ⊗...⊗ ai k ,i1

Ainsi à un circuit de G composé de k sommets, on fait correspondre k circuits pointés.

Chacun de ces circuits pointés peut donc avoir un poids différent. Dans le cas où la

multiplication est commutative, tous les circuits pointés d'un même circuit ont le même

poids et la notion de circuit pointé n'est pas nécessaire.

On dira qu'un graphe G est sans circuit p-absorbant si le poids de chacun des circuits

pointés du graphe G est un élément p-stable de E. (a ∈ E est dit p-stable si et seulement si

a(p) = a(p+1) =..., où,   ∀ k ∈ N : a(k) = e ⊕  a ⊕  a2 ⊕ ... ⊕  ak). La Propriété 3.2.1

devient alors :

Propriété 3.2.3

Si G(A) est sans circuit p-absorbant, alors :

A(k)( )
ij

= w (µ)
µ
∑ (7)

où la sommation s'étend à l'ensemble des chemins de i à j comportant au plus k arcs et

n'empruntant pas plus de p fois successivement chaque circuit pointé de G(A).
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Démonstration :

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que tout chemin empruntant

successivement plus de p fois un circuit pointé n'a pas à être pris en compte dans (6).

Considérons donc un chemin µ de i à j empruntant successivement p+q fois (q ≥ 1) un

circuit pointé. Soit γ”” ce circuit pointé d'origine ”. Le chemin µ se décompose donc en

un chemin µi” de i à ” en p+q fois le circuit γi” , puis en un chemin µ” j de ” à j ; nous

noterons :

µ = µi” (γ””) p+q µ” j .

Si µ ∈ Pij
(k)  alors chacun des chemins :

µr = µil (γ””)r+q-1 µ” j avec r = 0, 1,..., p

appartient aussi à Pij
(k) .

Montrons que le chemin µ peut être absorbé dans (6) par l'ensemble des chemins µr

(pour r = 0, 1,... p). En effet :

w(µ) ⊕ w(µr ) = w(µil ) ⊗ w(γ ll )p+q ⊗ w µl j






0≤r≤p
∑ ⊕

0≤r≤p
∑ w µil( ) ⊗ w γ ll( )r+q−1

⊗ w(µlj )

d'où, en tenant compte de la distributivité à droite et à gauche de ⊗ :

w(µ) ⊕ w(µr ) = w(µil ) ⊗ w(γ ll )q−1 ⊗ e⊕ w(γ ll )⊕...⊕w(γ ll )p ⊕ w(γ ll )p+1[ ]
0≤r≤p

∑ ⊗ w(µlj )

Alors, en tenant compte que G(A) est sans circuit p-absorbant, on a :

w(µll)(p+1) = w(µll)(p) et l'équation précédente devient :

w(µ) ⊕ w(µr ) = w(µr )
o≤r≤p

∑
o≤r≤p

∑

On en déduit la proposition en appliquant cette propriété d'absorption à tous les chemins

empruntant plus de p fois successivement un circuit pointé de G (A).     

Un cas particulier, fréquemment rencontré dans les exemples (cf § 6 ci-après), est celui

où p = 0, c'est-à-dire le cas où, pour chaque circuit pointé γ, on a :

w(γ) ⊕ e = e.

Notons :

• Pij
(k)(o) l'ensemble des chemins élémentaires (n'empruntant pas deux fois le même

sommet) de Pij
(k) .
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• Pij  (o) l'ensemble des chemins élémentaires de i à j.

Dans ce cas, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.4

Si G(A) est sans circuit  0-absorbant, alors :

A(k)( )
ij

= w(µ)
µ∈Pij

(k) (o)
∑ (8)

A(n−1)( )
ij

= w(µ)
µ∈Pij (o)

∑ (9)

Démonstration

(8) est une conséquence immédiate de (7) en tenant compte du fait que p = 0. (9) se

déduit alors de (8) en remarquant qu'un chemin élémentaire comporte au plus n-1 arcs.  

3 . 3 . CONDITIONS D'EXISTENCE DE LA QUASI-INVERSE A*

Dans le cas où G(A) est sans circuit 0-absorbant, on peut immédiatement déduire du

corollaire 3.2.4 du § 3.2 le :

Théorème 1 (Carré 1971, Gondran 1973)

Si G(A) est sans circuit 0-absorbant, alors la suite des matrices A(k) admet une limite A*

quand k → ∞, et cette limite est atteinte pour k �≤ n-1 :
A* = lim

k→∞
 A(k) = A(n-1)  = A(n) =... (10)

De plus, A* (quasi-inverse de A) vérifie les équations matricielles :

A* = I ⊕  A ⊗ A* =   I ⊕ A* ⊗ A (11)

Démonstration

Le fait que la suite A(k) admet une limite qui est sûrement atteinte pour k = n-1 découle

directement de (8) et (9).

Par ailleurs on a :

I ⊕ A ⊗ A* = I + A ⊗ (I ⊕  A ⊕ ... ⊕ An-1)

= A(n) = A(n-1) = A*

ce qui démontre (11).   

Le résultat précédent montre que si tous les poids des circuits de G(A) sont des éléments

0-stables de E, alors la matrice A est (n-1) stable dans Mn (E).
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Remarque

Le théorème 1 peut se généraliser au cas des dioïdes à droite (resp : des dioïdes à gauche)

où ⊗ est seulement distributive à droite (resp : à gauche) par rapport à ⊕. Dans ce cas,

il faut supposer que G est sans circuit 0-absorbant à droite (resp : à gauche),

c'est-à-dire que, pour tout circuit γ, on doit avoir, ∀  a ∈  E : a ⊕  w (γ) ⊗  a = a

(resp : a ⊕ a ⊗ w (γ) = a).

On se reportera à l'Annexe 1 en fin de rapport.  ||

Etudions maintenant le cas où G(A) est sans circuit p-absorbant avec p ≥ 1. Dans cette

situation, les seules hypothèses de la Propriété 3.2.3 ne suffisent pas pour démontrer la

convergence finie de A(k), la cardinalité des chemins intervenant dans (7) ne pouvant être

bornée. Nous examinerons donc successivement deux types d'hypothèses

supplémentaires :
- commutativité de la multiplication
- p-nilpotence de l'ensemble des termes de la matrice A.

Considérons d'abord l'hypothèse ou la multiplication est commutative.

Notons :

• Pij
(k)(p) l'ensemble des chemins de Pij

(k)  n'empruntant pas plus de p fois chaque

circuit élémentaire de G(A).
• Pij  (p) l'ensemble des chemins de i à j n'empruntant pas plus de p fois chaque circuit

élémentaire de G(A).

Remarquons que la cardinalité (en nombre d'arcs) des chemins de Pij  (p) est majorée par

n-1+pnt, où t désigne le nombre total de circuits élémentaires de G(A).

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2 (Gondran 1973)

Si G est sans circuit p-absorbant et si la multiplication est commutative, alors :

A(k)( )
ij

= w(µ)
µ∈Pij

(k) (p)
∑ (12)

A(np)( )ij  = w(µ)
µ∈Pij (p)

∑ (13)

où np est le nombre maximum d'arcs des chemins de Pij  (p) (np ≤ n-1+pnt où t est le

nombre total de circuits élémentaires de G(A)).
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De plus la suite des matrices A(k) admet une limite A* quand k → ∞, et cette limite est

atteinte pour k ≤ np :

A* = lim        A(k) = A(np) = A(np+1) =... (14)
k→+∞

A* (quasi inverse de A) vérifie alors les équations matricielles (11).

Démonstration

(12) se déduit directement de la Propriété 3.2.3 puisque la commutativité de ⊗ permet de

considérer tout circuit comme un produit de circuits élémentaires, et de ne pas tenir

compte de l'ordre dans lequel ces circuits sont parcourus.

Le reste du théorème se démontre de la même façon que pour le théorème 1.  

Le résultat précédent montre que, si la multiplication est commutative et si tous les poids

des circuits de G(A) sont des éléments p-stables de E, alors la matrice A est np -stable

dans Mn (E) (avec np ≤ n-1+pnt où t est le nombre de circuits élémentaires de G (A)).

Considérons maintenant le cas où ⊗ n'est pas commutative, mais où l'ensemble des

termes de la matrice A est p-nilpotent.

Soit F un sous ensemble de E et p un entier > 0. On dira que F est p-nilpotent si et

seulement si, pour toute suite de p+1 éléments (non nécessairement tous distincts) a0, a1,

a2,... ap pris dans F, on a :

a0 ⊗  a1 ⊗ .... ⊗ ap = ε (l'élément neutre de ⊕)

Le résultat suivant montre alors qu'une hypothèse de p-nilpotence permet de se passer de

la commutativité de la multiplication pour établir la convergence de la suite A(k).

Théorème 3 (Minoux 1976)

Si l'ensemble F des coefficients aij  de la matrice A est p-nilpotent, alors la matrice A(k)

admet une limite A* qui est atteinte pour k ≤ p :

A* = lim    A(k) = A(p) = A(p+1) = ...
k→ +∞

Α∗ vérifie alors les équations matricielles (11).

Démonstration

Il suffit de remarquer que tous les chemins de plus de p arcs n'ont pas à être pris en

compte dans (6). (11) se démontre comme pour le théorème 1.  
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Le théorème 3 montre ainsi que, si l'ensemble des termes de A est p-nilpotent, alors la

matrice A est p-stable. Remarquons que tous les éléments d'un ensemble p-nilpotent sont

p-stables : l'hypothèse de p-nilpotence est donc plus forte que celle de p-stabilité.

3 . 4 . QUASI-INVERSE ET SOLUTIONS DE SYSTÈMES LINÉAIRES.

MINIMALITÉ POUR LES DIOÏDES

Supposons que la matrice A admette une quasi-inverse A* qui vérifie les relations (11).

Le résultat suivant montre que A* permet de déterminer des solutions pour les systèmes

(1) et (2) du §1.

Propriété 3.4.1

Soit A ∈ Mn (E) et supposons que sa quasi-inverse A* existe et vérifie :

A* = I ⊕ A ⊗ A* = I ⊕ A* ⊗ A (11)

Alors :

(i) pour toute matrice B ∈ Emxn

(m entier 1≤ m ≤n)

Y = B ⊗ A* ∈ Emxn est solution du système linéaire matriciel :

Y = Y ⊗ A ⊕ B (15)

(ii) pour toute matrice B ∈ Enxm (m entier 1 ≤ m ≤ n) Z = A*  ⊗ B ∈ Enxm est

 solution du système linéaire matriciel :

Z = A ⊗ Z ⊕ B (16)

Démonstration

On obtient (15) avec Y = B ⊗ A* en multipliant (11) à gauche par B et (16) avec

Z = A*  ⊗ B, en multipliant (11) à droite par B.      

Dans le cas particulier où m = 1, la Propriété ci-dessus montre comment construire, à

partir de A* , des solutions pour des systèmes de type (1) et (2) introduits dans le § 1.

Considérons maintenant le cas où (E, ⊕, ⊗) est un dioïde, c'est-à-dire où la relation de

préordre canonique ≤ est une relation d'ordre.

La propriété suivante établit alors la minimalité au sens de cette relation d'ordre des

solutions construites à l'aide de la quasi-inverse.
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Propriété 3.4.2 

Supposons qu'il existe K ∈ N tel que A* = A(K) = A(K+1) =....

Si (E, ⊕, ⊗) est un dioïde muni de la relation d'ordre canonique ≤, alors Y = B ⊗ A*

(resp Z = A* ⊗ B) est la solution minimale dans l'ensemble des solutions de (15) (resp :

dans l'ensemble des solutions de (16)) ordonné par la relation d'ordre induite par ≤.

Démonstration

Soit Y une solution quelconque de (15)

On peut écrire :

Y = B ⊕ (B ⊕ Y ⊗ A) ⊗ A

= B ⊗ (I ⊕ A) ⊕ Y ⊗ A2

et, d'une façon générale, pour tout k ∈ N :

Y = B ⊗ (I ⊕ A ⊕...⊕ Ak-1) ⊕ Y ⊗ Ak

On a donc pour k ≥ K :

Y = B ⊗ A* ⊕ Y ⊗ Ak

ce qui montre que B ⊗ A* ≤ Y

Par suite B ⊗ A* est la solution minimale dans l'ensemble des solutions de (15).

On démontrerait, de manière analogue, que A* ⊗ B est la solution minimale de (16).  

On retrouve ainsi, sous une forme généralisée, la propriété de minimalité déjà rencontrée

dans le § 2.4 à propos du problème du plus court chemin dans un graphe.

En prenant, par exemple, pour B le vecteur-ligne bT (matrice 1 x n) dont toutes les

composantes sont ε sauf la composante d'indice io égale à e, on remarque que bT ⊗ A*,

qui n'est autre que la ligne d'indice io de A*, est la solution minimale de l'équation :

y = y ⊗ A ⊕ bT

Ainsi, lorsque E est un dioïde, il revient au même de calculer A* ou de rechercher des

solutions minimales pour chacun des n systèmes linéaires de type (1) obtenus en prenant

b égal successivement aux n vecteurs unitaires :(e, ε, ε,... ε)T

(ε, e, ε.... ε)T
.
.
.

(ε, ε,...,    e)T
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4 . ALGORITHMES ITERATIFS POUR LA RESOLUTION
DE SYSTEMES LINEAIRES

Pour A  ∈ Mn (E) donnée, nous avons montré dans le § 3 comment la résolution de

systèmes linéaires de type :

y = y ⊗ A ⊕ bT (1)
ou

z = A ⊗ z ⊕ b (2)

(et plus généralement de systèmes linéaires matriciels de type (15) ou (16)) peut se

ramener à la détermination de la quasi-inverse A* de A.

Le calcul de A* pourra se faire, suivant les cas, ligne par ligne, colonne par colonne ou

globalement.

4 . 1 . ALGORITHME DE JACOBI GÉNÉRALISÉ

Supposons, pour fixer les idées, que l'on cherche à déterminer la première ligne de la

matrice A*. Autrement dit, on cherche y = bT ⊗ A* avec bT = (e, ε, ε, …, ε).

D'après le § 3, on sait que y est solution de l'équation (de type "point fixe") :

y = y ⊗ A ⊕ bT (1)

L'algorithme 1 ci-dessous peut alors être vu comme l'analogue direct de la méthode de

Jacobi, en algèbre linéaire classique, pour résoudre un système de type (1).

Algorithme 1 (Jacobi généralisé)

Détermination de la première ligne de A*, ou preuve que A(K) ≠ A*

(a) poser yo = bT  = (e, ε,...ε) ; t ← 0 ;

(b) A l'itération t, soit yt  la solution courante. Calculer

yt+1 = yt ⊗ A ⊕ bT

Si yt+1 = yt, l'algorithme se termine et yt = bT ⊗ A* (la première ligne de A*)

Si yt+1 ≠ yt et t ≤ K alors faire t ← t+1 et retourner en (b).

Si yt+1 ≠ yt et t = K alors interrompre les calculs : A* ≠ A(K)
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Théorème 4.

(i) Si il existe K entier tel que A* = A(K), alors l'algorithme de Jacobi généralisé

construit, en au plus K itérations, la première ligne de A*. Dans le cas contraire,

l'algorithme prouve en au plus K itérations que A* ≠ A(K).

(ii) Si A*  existe et si (E, ⊕, ⊗) est un dioïde topologique, alors l'algorithme de

JACOBI généralisé engendre une suite croissante et convergente (au sens de la

sup-topologie) vers la première ligne de A*.

Démonstration

Démontrons tout d'abord (i), c'est-à-dire la convergence finie.

On a yo = bT d'où y1 = bT ⊗ (I ⊕ A)

y2 = bT ⊗ (I ⊕ A ⊕ A2) et, par induction, ∀ t ∈ N :

yt = bT ⊗ (I ⊕ A ⊕ A2 ⊕.... ⊕ At) = bT ⊗ A(t)

ce qui montre que la suite des solutions engendrées par l'algorithme est monotone

croissante.

Si il existe K ∈ N tel que A(K) = A* alors on a : yK = bT ⊗ A* = yK+1 = ....

Par conséquent, si yK+1 ≠ yK, c'est que A* ≠ A(K).   

Démontrons maintenant (ii), c'est-à-dire la convergence dans les dioïdes topologiques.

D'après ce qui précède on a, ∀ t : y t = b T ⊗ A (t). Comme A* existe, la suite A (t) est

croissante et convergente vers A*. Comme le passage à la limite est compatible avec les

lois ⊕ et ⊗ (puisque l'on est dans un dioïde topologique), on en déduit que y  t admet

pour limite  b T ⊗ A*, la première ligne de A*.       

En pratique, on pourra souvent obtenir un majorant du nombre K tel que A(K)  = A* avec

des hypothèses supplémentaires. Par exemple :

- en l'absence de circuit 0-absorbant (cf § 3, Théorème 1) alors K ≤ n-1 ;

- si la multiplication ⊗ est commutative et en l'absence de circuit p absorbant (cf § 3,

Théorème 2) alors K ≤ n-1 + pn t, où t est le nombre total de circuits élémentaires de

G (A) ;

- si l'ensemble F des termes de A est p-nilpotent (cf § 3 Théorème 3) alors K ≤ p.

Dans le cas où les itérations s'arrêtent à l'itération t = K avec yK+1 ≠ yK, on aboutit à une

situation incohérente avec les hypothèses. L'algorithme de Jacobi peut donc également

être considéré comme un moyen de vérification algorithmique de la pertinence des
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hypothèses utilisées.

Le résultat suivant donne la complexité de l'algorithme 1.

Proposition 4.1.1

En supposant que la complexité de chacune des opérations ⊕  et ⊗  est en o  (1)

l'algorithme de Jacobi a pour complexité o (Kn2) si la matrice A a tous ses termes

différents de ε, et o (KM) si M est le nombre de termes de A différents de ε.

Démonstration

Chaque itération exige un produit matrice-vecteur (n2 opérations ⊕ et ⊗) et une somme

de deux vecteurs (n opérations ⊕). La complexité est donc o (K n2). Si le nombre de

termes de A différents de ε est M << n2, cette complexité peut être ramenée à o (K.M) en

utilisant une représentation compacte de A.  

Dans le cas du problème du plus court chemin (E = R ∪ {+ ∞}, ⊕ = Min, ⊗ = +),

l'algorithme 1 n'est autre que l'algorithme de BELLMAN (1958).

4.2. ALGORITHME DE GAUSS-SEIDEL GÉNÉRALISÉ

Par analogie avec la version classique de l'algorithme de Gauss-Seidel, l'idée consiste à

décomposer la matrice A en l'exprimant comme la somme d'une matrice triangulaire

inférieure L et d'une matrice triangulaire supérieure U. Pour simplifier la présentation

nous supposerons pour commencer que les éléments diagonaux de A sont tous égaux à ε.

On a donc :

A = U ⊕ L

L'itération de base de l'algorithme de Jacobi généralisé (cf § 4.1) se met alors sous la

forme :

yt+1 = bT ⊕ yt ⊗ U ⊕ yt ⊗ L

Ainsi, pour toute composante j = 1,... n, le calcul de yj
t+1 se fait par la relation :

yj
t+1 = bj ⊕ yi

t ⊗ aij ⊕ yi
t ⊗ a

ij
i= j+1

n
∑

i=1

j−1
∑

Lors du calcul de yjt+1, tous les termes y1
t+1, y2

t+1, …, yj-1
t+1 ont déjà été déterminés.

L'idée de l'algorithme de Gauss-Seidel est alors de remplacer les valeurs yj
t dans la

première sommation par les nouvelles valeurs yj
t+1 déjà déterminées, ce qui conduit à la

récurrence :
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y j
t+1 = bj ⊕

i=1

j−1
∑ yi

t+1 ⊗ aij ⊕
i= j+1

n
∑ yi

t ⊗ aij

ou encore, sous forme matricielle :

yt+1 = bT ⊕ yt+1 ⊗ U ⊕ yt ⊗ L (17)

Ceci conduit à l'algorithme suivant :

Algorithme 2 (Gauss-Seidel généralisé)

Détermination de la première ligne de A* ou preuve que A(K) ≠ A*

(a) Poser bT = (e, ε, … ε)T et yo = (ε, ε, ε,... ε) ; t ← 0 ;
(b) A l'itération t, soit yt la solution courante. Calculer :

yt+1 = bT ⊕ yt+1 ⊗ U ⊕ yt ⊗ L

Si yt+1 = yt, l'algorithme se termine et yt = bT ⊗ A* (la première ligne de A*)

Si yt+1 ≠ yt et t ≤ K alors, faire t ← t+1 et retourner en (b)

Si yt+1 ≠ yt et t = K alors interrompre les calculs : A* ≠ A(K).

Théorème 5

(i) S'il existe K ∈ N tel que A(K) = A*, alors l'algorithme de Gauss-Seidel généralisé

construit, en K itérations au plus, la première ligne de A*. Dans le cas contraire,

l'algorithme prouve, en K itérations au plus, que A* ≠ A(K).

(ii) Si A*  existe et si (E, ⊕ , ⊗) est un dioïde topologique, alors l'algorithme de

GAUSS-SEIDEL généralisé engendre une suite croissante et convergente (au sens

de la Sup-Topologie) vers la première ligne de A*.

Démonstration

Démontrons tout d'abord (i), c'est-à-dire le cas de la convergence finie .

Pour cela considérons ŷ
t
la solution obtenue à partir de ŷ

0
= (ε, ε, … ε) à la tième itération

de la méthode de JACOBI c'est-à-dire par :

ŷ j
t+1 = bj ⊗

i=1

j−1
∑ ŷi

t ⊗ aij ⊕
i= j+1

n
∑ ŷi

t ⊗ aij

Rappelons que, par construction ŷ
t+1 ≥ ŷ

t
.

Démontrons alors par récurrence que, ∀ t :  ŷ
t ≤ y

t

Cette relation est vraie pour t = 0. Supposons-la donc vraie pour t ∈ N quelconque.
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Alors on peut écrire, ∀ j = 1, …, n :

y j
t+1

= bj ⊕
i=1

j−1
∑ yi

t+1 ⊗ aij ⊕
i= j+1

n
∑ yi

t ⊗ aij

≥ bj ⊕
i=1

j−1
∑ ŷi

t+1 ⊗ aij ⊕
i= j+1

n
∑ ŷi

t ⊗ aij

≥ bj ⊕
i=1

j−1
∑ ŷi

t ⊗ aij ⊕
i= j+1

n
∑ ŷi

t ⊗ aij

d'où l'on déduit y j
t+1 ≥ ŷ j

t+1

Par suite, dans le cas où l'algorithme de JACOBI converge de façon finie, l'algorithme de

GAUSS-SEIDEL généralisé ne peut nécessiter plus d'itérations. On en déduit (i).

Démontrons maintenant (ii), c'est-à-dire la convergence dans les dioïdes topologiques.

La matrice U étant triangulaire supérieure, elle est n-nilpotente, c'est-à-dire que

Un = Un+1 = Un+2 = … = Σ (matrice n x n dont tous les termes sont égaux à ε). Par

suite, la quasi-inverse U*  de U existe, et est égale à U(n-1).

D'autre part, en raison de la forme de l'itération (17), on observe que yt+1 est solution

minimale en y de l'équation :

y = bT ⊗ y ⊕ bT ⊕ yt ⊗ L

On a donc :

yt+1 = (bT ⊕ yt ⊗ L) ⊗ U*  (18)

ce qui fournit l'expression de yt+1 en fonction de yt seulement.

On peut alors interpréter (18) comme une itération de type Jacobi appliquée à l'équation :

y = bT ⊗ U*  ⊕ y ⊗ (L ⊗ U* ) (19)

En utilisant la démonstration du théorème 4, et en tenant compte du fait que

y° = (ε, ε, …, ε), on peut écrire, ∀ t :

yt = (bT ⊗ U* ) ⊗ [I ⊕ (L ⊗ U* ) ⊕ (L ⊗ U* )2 ⊕ … ⊕ (L ⊗ U* )t]

Comme A*  = (U ⊕ L)*  existe, (L ⊗ U*)*  existe et l'on a :

(U ⊕ L)*  = U*  ⊗ (L ⊗ U* )*.

La suite yt engendrée par l'algorithme de GAUSS-SEIDEL généralisé est donc croissante

et majorée avec pour limite :

bT ⊗ U*  ⊗ (L ⊗ U* )*

= bT ⊗ (U ⊕ L)*  = bT ⊗ A*
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c'est-à-dire la solution minimale de l'équation y = y ⊗ A ⊕ bT.  

Appliqué au problème du plus court chemin dans un graphe, l'Algorithme 2 n'est autre

que l'algorithme de FORD (1956). Dans ce cas, on a convergence finie.

Remarque :

Dans le cas où les éléments diagonaux de A ne sont pas tous égaux à ε, mais sont quasi-

inversibles, le calcul de yt+1 à partir de yt à chaque itération doit être modifié, et se faire

selon la procédure suivante :

pour j = 1, 2, …, n

y j
t+1 = bj ⊕ y

i
t+1 ⊗ aij ⊕

i= j+1

n
∑ yi

t ⊗ aij
i=1

j−1
∑









 ⊗ ajj

*

(où ajj
*  dénote le quasi inverse du terme diagonal ajj). ||

4 . 3 . L'ALGORITHME DE DIJKSTRA GÉNÉRALISÉ ("ALGORITHME
GLOUTON") DANS CERTAINS DIOÏDES SÉLECTIFS

Nous allons montrer maintenant que l'on peut obtenir un algorithme généralement plus

efficace que ceux décrits dans les paragraphes précédents en se restreignant à une classe

particulière de dioïdes.

Nous supposerons ainsi, dans tout ce paragraphe, que (E, ⊕, ⊗) est un dioïde sélectif et

dans lequel e (l'élément neutre de ⊗) est le plus grand élément (au sens de la relation

d'ordre du dioïde), autrement dit : ∀  a ∈  E : e ⊕  a = e. La relation d'ordre étant

compatible avec la multiplication, on a donc, dans un tel dioïde :

∀ a ∈ E, b ≥ c ⇒ b ⊗ e ≥ c ⊗ a ⇒ b ≥ c ⊗ a (18)

(R+ ∪ {+ ∞}, Min, +),  ([0, 1], Max, × ) ({0, 1}, Max, Min),  (R+ ∪ {+ ∞}, Max,

Min) sont des exemples de dioïdes sélectifs dans lequel e est le plus grand élément.

Rappelons que, dans un dioïde où e est le plus grand élément, tout élément de E est

0-stable. Toute matrice A ∈ Mn (E) est donc quasi-inversible puisque G (A) est alors

sans circuit 0-absorbant (cf. Théorème 1, § 3.3).

L'algorithme 3, décrit ci-après, utilise le résultat suivant.
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Théorème 6 (Gondran 1975b)

Soit (E, ⊕, ⊗) un dioïde sélectif dans lequel e est le plus grand élément.

Etant donnée A ∈ Mn (E), considérons le système linéaire :

z = z ⊗ A ⊕ b (19)

où b est un vecteur-ligne à n composantes donné et soit z = b ⊗ A*  la solution minimale

de ce système. Alors il existe io ∈ [1, n] tel que zio = bio  et cet indice io est défini par :

bio  = 
i=1

n
∑ bi (20)

Démonstration

a) Soit io défini par (20). Montrons d'abord qu'il existe une solution ẑ de (19) telle
que ̂zio = bio .

En posant zio = bio les équations (19) s'écrivent, pour i ≠ io :

zi =
j ≠ i o
j=1

n
∑ zj ⊗ aji ⊕ bi ⊕ bio ⊗ aioi( ) (21)

et pour i = io :

zio =
j=1

n
∑ zj ⊗ aji o

⊕ bio (22)

En notant A
~

la matrice déduite de A en supprimant la ligne io et la colonne io, z
~

 le
vecteur déduit de z en supprimant la composante io, les relations (21) s'écrivent sous
forme du système :

z
~

= z
~

⊗ A
~

⊕ b
~

(23)

où b
~

 est le vecteur de composantes (bi ⊕ bio  ⊗ aioi ) pour i ≠ io. Ce système

admet z
~

= b
~

⊗ A *
~

 comme solution minimale. Soit alors ẑ le vecteur de dimension

n tel que ẑio =  bio  et dont les composantes ẑi   (i ≠  io) sont celles de

z
~

= b
~

⊗ A *
~

.

Par construction, ̂zvérifie (21). Montrons qu'il vérifie également (22).

Pour cela, et du fait de l'idempotence de ⊕, il suffit de montrer que :

∀ j ≠ io : bio≥ ẑj ⊗ aji o
 (24)

D'après (20) : bio  ≥ bi, d'où il découle par (18) : bio  ≥ bi ⊗ A
~

*





 ij

.
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Toujours en utilisant (18), on peut aussi écrire :

bio  ≥ bio  ⊗ aioi  ⊗ A
~

*





 ij

Alors, ẑj  étant défini, ∀ j ≠ io, par la relation :

ẑj  = 

i ≠ i o
i =1

n

∑ bi ⊕ bio
⊗ aioi





 ⊗ A

~
*






 ij

on déduit de ce qui précède que : bio  ≥ ẑj

ce qui, par (18), entraîne (24).

Ainsi, ẑ défini plus haut est solution de (19).

(b) Il reste à montre que ẑ est solution minimale de (19).

Pour toute solution z de (19) on a (22) donc zio ≥ bio = ẑio .

D'autre part, ̃̃z (déduit de z en supprimant la composante io) est solution de

˜̃z = ˜̃z⊗ A
~

⊕ ˜̃b (25)

où ˜̃b est le vecteur de composantes (bi ⊕ zio ⊗ aioi ) pour i ≠ io.

Comme ̃
˜
b ≥ ˜̃z, et que ̃

˜
b ⊗ A

~
*  est solution minimale de (25) on a :

˜̃z ≥ ˜̃b ⊗ z
~

* ≥ b
~

⊗ A
~

* = z
~

On en déduit z ≥ ẑ, c'est-à-dire la minimalité de ẑ.   

Le résultat précédent peut être utilisé pour déterminer la matrice A*  ligne par ligne. Par

exemple, pour déterminer la première ligne de A* , on choisira b = (e, ε, ε, …, ε). Le

calcul de z = A1,1
* , A1,2

* ,…, A1, n
*( ) pourra alors se faire de proche en proche, de la façon

suivante.

On détermine un indice io ∈ [1, n] tel que :

bio =
i=1

n
∑ bi

Par le théorème 6, on en déduit la composante io de la solution cherchée : zio = bio

Avec cette information, on peut alors ramener le problème à la détermination de la

solution minimale du système linéaire réduit :

z
~

= z
~

⊗ A
~

⊕ b
~

(23)
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avec, ∀ i ≠ io : b
~

i = bi ⊕ bio
⊗ aioi , et où A

~
est la matrice déduite de A par suppression

de la ligne io et de la colonne io.

En appliquant de nouveau le théorème 6 à ce dernier problème, on détermine un indice

i1 ∈ [1, n] \ {io} par :

b
~

i1 =
i ∈[1, n]\{i o}

∑ b
~

i

et on obtient zi1
= b

~
i1, et ainsi de suite.

A chaque étape, on obtient la valeur d'une nouvelle composante de la solution z et la

dimension du problème décroît d'une unité. Au bout de n étapes, le vecteur solution est

donc obtenu.

On est ainsi conduit à l'algorithme suivant :

Algorithme 3 (DIJKSTRA généralisé)

Détermination d'une ligne de A*  d'indice r quelconque (r ∈ [1, n])

(a) Initialisation :

Poser : π(i) ← ε
π(r) ← e{ pour i ∈ [1, n] \ {r}

T = {1, 2, …, n}
(b) Etape courante :

(b1) Déterminer l'indice i ∈ T par :

π (i) = 
j ∈T
∑ π( j)

puis faire :  T ← Τ \ {i}
Si T = ø, fin de l'algorithme : le vecteur (π (1), π (2), … π (n)) est la ligne r

de A* .
Si T ≠ ø aller en (b2).

(b2) Pour tout j ∈ T faire :

π (j) ← π (j) ⊕ π (i) ⊗ aij

et retourner en (b).

Le résultat suivant établit la complexité de l'algorithme 3.

Proposition 4.3.1
L'algorithme 3 nécessite o (n2) opérations ⊕ et o (n2) opérations ⊗.
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Démonstration
A l'itération k où |T| = n - k + 1, le calcul de l'indice i à l'étape (b1) nécessite n - k + 1
opérations ⊕ et la mise à jour des valeurs π (j) à l'étape (b2) nécessite n - k opérations ⊕
et n - k opérations ⊗. Le résultat s'en déduit en effectuant la somme pour k variant de
1 à n.      

Dans le cas particulier du problème du plus court chemin dans un graphe avec longueurs
toutes positives ou nulles, on retrouve l'algorithme classique de DIJKSTRA (1959).

5 . ALGORITHMES DIRECTS : METHODE DE GAUSS-
JORDAN GENERALISEE ET VARIANTES

Nous généralisons dans ce paragraphe le calcul classique de l'inverse d'une matrice par
pivots de Gauss au calcul de la quasi-inverse d'une matrice A ∈ Mn (E) dans un semi-

anneau ou dans un dioïde, lorsque celle-ci existe.

On sait alors (cf § 3.3) que la quasi-inverse A* satisfait le système matriciel (11) et que,
de plus, si (E, ⊕, ⊗) est un dioïde, A* est solution minimale des système matriciels :

Y = Y ⊗ A ⊕ I (26)

et
Z = A ⊗ Z ⊕ I (27)

où : Y = (yij) ∈ Mn (E) et Z = (zij) ∈ Mn (E) désignent, dans chaque cas, la matrice

(inconnue) à déterminer. I dénote la matrice identité de Mn (E).

5.1. MÉTHODE DE GAUSS-JORDAN GÉNÉRALISÉE : PRINCIPE

Nous décrirons la méthode de Gauss-Jordan généralisée en considérant le système (26)' :

Y = Y ⊗ A ⊕ B (26)'

où B = (bij) ∈ Mn (E) est une matrice quelconque donnée.

Notons que l'on pourra obtenir des formules analogues pour la résolution du système :

Z = A ⊗  Z ⊕  B (27)'

Nous supposerons que (E, ⊕, ⊗) est un dioïde ayant la propriété (π) suivante :

Soit a ∈ E, b ∈ E ; si l'équation y = y ⊗ a ⊕ b a une solution en y, alors a* (quasi-

inverse de a) existe. (Notons que la propriété (π) est satisfaite dans tout dioïde dans

lequel toute suite croissante majorée a une limite donc, en particulier, dans les dioïdes

topologiques).

Comme nous le verrons, la propriété (π) nous permettra de montrer qu'à chaque étape, la

méthode calcule des expressions conduisant à des solutions minimales. Dans le cas où
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(E, ⊕, ⊗) n'est pas un dioïde, mais seulement un semi-anneau, la méthode donnera une

solution de (26)' qui n'a pas nécessairement de propriété de minimalité.

Dans le cas particulier où B = I (la matrice identité de Mn (E)) et où (E, ⊕, ⊗) est un

dioïde, la méthode de Gauss-Jordan généralisée détermine donc la solution minimale de

(26) c'est-à-dire la quasi-inverse A* de A.

La première équation de (26)' s'écrit :

y11 = y11 ⊗ a11 ⊕ y
lj

⊗ a
j1

⊕ b
11

j=2

n
∑ (28)

Comme nous supposons que A admet une quasi-inverse A* alors on sait que B ⊗ A* =

U = (uij) est solution minimale de (26)' donc u11 est solution minimale de l'équation :

y11 = y11 ⊗ a11 ⊕ h

avec h = u
1j

⊗ a
j1

⊕ b
11j=2

n
∑

Comme (E, ⊕ , ⊗ ) est un dioïde dans lequel toute suite croissante majorée est

convergente (propriété (π)), on en déduit que l'élément a11 a un quasi-inverse a
11
*  et

par suite (28) permet d'obtenir l'expression de y11 en fonction des autres variables

y1j (j = 2,... n) :

y11 = y
1j

⊗ a
j1

⊗ a
11
* ⊕ b

11
⊗ a

11
*

j=2

n
∑

On procède de même avec toutes les autres équations de (26)' correspondant à la première

colonne de Y. On a donc, pour tout i = 1,.... n :

yi1 = yi1 ⊗ a11 ⊕ yij ⊗ aj1 ⊕ bi1
j=2

n
∑

ce qui, en utilisant a11
* , permet d'exprimer yi1 en fonction des autres variables

yij  (j = 2,.... n) :

yi1 = yij ⊗ aj1 ⊗ a11
* ⊕ bi1 ⊗ a11

*

j=2

n
∑ (29)

Une fois obtenues les expressions de yi1 (i = 1...n) données par (29), on peut les

substituer dans les autres équations du système (26)', ce qui donne, pour i quelconque et

k ≥ 2 :



- 32 -

yik = yij ⊗ ajk ⊕ bik
j=1

n
∑

= yi1 ⊗ a1k ⊕ yij ⊗ ajk ⊕ bik
j=2

n
∑

En utilisant (29), l'expression ci-dessus se met sous la forme :

yik = yij ⊗ (aj1 ⊗ a11
* ⊗ a1k ⊕ ajk )

j=2

n
∑  ⊕ bi1 ⊗ a11

*  ⊗ a1k ⊕ bik (30)

Notons Y[1] la matrice déduite de Y en remplaçant tous les termes de la première colonne

par ε et introduisons les matrices carrées n x n

A[1] = aij
[1]( ) et B[1] = bij

[1]( )
définies pour tout j = 1...n et k = 1...n par :

ajk
[1] = ajk ⊕ aj1 ⊗ a11

*   ⊗ a1k  (31)

et

bjk
[1] = bjk ⊕ bj1 ⊗ a11

*  ⊗ a1k (32)

On remarque que les équations (29), qui définissent la première colonne de Y peuvent

aussi s'écrire :

y11

y21
.

.

.
yn1

























= Y[1] ⊗  

a11
[1]

a21
[1]

.

.
an1
[1]























  ⊕    

b11
[1]

b21
[1]

.

.
bn1

[1]























(33)

En effet, pour i =1,... n, l'expression de yi1 donnée par (33) s'écrit :

yi1 = yij ⊗ aj1
[1] ⊕ bi1

[1]

j=2

n
∑

= yij ⊗ (aj1 ⊕ aj1 ⊗ a11
* ⊗ a11)

j=2

n
∑  ⊕ bi1 ⊕ bi1 ⊗ a11

*  ⊗  a11

Or, comme a11
*  est le quasi-inverse de a11, on a :

aj1 ⊕  aj1 ⊗  a11
*  ⊗ a11 = aj1 ⊗ (e ⊕ a11

*  ⊗ a11) = aj1 ⊗  a11
*
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et de façon analogue :

bi1 ⊕ bi1 ⊗  a11
*  ⊗ a11 = bi1 ⊗ a11

*

ce qui permet d'écrire :

yi1 = yij ⊗ aj1 ⊗ a11
* ⊕ bi1 ⊗ a11

*

j=2

n
∑

et l'on retrouve bien l'expression (29).

Les relations (30) et (33) montrent donc qu'après élimination des variables yi1 (i = 1...n),

le système (26)' se met sous la forme :

Y = Y[1] ⊗ A[1] ⊕ B[1] (34)

Par ailleurs (31) et (32) peuvent s'écrire matriciellement :

A[1] = A ⊗ M[1] (35)

et

B[1] = B ⊗ M[1] (36)

où la matrice M[1] ∈ Mn  (E) est la matrice de transformation définie par :

M[1] = 

a11
*

ε
ε
.
.
ε

a11
* ⊗ a12

e
ε
.
.
ε

a11
* ⊗ a13 . . . a11

* ⊗ a1n
ε . . . ε
e . . . .

. . . .

.
. . .
. . .

.
e





















 

c'est-à-dire la matrice déduite de la matrice identité de Mn (E) en remplaçant les termes de

la première ligne par :

m11
[1] = a11

*

m1j
[1] = a11

* ⊗a1j ( j =2,…,n)







(pour les termes de la première colonne de A[1], (31) donne : aj1
[1] = aj1 ⊗ (e ⊕ a11

*  ⊗a11)

= aj1 ⊗ a11
*  ; de la même façon (32) donne bj1

[1] = bj1 ⊗ a11
* )

Par analogie avec la méthode de Gauss-Jordan classique, nous dirons que (34) est déduit

de (26)' par pivot sur la première ligne et la première colonne (l'élément a11 est appelé

l'élément pivot).
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Il est maintenant facile de voir que la technique d'élimination explicitée ci-dessus peut être

itérée : comme A* existe, a22
[1] est quasi-inversible et l'élément a22

[1]  peut être utilisé comme

pivot pour éliminer toutes les variables de la deuxième colonne de Y. En notant Y[2] la

matrice déduite de Y[1] en remplaçant tous les termes de la deuxième colonne par ε, le

système obtenu à la deuxième itération s'écrit :

Y = Y[2] ⊗ A[2] ⊕ B[2]

où A[2] = A[1] ⊗ M[2]

B[2] = B[1] ⊗ M[2]

M[2] étant la matrice déduite de la matrice identité I en remplaçant la deuxième ligne par :

m22
[2] = (a22

[1] )*

m2 j
[2] = (a22

[1] )* ⊗ a2 j
[1]







D'une façon générale, les matrices A[k]  et B[k]  sont définies récursivement par

A[0] = A B[0] = B (37)

et, ∀ k = 1, 2,.... n :

A[k]  = A[k-1] ⊗ M[k] (38)

B[k]  = B[k-1] ⊗ M[k] (39)

avec M[k] déduite de I en remplaçant la ligne k par :

mkk
[k] = (akk

[k −1])*

mkj
[k] = (akk

[k −1])* ⊗ akj
[k −1]






 

(40)

(41)

On a alors :

Théorème 7
Soit A ∈ Mn (E) où (E, ⊕, ⊗) est un dioïde dans lequel toute suite croissante majorée a

une limite. On suppose que A admet une quasi-inverse A* .

Alors Y = B[n] obtenu par (37) - (41) est solution minimale du système

Y = Y ⊗ A ⊕ B  (26')

Dans le cas particulier où B = B[0] = I, alors B[n] est la quasi-inverse A* de A.
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Démonstration

Toutes les opérations intermédiaires effectuées dans l'application des relations de

récurrence (37) - (41) respectent chacune des équations de (26)'. La matrice Y = B[n]

obtenue à la nième itération est donc bien une solution.

Le fait qu'il s'agit d'une solution minimale peut aisément se démontrer par récurrence de

la façon suivante.
Soit Y = (y

ij
) une solution quelconque de (26)'. A l'itération 1, Y  vérifie donc :

∀ i = 1... n :

yi1 = yi1 ⊗ a11 ⊕ yij ⊗ aj1
j=2

n
∑ ⊕ bi1 (42)

Y  est donc une solution de (42)

Par suite y
i1

 est solution de :

yi1 = yi1 ⊗ a11 ⊕ y
ij

j=2

n
∑ ⊗ a

j1
⊕ b

il

et par suite :

yi1 ≥ yij ⊗ aj1 ⊕ bi1
j=2

n
∑









 a11

*

Ceci montre que Y  satisfait le système (34) obtenu à la fin de la première itération avec

l'inégalité, autrement dit que :

Y ≥ Y[1] ⊗ A[1] ⊕ B[1] = Y[1] ⊗ A[1] ⊕ B ⊗ M[1]

Il existe donc une matrice H[1] ∈ Mn (E) telle que Y  satisfait

Y = Y[1] ⊗ A[1] ⊕ B ⊗ M[1] ⊕ H[1] (43)

La deuxième itération, correspondant à l'élimination de toutes les variables yi2, réalisée

sur le système (43) conduirait de façon analogue à montrer que Y  satisfait :

Y ≥ Y[2] ⊗ A[2] ⊕ B ⊗ M[1] ⊕ H[1]( ) ⊗ M[2]

Il existe donc une matrice H[2] ∈ Mn (E) telle que :

Y = Y[2] ⊗ A[2] ⊕ B ⊗ M[1] ⊕ H[1]( ) ⊗ M[2] ⊕ H[2]

On peut donc en déduire, par induction, l'existence de matrices H[1] H[2]... H[n] telles

que Y = Y[n] ⊗ A[n] ⊕ ... B⊗ M[1] ⊕ H[1]( ) … ⊗ M[2] ⊕ H[2]( ) ⊗ …( ) M[n] ⊕ H[n]
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comme Y[n] = 

ε ε ε

ε

ε ε

























on en déduit que

Y ≥ B ⊗ M[1] ⊗ M[2] ⊗...⊗ M[n] = B[n]

Ceci prouve que B[n] est solution minimale de (26)'.  

5.2. MÉTHODE DE GAUSS-JORDAN GÉNÉRALISÉE : ALGORITHMES

Plaçons-nous dans le cas où B = I. L'application des formules de récurrence (37) - (41)

permet alors de construire la quasi-inverse A*  de A.

On a, dans ce cas :

B[n] = A*  = M[1] ⊗ M[2] ⊗ ... ⊗ M[n]

et :

A[n] = A ⊗ M[1] ⊗ M[2] ⊗ ... ⊗ M[n]

= A ⊗ B[n]

= A ⊗ A*

= A+

On voit que pour calculer A[n] = A+ on a seulement besoin d'utiliser la formule de

récurrence (38). A*  se déduit ensuite directement de A+ par : A*  = I ⊕ A+.

Comme M[k]  ne dépend que de A[k-1], cette remarque montre qu'on peut calculer A*  en

ne travaillant à chaque itération qu'avec une seule matrice A[k].

On a alors :

Algorithme 4 (Gauss-Jordan généralisé)

Calcul des matrices A+ et A*

(a) Poser A[0] = A
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(b) Pour k = 1, 2,... n successivement faire :

akk
[k] = akk

[k −1]( )*
pour i = 1... n

pour j = 1... n 

Si (i ≠ k ou j ≠ k) faire :

aij
[k] = aij

[k −1] ⊕ aik
[k −1] ⊗ akk

[k] ⊗ akj
[k −1]

(c) A la fin de l'étape (b) on obtient A+ = A[n]. On en déduit alors A*  par :

A*  = A[n] ⊕ I.

Le résultat suivant établit la complexité de l'algorithme 3.

Proposition 5.2.1
L'algorithme 4 demande N calculs de quasi-inverse d'un élément, et o(n3) opérations ⊕
et ⊗.

Démonstration

Chaque itération exige le calcul de akk
[k −1]( )*  (quasi-inverse de l'élément pivot) et O(n2)

opérations ⊕ et ⊗. On en déduit le résultat.          ּ

Un cas particulier intéressant est celui où le graphe G(A) ne contient pas de circuit 0-

absorbant. Dans ce cas, akk
[k −1] est un élément 0-stable donc akk

[k]  = akk
[k −1]( )*  = e.

L'algorithme 4 se spécialise alors de la façon suivante :

Algorithme 4'

Calcul de A+ et A* dans le cas où G(A) ne contient pas de circuit 0-absorbant

(a) A[0] = A

(b) Pour k = 1...n

 pour i = 1... n

 pour j = 1... n

faire : aij
[k]  ← aij

[k −1] ⊕ aik
[k −1] ⊗ akj

[k −1]

(c) A+ = A[n] et A* = I ⊕ A[n]
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Dans le cas du problème du plus court chemin dans un graphe sans circuit de longueur

négative (⊕ = Min, ⊗ = +) l'Algorithme 4' n'est autre que l'algorithme de FLOYD

(1962).

5 . 3 . MÉTHODE "ESCALIER" GÉNÉRALISÉE

A étant une matrice n x n à éléments dans un dioïde E, pour tout k ∈ [1, n] notons A{k}

la sous-matrice de A formée par les k premières lignes et les k premières colonnes de A.
Avec cette notation on a : A = A{n} .

Le principe de la méthode "escalier" est de déterminer (A{2} )*  à partir de (A{1} )*  = a11
*  ;

puis ( A{3} )*à partir de (A{2} )*, et ainsi de suite jusqu'à obtenir A*  = (A{n} )*  à partir de

( A{n −1})* .

Pour mettre en œuvre cette récurrence sous forme d'un algorithme, nous utiliserons la

formule de quasi-inversion par blocs donnée par le résultat suivant.

Proposition 5.3.1

Soit (E, ⊕, ⊗) un dioïde et U ∈ Mk (E) (k ≥ 2) une matrice supposée partitionnée en

blocs sous la forme :

U = 
U11 U12

U21 U22







avec U11 ∈ Mk-1 (E) et où :

U12 est de dimensions (k - 1) x 1,

U21 est de dimensions 1 x (k - 1)

U22 ∈ E.

On suppose que la sous-matrice U11 est quasi-inversible avec pour quasi-inverse

U11
* , que l'élément U2 2 est quasi-inversible dans E, et que l'élément

µ = U21 ⊗ U11
*  ⊗ U12 ⊕ U22 est quasi-inversible dans E.

Alors U est quasi inversible dans Mk (E) et U* = 
X11 X12

X21 X22






 est donnée par les

formules :

X11 = U11
* ⊕ U11

* ⊗ U12 ⊗ µ * ⊗ U21 ⊗ U11
* (44)

X12 = U11
* ⊗ U12 ⊗ µ * (45)

X21 = µ * ⊗ U21 ⊗ U11
* (46)

X22 = µ *  = ( U21 ⊗ U11
* ⊗ U12 ⊕ U22)* (47)
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Démonstration

Montrons l'existence d'une solution minimale aux équations matricielles :

X = U ⊗ X ⊕ Ik (48)

X = X ⊗ U ⊕ Ik (49)

où X ∈ Mk (E) peut être partitionnée en blocs :

X = 
X11 X12

X21 X22







(48) entraîne, en particulier :

X12 = U11 ⊗ X12 ⊕ U12 ⊗ X22 (50)

X22 = U21 ⊗ X12 ⊕ U22 ⊗ X22 ⊕ e (51)

Comme U11 est quasi-inversible, (50) a une solution minimale en X12 pour toute valeur

de X22, laquelle s'écrit :

X12 = U11
* ⊗ U12 ⊗ X22

En utilisant cette relation, (51) s'écrit :

X22 = ( U21 ⊗ U11
* ⊗ U12 ⊕ U22) ⊗ X22 ⊕ e

soit encore :

X22 = µ ⊗ X22 ⊕ e

µ étant supposé quasi-inversible, l'équation ci-dessus a une solution minimale qui

s'écrit :

X22  = µ* (47)

d'où l'on déduit :

X12 = U11
* ⊗ U12 ⊗ µ * (45)

De façon analogue (49) conduit aux quatre relations :

X11 = X11 ⊗ U11 ⊕ X12 ⊗ U21 ⊕ Ik-1 (52)

X21 = X21 ⊗ U11 ⊕ X22 ⊗ U21 (53)

X12 = X11 ⊗ U12 ⊕ X12 ⊗ U22 (54)

X22 = X21 ⊗ U12 ⊕ X22 ⊗ U22 ⊕ e (55)

En utilisant (45), (52) se réécrit :

X11 = X11 ⊗ U11 ⊕ U11
*  ⊗ U12 ⊗ µ* ⊗ U21 ⊕ Ik-1

et, comme U11 est quasi-inversible, cette dernière équation a une solution minimale en

X11, qui s'écrit :

X11 = ( U11
* ⊗ U12 ⊗ µ * ⊗ U21 ⊕ Ik−1) ⊗ U11

*

= U11
* ⊕ U11

* ⊗ U12 ⊗ µ * ⊗ U21 ⊗ U11
* (44)
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Enfin, en utilisant (47) et la quasi-inversibilité de U11, (53) permet d'obtenir la solution

minimale en X21 :

X21 = µ * ⊗ U21 ⊗ U11
* (46)

On a ainsi obtenu les expressions (44) - (47) en exploitant deux des relations issues de

(48) et deux des relations issues de (49). Il reste à vérifier que X ainsi obtenue satisfait

par exemple les deux autres relations (54) et (55) déduites de (49). L'expression

X11 ⊗ U12 ⊕ X12 ⊗ U22 s'écrit :

( U11
* ⊕ U11

* ⊗ U12 ⊗ µ * ⊗ U21 ⊗ U11
* ) ⊗ U12 ⊕ U11

* ⊗ U12 ⊗ µ * ⊗ U22

= U11
* ⊗ U12 ⊕ (U11

* ⊗ U12 ⊗ µ*) ⊗ (U21 ⊗ U11
* ⊗ U12 ⊕ U22)

= U11
* ⊗ U12 ⊗ (e⊕ µ * ⊗ µ)

= U11
* ⊗ U12 ⊗ µ *

= X12       d'après (45)

L'expression X21 ⊗ U12 ⊕ X22 ⊗ U22 ⊕ e s'écrit

µ* ⊗ U21 ⊗ U11
*  ⊗ U12 ⊕ µ* ⊗ U22 ⊕ e

= µ* ⊗ (U21 ⊗ U11
*  ⊗ U12 ⊕ U22) ⊕ e

= µ* ⊗ µ ⊕ e = µ* = X22   d'après (47).

X donnée par (44) - (47) vérifie donc bien (49).

De plus, par construction, il s'agit bien d'une solution minimale. On en déduit que U est

quasi-inversible avec U* = X.  

Pour déterminer la quasi-inverse d'une matrice A (supposée quasi-inversible) on peut

alors déduire directement de la Proposition 5.3.1 l'algorithme général suivant.

Algorithme 5 (méthode "escalier" généralisée)

Détermination de A* pour A ∈ Mn (E) supposée quasi-inversible.

Poser A{1}
*  = a11

*

Pour k = 2, …, n faire :

A{k}  = 
A{k −1} vk−1
wk−1 akk







où :

• vk-1 est le vecteur-colonne constitué par les k - 1 premiers termes de la kième

colonne de A.
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• wk-1 est le vecteur-ligne constitué par les k-1 premiers termes de la kième

ligne

de A.

Calculer :

µ* = ( wk−1 ⊗ A{k −1}
* ⊗ vk−1 ⊕ akk )*

vk−1 = A{k −1}
*  ⊗   vk−1 (56)

  wk−1 = wk−1 ⊗ A{k −1}
* (57)

puis déduire :

A{k}
*  =

A{k −1}
* ⊕ vk−1 ⊗ µ* ⊗ wk−1 vk-1 ⊗ µ*

µ* ⊗ wk-1 µ *













A la fin des itérations, on obtient A*  = A{n}
* .

Notons que dans l'expression de A k[ ]
*  les vecteurs vk−1 ⊗ µ*  et µ* ⊗ wk−1 déduits de

(56) et (57) correspondent à (45) et (46) respectivement. D'autre part, l'expression

A{k −1}
* ⊕ vk−1 ⊗ µ* ⊗ wk−1 se réécrit :

A{k −1}
* ⊕ A{k −1}

* ⊗ vk−1 ⊗ µ * ⊗ wk−1 ⊗ A{k −1}
*

qui n'est autre que la relation (44).

Proposition 5.3.2
L'algorithme 5 nécessite o (n3) opérations ⊕ et ⊗, ainsi que n calculs de quasi-inverse

d'un élément de E.

Démonstration

Sur l'ensemble des étapes, l'algorithme effectue n calculs de quasi-inverse d'un élément

de E. Par ailleurs, à chaque itération k l'algorithme réalise sur des matrices d'ordre k-1 et

des vecteurs de dimension k-1 :

- trois multiplications matrice-vecteur nécessitant o (k2) opérations ⊕ et ⊗ ;

- un produit scalaire de deux vecteurs nécessitant o (k) opérations ⊕ et ⊗ ;

- un produit d'un vecteur-colonne ( vk−1) par un vecteur-ligne ( µ* ⊗ wk−1) suivi

d'une somme de deux matrices, ce qui nécessite o (k2) opérations ⊕ et ⊗.

Le résultat s'en déduit par sommation sur k de 2 à n.  
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Un cas particulier intéressant est celui où le graphe G (A), associé à la matrice A, est sans

circuit 0-absorbant.

Dans ce cas on a, à chaque itération de l'algorithme 5, µ* = e, et l'algorithme 5 peut se

réexprimer sous la forme simplifiée suivante :

Algorithme 5'

Calcul de A* à partir de A par la méthode "escalier" généralisée (cas où G(A) est sans

circuit 0-absorbant).

a11 ��← e

Pour k = 2 à n faire :

(a) akk ← e

(b) Pour i = 1, …, k - 1 :

ai, k ←
j=1

k−1
∑ ai, j ⊗ aj, k

ak, i ←
j=1

k−1
∑ ak, j ⊗ aj, i

(c) Pour i = 1, …, k - 1

Pour j = 1, …, k - 1

aij  ← aij  ⊕ aik ⊗ akj

Dans le cas du problème du plus court chemin (⊕ = Min, ⊗ = +) l'Algorithme 5' n'est

autre que l'algorithme de DANTZIG (1966).



- 43 -

Annexe 1 : Dioïde à gauche et plus court chemin avec gains ou pertes

Soit G = [X, U] un graphe orienté sur lequel va circuler un type de produit donné.

A chaque arc u = (i, j) ∈ U on associe deux nombres :

• cij  représentant le coût unitaire de transport du produit entre i et j.

• mij  > 0 représentant le coefficient de perte (si mij  < 1) ou de gain (si mij  > 1) du

produit lors du transport de i à j (autrement dit, si qi est la quantité de produit

disponible en i, la quantité disponible en j après passage sur l'arc (i, j) est mij  qi).

Considérons deux sommets quelconques i ∈ X et j ∈ X et µ ∈ Pij  un chemin joignant

ces deux sommets :

µ = { (i0, i1) (i1, i2), … (ip-1, ip)}  (avec i = i0 et j = ip).

Notons c (µ) le coût de transport d'une unité de produit entre i et j par le chemin µ, et m

(µ) le coefficient de gain (ou de perte) global le long du chemin µ.

Ces quantités sont définies par les relations de récurrence suivantes :

Si µ = ø : c (µ) = 0  ;   m (µ) = 1.

Si µ est un chemin entre i et j et µ' = µ ∪ { (j, k)}  un chemin entre i et k, alors

c (µ') = c (µ) + m (µ) cjk

m (µ') = m (µ) . mjk

Le problème du plus court chemin avec gains (ou pertes) est de déterminer le chemin de

coût unitaire minimum entre deux sommets i et j donnés, autrement dit de minimiser le

rapport 
c (µ)
m (µ)

 sur l'ensemble Pij  des chemins µ joignant i à j.

1) On considère l'ensemble E = R × (R+ \ {0} ) muni des opérations ⊕ et ⊗ définies

de la façon suivante :

m
c( ) ⊕ m'

c'( ) =

m
c( ) si

c
m

< c'
m'

, ou si

c
m

= c'
m'

et m= Max m, m'{ }
c'
m'





 si

c
m

> c'
m'

ou si

c
m

= c'
m'

, et m' = Max m, m'{ }
















m
c( ) ⊗ m'

c'( ) = m m'
c + mc'
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On remarquera que ⊗ n'est pas commutative et seulement distributive à gauche par

rapport à ⊕.

Vérifier que (E, ⊕, ⊗) est un dioïde à gauche. On notera ε et e les éléments neutres

de ⊕ et ⊗ respectivement.

2) La matrice d'incidence A de G est la matrice N × N (N = |X|) définie par :

aij = mij

cij



 si (i, j) ∈U

aij = ε si (i, j) ∉U

aii = e ∀ i ∈X











Le poids w (µ) d'un chemin µ ∈ Pij  quelconque, µ = { (i0, i1), (i1, i2) … (ip-1, ip)}
est défini comme le produit (dans cet ordre)) :
w (µ) = ai0, i1 ⊗ ai1, i2 ⊗ … ⊗ aip-1, ip

En utilisant seulement la distributivité à gauche de ⊗ par rapport à ⊕, montrer que

l'on a bien :

Ak( )i, j =
µ ∈Pij

k
∑ w(µ)

et :

A(k)( )i, j =
µ ∈Pij

(k)
∑ w(µ)

3) On dit que G est sans circuit 0-absorbant à gauche si, pour chaque circuit

élémentaire γ de G, on a, ∀ a ∈ E : a ⊕ a ⊗ w (γ) = a

G étant supposé sans circuit 0-absorbant à gauche, démontrer que l'on a :

Ak( )i, j =
µ ∈Pij

k (0)
∑ w(µ)

et

A(n−1( )i, j =
µ ∈Pij (0)

∑ w(µ)

(où Pij
k (0) est l'ensemble des chemins élémentaires de k arcs et Pij (0) l'ensemble

des chemins élémentaires entre i et j).

Déduire de ce qui précède :

A
n–1( ) = lim

k→∞
A (k) = A*

où A* vérifie :

A*  = A*  ⊗ A ⊕ I
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4) Montrer que, lorsque certains cij  peuvent être < 0, G est sans circuit 0-absorbant à

gauche si et seulement si tout circuit γ vérifie c (γ) ≥ 0  et  m (γ) = 1.

Lorsque tous les cij  sont ≥ 0, montrer que G est sans circuit 0-absorbant à gauche,

si et seulement tout circuit γ vérifie m (γ) ≤ 1.

5) Vérifier alors que les algorithmes de JACOBI, de GAUSS-SEIDEL et de GAUSS

JORDAN généralisés s'appliquent à la résolution du problème de plus court chemin

avec gains (ou pertes) dans un graphe sans circuit 0-absorbant à gauche.

6) En tenant compte du fait que ⊕ est sélective et, sous l'hypothèse supplémentaire que

e = 1
0( ) est le plus grand élément de E (∀  a ∈  E : a ⊕  e = e), montrer que

l'algorithme de DIJKSTRA généralisé (cf. § 4.3) s'applique également.

Vérifier que les hypothèses ci-dessus sont satisfaites lorsque, pour chaque arc (i, j)

de G :

cij   ≥ 0

0 < mij  ≤ 1.

[Eléments de réponse : CHARNES & RAIKE (1966), BAKO (1974), GONDRAN

(1976)].
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