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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES DANS LES

SEMI-ANNEAUX ET LES DIOIDES

M. MINOUX
LIP 6, Université Paris 6

Résumé

La plupart des algorithmes classiques de résolution de systemes linéaires dans l'algebr
usuelle peut se transposer a des structures algébriques beaucoup plus générales telles ¢
les semi-anneaux et les dioides. Nous présentons ici une synthese de ces extensions
méthodes itératives de JACOBI, et de GAUSS-SEIDEL généralisées ; méthodes
d'élimination de GAUSS-JORDAN et "Escalier" généralisées, algorithme "glouton”
généralisé. Pour le cas patrticulier du probleme de plus court chemin dans un graphe, ol
retrouve ainsi de nombreux algorithmes connus : algorithmes de FORD-BELLMANN,
algorithme de FLOYD, algorithme de DANTZIG et algorithme de DIJKSTRA.

Mots clés: Semi-anneaux, dioides, systemes linéaires.

ALGORITHMS FOR LINEAR SYSTEMS

OVER SEMI-RINGS AND DIOIDS

Abstract

Many classical algorithms for solving linear systems in usual algebra may be extended to
much more general algebraic structures such as semi-rings and dioids. We present here
synthetic overview of these extensions : iterative methods such as generalized JACOBI
and GAUSS-SEIDEL algorithms ; elimination methods such as generalized GAUSS-
JORDAN and "Escalator" algorithms ; generalized "greedy" algorithm. As interesting
special cases, we find again various well-known algorithms for solving the shortest path
problem on directed graphs : the FORD-BELLMANN algorithm, FLOYD'S and
DANTZIG's algorithm, and DIJKSTRA's algorithm.

Keywords : Semi-rings, dioids, linear systems.



1. INTRODUCTION

Soit A = (gj) une matrice n x n a coefficients dans un semi-anneall (E]) et
b = EN un vecteur de dimension n donné.

On étudie dans ce rapport la résolution de systémes linéaires de la forme :
y=yOAODbT (1)

ou
z=AOz0Ob (2)

ou on note y1 A le vecteur - ligne dont la composante j est :

n

> Vi Ug;

i=1

et A z le vecteur - colonne dont la composante i est :
n

2 &0z

=1

(les sommations ci-dessus s'entendent au sei$ de

En considérant la matrice A comme la matrice d'incidence généralisée d'un graphe associ
G(A), nous montrerons dans le § 3 que l'on peut interpréter les puissances successive
de A et la quasi-inverse*Ale A en termes de chemins de G (A).

Dans le cas ou (E)J, ) est un dioide, on montrera de plus que la quasi-inverse A
permet de déterminer les solutiangnimalesde (1) et (2), lesquelles pourront souvent
étre interprétées comme solutions de problemes de cheminement associés sur G(A).

Les algorithmes généraux de résolution des systéemes linéaires de type (1) ou (2) fon
I'objet des paragraphes 4 et 5: les méthodes itératives dans le 84 et les méthode
"directes" dans le § 5. Un panorama des applications a la modélisation et a la résolutior
de nombreux problémes de cheminement dans les graphes est ensuite présenté dans le :

Le terme dalioidea été initialement proposé paRKUNTZMANN (1972) pour désigner

la structure algébrique constituée par un ensemble E muni de deux lois de composition
internest] et telles que (E[J) est un monoide commutatif, (E)) est un monoide

(non nécessairement commutatif) avec une propriété de distributivité a droite et a gauche
ded par rapport &l. En I'absence de propriétés additionnelles deslasl], une telle
structure est assez pauvre et nous lui donnerons ici le ngmnédsemi-anneay
réservant ainsi le nom d#ioide a des structures a deux lois munies de propriétés
supplémentaires qui seront explicitées plus loin.



Définition

On appellepré-semi-anneau a droitene structure algébrique (E, 00) formée d'un
ensemble de base E et de deux lois de composition internes avec les propriétés suivantes

i) alb=b0a Oa, bOE (commutativité del)
(i) (@Ob)Oc=al (bdc) Oa, b, cdE (associativité dél)
(i) (@O0 b)Oc=al (bdc) Oa, b, cdE (associativité dél)

(iv) all(bOc)=(aldb)d (allc) Oa,b,cOE
(distributivité a droite dél relativement &])

La notion depré-semi-anneau a gauclest définie de fagcon analogue, en remplagant la
distributivité a droite par la distributivité a gauche :

(iv) (@0 b)Oc=(@Ic)0((bOc) Oa,b,cdE.
Notons que dans les définitions ci-dessus, on ne suppose pas l'existence d'élément

neutres. S'ils n'existent pas (ni a droite, ni a gauche), on peut les ajouter sans probléme
Dans le cas og, I'élément neutre ajoutéld est absorbant par, on a une structure de

semi-anneau.
Définition

On appellepré-semi-anneaune structure algébrique (E, ) qui est a la fois un pré-
semi-anneau a droite et un pré-semi-anneau a gauche.

Définition

La relation de pré-ordre induite par la [diest définie par : & b, si et seulement si il
existe c tel que b =@ c. Lorsque cette relation est une relation d'ordre, on dit que
I'ensemble (E[]) estcanoniquement ordonrrélativement al.

Définition

On appelle pré-dioide a droite (resp : a gauche) un pré-semi-anneau a droite (resp : i
gauche) canoniquement ordonné relativement a
On appelle pré-dioide un pré-semi-anneau canoniquement ordonné relativement a
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Définition (semi-anneau, semi-anneau a droite, a gauche)

Un semi-anneauest un pré-semi-anneau (E,, 0) qui vérifie les propriétés
additionnelles suivantes :
() O admetun élément neuge
(i) O admet un élément neutre e
(i) € estabsorbant polt, c'est-a-dire :
HalE:alle=¢ela=¢
Un semi-anneau a droite (resp : a gauche) est un pré-semi-anneau a droite (resp :
gauche) vérifiant les propriétés (i) a (iii) ci-dessus.
Un semi-anneau dans lequel I'opérafibest commutative est dibmmutatif

Définition (anneau)

On appelleAnneauun semi-anneau dans lequel I'ensemble de base E a une structure de
groupe commutatif pour l'additioril. Un anneau (E[1, [0) est ditcommutatifsi
l'opérationd est commutative.

Un cas particulier important de la structure d'anneau est évidemment la structure de
corpsdans laquelle I'ensemble de base E a une structure de groupe (non nécessaireme
commutatif) relativement a la lail. Lorsqueld est commutative, on parle de corps

commutatif.
Définition (dioide, dioide a droite, dioide a gauche)

On appelledioideun ensemble (EJ, [J) muni de deux lois de composition interries
et vérifiant les propriétés suivantes :
() (E, O) est un monoide commutatif avec élément neutre

(i) (E, O) est un monoide avec élément neutre e ;

(i)  La relation de préordre canonique relativement éléfinie par aa b = Oc:
b = all c) est uneelation d'ordre c'est-a-dire vérifie :abeth<all a=b

(iv) € est absorbant podt, c'est-a-dire JallE:alde=ca=¢
(v) O est distributive a droite et a gauche, relativemeént a

On appelle dioide a droite (resp : a gauche) un ensemblé,(B) vérifiant les
propriétés (i) a (iv) ci-dessus et duest seulement distributive a droite (resp : a gauche)
relativement al.
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La différence fondamentale entre un anneau et un dioide réside dans la propriété (iii).
Dans un anneau, l'addition induit une structure de groupe, tandis que
dans un dioide, elle induit une structure de monoide canoniquement
ordonné Notons que cela impliquane disjonction entre la classe des anneaux

et la classe des dioides.

Exemple

Z muni des opérations + et x usuelles, esanmeaumaisce n'est pas un dioide

En effet, dans cette structure, on a toujours, pour tout couple d'entiers relatifs a, b :

a< b et b< a pour la relation de préordre canoniqus ta= Oc:b=a + ¢)

Ce n'est donc pas une relation d'ordre. Par contre, le semi-aindansemble des
entiers naturels) est un dioide car la relation de préordre canonique coincide avec le
relation d'ordre (total) habituelle. ||

C'est donc la présence d'une relation d'ordre intrinsequement liée a la loi
addition [ qui constitue la principale distinction entre anneaux et dioides

Cette relation d'ordre conduira naturellement a définir des propriétés topologiques.
Définition (Dioide idempotent)

On appelledioide idempotentin dioide dans lequel I'additian est commutative et
idempotente.

Un cas particulier fréquemment rencontré est celui ou l'additi@st non seulement
idempotente, maisélective(c.a.d. 0 a, bO E : ald b =aou b).

Définition (Dioide sélectif)

On appelldioide sélectifin dioide dans lequel I'additibhest commutative et sélective.

Les dioides idempotents forment une classe particulierement riche de dioides qui contien
de nombreuses sous-classes, en particulier :

- les dioides double-idempotents et les treillis distributifs ;

- les dioides double sélectifs ;
- les dioides idempotents-groupes et les dioides sélectifs-groupes.



Définition

On appelledioide idempotent-groupen dioide (E[J, (1) qui a une structure de monoide
commutatif idempotent pour et une structure de groupe paur(tout élément de E \
{€} ayant un inverse poun).

Un cas particulier important pour les applications est celui ou l'opétatimtsélective

Définition

On appelledioide sélectif-groupen dioide (E[J, (0) qui a une structure de monoide
sélectif pour] et une structure de groupe paur (tout élément de E \e} ayant un
inverse pour]).

Exemple Dioide "Min-Plus"

Prenons pour E I'ensemble des rRls R O {+ 0} et définissons les opératiohket ]
par:

Oa, bOE: alb=Min({a, b}

Oa,bOE: alb=a+b (addition des réels)

(E, O) est un monoide sélectif avec, pour élément negitreteo, et (E,0) un groupe
avec élément neutre e = 0.

La structure (EJ, O) ci-dessus est donc un dioide sélectif-groupe.

Notons que, dans la terminologie de la théorie des langages et des automates, des dioid
sélectifs-groupes tels que Min-Plus ou Max-Plus correspondent a la notion de semi-
anneaurropical (cf. par ex. SIMON 1994). ||

2. PROBLEME DU PLUS COURT CHEMIN ET
RESOLUTION DE SYSTEME LINEAIRE DANS UN
DIOIDE

Un exemple typique de probléme de cheminement dans les graphes qui peut se formule
comme la résolution d'un systéme de type (1) ou (2) est la déterminatipinsiesurts
chemins d'origine fixée dans un graphe orienté valué

Considérons un graphe orienté G = [X, U] dont les sommets sont numérotés 1, 2,... n,
et dans lequel chaque arc (i, j) est muni d'une longyesil. Etant donné un sommet
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io & X choisi comme origine, on recherche les longuepsy 1... n) des plus courts
chemins entre le sommgtet les autres sommets j du graphe.

Il n‘est pas restrictif de supposer que G est un 1l-graphe, c'est-a-dire que, pour tou:
couple ordonné de sommets (i, j), il existe au plus un arc de la forme (i, j). (En effet si
U contient plusieurs arcsiuup, ... 4, de la forme (i, j) et de longueurs

£ (u), £ (), ... £ (up) il suffit, pour résoudre le probléme du plus court chemin, de
considérer qu'il existe un seul arc (i, j) de longugus ?(Min { £(u)} et d'éliminer
=1,..p

tous les autres arcs).
2.1. LE SYSTEME LINEAIRE ASSOCIE AU PLUS COURT CHEMIN

D'apres le principe, bien connu, de la programmation dynamique (BELLMAN 1954,
1958), on sait que les valeurswgrifient les équations (dites "d'optimalité") suivantes :
Vi, =0

EDJ b iO: Yj= Min {y| +a,J}

R iDrj‘1

ou I'j_1 = {i /(i,]) DU} est I'ensemble des prédécesseurs directs du sommet j dans G.

En convenant de posej; & += si l'arc (i, j) n'existe pas efia& 0 (Ji = 1,... n) les
relations précédentes peuvent se réécrire :
ip =0
Hio
| Zig: Y; = Min {y; +a;
o vi= M friea)

En supposant, pour simplifier, que les longuegrsant toutes positives ou nulles, on
doit avoir y > 0 (Jj = 1... n) et par suite les relations précédentes se réécrivent encore :

0 . .

Yig = Min @Mln {yi +aiio} ;oE
0 o =1..n

et,Uj#iy:

§ el

Considérons alors le dioide (B, [0) ou E =R [0 {+ ==} et ou les opérations! et[]
sont définies par :

Oa=sE,Obe E:

all b =Min {a, b}

allb=a+hb
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€ = += est I'élément neutre deet e = 0 est I'élément neutrelde

On remarque alors que les relations ci-dessus peuvent s'écrire sous la forme du systen
linéaire :

yila; Ue

1
M=

yilag;Ue pour tout jZig

EIRY O
S
= S
]

MoT

I
=

Soit, en notation matricielle :

y=yOADODbT (1)

ou A désigne la matric%aij)i:l_n et b le n-vecteur défini par :
j=L..n

bi, = e et,0j#ip: b=¢.
On voit ainsi que rechercher le vecteur y dont les composantes sont les longueurs de:

plus courts chemins d'originglievient a résoudre le systeme linéaire (1) dans le dioide
(E, O, O).

2.2. ALGORITHME DE BELLMAN - LIEN AVEC LA METHODE DE
JACOBI

Comme nous le verrons dans les paragraphes 4 et 5 du présent rapport, la plupart de
algorithmes de résolution du probleme du plus court chemin peuvent s'interpréter comme
des variantes de méthodes connues en algebre linéaire classique.

Ainsi, par exemple, l'algorithme de Bellman (1958) qui consiste a parti? défini

par :

Y2 =0, YW=+w (Dj#io)

puis a effectuer itérativement les calculs suivants :

eo
0
= Min {y+ay)
iorit
U j
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En utilisant le systeme (1) cet algorithme peut se mettre sous la forme équivalente :

%/O:b (3)
@/tﬂ:ytDADb (4)

ou l'on reconnait I'analogue denteééthode de Jacolen algebre linéaire classique.
De (3) et (4) on déduit, pour t entier > 0 quelconque :
yt=bO (10ADA20...0AY)

(e C
0 e e L
oul="01 [ L est la matrice identité de\E).
O ¢ 0 C
H et

La convergence de l'algorithme de Bellman est donc liée a la convergence de la série
I O0AOA20...0At0O...

2.3. LA NOTION DE QUASI-INVERSE D'UNE MATRICE

Il est bien connu que l'algorithme de Bellman converge en au plus n-1 itérations,
autrement dit quey! est le vecteur des longueurs des plus courts chemins, si et
seulement si le graphe ne contient pas de circuit de longueur strictement négative. Sou:
ces conditions, nous verrons (cf théoréme 1 § 3.3) que la s&tie AO A O A200...

O Ak converge en n-1 étapes au plus, c'est-a-dire ¢u® A AN = A+l = et la

limite de cette série notées Aera appelée guasi-inversale la matrice A.

L'algorithme de Bellman converge alors vers y= A*.

On vérifie que B A est bien d'une solution de (1) car :
bOA*OAOb=bOA*OADI)

Or, si & = A1) ona:

A-OADOI=AM= A1) = A

On en déduit donc bien :

bOA*=(bOA*)OAODb

Nous allons voir maintenant que la solutiodl \* fournie par l'algorithme de Bellman-
Jacobi n'est pas une solution quelconque de (1).
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2.4. MINIMALITE DE LA SOLUTION DE BELLMAN-JACOBI

En utilisant le fait que(IRD{+oo}, Min, +) est undioide (c.a.d un semi-anneau
canoniquement ordonné) montrons quél \* estla solution minimaledu systéme
linéaire (1).

En effet soit y une solution quelconque de yE s [ b
On peut écrire :

y=yOADOD

(yOAOb)OAOD

yOA20bO (10 A)

En reportant I'expression ci-dessus de y dans (1) on obtient de méme :
y=yOAObO(OADA?

En réitérant 'argument, on obtient pour toxt X :

y=yOAKkOpbO AKD

Ainsi pour k=n,ona:
y=yOAkObO A*

En notants la relation d'ordre canonique du dioi{l 0 {+o}, Min, +) ce résultat
montre que B A* <y, et ce, pour toute solution y de (1)[bA* est donc bieta
solution minimale de (1)

Pour le probléeme du plus court chemin (ainsi que pour de nombreux autres problemes de
cheminement dans les graphes, voir 8 6 ci-aprés), il ne s'agit pas seulement de trouve
une solution quelconque de (1) ou (2) maksdiation minimale

L'exemple de la Figure 1 illustre le fait qu'une solution non minimale de (1) n'est pas
pertinente vis-a-vis du probleme de plus court chemin (par convention les arcs du graphe
complet non représentés ont une longuerly. e vecteury = (0, 1, 1, 1) est solution du
systeme (1). En effet on vérifie que I'on a bien :

y1=Min{y1+ ay, Y2 + &1, Y3 + 31, Ya + &1, 0}
y2=Min{y; + a2, Y2 + &2, Y3 + &2, Y4 + &2, +0}
y3=Min{y; + a3, Y2 + &3, Y3 + &3, Y4 + &3, +0}
y4=Min{y1+ a4, Y2 + &4, Y3 + 34, Ya + &g, +o0}
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Figure 1: exemple d'un graphe orienté sur lequel on recherche les longueurs
des plus courts chemins d'origine 1. Le vecteury = (0, 1, 1, 1) est solution du
systeme (1), mais n'est pas solution du probléme de plus court chemin d'origine 1
car cen'est pas la solution minimale de (1).

Cependant on remarque que les composantes de y n'ont rien a voir avec les longueurs di
plus courts chemins d'origine 1 dans le graphe de la figure 1. Seule la solution minimale
(0, 2, 3, 5) du systeme (1) a pour composantes les longueurs des plus courts chemin
cherchés.

3. QUASI-INVERSE D'UNE MATRICE A ELEMENTS DANS
UN SEMI-ANNEAU - EXISTENCE ET PROPRIETES

3.1.DEFINITIONS

Soit A0 Mp (E) une matrice carrée n x n a éléments dans un semi-annéau{E,
Pour tout kO N, désignons par W la puissance iRMe de A, c'est-a-dire
A O A 0.0 A (k fois) et définissons les matrice§Wpar :

AK =10AOA20....0 Ak
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e C
O e e L
ou | =0J O [ est la matrice identité deME).
O ¢ O C
H et

Remarquons que, dans le cas particulier ou l'opératiestidempotentele résultat
suivant donne une autre expression fieeh fonction de A'=0 A

Proposition 3.1.1
Si I'opération] est idempotente, alorsA= (1 0 A)k

Démonstration
k
Le développement de I A)< donne (I0 A)k=10 % Crk A
r=1
o0 la somme s'entend au sensdet ouCj A" dénote la somme'A]l A" ... 0 Ar
.U ki L .
C} fois [CL =————F. Commel est idempotente on a doi@ A" =A'et la
k Tols Hk = k= miE P !
proposition s'en déduit.;

Définition 3.1.2(Quasi-inverse d'une matrice)
On appelle quasi-inverse delAMy, (E), notée A, la limite, lorsqu'elle existe, de la suite

des matrices %) lorsque k- o :
A+ = lim AK

k - o

Nous allons étudier des conditions suffisantes d'existence de la matricéeA
conditions feront intervenir l'interprétation des matrick®®AK) en termes de chemins
du graphe G(A) associé a la matrice A.

3.2. GRAPHE ASSOCIE A UNE MATRICE.
MATRICE D'ADJACENCE GENERALISEE ET PROPRIETES

Soit A My, (E) une matrice carrée n x n a coefficients dans E. On définit le graphe G(A)

associé a A de la fagon suivante :

- lI'ensemble des sommets de G(A) est {1, 2,... n} 'ensemble des indices des lignes
(ou des colonnes) de A ;

- l'ensemble des arcs de G(A) est I'ensemble des couples ordonnés (i, j) correspondar
aux termesjade A distincts dee (I'élément neutre del). Si A contient un terme
diagonal @ # €, alors G(A) contient un arc (i, i) encore appelé bmecle
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Remarquons que le graphe G(A) ainsi défini est un graple: a chaque arc (i, j) se
trouve associee la valeyy @ E (g; # €) du terme correspondant de la matrice A.
Inversement, la matrice A peut étre considérée commatiéce d'adjacencéyénéralisée)
du graphe valué G(A).

La propriété 3.2.1 ci-dessous est a la base des développements qui vont suivre, et perm
d'interpréter les coefficients des matricésebAK) en termes deheminset decircuits du
graphe associé G(A).

Pour tout k1 M, notons :

. PEJ‘ I'ensemble des chemins de G(A) (non nécessairement élémentaires) joignant le

sommet i au sommet j et comportaractemenk arcs ;
. Pi(jk) I'ensemble des chemins de G(A) (non nécessairement élémentaires) joignant le

sommet i au sommet j et comportaantplusk arcs.

Par ailleurs, a tout chemjn(] P,']( composé de la suite des sommegisii io,... ik-1,ik
(avec b =i et i = j), associons sopoidsw(l) = g, i; U &y, ip ... O & -1, iy
On peut alors énoncer :

Propriété 3.2.1
(i) Chaque terme (i, j) de la matricé& Ast égal & la somme des poids des chemins de
Pi'J‘ ;
(Ak)ij = 3 w(p) (5)
uOPY
(i) Chaque terme (i, j) de la matricékhest égal a la somme des poids des chemins de
K) .
Pi)
(AK); = 3 wip) (6)

k
uop{)

Démonstration

Elle se fait aisément par induction sur k, en tenant compte gaeabsorbant pour la
multiplicationd, et que celle-ci est distributive par rapport a I'additign.
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Les chemins appartenanP% ou aPﬁk) ne sont pas nécessairement élémentaires, c'est-

a-dire peuvent contenir des circuits. Dans le cas général ou la multiplicati@st pas
commutative, le poids d'un circyifpassant successivement par les sommets.i. i,
i1 dépend de la fagon dont il est parcouru. Ainsi, si le sommet de dépateqgstids du
circuit est défini par :

ailiz O a1-3i4 O...0 aik,il

si le sommet de départ estle poids est défini par :

&, ig U Bigi, a.... O &, i U i,
et ces deux quantités peuvent étre différentes. On est ainsi conduit & introduire la notion
decircuit pointé

Définition 3.2.2(notion de circuit pointé)

On appellecircuit pointé de G(A) la donnée d'un circuit de G(A) et d'un sommet
particulier de ce circuit pris comme origine du parcours du circuit. Le poids du circuit
pointéy = {i1 ip,... i, i1} d'origine iy est :

w(y) = ai, Uaj, i, O...08, i

Ainsi a un circuit de G composé de k sommets, on fait corresporaitreuks pointés
Chacun de ces circuits pointés peut donc avoir un poids différent. Dans le cas ou la
multiplication estcommutativetous les circuits pointés d'un méme circuit ont le méme
poids et la notion de circuit pointé n'est pas nécessaire.

On dira qu'un graphe G estns circuit p-absorbargi le poids de chacun des circuits
pointés du graphe G ash élément p-stable de @[ E est dit p-stable si et seulement si
aP) =dr+l) = o0, 0k ON: ak =ed all & 0... 0 &). La Propriété 3.2.1
devient alors :

Propriété 3.2.3

Si G(A) est sans circuit p-absorbant, alors :

AW =5 w () )
ij
1l

ou la sommation s'étend a I'ensemble des chemins de i & j comportant au plus k arcs e
n'‘empruntant pas plus de p fois successivement chaque circuit pointé de G(A)
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Démonstration
Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que tout chemin empruntant
successivement plus de p fois un circuit pointé n'a pas a étre pris en compte dans (6).

Considérons donc un chemjinde i a j empruntant successivement p+q fois {g un
circuit pointé. Soitly,, ce circuit pointé d'origind'. Le cheminu se décompose donc en
un cheminyi, de i a£ en p+q fois le circuit;,, puis en un chemip,; de £ a j; nous
noterons :

M= i (Ver) PHAWL;.

Sipd Pi(jk) alors chacun des chemins :

HF =Wy (Yer)™*91p, avecr =0, 1,..., p
appartient aussi Ri(jk).

Montrons que le chemip peut étre absorbé dans (6) par I'ensemble des ch@mins
(pourr =0, 1,... p). En effet :

ww Oy w(un)=wiy) Owly, )P 0wy 50 3 W(“il)DW(Vn)Hq_lDW(“lj)

O<r<p O<r<p
d'ou, en tenant compte de la distributivité a droite et a gaudhie de

WD 3 w() = i) D wey) ¥ B el w(n)-..Owtyn)® Dy )] O winy)
<r<p

Alors, en tenant compte que G(A) est sans circuit p-absorbant, on a :
w(py) P+ = w(y )P et I'équation précédente devient :

w oy wu= 3 w")

0<r<p 0<r<p

On en déduit la proposition en appliquant cette propriété d'absorption a tous les chemins
empruntant plus de p fois successivement un circuit pointé de G (A).

Un cas particulier, frequemment rencontré dans les exemples (cf § 6 ci-aprées), est celu
ou p =0, c'est-a-dire le cas ou, pour chaque circuit ppité a :

w(y) 0 e =e.
Notons :

. Pi(jk)(o) I'ensemble des chemid$émentairegn'empruntant pas deux fois le méme

sommet) dePﬁk).
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* Pj (o) 'ensemble des chemiémentairesie i a j.
Dans ce cas, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.4

Si G(A) est sans circuit 0-absorbant, alors

AW = w() 8)
(A %), e
( A(n—l))ij - )3 w(p) (9)
UDPij (0)
Démonstration

(8) est une conséquence immeédiate de (7) en tenant compte du fait que p = 0. (9) st
déduit alors de (8) en remarquant qu'un chedf@mentairecomporte au plus n-1 arcs.

3.3. CONDITIONS D'EXISTENCE DE LA QUASI-INVERSE A*

Dans le cas ou G(A) est sans circuit 0-absorbant, on peut immédiatement déduire du
corollaire 3.2.4du §83.2le:

Théoreme 1(Carré 1971, Gondran 1973)
Si G(A) est sans circuit 0-absorbant, alors la suite des matrieadinet une limite A*

quand k- oo, et cette limite est atteinte pourskn-1 :
A*= lim AK = A(-1) = A() = (10)

k—>00

De plus, A* (quasi-inverse de A) vérifie les équations matricielles :
*=1 O AOA* = IODA*0OA (11)

Démonstration
Le fait que la suite &) admet une limite qui est stirement atteinte pour k = n-1 découle
directement de (8) et (9).
Par ailleurs on a :
IOAOA* = l+AD0 (00 AO...0OAnY
= A = A(-1) = A*
ce qui démontre (11)-

Le résultat précédent montre que si tous les poids des circuits de G(A) sont des élément
O-stables de E, alors la matrice A est (n-1) stable darn&M
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Remarque

Le théoreme 1 peut se généraliser au cas des dioides a droite (resp : des dioides a gaucl
ou [0 est seulement distributive a droite (resp : a gauche) par rappoians ce cas,

il faut supposer que G est sans circuit 0-absorbant a droite (resp: a gauche),
c'est-a-dire que, pour tout circwt on doit avoir,0 ald E:ald w(y) O a=a

(resp: dJal w(y) = a).

On se reportera a I'Annexe 1 en fin de rapport. ||

Etudions maintenant le cas ou G(A) est sans circuit p-absorbant avecmns cette
situation, les seules hypothéses derapriété 3.2.3ne suffisent pas pour démontrer la
convergence finie de(®, la cardinalité des chemins intervenant dans (7) ne pouvant étre
bornée. Nous examinerons donc successivement deux types d'hypotheses

supplémentaires :
- commutativité de la multiplication
- p-nilpotence de lI'ensemble des termes de la matrice A.

Considérons d'abord I'hypothése omialtiplication estcommutative
Notons :
. Pi(jk)(p) I'ensemble des chemins dék) n‘empruntant pas plus de p fois chaque

circuit élémentaire de G(A).
*Bj (p) I'ensemble des chemins de i a j n‘'empruntant pas plus de p fois chaque circuit
élémentaire de G(A).

Remarquons que la cardinalité (en nombre d'arcs) des chemipgmecBt majorée par
n-1+pnt, ou t désigne le nombre total de circuits élémentaires de G(A).

On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 2(Gondran 1973)
Si G est sans circuit p-absorbant et si la multiplication est commutative, alors

Al) = w(H) (12)

( )” uDPi%) ()

(AM)) =y w (13)
! HOP;; (P)

ol est le nombre maximum d'arcs des cheminsjd@P(n, < n-1+pnt ol t est le
nombre total de circuits élémentaires de G(A)).
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De plus la suite des matrice$kPAadmet une limite A* quand k oo, et cette limite est
atteinte pour ks ny :
A= lim AN =AM = At = (14)

k — +00

A* (quasi inverse de A) vérifie alors les équations matricielles (11).

Démonstration
(12) se déduit directement de la Propriété 3.2.3 puisque la commutativitpatenet de
considérer tout circuit comme un produit de circuits €lémentaires, et de ne pas tenir

compte de l'ordre dans lequel ces circuits sont parcourus.
Le reste du théoreme se démontre de la méme facon que pour le théoreme 1.

Le résultat précédent montre que, si la multiplication est commutative et si tous les poids
des circuits de G(A) sont des éléments p-stables de E, alors la matricepAstable
dans M, (E) (avec p< n-1+pnt ou t est le nombre de circuits elémentaires de G (A)).

Considérons maintenant le cas [Oun'est pas commutative, mais ou l'ensemble des
termes de la matrice A gshilpotent

Soit F un sous ensemble de E et p un entiér On dira que F egt-nilpotentsi et
seulement si, pour toute suite de p+1 éléments (non nécessairement tous digtagcts) a

a,... g pris dans F, on a :
a0 a0 ..0g=¢ ('élément neutre d&)

Le résultat suivant montre alors qu'une hypothése de p-nilpotence permet de se passer ¢
la commutativité de la multiplication pour établir la convergence de la déite A

Théoreme 3(Minoux 1976)
Si I'ensemble F des coefficientsde la matrice A est p-nilpotent, alors la matric&A
admet une limite A* qui est atteinte pous g :
A*=lim AK) = A(P) = APt =
k- +o0o

Al Nérifie alors les équations matricielles (11).

Démonstration
Il suffit de remarquer que tous les chemins de plus de p arcs n'ont pas a étre pris er
compte dans (6). (11) se démontre comme pour le théoreme 1.
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Le théoréme 3 montre ainsi que, si I'ensemble des termes de A est p-nilpotent, alors le
matrice A est p-stable. Remarquons que tous les éléments d'un ensemble p-nilpotent sor
p-stables : I'hnypothese de p-nilpotence est donc plus forte que celle de p-stabilité.

3.4. QUASI-INVERSE ET SOLUTIONS DE SYSTEMES LINEAIRES.
MINIMALITE POUR LES DIOIDES

Supposons que la matrice A admette une quasi-inverse A* qui vérifie les relations (11).

Le résultat suivant montre que A* permet de déterminer des solutions pour les systéemes
(1) et (2) du 81.

Propriété 3.4.1

Soit A My, (E) et supposons que sa quasi-inverse A* existe et vérifie :

A*=| OAOA*=1O0A*OA (121)

Alors :

() pour toute matrice Bl EMXn
(m entier ¥ m<n)
Y =B O A* 0 E™n est solution du systeme linéaire matriciel :
Y=YOAOB (15)

(i) pour toute matrice Bl ENXM (m entier 1< m< n) Z = A" 0 B 0 ENXM est
solution du systéme linéaire matriciel :
Z=ADOz0OB (16)

Démonstration

On obtient (15) avec Y = Bl A* en multipliant (11) a gauche par B et (16) avec
Z = A" 0 B, en multipliant (11) a droite par B.]

Dans le cas particulier ou m = 1, la Propriété ci-dessus montre comment construire, a
partir de A, des solutions pour des systémes de type (1) et (2) introduits dans le § 1.

Considérons maintenant le cas ou(E[1) est undioidg c'est-a-dire ou la relation de
préordre canonique est uneaelation d'ordre

La propriété suivante établit alorsrainimalité au sens de cette relation d'ordre des
solutions construites a l'aide de la quasi-inverse.
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Proprieté 3.4.2

Supposons qu'il existe K N tel que A* = AK) = AK+1) =

Si (E, [, O) est undioide muni de la relation d'ordre canonigagalors Y = BO A*
(resp Z = A*[1 B) est lasolutionminimaledans I'ensemble des solutions de (15) (resp :
dans lI'ensemble des solutions de (16)) ordonné par la relation d'ordre inddite par

Démonstration
Soit Y une solution quelconque de (15)

On peut écrire :

Y =BOBOYOADA
=BO(OA)OYUOA2

et, d'une facon générale, pour touf K :

Y=BO(OADO.OAKLYOYDOAKkK

On a donc pour kB K :

Y=BOA*OY0OAKk

ce qui montre que Bl A* <Y

Par suite B A* est la solution minimale dans I'ensemble des solutions de (15).
On démontrerait, de maniére analogue, quélA est la solution minimale de (16).

On retrouve ainsi, sous une forme généralisée, la propriété de minimalité déja rencontrée
dans le § 2.4 & propos du probléme du plus court chemin dans un graphe.
En prenant, par exemple, pour B le vecteur-lighgrnatrice 1 x n) dont toutes les
composantes soatsauf la composante d'indiggégale a e, on remarque quelb A*,
qui n'est autre que la ligne d'indigede A*, est la solution minimale de I'équation :
y=yOAODbT
Ainsi, lorsque E est un dioide, il revient au méme de calculer A* ou de rechercher des
solutions minimales pour chacun des n systemes linéaires de type (1) obtenus en prenat
b égal successivement aux n vecteurs unitaires(e, €, €,... €)T

(¢, e,....6)T

(g, s ey
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4. ALGORITHMES ITERATIFS POUR LA RESOLUTION
DE SYSTEMES LINEAIRES

Pour A OO Mp (E) donnée, nous avons montré dans le 8 3 comment la résolution de

systemes linéaires de type :
y=yOAODbN (1)
ou
z=AUOz0Ob (2)
(et plus généralement de systemes linéaires matriciels de type (15) ou (16)) peut se
ramener a la détermination de la quasi-inverse A* de A.

Le calcul de A* pourra se faire, suivant les cas, ligne par ligne, colonne par colonne ou
globalement.

4.1. ALGORITHME DE JACOBI GENERALISE

Supposons, pour fixer les idées, que I'on cherche a déterminer la premiére ligne de le
matrice A*. Autrement dit, on cherche y £ @ A* avec f = (e,¢, ¢, ..., €).

D'aprés le § 3, on sait que y est solution de I'équation (de type "point fixe") :
y=yOAODT (1)

L'algorithme 1 ci-dessous peut alors étre vu comme l'analogue direct de la méthode de
Jacobi, en algebre linéaire classique, pour résoudre un systéeme de type (1).

Algorithme 1 (Jacobi généralisé)

Détermination de la premiére ligne de A*, ou preuve qife AA*
(@) poser ¢ =Dbl =(e,¢&,..8);t 0;
(b)  Alitération t, soit ¥ la solution courante. Calculer
yt+1 =yt OA[ bT
Si yt*1 =yt 'algorithme se termine ety bl O A* (la premiére ligne de A*)
Siytt1# ytet t< K alors faire t— t+1 et retourner en (b).
Siyi*l# ytett =K alors interrompre les calculs : A*AK)
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Théoréme 4

()  Siil existe K entier tel que A* = &), alors l'algorithme de Jacobi généralisé
construit, en au plus K itérations, la premiere ligne de A*. Dans le cas contraire,
l'algorithme prouve en au plus K itérations quezA&(K).

(i) Si A" existe et si (E[1, O) est un dioide topologique, alors Il'algorithme de
JACOBI généralisé engendre une suite croissante et convergente (au sens de I
sup-topologie) vers la premiére ligne de A

Démonstration

Démontrons tout d'abord (i), c'est-a-dire la convergence finie.
Onay=bldouy=b"0O(0A)

y2=bl O (10 A O A?2) et, par inductionJt O N :

yi=bT O (O0ADA20...0AY)=b"OAD

ce qui montre que la suite des solutions engendrées par l'algorithme est monotone
croissante.

Siil existe KO N tel que AK) = A*alorsona:{ =bl O Ax=yK+l=
Par conséquent, skyl # yK, c'est que A% A(K),

Démontrons maintenant (ii), c'est-a-dire la convergence dans les dioides topologiques.
D'aprés ce qui précéde ontat:yt=bT O A . Comme A* existe, la suite & est
croissante et convergente vers A*. Comme le passage a la limite est compatible avec le:
lois O etO (puisque I'on est dans un dioide topologique), on en déduit faemet

pour limite bT O A*, la premiére ligne de A*.

En pratique, on pourra souvent obtenir un majorant du nombre K tel(§ue=A\* avec

des hypotheses supplémentaires. Par exemple :

- en l'absence de circuit 0-absorbant (cf 8§ 3, Théoreme 1) abrsK;

- si la multiplication] est commutative et en I'absence de circuit p absorbant (cf § 3,
Théoreme 2) alors K n-1 + pn t, ou t est le nombre total de circuits élémentaires de
G(A);

- si 'ensemble F des termes de A est p-nilpotent (cf 8§ 3 Théoréme 3) aqrs K

Dans le cas ol les itérations s'arrétent a l'itération t = K &/dcayK, on aboutit a une
situation incohérente avec les hypotheses. L'algorithme de Jacobi peut donc égalemen
étre considéré comme un moyen de vérification algorithmique de la pertinence des
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hypotheéses utilisées.
Le résultat suivant donne la complexité de I'algorithme 1.

Proposition 4.1.1

En supposant que la complexité de chacune des opérdfiais] est en® (1)

l'algorithme de Jacobi a pour complexifé (Kn2) si la matrice A a tous ses termes
différents deg, et® (KM) si M est le nombre de termes de A différents.de

Démonstration

Chaque itération exige un produit matrice-vectedroérations] et[]) et une somme
de deux vecteurs (n opération$. La complexité est don® (K n2). Si le nombre de
termes de A différents deest M << &, cette complexité peut étre ramende gK.M) en
utilisant une représentation compacte dejA.

Dans le cas du probléme du plus court chemin (B & {+ «}, 00 = Min, O = +),
I'algorithme 1 n'est autre que l'algorithme de BELLMAN (1958).

4.2. ALGORITHME DE GAUSS-SEIDEL GENERALISE

Par analogie avec la version classique de l'algorithme de Gauss-Seidel, I'idée consiste
décomposer la matrice A en I'exprimant comme la somme d'une matrice triangulaire
inférieure L et d'une matrice triangulaire supérieure U. Pour simplifier la présentation
Nous supposerons pour commencer que les éléments diagonaux de A sont tous.€gaux a
Onadonc:
A=UDOL
L'itération de base de l'algorithme de Jacobi généralisé (cf § 4.1) se met alors sous le
forme :
yrl=plOytouOdytoL
Ainsi, pour toute composante j=1,... n, le calculjd‘elye fait par la relation :

j—1 n
yttl=h O ?ZYit D0 5 vi'Da

i=1 i=j+1
Lors du calcul de 1, tous les termes, {1, y,t*1, ...,y ,t*1 ont déja été déterminés.
L'idée de l'algorithme de Gauss-Seidel est alors de remplacer les vqlaiassyla
premiere sommation par les nouvelles valepr*é yéja déterminées, ce qui conduit a la
récurrence :
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-1 n
"= 3 it O 0 i_JZﬂyit sk

ou encore, sous forme matricielle :
yt+1 =pbl O yt+1 ouDytoL (17)

Ceci conduit a l'algorithme suivant :

Algorithme 2 (Gauss-Seidel généralisé)

Détermination de la premiére ligne de A* ou preuve qfe¢ AA*

(@) Poserb =(ee, ..e)Tetyw=(,¢,¢,..€);t0;

(b) A litération t, soit ¥ la solution courante. Calculer :
yFl=plOyt*tlguoOytoL
Si ytt1 =yt 'algorithme se termine ety bl 0 A* (la premiére ligne de A*)
Siyitl# ytet t< K alors, faire t— t+1 et retourner en (b)
Siyi*1# ytet t = K alors interrompre les calculs : A*A(K),

Théoreme 5

(i) S'il existe KO N tel que AK) = A*, alors l'algorithme de Gauss-Seidel généralisé

construit, en K itérations au plus, la premiere ligne de A*. Dans le cas contraire,
I'algorithme prouve, en K itérations au plus, quezA&(K),

(i) Si A" existe et si (E[J, O0) est un dioide topologique, alors l'algorithme de
GAUSS-SEIDEL généralisé engendre une suite croissante et convergente (au sen:
de la Sup-Topologie) vers la premiére ligne de A

Démonstration
Démontrons tout d'abord (i), c'est-a-dire le cas de la conver{jeiece
oAt . . N TR

Pour cela considérong la solution obtenue a partir de = (g, €, ... €) a la tmeitération
de la méthode de JACOBI c'est-a-dire par :

-1 n
at+l _ ot ot
yp =by0y yiOegg 3 yiOg

i=1 i=j+1

At+L At

Rappelons que, par constructipn = >y .

. . AUt
Démontrons alors par récurrence dué,. y <y
Cette relation est vraie pour t = 0. Supposons-la donc vraie polr quelconque.
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Alors on peut ecrlrdﬂj =1, ..,n:
t+1 -1
Yj -bDZ Toa 0 Zyuﬂau
Ij+1
At+1
Uay; O ZY|Da|J
|=1 Ij+1
-1
szyIDaﬂD XyIDalj
i=j+1

At+1
2 Yj
Par suite, dans le cas ou l'algorithme de JACOBI converge de facon finie, I'algorithme de
GAUSS-SEIDEL généralisé ne peut nécessiter plus ditérations. On en déduit (i).

d'ou I'on dedunyJ

Démontrons maintenant (ii), c'est-a-dire la convergence dans les dioides topologiques.
La matrice U étant triangulaire supérieure, elle est n-nilpotente, c'est-a-dire que
un=uUntl=uUn+2= =3 (matrice n x n dont tous les termes sont égaax ®ar

suite, la quasi-inverse*UWle U existe, et est égale o

D'autre part, en raison de la forme de litération (17), on observetﬁ]uesy solution
minimale en y de I'équation :
y=b Oyob OyioL
On a donc:
y=p oyopou (18)
ce qui fournit I'expression déﬂ}en fonction de S/seulement.

On peut alors interpréter (18) comme une itération de type Jacobi appliquée a I'équation :
y=b OU OyO(LOU) (19)

En utilisant la démonstration du théoréme 4, et en tenant compte du fait que
= (&€, ...,€), On peut écrire, 1 t :
V=@ OU)O[IOLOU)O(LOU9)20..0(LD0UY]

Comme A = (U0 L)" existe, (LO U")* existe et I'on a :

(UOL)*=U"0O(LOuUH-

La suite >9engendrée par l'algorithme de GAUSS-SEIDEL généralisé est donc croissante
et majorée avec pour limite :

b' O U* O (LO U

=p' O UOL*=b OA*



-26 -
c'est-a-dire la solution minimale de I'équation yE A 0 b n

Appliqué au probléme du plus court chemin dans un graphe, I'Algorithme 2 n'est autre
que l'algorithme de FORD (1956). Dans ce cas, on a convergence finie.

Remarque
Dans le cas ou les éléments diagonaux de A ne sont pas tous égaaisasont quasi-

inversibles, le calcul de%t a partir de ya chaque itération doit étre modifié, et se faire
selon la procédure suivante :
pourj=1,2,..,n

T e 2ot U
yp =m0 3y Uag U 5 yi Dyl aj
tl i=1 i=j+1 U

oll a; dénote le quasi inverse du terme diagoppl a
i q I

4.3. L'ALGORITHME DE DIJKSTRA GENERALISE ("ALGORITHME
GLOUTON") DANS CERTAINS DIOIDES SELECTIFS

Nous allons montrer maintenant que I'on peut obtenir un algorithme généralement plus
efficace que ceux décrits dans les paragraphes précédents en se restreignant a une cla:
particuliére de dioides.

Nous supposerons ainsi, dans tout ce paragraphe, gue [(B,est undioide sélectiet
dans lequel e (I'élément neutre [dg est le plus grand élément (au sens de la relation
d'ordre du dioide), autrement ditt ad E : ed a = e. La relation d'ordre étant

compatible avec la multiplication, on a donc, dans un tel dioide :
OalE, b>c O bOex>=cUOal b=cOa (18)

(R+* 0O {+ «}, Min, +), ([0, 1], Max, x) ({0, 1}, Max, Min), (R* O {+ «}, Max,
Min) sont des exemples de dioides sélectifs dans lequel e est le plus grand élément.

Rappelons que, dans un dioide ou e est le plus grand élément, tout élément de E e
O-stable. Toute matrice A My (E) est donc quasi-inversible puisque G (A) est alors

sans circuit 0-absorbant (cf. Théoreme 1, § 3.3).

L'algorithme 3, décrit ci-apres, utilise le résultat suivant.
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Théoréme 6(Gondran 1975b)

Soit (E,d, O) un dioide sélectif dans lequel e est le plus grand élément.

Etant donnée Al M, (E), considérons le systeme linéaire :

z=zOAOD (29)

ou b est un vecteur-ligne a n composantes donné et solit[] A" la solution minimale
de ce systéme. Alors il existell [1, n] tel quez; = bio et cet indiced est défini par :

n
bio = z bi (20)
i=1
Démonstration
a) Soit iy défini par (20). Montrons d'abord qu'il existe une solufiode (19) telle
quez = by .
En posantz; = bj_les équations (19) s'écrivent, poufrip :
n
Zi = _Z Zj U aji U (b| U bio U aioi ) (21)
};io
etpouri=jg:
n
Zio = z Zj U ajio U bio (22)
j=1

En notantA la matrice déduite de A en supprimant la lignetila colonneg Z le
vecteur déduit de z en supprimant la composankesi relations (21) s'écrivent sous
forme du systéme :

z=z0ADD (23)

ol b est le vecteur de composan(es] bj, O aioi) pour i# i,. Ce systeme

admetz = b0 A* comme solution minimale. Soit alozsle vecteur de dimension
n tel que 2i0: bio et dont les composanteg (i # ig) sont celles de

Z=bOA* .

Par constructionzvérifie (21). Montrons gu'il vérifie également (22).
Pour cela, et du fait de l'idempotence’dal suffit de montrer que :
Oj#ig: biOZ 2] Dajio (24)

O~ O
D'apres (20) bio > by, d'ou il découle par (18)bi0 > b O EA* .

]
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Toujours en utilisant (18), on peut aussi €crire :
by =b O 0 %*D
io 2 Pig Y &
g
Alors, 2j étant défini[Jj # io, par la relation :
n O~ O
7 = Ob Oa 50 A*
J ; %JI io a10| 0 g‘ H
i%ig J
on déduit de ce qui précéde qug ; = Zj

ce qui, par (18), entraine (24).
Ainsi, z défini plus haut est solution de (19).

(b) Il reste a montre qu2 est solution minimale de (19).
Pour toute solution z de (19) on a (22) dapcz b =Z; .
D'autre part,% (déduit de z en supprimant la composag)test solution de
5=30A0b (25)

ol b est le vecteur de composangbsi] zi, O @) pour i# o,

Commeb =%, et queB [J A* est solution minimale de (25) on a:

13

5>b0z*>b0A* =z
On en déduit 2 Z, c'est-a-dire la minimalité de.

Le résultat précédent peut étre utilisé pour déterminer la mattriign® par ligne. Par
exemple, pour déterminer la premiére ligne de @n choisira b = (&, ¢, ..., €). Le

calcul dez = (Ail, Aiz,..., Ai n) pourra alors se faire de proche en proche, de la fagon

suivante.

On détermine un indicg i1 [1, n] tel que :

n
bio = _Zl bi
1=
Par le théoreme 6, on en déduit la composgmte ia solution cherchéez; | = by

Avec cette information, on peut alors ramener le probleme a la détermination de la
solution minimale du systeme linéaire réduit :

z=z0OAObD (23)
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avec,i#io: bi=b,0b, Oa ;,etouAestla matrice déduite de A par suppression
[0} [0}

de la ligne § et de la colonngi

En appliquant de nouveau le théoreme 6 a ce dernier probleme, on détermine un indice

i1 O [1, n] \{io} par :

bi1 = 2 b;
i, N\ o}

et on obtien'lii1 = bil’ et ainsi de suite.

A chaque étape, on obtient la valeur d'une nouvelle composante de la spletida
dimension du probleme décroit d'une unité. Au bout de n étapes, le vecteur solution est
donc obtenu.

On est ainsi conduit a I'algorithme suivant :
Algorithme 3 (DIJKSTRA généralisé)

Détermination d'une ligne de" Al'indice r quelconque (@ [1, n))

(@) Initialisation :

Poser : {%ir)) :s pour i [1, n]\ {r}

T={1,2, ..., n}
(b) Etape courante :
(by) Déterminer l'indice L T par :
@)=y T(j)
jaT
puis faire : T~ T\{i}
Si T = g, fin de l'algorithme : le vecte(m (1), 7t (2), ... 71 (n)) est la ligne r
de A,
SiT# g aller en (p).
(bp) Pour tout T faire :
() < @) OO a
et retourner en (b).

Le résultat suivant établit la complexité de I'algorithme 3.

Proposition 4.3.1
L'algorithme 3 nécessité (n?) opérations] et® (n2) opérationd].
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Démonstration

A litération k ou |T| = n - k + 1, le calcul de l'indice i a I'étapg fiécessite n -k + 1
opérationg] et la mise a jour des valeurg)) a I'étape (P nécessite n - k opérations

et n - k opération§&l. Le résultat s'en déduit en effectuant la somme pour k variant de
1 an [

Dans le cas particulier du probléme du plus court chemin dans un graphe avec longueur:
toutes positives ou nulles, on retrouve l'algorithme classique de DIJKSTRA (1959).

5. ALGORITHMES DIRECTS : METHODE DE GAUSS-
JORDAN GENERALISEE ET VARIANTES

Nous généralisons dans ce paragraphe le calcul classique de l'inverse d'une matrice p:
pivots de Gauss au calcul de la quasi-inverse d'une matfit®f (E) dans un semi-
anneau ou dans un dioide, lorsque celle-ci existe.

On sait alors (cf § 3.3) que la quasi-inverse A* satisfait le systeme matriciel (11) et que,
de plus, si (EJ, O0) est un dioide, A* est solution minimale des systeme matriciels :
Y=YOAOI (26)
et
Z=A0Oz0OI (27)
ou: Y =(yj)OMp(E)etZ=(g) U Mpu(E) désignent, dans chaque cas, la matrice
(inconnue) a déterminer. | dénote la matrice identité gléayl

5.1. METHODE DE GAUSS-JORDAN GENERALISEE : PRINCIPE

Nous décrirons la méthode de Gauss-Jordan généralisée en considérant le systeme (26)
Y=YOAOB (26)'
ou B = (lj) U Mp, (E) est une matrice quelconque donnee.

Notons que I'on pourra obtenir des formules analogues pour la résolution du systeme :
Z=A0O zO B 27)'

Nous supposerons que (E, []) est un dioide ayant la propriet® uivante :

Soit all E, b0 E ; si I'équation y = y1 all b a une solution en y, alors a* (quasi-

inverse de a) existe. (Notons que la propriéeest satisfaite dans tout dioide dans

lequel toute suite croissante majorée a une limite donc, en particulier, dans les dioides

topologiques).

Comme nous le verrons, la propriétg ious permettra de montrer qu'a chaque étape, la
méthode calcule des expressions conduisant a des solutions minimales. Dans le cas ¢
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(E, d, O) n'est pas un dioide, mais seulement un semi-anneau, la méthode donnera unu
solution de (26)' qui n'a pas nécessairement de propriété de minimalité.

Dans le cas particulier ou B = | (la matrice identité de(E)) et ou (E[J, [0) est un
dioide, la méthode de Gauss-Jordan généralisée détermine donc la solution minimale di
(26) c'est-a-dire la quasi-inverse A* de A.
La premiére équation de (26)' s'écrit :

n
yir=vyi1 0 a0 jzz Y Hay Hby (28)
Comme nous supposons que A admet une quasi-inverse A* alors on saitlgie 8

U = (uj) est solution minimale de (26)' dong @st solution minimale de I'équation :

yi1=y11 O a10h
n
avec h :jgz ulj O ajl O b11

Comme (E,O, O) est un dioide dans lequel toute suite croissante majorée est
convergente (propriétét)), on en déduit que I'élément;aa un quasi-inversa*11 et

par suite (28) permet d'obtenir I'expression geen fonction des autres variables
y1;(=2,...n):

n

On proceéde de méme avec toutes les autres équations de (26)' correspondant a la premie
colonne de Y. On a donc, pour touti=1,...n:

n
yir=yi1Ual _22 YijDay O by
]:

. - * . . .
ce qui, en utilisantay;, permet d'exprimer jy en fonction des autres variables

Yij = 2,.... n) :
n * *

yir= ) yijUap Oa10bjg Dagy (29)
j=2

Une fois obtenues les expressions g¢g (Y= 1...n) données par (29), on peut les
substituer dans les autres équations du systeme (26)', ce qui donne, pour i quelconque
k>2:
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n
Yik = > VijUak Oby
j=1

n
=yin Dax O Y yj Oaj O by
j=2
En utilisant (29), I'expression ci-dessus se met sous la forme :

n * *
Yik = > VijU(ap Uayg U Uay) U big U a3 U &gk U bik (30)
j=2

Notons Yl la matrice déduite de Y en remplacant tous les termes de la premiére colonne
pare et introduisons les matrices carrées n x n

Nﬂ%#ﬁet Bm:Mﬂ

définies pourtoutj=1..netk =1...n par:

Elk] =gk Udag1U ap O ark (31)
et

ol = gk 0 by1 0 &gy O agk (32)

On remarque que les équations (29), qui définissent la premiére colonne de Y peuventi
aussi s'écrire :

D/11E %[11%[ [1][

OpiiC C

E He %511[
O C- Yo o. Cc O (33)

E- E 0 C D_ [

. C)C [t

g’nlé @nlﬁ E)nlﬁ

En effet, pour i =1,... n, I'expression de glonnée par (33) s'écrit :

n
yii = Z yij U a%] 0 bl

Z yij O(ap Oag Dagg Dag) O by Oy O agq O agg
]_

Or, commeail est le quasi-inverse dgjaon a:
a1l gl aUar=g(0a0a) =810 &g
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et de fagon analogue :
bis O bin O agq0agg =l O ayg

ce qui permet d'écrire :

n * *
yin= Y yjUapUay O bjpOagg
j=2

et I'on retrouve bien I'expression (29).

Les relations (30) et (33) montrent donc qu'apres élimination des varigb(es §...n),
le systeme (26)' se met sous la forme :

Y =Yl O Al O Bl (34)

Par ailleurs (31) et (32) peuvent s'écrire matriciellement :

Alll = A O MI1] (35)
et
Bl = B 0 MI1] (36)

ol la matrice N O My, (E) est la matrice de transformation définie par :

%ﬁl a,Oa, a10as . .. a].lDalnE

e € R € C

M[l]zg € e Co . C
D : . . . . [

£ e ek

c'est-a-dire la matrice déduite de la matrice identité gléEylen remplacant les termes de
la premiere ligne par :
1 _ *
%“[1% =ay
1] _ .* -
gn[lj] =a Uayj (j=2,...,n)
(pour les termes de la premiére colonne Bé £31) donne a%] =g1 U (el aq Oang)

=g 0 ail ; de la méme fagon (32) donb%] =y O ail)

Par analogie avec la méthode de Gauss-Jordan classique, nous dirons que (34) est dédi
de (26)' par pivot sur la premiére ligne et la premiére colonne (I'élémeestaappelé
I'élément pivot
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Il est maintenant facile de voir que la technique d'élimination explicitée ci-dessus peut étre
itérée : comme A* existea[Z:L%est quasi-inversible et I'élémemg% peut étre utilisé comme
pivot pour éliminer toutes les variables de la deuxiéme colonne de Y. En nihlat Y
matrice déduite de [¥l en remplacant tous les termes de la deuxiéme colonr lgar
systeme obtenu a la deuxieme itération s'écrit :
Y =Y[21 O Al2l O B2
ou Al2l =AlllOwmi2

Bl2] = Bl1] O m[2]

M[2] étant la matrice déduite de la matrice identité | en remplacant la deuxiéme ligne par :
2] — (Al \*

i) = (@)

i) = ey 0

D'une fagon générale, les matricdl &t BKl sont définies récursivement par

Al0] = A B0l =B (37)
et, Ok=1,2,..n:
Al = Alk-1] O MK (38)
Bkl = Bk-1] g MIK] (39)

avec MK déduite de | en remplacant la ligne k par :

b = @) (40)
O
Al = @t o a ™ (42)
On aalors :

Théoréme 7

Soit AD My, (E) ou (E,[0, O) est un dioide dans lequel toute suite croissante majorée a
une limite. On suppose que A admet une quasi-inverse A

Alors Y = BNl obtenu par (37) - (41) est solution minimale du systéme

Y=YOADOB (26"

Dans le cas particulier ot B #08= I, alors BNl est la quasi-inverse A* de A.
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Démonstration
Toutes les opérations intermédiaires effectuées dans I'application des relations de
récurrence (37) - (41) respectent chacune des équations de (26)'. La matridély = B
obtenue a laifMeitération est donc bien une solution.
Le fait qu'il s'agit d'une solution minimale peut aisément se démontrer par récurrence de
la fagon suivante.
Soit Y :(Vij ) une solution quelconque de (26)". A l'itérationylyérifie donc :
Oi=1...n:
n

yit=yi1 0 a1 0 .ZZYij Oag O by (42)

i=
Y est donc une solution de (42)

Par suiteyil est solution de :
n

Yin =Y B 1 b _22 Vij b ajl a b”
]:

et par suite :

— |:| n — |:| *

Yz Oy Vi UapUbiug &,

=2 O

Ceci montre queY satisfait le systéme (34) obtenu a la fin de la premiére itération avec
I'inégalité, autrement dit que :
Y>YU oAl oY =y oAl gpomi

Il existe donc une matricelH O My, (E) telle queY satisfait
Y=Y¥pgal ggom¥ oHH (43)

La deuxieme itération, correspondant a I'élimination de toutes les varighle&salisée
sur le systéme (43) conduirait de fagon analogue & montre¥ qadisfait :
Vzﬁ”DN”D@DMmDMﬂDMm

Il existe donc une matricel# 0 M, (E) telle que :
V:W”DN”D@DMWDMﬂDMWDHW

On peut donc en déduire, par induction, I'existence de matriéesiidl... H telles

QwV:WmDAWDab(BDMmDHmy”DMmDHmﬁlJMWDHME
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& € N
U] L
(£ C
O] L
comme Yl = C
O] C
O] C
B e

on en déduit que
vyzpomMH omlg omitl = ginl
Ceci prouve que Bl est solution minimale de (26)’.

5.2. METHODE DE GAUSS-JORDAN GENERALISEE : ALGORITHMES

Placons-nous dans le cas ou B = I. L'application des formules de récurrence (37) - (41)
permet alors de construire la quasi-inverSeld A.

On a, dans ce cas :
BNl = A* = MLl O MI21 O ...O0 MIN]

et:

ANl = AOMEIOMEO...0OMIN
= AQOBIM
= AOA"
= AT

On voit que pour calculer [Al = A+ on a seulement besoin d'utiliser la formule de
récurrence (38). Ase déduit ensuite directement deplar : A =10 A*.

Comme MK] ne dépend que dekall, cette remarque montre qu'on peut calcufeeA
ne travaillant & chaque itération qu'avec une seule matkte A

On a alors :

Algorithme 4 (Gauss-Jordan généralisé)

Calcul des matriceset A"
(@) Poser A0l = A
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(b) Pour k=1, 2,... n successivement faire :
Kl — ([k-11)"
il = (d5)
pouri=1..n
pourj=1..n

Si (i # k ou j# k) faire :
K] — k-1 k-1 k k-1
31[1'] _agj To i od Dakj :

(c)  Alafin de I'étape (b) on obtient’A&= AlNl. On en déduit alorsApar :

A* =AM O1.

Le résultat suivant établit la complexitélddgorithme 3

Proposition 5.2.1
L'algorithme 4 demande N calculs de quasi-inverse d'un éléménmdtopérations]

et].

Démonstration
Chaque itération exige le calcul (inﬁfk"l]) (quasi-inverse de I'élément pivot) et &(n

opérations] et[]. On en déduit le résultat.

Un cas particulier intéressant est celui ou le graphe G(A) ne contient pas de circuit O-
absorbant. Dans ce cﬁqkk_l] est un élément O-stable dodéﬂ = (akkk_l]) =e.

L'algorithme 4 se spécialise alors de la fagon suivante :

Algorithme 4’
Calcul de A et A" dans le cas ou G(A) ne contient pas de circuit 0-absorbant

(@ A=A
(b) Pourk=1..n

pouri=1...n

pourj=1...n

faire - d ko ol o -
(c) At=ANetA =10AMN
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Dans le cas du probleme du plus court chemin dans un graphe sans circuit de longueu
négative (U = Min, 0 = +) I'Algorithme 4' n'est autre que l'algorithme de FLOYD
(1962).

5.3. METHODE "ESCALIER" GENERALISEE

A étant une matrice n x n a éléments dans un dioide E, pour fb[it,kn] notonsAgq

la sous-matrice de A formée par les k premiéres lignes et les k premieres colonnes de A
Avec cette notation on a : A Ay .

Le principe de la méthode "escalier” est de déternfings )" & partir dg( Ay )" = an
puis (A )"a partir d(A(z} )", et ainsi de suite jusqu'a obtenit A(Ag; )* & partir de
(Ap-1)"

Pour mettre en ceuvre cette récurrence sous forme d'un algorithme, nous utiliserons le
formule de quasi-inversion par blocs donnée par le résultat suivant.

Proposition 5.3.1

Soit (E,O, O) un dioide et UJ My (E) (k= 2) une matrice supposée partitionnée en
blocs sous la forme :
U171 UgaC
21 Ugat
avec U; 0 My.1 (E) etou:
U1, est de dimensions (k- 1) x 1,
U, est de dimensions 1 x (k - 1)
Uy, O E.
On suppose que la sous-matrice; &st quasi-inversible avec pour guasi-inverse

U=

Uzl, gue l'élément W, est quasi-inversible dans E, et que I'élément
n=Ux0O Uil 0 Uy2 0 Uypo est quasi-inversible dans E.

X
Alors U est quasi inversible dansgNE) et U* = (K11 X12E est donnée par les
21 A22
formules :
X11= U3 0Up3 O U Op* O Up O U (44)
X12= Uy O U Op (45)
X21= p* 0Up 0 Uy (46)

X22= p* =(Upy 0 Upy O Upp O Upy)* (47)
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Démonstration

Montrons l'existence d'une solution minimale aux équations matricielles :

X= UDOX0OI (48)
X= XDOUdO Il (49)
ou X O M (E) peut étre partitionnée en blocs :

« = K11 X12C

21 Xoof

(48) entraine, en patrticulier :
X12= Uz U X2 O U3 0 X0 (50)
X22= Up U X U U O Xy Ue (51)

Comme U1 est quasi-inversible, (50) a une solution minimale enpdur toute valeur
de Xoo, laquelle s'écrit :
X12 = Ull O U12 U X22

En utilisant cette relation, (51) s'écrit :

X22= (U1 0 U3 0Ugp OUpp) OXppOe

soit encore :

X22=p U X2U e

K étant supposé quasi-inversible, I'équation ci-dessus a une solution minimale qui

s'écrit :

X2 = U* (47)
d'ou l'on déduit :

X12= Uy O0Up Op* (45)
De facon analogue (49) conduit aux quatre relations :

X11= X110 U110 X120 U210 g (52)
X21= X210 U110 X220 Uz (53)
X12= X110 U120 X120 U2z (54)
Xoo= X210 U200 Xoo O Ugo O e (55)

En utilisant (45), (52) se réécrit :
X11= X110 U110 Uy O U2 0 p* O Upa O I
et, comme Y; est quasi-inversible, cette derniére équation a une solution minimale en
X11, qui s'écrit :
X11= (U1g 0 U Op* O Up  Olyg) O Upg
= U1 0U3; 0Ugp Op*0Up 07y (44)
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Enfin, en utilisant (47) et la quasi-inversibilité dg;lJ(53) permet d'obtenir la solution
minimale en %1 :
X21= u* 0 Uy O Up (46)

On a ainsi obtenu les expressions (44) - (47) en exploitant deux des relations issues di
(48) et deux des relations issues de (49). Il reste a vérifier que X ainsi obtenue satisfait
par exemple les deux autres relations (54) et (55) déduites de (49). L'expression
X110 U120 X120 Upo  s'écrit :

(U110U33 0Ugp Op* O Uy OUp) DU, OU3 O U Op* OUp

= U:il 0 Ugp 0 (U110 Upp Op¥) O (Upg OUp O Upp O Upp)

= UpOUpO(e0u*0np)

= Uy OUpOp*

= X12 d'apres (45)

L'expression X1 0 U120 X2 0 Uoo [ e s'écrit
W 0 Up 0 Uy OUOp* OUxDe

= @ O(UaOU;0UpOUp)0e

= p*0Op0e=p*=Xyo daprés (47).

X donnée par (44) - (47) vérifie donc bien (49).

De plus, par construction, il s'agit bien d'une solution minimale. On en déduit que U est
quasi-inversible avec U* = X. [

Pour déterminer la quasi-inverse d'une matrice A (supposée quasi-inversible) on peut
alors déduire directement de la Proposition 5.3.1 l'algorithme général suivant.

Algorithme 5 (méthode "escalier" généralisée)

Détermination de A* pour Al M, (E) supposée quasi-inversible.

Poser AE]_} = a;_l
Pourk=2, ...,n faire:
A -1 1 Vk-1L
Anq = o wWZh LIk
it Wi-1 ' Ak
ou :

* Vi1 est le vecteur-colonne constitué par les k - 1 premiers termesigieela k
colonne de A.
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* Wg.1 est le vecteur-ligne constitué par les k-1 premiers termes dgnla k

ligne
de A.
Calculer :
o= (Wi O A gy O v Oag)”
Vker = Ag-g 0 Uy (56)
Wy = w0 Ay (57)
puis déduire :
. Ay OV O W O Weq | Ve Op'L
Apy = BVl B O W Valp

g W OWeq L
A la fin des itérations, on obtient A Afn}.

Notons que dans I'expression Aﬁ] les vecteurss,_ O poetp O Wy, déduits de

(56) et (57) correspondent a (45) et (46) respectivement. D'autre part, I'expression
Afk ~y O Vg1 O T Wi—1 se réécrit :
Agc- U Age-1 H Vi D Owyeg U Age-gy

qui n'est autre que la relation (44).

Proposition 5.3.2
L'algorithme 5 nécessit® (nd) opérations] et[], ainsi que n calculs de quasi-inverse
d'un élément de E.

Démonstration
Sur I'ensemble des étapes, l'algorithme effectue n calculs de quasi-inverse d'un élémer
de E. Par allleurs, a chaque itération k l'algorithme réalise sur des matrices d'ordre k-1 e
des vecteurs de dimension k-1 :
- trois multiplications matrice-vecteur nécessitantk?) opérations’] et ;
- un produit scalaire de deux vecteurs nécessRa(hi) opérations] et(] ;
- un produit d'un vecteur-colon{g/,_;) par un vecteur-lignép” O Wy_;) suivi
d'une somme de deux matrices, ce qui néce8sft€) opérations] et].

Le résultat s'en déduit par sommation surk de 2 a n.
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Un cas particulier intéressant est celui ou le graphe G (A), associé a la matrice A, est san
circuit O-absorbant.
Dans ce cas on a, a chaque itération de l'algorithm& 5e, et l'algorithme 5 peut se

réexprimer sous la forme simplifiée suivante :
Algorithme 5'

Calcul de A* a partir de A par la méthode "escalier" généralisée (cas ou G(A) est sans
circuit 0-absorbant).
a1 < €

Pour k=2an faire :
(@ ke

(b) Pouri=1,..,k-1:
k-1

dk - 2 &jlax
=1

k-1
ak,i — z ak’j ] aj,i
=1

(c) Pouri=1,.., k-1
Pourj=1,.., k-1
gj « a Uak D a

Dans le cas du probleme du plus court chemirs(Min, O = +) I'Algorithme 5' n'est
autre que l'algorithme de DANTZIG (1966).
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Annexe 1 : Dioide a gauche et plus court chemin avec gains ou pertes

Soit G = [X, U] un graphe orienté sur lequel va circuler un type de produit donné.
A chaque arc u = (i, j)J U on associe deux nombres :

* Gj representant le colt unitaire de transport du produit entre i et j.

* mj; > 0 représentant le coefficient de perte (gi<nl) ou de gain (si > 1) du
produit lors du transport de i a j (autrement dit, jsest la quantité de produit
disponible en i, la quantité disponible en j aprés passage sur l'arc (i, j) @t m

Considéerons deux sommets quelconquiesX et jI X ety O Pj un chemin joignant
ces deux sommets :

u={(io. i) (2, i2), ... (ip-1, ip)} (aveci=petj=p).

Notons c 1) le colt de transport d'une unité de produit entre i et j par le cheratrm
(1) le coefficient de gain (ou de perte) global le long du chemin

Ces quantités sont définies par les relations de récurrence suivantes :

Sip=9g: c=0; mqp =1.

Sip est un chemin entre i et jigt=p O {(j, k)} un chemin entre i et k, alors

c) = c@+mf)ck

m@) = m@). mk

Le probleme du plus court chemin avec gains (ou pertes) est de déterminer le chemin de

co(t unitaire minimum entre deux sommets i et j donnés, autrement dit de minimiser le

rapport% sur I'ensemblejPdes cheming joignant i a j.

1) On considére I'ensemble E=x (R ¥\ {0} ) muni des opératiorns et[] définies
de la fagon suivante :

cl.C_C :
m) si—<—, ousi
m

m
E E:i.etm:Max{m,m'}
o5 0
m m cOo .c_c .
— S|—>—'0US|
O " m m
E %:%,etm':Max{m,m'}

(5)0(5)= Fae



2)

3)
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On remarguera gué n'est pas commutative et seulement distributive a gauche par
rapport aJ.

Vérifier que (E,, ) est undioide a gaucheOn noterz et e les éléments neutres
del et respectivement.

La matrice d'incidence A de G est la matricg N (N = |X|) définie par :

Egij :gi“ju@s’_i (.)0Y
& =¢€ si (i, j) OU
B'i:e Oiox

Le poids w (1) d'un chemiru O B quelconquep ={(io, i1), (i1, i2) ... (ip-1, ip)}
est défini comme le produit (dans cet ordre)) :

W) =agigUag,ip, 0. Oa, i

En utilisant seulement la distributivité a gauchéldpgar rapport &1, montrer que

I'on a bien:
k _
(AK)= 3w
pDPij
et:
kK)) =
(A )i,j Z(k) w(H)
uDPij

On dit que G est sans circuit 0-absorbant a gauche si, pour chaque circuit
élémentairgyde G,onaJal E:aldaldw(y)=a

G étant supposé sans circuit 0-absorbant a gauche, démontrer que I'on a :
(Ak)i i~ Z< w(k)
H DPij 0)

et
-1 _
(A(n )i,j - 2 w(H)
H DPij (0)
(ou P}J‘ (0) est I'ensemble des chemins élémentaires de k aRﬁs(ét) I'ensemble

des chemins élémentaires entre i et j).
Déduire de ce qui précede :
A = im AW =

k - o
ol A" vérifie :
A"=A"0OAOI
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4) Montrer que, lorsque certaing peuvent étrec 0, G est sans circuit 0-absorbant a
gauche si et seulement si tout cirguiterifie c ) =0 et my) = 1.
Lorsque tous lesjjcsont= 0, montrer que G est sans circuit 0O-absorbant a gauche,
si et seulement tout circuyitvérifie m §) < 1.

5) Vérifier alors que les algorithmes de JACOBI, de GAUSS-SEIDEL et de GAUSS
JORDAN généralisés s'appliquent a la résolution du probléme de plus court chemin
avec gains (ou pertes) dans un graphe sans circuit 0-absorbant a gauche.

6) En tenant compte du fait queest sélective et, sous I'hypothese supplémentaire que
e = (?) est le plus grand élément de B €0 E: all e = e), montrer que

I'algorithme de DIJKSTRA généralisé (cf. § 4.3) s'applique également.

Vérifier que les hypothéses ci-dessus sont satisfaites lorsque, pour chaque arc (i, j)
de G:

cj =20

0<mj< 1

[Eléments de réponse : CHARNES & RAIKE (1966), BAKO (1974), GONDRAN
(1976)].
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