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PROPRIETES COMBINATOIRES DES MATRICES
SUR LES (PRE)-SEMI-ANNEAUX

M. MINOUX
LIP 6, Université Paris 6

Résumé

De nombreuses propriétés classiques des matrices réelles proviennent en fait de propriété

purement combinatoires qui restent valables dans des structures algébriques beaucou

plus générales que le corps des réels : les semi-anneaux et les pré-semi-anneaux. C

présente successivement des généralisations aux semi-anneaux :

— duthéoreme de CAYLEY-HAMILTON,

— du "Matrix tree theorem " de BORCHARDT et TUTTE et de sa version étendue, le
"All Minors Matrix Tree Theorem",

— de l'identité de MACMAHON.

Mots clés:
Semi-anneaux, pré-semi-anneaux, bidéterminant.

Abstract

Many classical properties of real matrices actually derive from purely combinatorial

properties which remain valid in algebraic structures much more general than the field of

real numbers, namely semi-rings and pre-semi-rings. We present here generalizations tc

semi-rings of :

— the CAYLEY-HAMILTON Theorem ;

— the so-called "Matrix Tree Theorem" due to BORCHARDT and TUTTE, and its
extended version, the "All Minors Matrix Tree Theorem".

— the MACMAHON "Master Theorem".

Keywords :
Semi-rings, pre-semi-rings, bideterminant.



1. INTRODUCTION

L'ensemble des matrices a éléments dans un pré-dioide ou dans un semi-anneau form:
avec les lois induites, un pré-dioide ou un semi-anneau. Ce rapport est consacré a I'étud
de leurs propriétés combinatoires

Les notions élémentaires de polynémes, de séries formelles et de matrices sur les
(pré-)semi-anneaux et les dioides sont introduites dans les 88 2 et 3.

On rappelle ensuite quelques définitions et propriétés de base des permutations (8 4.1
puis on introduit la notion dbidéterminantet debipolynédme caractéristiqud'une
matrice (8 4.2 et § 4.3).

Dans le 8 5, on donne une preuve combinatoire généralisant, aux pré-semi-anneau
commutatifs, l'identité classique du déterminant d'un produit de deux matrices. Le 8 6
donne une preuve combinatoire du théoreme de CAYLEY-HAMILTON qui généralise
aux pré-semi-anneaux commutatifs la preuve de STRAUBING (1983).

Dans le 8§ 7 on s'intéresse aux liens entre bidéterminant d'une matrice et arborescence
du graphe orienté associé. Une extension originale du classique "Matrix Tree Theorem"
aux semi-anneaux est établie dans les § 7.1 et 7.2. On étudie ensuite, dans le § 7.4, ur
forme plus générale de ce résultat qui peut étre considérée comme une extension original
aux semi-anneaux du résultat connu sous le nom de "All Minors Matrix Tree Theorem".
Enfin dans le § 8, on présente une version généralisée nouvelle de l'identité de MAC
MAHON dans les pré-semi-anneaux commutatifs.

Le terme dalioidea été initialement proposé paKUNTZMANN (1972) pour désigner

la structure algébrique constituée par un ensemble E muni de deux lois de composition
internesl] et telles que (E[J) est un monoide commutatif, (E) est un monoide

(non nécessairement commutatif) avec une propriété de distributivité a droite et a gauche
de par rapport &l. En I'absence de propriétés additionnelles desl@sl], une telle
structure est assez pauvre et nous lui donnerons ici le ngmmédsemi-anneay
réservant ainsi le nom dioide a des structures a deux lois munies de propriétés
supplémentaires qui seront explicitées plus loin.

Définition
On appellepré-semi-anneau a droitene structure algébrique (B, [0) formée d'un
ensemble de base E et de deux lois de composition internes avec les propriétés suivantes



() alb=b0a Oa, bOE (commutativité del)
(i) (@Ob)Oc=al (blc) Oa, b, cdE (associativité dél)
(i) (@db)Oc=al (bc) Oa,b,cdE (associativité dél)

(iv) all(bOc)=(aldb) 00 (allc) Oa,b,cOE
(distributivité a droite dél relativement &l)

La notion depré-semi-anneau a gauclkst définie de facon analogue, en remplacant la
distributivité a droite par la distributivité a gauche :

(iv) @0 b)Oc=(@Ic)0((bOc) Oa,b,cdE.

Notons que dans les définitions ci-dessus, on ne suppose pas l'existence d'élément
neutres. S'ils n'existent pas (ni a droite, ni a gauche), on peut les ajouter sans probléme
Dans le cas og, I'élément neutre ajoutéld est absorbant par, on a une structure de
semi-anneau.

Définition
On appellepré-semi-anneaune structure algébrique (E, 0) qui est a la fois un pré-
semi-anneau a droite et un pré-semi-anneau a gauche.

Définition

La relation de pré-ordre induite par la [diest définie par : & b, si et seulement si il
existe c tel que b =@ c. Lorsque cette relation est une relation d'ordre, on dit que
I'ensemble (E[J) estcanoniquement ordonmélativement &l.

Définition

On appelle pré-dioide a droite (resp : a gauche) un pré-semi-anneau a droite (resp : ¢
gauche) canoniqguement ordonné relativement a

On appelle pré-dioide un pré-semi-anneau canoniqguement ordonné relativement a

Définition (semi-anneau, semi-anneau a droite, a gauche)
Un semi-anneauest un pré-semi-anneau (E,, 0) qui vérifie les propriétés
additionnelles suivantes :
() O admetun élément neuge
(i) O admetun élément neutre e
(i) € estabsorbant pout, c'est-a-dire :
OalE:alle=¢ela=¢



Un semi-anneau a droite (resp : a gauche) est un pré-semi-anneau a droite (resp : .
gauche) vérifiant les propriétés (i) a (iii) ci-dessus.
Un semi-anneau dans lequel I'opérafibest commutative est dibmmutatif

Définition (anneau)

On appelleAnneauun semi-anneau dans lequel I'ensemble de base E a une structure de
groupe commutatif pour l'additioril. Un anneau (E[], [0) est ditcommutatifsi
I'opération] est commutative.

Un cas particulier important de la structure d'anneau est évidemment la structure de
corpsdans laquelle I'ensemble de base E a une structure de groupe (non nécessairemel
commutatif) relativement a la ldl. Lorsquell est commutative, on parle de corps
commutatif.

Définition (dioide, dioide a droite, dioide a gauche)
On appelledioideun ensemble (EJ, [J) muni de deux lois de composition interries
et vérifiant les propriétés suivantes :

(i) (E, 0) est un monoide commutatif avec élément neutre

(i) (E, O) est un monoide avec élément neutre e ;

(i)  La relation de préordre canonique relativement @éfinie par & b = [c:
b = all c¢) est uneelation d'ordre c'est-a-dire vérifie :dbetb<al a=b

(iv) € estabsorbant pout, c'est-a-dire JallE:alle=¢a=¢

(v) 0O estdistributive & droite et a gauche, relativement a

On appelle dioide a droite (resp : a gauche) un ensemblg,(B) vérifiant les
propriétés (i) a (iv) ci-dessus et Duest seulement distributive a droite (resp : a gauche)
relativement al.

La différence fondamentale entre un anneau et un dioide réside dans la propriété (iii).
Dans un anneau, l'addition induit une structure de groupe, tandis que
dans un dioide, elle induit une structure de monoide canoniquement
ordonné Notons que cela impliguane disjonction entre la classe des anneaux

et la classe des dioides.



Exemple

Z muni des opérations + et x usuelles, estmmeaumaisce n'est pas un dioide

En effet, dans cette structure, on a toujours, pour tout couple d'entiers relatifs a, b :

a< b et b< a pour la relation de préordre canoniqus ta= Oc:b=a+¢)

Ce n'est donc pas une relation d'ordre. Par contre, le semi-alinfl@nsemble des
entiers naturels) est un dioide car la relation de préordre canonique coincide avec la
relation d'ordre (total) habituelle. ||

C'est donc la présence d'une relation d'ordre intrinsequement liée a la loi
addition O qui constitue la principale distinction entre anneaux et dioides

Cette relation d'ordre conduira naturellement a définir des propriétés topologiques.

Définition (Dioide idempotent)
On appelledioide idempotentin dioide dans lequel I'additian est commutative et
idempotente.

Un cas particulier fréquemment rencontré est celui ou l'additi@st non seulement
idempotente, maisélective(c.a.d. 0 a, bOE : ald b =aou b).

Définition (Dioide sélectif)
On appelldioide sélectifin dioide dans lequel I'additibhest commutative et sélective.

Les dioides idempotents forment une classe particulierement riche de dioides qui contient
de nombreuses sous-classes, en particulier :

- les dioides double-idempotents et les treillis distributifs ;

- les dioides double sélectifs ;

- les dioides idempotents-groupes et les dioides sélectifs-groupes.

Définition

On appelledioide idempotent-groupen dioide (E[J, (1) qui a une structure de monoide
commutatif idempotent pour et une structure de groupe paur(tout élément de E \
{€} ayant un inverse poun).

Un cas particulier important pour les applications est celui ou l'opératamtsélective



Définition
On appelledioide sélectif-groupen dioide (E[J, [0) qui a une structure de monoide

sélectif pour] et une structure de groupe paur (tout élément de E \e} ayant un
inverse pour]).

Exemple Dioide "Min-Plus"
Prenons pour E I'ensemble des réels R [ {+ »} et définissons les opérationset [

par:
Oa, bOE: alb=Min({a, b}
Oa,bOE: alb=a+b (addition des réels)

(E, O) est un monoide sélectif avec, pour élément negtreteo, et (E,0) un groupe
avec élément neutre e = 0.

La structure (EiJ, ) ci-dessus est donc un dioide sélectif-groupe.

Notons que, dans la terminologie de la théorie des langages et des automates, des dioidt
sélectifs-groupes tels que Min-Plus ou Max-Plus correspondent a la notion de semi-
anneaurropical (cf. par ex. SIMON 1994). ||

2. POLYNOMES ET SERIES FORMELLES A
COEFFICIENTS DANS UN (PRE-) SEMI-ANNEAU

2.1. POLYNOMES

Soit (E,O, O) un pré-semi-anneau ou un semi-anneau avec éléments geites
(pourd et respectivement).

Définition 2.1.1
Un polynéme P de degré n en la variable x est défini par la donnée d'une application
f:{0,1,...n} - Eou,0k, 0<ks<n, f(k)O E est appelé le coefficient d& dans le

polynéme P. P peut ainsi étre représenté par la somme :
n

P(x)= 5 f(k)Oxk
k=0

ol la sommation s'entend au sens de l'opérafioffpar convention %= e et,
Ok:eOxk=eg).



Conformément a la notation classique nous noterons E [x] I'ensemble des polynémes er
x a coefficients dans E.

Soient P et Q deux polynémes de E [x] définis par :

p
PO =5 f(kOxK
k=0

J K
QX=73 g(kOx
=

Lasommeale P et Q notée S =[P Q est le polyndme de degré au plus s = Max {p, q}
défini par :

S
S0 =35 ({0 g(k)Oxk

(par convention f(j) = pour j > p et g(j) = pour j > q.

Le produitde P et Q noté T =P Q est le polynéme de degré t = défini par :
t
T(X)= 3 t(k)OxK
k=0
avec,0J k=0..... t:
tky= > fH0g0)

O<i<p

0<j<q

i+j=k
€ étant I'élément neutre de, E [x] admet comme élément neutre paute polynéme
notée (x), de degré 0, défini pak:(x) =€ 0 x0=¢.

e étant I'élément neutre dé, E [x] admet comme élément neutre pbuke polynéme
noté e (x) de degré 0 définipar: e (x) Eal=e.

Proposition 2.1.2

() Si (E,d, O) est un pré-semi-anneau, alors (E [X],[1) est un pré-semi-anneau
(i) Si (E, O, O) est un semi anneau, alors (E [X},[J) est un semi anneau

(i)  Si(E,d, O) est un dioide, alors (E [X]J, (1) est un dioide

Démonstration

Elle découle du fait que les propriétés élémentairés eée] sur E induisent les mémes
propriétés sur E [x]. Montrons seulement que, dans le cas (iii), la relation de préordre
canonique sur E [x] définie par :



P<Qes OROE([X]telque: Q=FIR
est une relation d'ordre.

_ p
Si Px)=73 f(k)OxK
k=0

q
Q=173 gKOxX
k=0

r
alorsP<QO0 ORavec:R(x) =Y h(kOxktelque: Q=R R
k=0

p
De méme G PO OR'avec: R' (x) =y h' (k)0 xk tel que :
k=0

P=QOR

Posons K = Max {p, q, r, '} et convenons que :
si K>p f(j) = € pourtoutjd [p + 1, K]
si K>q g(j) =€ pour tout jU [g + 1, K]
si K>r h(j) =€ pour tout jU [r + 1, K]
si K>r h'(j) =€ pour tout jOJ [r' + 1, K]

On en déduit que]l k=0, .... K:

Or (K) : gk =fKOr K
or®: f®=g®Ir K

autrement dit :
Of (k) < g (k)
adg (k) = f (k)

Comme (E[1, O) est un dioide, on en déduit quek : f (k) = g (k) donc que P =Q
(E [x], U, O) est donc bien dans ce cas un dioide. ]

Le résultat précédent se généralise aisément aux polymiuategariablesen plusieurs
indéterminées commutativeg,Xo, .... Xn, I'ensemble de ces polynbmes étant noté

E [x1, X2,.... Xm].



2.2. SERIES FORMELLES

Soit (E,[, O) un pré-semi-anneau ou un semi-anneau avec éléments geattee§oour
0 et respectivement).

Définition 2.2.1

Une série formelle F en m indéterminées commutatiyegox.. Xy est définie par la
donnée d'une application f "™N- E, ou :O (kq, ko, .... kp) O NM,
f (kq, ka2, .... k) est le coefficient du terme eq t 0 x,*2 O ... Ox<m

Formellement, on représentera F par la sommation (infinie) :

F= 5 f(ky ko . kn) O x5t O O xppkm
(kq,ko,...Km)
ON™

Considérons deux séries formelles a coefficients)fKi.. kn)yet g (k.... kn). La
somme est la série formelle de coefficients 1s.(k ky,) définis par :

0 (Kg, koooo k) O NM 2 S (oo kn) = F (Keor kn) O g (Kpooo. Koy)-

Le produit est la série formelle de coefficientsit.(Ky) définis par :
O (Kq..., kn) O NM 2t (kg, k..., k) = 2 f (i1, i2... im) O 9 (j1...- jm) OU la sommation
s'étend a toutes les paires de m-uples. (in) & N™, (j1, j2,... jn) O N™ tels que :

i1+j1=kyia+j2o=KkKo, ... im+Jm=kn.

La proposition 2.1.2 du § 2.1 s'étend aisément aux séries formelles définies ci-dessus.

3. MATRICES CARREES A COEFFICIENTS DANS UN
(PRE)-SEMI-ANNEAU

Soit (E,[1, 0) un pré-semi-anneau ou un semi-anneau. On ngteEM'ensemble des
matrices carrées n x n a éléments dans E.

Etant données deux matrices A 7)(at B = (i) de M, (E)
La somme, notée Al B, est la matrice S =j(sdéfinie par :
Oi,j:sj=aj U bj

- Le produit, noté A1 B, est la matrice T =jf} définie par :

n
O, j:tj= 3 ak 0 by (sommation au sens 8.
k=1
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Si E admet un élément neugrpourl], la matrice :

[%,€,...€[
=0 C
B....eF

est élément neutre de,NE) pourl].

Si, de plus, E admet un élément unité e, eteqgsd absorbant podt, alors la matrice :

(e C
O e e L
| = 0O C
U ¢ . L
H ef

est I'élément unité de ME) pourl.
Il est alors facile de démontrer la propriété :

Proposition 3.1

() Si(E,O, O) est un pré-semi-anneau alorsy((&), (1, [J) est un pré-semi-anneau

(i) Si (E,d, O0) est un semi-anneau, alors {NE), [, [1) est un semi-anneau (en
général non commutatif)

(i) Si (E,d, O) est un dioide, alors (M(E), O, 0) est un dioide (en général non
commultatif)

Dans la suite de ce rapport, nous étudierons les propriétés des matrices carrées n x n
éléments dans un pré-semi-anneau commutatifi(E]). Pour certaines des propriétés
étudiées, nous aurons a supposer quél(El) a une structure de semi-anneau.

4. BIDETERMINANT D'UNE MATRICE CARREE.
BIPOLYNOME CARACTERISTIQUE

On introduit dans ce paragraphe le concepbidi@terminantpour des matrices a
coefficients dans un pré-semi-anneau.

4.1. RAPPELS SUR LES PERMUTATIONS

Soit T une permutation de X £1, 2, ..., p ou,0i O X, 1t (i) O X dénote I'élément
correspondant a i pan. Le graphe associé & est le graphe orienté@yant X comme
ensemble de sommets et n arcs de la formm(iji). Ce graphe peut comporter des
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boucles (lorsqua (i) = ).

Il est bien connu que le graphe associé a une permutation se décomposelien
élémentaires disjointechaque composante connexe est un circuit élémentaire). Si une
composante connexe est réduite a un seul sommet i, le circuit correspondant est la boucl

G, i).

La figure 1 ci-dessous représente le graphe associé a la permutatiph,.dé}
définiepar m() =7, (=41 =514 =2, 15 =1, 1(6) =6, 1(7) = 3.

Figure 1: Graphe associé a une permutation

La parité d'une permutatiom, est définie comme la parité du nombre de transpositions
nécessaires pour transformer la permutatien la permutation identité.
Ainsi, dans I'exemple précédent, la suite des transpositions nécessaire serait :

71 ! N ! N A A
K] %1 Cp] Cp] CpC
. ] . 1 1. C
E5IZI %D E5IZI B BrC
o b Chil Chil Chl
T O 1 0

Eﬂ-% |:|75 |:|7% 71 b
] C

0 0 0 0 Pr
3] B B (6] 7

(4 transpositions)

La permutation de la figure 1 est dqare.
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D'une facon générale, on démontre :
Propriété 4.1.1

La parité d'une permutatianest égale a la parité du nombre de circuits de longueur paire
du graphe Gassocié a la permutation.

Exemple
Le graphe de l&gure 1comporte deux circuits de longueur paire (1, 7, 3, 5) et (2, 4), la
permutation correspondante est dpace. ||

On appellesignatured'une permutatior, la quantité signrf) définie par :
sign (M) = + 1 simest paire
sign (M) = - 1 sittest impaire

Il est facile de voir que la signature d'une permutatipeut se calculer comme :

sign = ] (-t
Ccircuitde G;

(ou |C| est la cardinalité du circuit, et ou le produit s'entend pour I'ensemble des circuits

de &)

Dans I'exemple de lfigure 1on a 3 circuits : €=(6) de longueur impaire et
Co=(2,49 C3=(1,3,5, Jdelongueur paire. On a bien :

sign ()= (-1 x (-1)C2t x (-1)/Csl2
=+1

Dans la suite nous noterons :

Per (n) I'ensemble de toutes les permutationg He?,..., i

Pert (n) I'ensemble de toutes les permutatiopairesde{1, 2,..., n}
(I'ensemble des permutations de signature + 1)

Per—(n) I'ensemble des permutatioinspairesde{1, 2..., } (de signature - 1)

Nous utiliserons également la notionmigmutation partielle unepermutation partielle
de X ={1,..., i} est simplement une permutation d'un sous-ensemble S de X.
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Exemple

SiX={1,.,% S={2,3,5 % alors o définie par :
0()=3;03)=7;005)=5;0(7)=2.

est une permutation de S et une permutation partielle de X. Le domaine de définition de

o, noté domg@), estS {2, 3,5, F

A toute permutation partielle de X ={1,..., 1} on peut associer la permutationde
{1,..., } définie par :

0o (i) = o (i) Si i 0 dom (O)

0o (i) =i Si i0 X\dom ©)

0 sera appelée Eomplétéaleo.

La parité (resp :signaturg d'une permutation partielteest laparité (resp :signature Jde
sa complétée .

La caractéristiqued'une permutation partielle notée card), est définie par :
car () =sign(©) x (-1)°
en notantd]| la cardinalité de donwo}.

Notons que, s est une permutation partielle d'ordre k (c.aofl=||dom ¢)| = k) et
cyclique(c.a.d. telle que le graphe associé comporte un seul circuit couvrant tous les
sommets de donwoj) alors : signd) = sign ©) = (-1k*1, d'ol :

car @) = (- 1pk+l=-1,

On en déduit :

Propriété 4.1.2
Pour toute permutation partielte car @) = (- 1Y ou r est le nombre de circuits dans le
graphe associéa

Exemple

Pour la permutation partielle de {1, ..., 7} définie par :
01)=3;,03)=7;005)=5;0(7)=2.

le graphe associé (cf. figure 2) comporte deux circuits donc oxar«l. ||
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<«

Figure 2 : Graphe associé a une permutation parteelle
de caractéristique + 1o:00 Part (7)

Dans la suite, nous noterons Part (n) I'ensemble de toutes les permutations partielles d:
{1, ..., n} (Remarquer que Per (n) Part (n)).

L'ensemble des permutations partielles de caractéristique +1, (resp : de caractéristique
— 1), sera noté Parfn) (resp : Part(n)).

4.2. BIDETERMINANT D'UNE MATRICE

Pour une matrice carrée d'ordre n, A 7)(a éléments danR muni des opérations
usuelles, le déterminant det (A) est classiqguement défini par :
. n L
det (=5 sign (0 J]am @
nidPer(n) =1
ou encore, avec les notations du84.1., par:

det (A) = Q_l q T[(I)E Q_l a T[(I)E )
TrDPer (n) TrDPer (n)

(les sommations ci-dessus s'entendent au sens de I'addition des réels). Cette écriture e
possible en raison du fait quR ( +) est urgroupe

Si I'on veut généraliser la notion de déterminant a des structures algébriques plus
pauvres, ou I'addition n'induit pas une structure de groupe, il faut introduire la notion de
bidéterminant
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Définition 4.2.1 (Bidéterminant)

Soit A = (g) une matrice carrée n x n a éléments dans un pre-semi-anneau commutatif
(E, O, O). On appellevidéterminantde A le couplgdett (A), det (A)) ou les valeurs

det" (A) O E et det (A) O E sont définies par :

n L
det* (A) = Z é_l ai'n(i)E )
nPer” (n)H=1
n L
det-(A)= Y %1 %) (4)
nOPer (n) H=1

(les sommations et produits ci-dessus s'entendent au sens des op@rationgu preé-
semi-anneau).

4.3. BIPOLYNOME CARACTERISTIQUE

Dans le cas d'une matrice réelle n x nleApolynébme caractéristiquest défini comme le
polynéme en la variabl® égal au déterminant de la matricé — A ou | est la matrice

unité n xn:
Pa (A)

detd 1 —A)

. n C
> S|gn(n)§'| bi,n(i)E
niPer(n) =1
. .. [bj=-a siiz]
ou, Ui, j: C
: H)ij:A-aj Sii=|

On remarque que, pour tout g,<lg< n, le coefficient du terme eh""9 dans
I'expression ci-dessus peut s'écrire :

5 sion@)g M (~awo)
|oIIJPart(n) EDdom(c) o0 E
ol=q

= 3 (—1)"’|.sign(0)D M (aio(i))[ )
lolDPart(n) Etblom(o) ’ E
o[=q

Pour g = 0, le terme exi' a pour coefficient 1. En observant que [@/13ign ©) n'est
autre que la caractéristique caj ((cf. § 4.1), (5) se réécrit :
O C
C&I’(O')XE |_| ai’o(i)E (6)
Odom (o)

oOPart(n)
lol=q
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En notant (cf. § 4.1) Paftn) (resp : Parf(n)) I'ensemble des permutations partielles de
{1, ..., n} de caractéristique + 1 (resp : de caractéristique — 1) alors la sommation ci-
dessus devient :
C

&, &, oi (1)
oOPart" (n) EDdom(o) ol I)B GDPart (n) Eljdom(o) G(I)E
lol=q lol=q
Lorsque A = (g) est une matrice a coefficients dans un pré-semi-anneal (E), on
est alors naturellement conduit & définirbiggolynéme caractéristiqude la fagon
suivante.

Définition 4.3.1

Soit A = (g) une matrice carrée n x n a éléments dans un pre-semi-anneau commutatif
(E, O, 0). On appelle bipolynéme caractéristique le co@Ble(\) , P, (A))

ou P; (A) et B (A) sont deux polyn6mes de degré n en la varizptefinis par :

0 0
. noC 0 T g on
P,W)= > O O [ & oenEEA " OA (8)
q=1 %rDP art (n) LiCdom(o)
ol=q
et:
H D
) n o 0
PPV)= >0 % o [1 &, O(I)[DD)\ )
g=1 %}DPart (n) DDjom(o) E@
ol=q

(les sommations et les produits ci-dessus s'entendent au sens de |'additide la
multiplicationd du pré-semi-anneau (E, [1)).

Notons que, dans le cas ou (E,[) est un semi-anneaa,élément neutre dég, est
absorbant et les formules (8) - (9) donnent :

F’K (e) = > a-l q, G(I) C

o OPart" (n)
loj=n
_ L
Pa(€) = > & (i)
o OPart (n)a_I .

o]=n
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Comme, pourd| = n, char§) = (- 1) sign(@), on voit que poun pair, Part (n)
= Pef (n) et par suite :
Px () =det’ (A)  Px (€) = det™ (A)

Pour n impair, on a Part™ (n) = Per (n) et par suite :
Px () =det" (A)  Pjx () = det* (A).
On retrouve ainsi I'analogue de la propriété classique pour le polyndme caractéristique :

Pa (0) = det (= A) = (= Tdet (A).

5. BI-DETERMINANT D'UN PRODUIT DE MATRICES :
UNE PROPRIETE COMBINATOIRE DES
PRE-SEMI-ANNEAUX

Etant données deux matrices réelles carrées n x n, un résultat classique d'algébre linéair
est l'identité :
det (A x B) = det (A) x det (B)

Nous étudions dans ce paragraphe la généralisation de ce résultat aux matrices carrées
éléments dans yré-semi-anneau commutafi, [, ).

Si A = (aj) B = () et C=A0B=(Gj) avec:
n

CGj = Y &by (sommation au sens de I'opération
=1

Alors, par définition :

gn L
det" (A U B) = > HI’I Ci,n(i) (10)
niPer (n)H=1

Pourtt O Pert (n) fixé, on peut écrire :

: T EY ay Oby i F (11)
iI:I1 i, (i) i|:|1 Hgl ik k()

En utilisant la distributivité, chaque terme du développement de I'expression (11) est
obtenu en choisissant, pour chaque valeur decii@ n), une valeur de K {1, ..., n}.
Autrement dit, chaque terme du développement est associé a une application f de {1, ...,
n} dans {1, ..., n} et la valeur du terme correspondant dans (11) est :
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n
,Ijll (ai,f(i) Dbf(i),n(i))

En notant F(n) I'ensemble des applications de {1, ..., n} dans {1, ..., n}, (10) peut donc
se réécrire :

n
det" (AOB) = > 2 ﬂ (ai,f(i) O bf(i),n(i)) (12)

fOF(n) mOPer* (n) i=1

On obtiendrait de méme :
n

det (A O B)= > > 1 (ai,f(i) O bf(i).Tr(i)) (13)
fOF(n) nOPer (n) i=1

Parmi les applications de F(n), on trouve les permutations (paires et impaires), autrementi
dit :

F(n) = Pet (n)d Per(n)d F '(n)

ou F'(n) dénote I'ensemble de toutes les applications de F(n) qui ne sont pas des
permutations.

L'expression (12) peut donc se décomposer en la somme de trois sous-expressions :

n
a* = > > (ai,f(i) O bf(i),n(i)) (14)
fOPer” (n) mOPer" (n) i=1
n
p* = > > ] (ai,f(i) N bf(i),n(i)) (15)
fOPer (n) mOPer" (n) i=1
n
USTD SD YR [ CYTR=L ey (16)

fOF'(n) mOPer* (n) i=1

Dans les cas ou f est une permutation, soit g la permutatibhl. Dans les expressions

(14) et (15) ci-dessus, le terme :
n

|_| (a, i) U Prep, n(.)) peut se réécrire :

%’I & f(u)ED Q_l br(i, nmg = %‘I & f(l)ED %ﬂl Lg(i)%

Etudions alors l'expressiart.
f étant une permutation pairel st paire et g, comme produit de deux permutations
paires est paire. Alois* peut se réécrire :
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: 03 Raegen 3 M bk
a = [ &ty - [ ig(i)
Lt OPer* (n)i=1 0 U Lyoper (nyi=1 90 L

= det*(A) O det*(B) a7

Etudions maintenant I'expressih
f étant impaire, £ est impaire et g, comme produit d'une permutation paire et d'une
permutation impaire, est impaire. Al@$ peut se réécrire :

U n 0 g n L
B+

0 > NawmoPo X [ %e0r
LtOPer (n) i=1 (I)D LgOPer (n) i=1 |g(|)[

det(A) O det (B) (18)

De ce qui précéde, on déduit :
detr (A0 B) = dett (A) O det" (B) O det (A) O det(B) O y* (19)

Par un raisonnement analogue, on démontrerait que :

det- (A 0 B) = det (A) 0 det-(B) 0 det (A) O det" (B) 0 y- (20)
avec :
y = > > (ai,f(i) O bf(i)n(i)) (21)

fOF"(n) mOPer (n) i=1
Nous allons maintenant démontrer :

Lemme 5.1
Les deux expressions, donnée par (16), gt-, donnée par (21), ont la méme valeur.

Démonstration
Considérons un terme guelconque de la sommation (16) dont la valeur est :

0= [l o
1=

avec fO F '(n) etrt O Per* (n).

Nous allons montrer qu'on peut lui faire correspondre un téfme |'expression (21)
tel qued’ = 6.
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Puisque fiI F ' (n), f n'est pas une permutation de X = {1, ..., n}, cela signifie donc
gu'il existe o O X, i'o O X, k O X tels que :
f(io) = k =1 (i) (22)

S'il existe plusieurs tripletsc(ii'o, K) vérifiant (22) on choisira la plus petite valeur de k
possible et, pour cette valeur de k, les deux plus petites valeurs possiblesepdur i

A partir de la permutatiort, définissons la permutation suivante :

v () = m() O X\{io, i'o}

[t (i0) =  m(i'0)

Lt (o) = 7 (io)

On remarque quet est déduite det par transposition des élémentset ip, par
conséquentt [0 Per(n). Par ailleurs, on notera que la méme construction ayant permis
d'obtenir (f,1t) a partir de (fy1) permet de retrouver (f7) a partir de (f1).

Enfin, on a :

0" = ill(ai,f(i) [0} T['(i))

0 0
0 0
_ U [
= Dllfll 3,1y B Pry, miy D™ @ig , U P i) P B Bt (i)
@;ﬂo N
2 H
0 0
0 0
0 O
D,'jl % 1) U Prei), ) 05 3, P Pk meiio) B g, B Pk
05 -
2 H
-9
ce qui achéve la démonstration. [

Nous avons donc établi le :
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Théoreme 1.
Soient A et B deux matrices carrées n x n a coefficients dans un pré-semi-anneau
commutatif (E,[1, O) .

Alors :

dett (A O B) = det (A) O det" (B) O det (A) O det-(B) Oy
et:

det (A 0 B) = det (A) O det (B) U det (A) O dett (B) O y
ou :

C
fl]Fz'(n) nDP(;” (ny H=1 10 = om0

L
= 2 2 @f‘l Bty U Prei) mii

fOF' (n) mOPer (n)

F'(n), dans les expressions ci-dessus, dénotant I'ensemble des applications
f: {1, ...n} - {1, ... n} qui ne sont pas des permutations.

Comme conséquence immeédiate de ce qui précede, on retrouve le résultat bien connu :

Corollaire 5.2
Si (E, ) est un groupe, alors :
det (A B) = det (A)OI det (B)

6. LE :I'HEOREI\/IE DE CAYLEY-HAMILTON DANS LES
PRE-SEMI-ANNEAUX

Le théoreme de Cayley-Hamilton est un résultat classique d'algebre linéaire (sur le corps
des réels) selon lequel une matrice satisfait sa propre équation caractéristique.

Des preuves combinatoires de ce théoréme ont été données par STRAUBING (1983) e!
auparavant par RUTHERFORD (1964). Le résultat de RUTHERFORD constituait, de
plus, une généralisation du théoréme au caselasanneaux

Nous donnons ci-dessous une démonstration combinatoire inspirée de STRAUBING
(1983) et ZEILBERGER (1985), mais qui généralise encore le théoreme aupras de
semi-anneaux commutatifen effet elle ne suppose pas qukélément neutre dé, est
absorbant pourl).

Théoréme 2
Soit (E,, 0) un pré-semi-anneau commutatif avec éléments neugtes.
Soit A une matrice carrée n x n a coefficients dans§i(i]), et soit(P; (A) , Py M) le
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bipolyndme caractéristique de A.

Alorsona: Py (A) =P, (A) (23)

ou :

PZ (A) et B, (A) sont des matrices obtenues en remplagafitpar la matrice A-d dans
I'expression de :l?()\) et R (M), et ou la notation conventionnelle suivante est utilisée :

A° dénote la matrice dont les termes diagonaux sont égaux a e et les termes nor
diagonaux égauxa;

pour touta 0 E,a O A° dénote la matrice dont les termes diagonaux sont égauet a

les termes non diagonaux égaux a

Démonstration
Nous allons montrer que chaque terme (i, j) de la matﬁc(é\Pest égal au terme (i, j) de
la matrice R (A).

Considérons donc i et j fixés.
Pourg=0,1,...,n-1,la valeur du terme (i, j) de la matrit@ ést :

(An_q) ) pI]P Hk 1) Op ak lE

Ipl=n q
ou R; est I'ensemble des chemins (non nécessairement €lémentaires) joignant i a j dans I
graphe orienté complet sur I'ensemble des sommets {1, ..., n}, et ou |p| dénote la

cardinalité (en nombre d'arcs) du chemin Bj.

Pour g = n, conformément & la convention de notation adopt&8); (Aaut € pour i# j,
et e pouri=j.

Par ailleurs, le coefficient de"® dans IR(A) est:

U n L
& (i
Icrllearf'(n) Eljdom(o) C(I)%
ol=q

et, par suite, le terme (i, j) de la matricfg @) (en utilisant la distributivité dél par

rapport al) est donné par les formules suivantes. Penjr'i
D D

C
C
%m@ g akl@ [ul'l am(l)% % ol ar (24)
| |
I:nJ q( Hélmpqa” (n) iCdom(o) J ( ) p E

Pour i = j, on doit rajouter a I'expression (24) le terme supplémentaire :

l L

O & o(i)C
o OPart' (n) Li Odom(o) C
lol=n
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(qui peut étre vu comme correspondant a la valeur g = n).

Notonsfi; (resp :TD la famille des graphes ayant X = {1, 2, ..., n} comme ensemble

de sommets et dont 'ensemble des arcs U se décompose enld (T oWP:

» P est un ensemble d'arcs formant un chemindeiaj;

» C est un ensemble d'arcs tel que le graphe G = [X, C] est le graphe associé a un¢
permutation partielle de X avea O Part” (n) (resp o O Part (n)).
En d'autres termes, [X, C] est une réunion d'un nombre pair (resp : impair) de circuits
disjoints (boucles autorisées) ne couvrant pas nécessairement tous les sommets.

* [Ul=[P[+]|C|=n

Le poidsw (G) d'un graphe G = [X, U] élément G§ou defij_est défini par :

w(@G)= T[] &,

(k,hu

Dans le cas ou# j, en développant (24) (distributivité) on remarque alors que le terme
(i, ) de P, (A) est:

> wW(G) (25)
GL7jf
Dans le cas ou i =, en considérant que le chemin P peut étre vide dans la décompositior
U = PO C, le terme supplémentaire correspondant a g = n est bien pris en compte dans
I'expression (25).
De fagon analogue, il est facile de voir que le terme (i, jj,d@\P est, dans tous les cas,
(i=jeti#j), égala:

> w(G) (26)

GUFj,

Il nous reste donc a montrer que les deux expressions (25) et (26) sont égales. Pour cel
montrons que, a tout graphe G g:tﬁ?', on peut associer un graphe G'j%‘ede méme

poids, w (G') = w (G), la correspondance étant biunivoque.

Considérons donc G = [X, B C] O flj [X, C] est une réunion d'un nombre pair

(éventuellement nul) de circuits disjoints par les sommets (la figure 3 donne un exemple
oun=38, i=1, j=4).

Comme |P| + |C| = n, on note que nécessairement les ensembles de sommets couverts |
P et C ont au moins un élément commun. Par ailleurs, le chemin P n'étant pas
nécessairement élémentaire, P peut comporter un (ou plusieurs) circuits.
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Parcourons le chemin P en partant de i jusqu'a ce qu'une des deux situations suivantes ¢

produise :

Casl: On arrive a un sommet de P déja rencontré sans étre passé par un somme
couvert par C;

Cas2: Onarrive a un sommet k couvert par C.

Dans lecas 1on a identifié un circuif de P qui ne contient aucun sommet couvert par C.
Dans ce cas, on construit G' = [X,[P'C"] ou :

» P'est déduit de P en supprimant le cir€uit

e C'est déduit de C en ajoutant le cirduit

On note que C' contient maintenant un nombre impair de circuits disjoints, donc
G'O 7”.‘.

Dans lecas 2 soitl' le circuit de C contenant le sommet k. On construit
G=[X,POC]ou:

» P'est déduit de P en ajoutant le cir€ujt

» C'est déduit de C en supprimant le cir€uit

La encore, C' comporte un nombre impair de circuits disjoints, docﬂICJ;.'

Par ailleurs, on note que dans les deux cas, G et G' ont le méme ensemble d'arcs, dor
w (G) = w (G).

Enfin, il est facile de voir que, la méme construction qui a permis d'obtenir G' a partir de
G permet de retrouver G a partir de G : il s'agit donc d'une bijectionﬂ%ﬁﬂreiij_.

Figure 3: Exemple illustrant la démonstration du théoréme de Cayley Hamilton.
Un graphe GJ fij+pour n=8,aveci=letj=4
Le chemin P est indiqué en traits pleins et la permutation padieke

caractéristique +1 (car comportant deux circuits disjoints) est indiquée
en pointillés.
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Figure 4: Le graphe G' obtenu en incluant le circuit (3, 6,8) dans P est un élément de
fij"et son poids est le méme que celui de G

On déduit de ce qui précede que :
> w(G) = 3 w(G)
GOF; GOFyj
ce qui achéve la démonstration du théoréme 2. n

7. SEMI-ANNEAUX, BIDETERMINANTS ET
ARBORESCENCES

Dans ce paragraphe on considere une matrice carrée n x njjAagl@ments dans un
semi-anneacommutatif (E[J, [1). Nous supposons donc :
e quel admet un élément neutre
e quell admet un élément neutre e.
» quee estabsorbantpour c'est-a-dire,

OxOE: elx=xle=¢
Pour r [1, n] nous désignerons p# la matrice (n - 1) x (n - 1) déduite de A par
suppression de la ligne r et de la colonne r.
Nous noterons | la matrice identité (n - 1) x (n - 1) de:NE) dont tous les termes
diagonaux sont égaux a e et les autres terraes a
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7.1. UNE EXTENSION AUX SEMI-ANNEAUX DU THEOREME DE
BORCHARDT ET TUTTE

Commencons par énoncer ci-dessous le résultat qui sera démontré dans le § 7.2, et qt
peut étre vu comme une généralisation, aux semi-anneaux, du classique "Matrix-Tree-
Theorem" de BORCHARDT (1860) et TUTTE (1948).

Théoreme 3

Soit A une matrice carrée n x n a coefficients dans un semi-anneau commuftatif (E,
0). Soit A la matrice déduite de A en supprimant la ligne r et la colofing f1, n]) et
soit B la matrice (2n - 2) x (2n - 2) de la forme :

D AL
B = EI-—-:-——[
o 1C

ou | est la matrice identité de M (E) et D la matrice diagonale dont les termes
diagonaux sont :

n
di =Y &g Oi0{1, ...,n}\[r]
=1
(somme au sens dé).
Désignons parg le 1-graphe orienté complet sur I'ensemble des sommets
X ={1, 2, ..., n} et parZ; 'ensemble des arborescences de racine r daR®ur un

graphe partiel quelconque G dele poids de G, noté w (G), est le produit (au sens de
(1) des valeursjgpour tous les arcs (i, j) de G.

Alors on a l'identité :

det' (B)= det (B)O Y w(G)

o,

7.2. DEMONSTRATION DU THEOREME

Mis a part le lemme 7.2.1 (voir plus loin) emprunté a Zeilberger (1985) la preuve donnée
ici est originale.

Pour démontrer le théoréme 3, considérons la matrice carrée (2n - 2) x (2n - 2) suivante :

o
Ol

([
R
|
e

B' =
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On remarque que la permutation appliquée aux colonnes de B pour obtenir B' est paire
si n- 1 est pair, et impaire si n - 1 est impair. Par suite, si n - 1 est pair on a
dett (B) = det (B') et det (B) = det (B'). Si n - 1 est impair, on a : detB) = det

(B") et det (B) = det (B).

Commencons par étudier les propriétés du bidéterminant de B)~Cb'a :

[#n-2 C
b'i,n(i)E (27)

det" (B') = E [
mdPer (2n-2) “i=1

Dans l'expression ci-dessus, tous les termes correspondant a des permutdéons
{1,....2n- 2} tellesque b'j wi) =€ pouril[l, 2n - 2] disparaissent a cause de
la propriété d'absorption.
Par conséquent, dans (27), ne sont a prendre en compte que les permntdgons
Pert (2n - 2) telles que, pourdi<n-1:

m@i+n-1)=i ou nm@i+n-1)=i+n-1

Chaque permutationt admissible peut donc étre associée a une partition de
X ={1, ..., n- 1} en deux sous-ensembles U et V oU :

U={i/iOX;m@i+n-1)=i}

V={i/iOX ;n@i+n-1)=i+n-1}

Par ailleurs, on observe que les colonnes de B’ d'indice i + n - 1 Bvédmie peuvent
étre couvertes qu'a partir des lignes d'indideld. Du fait queD est diagonale, on doit
donc avoir :

gigu : nm@i)= i+n-1

Chaque permutation admissibitgpeut donc étre considérée comme formée a partir d'une
permutatioro de V (une permutation partielle de X = {1, ..., n}) de la facon suivante :

EDiDV: Eln(i.):cr(i) .
Or(i+n-1)=i+n-1

EDiD u. gr@M=i+n-1
Ot(i+n-1) =i
Le graphe représentatif desur 'ensemble des sommets {1,..., 2n - 2} est donc formé :
» des circuits €lémentaires représentant la permutation pastielle
» de |V| boucles sur les sommets i+ n -(LOV) ;
» de |U| circuits de longueur 2 (donc pairs) de la forme (i, i + n {1Y).i

La signature dexest donc égale a
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sign @) = sign o) x (- 1)V
d'ou :
sign () = sign ) x (- 1P x VI
= sign ©) x (- LIVIx (- YUV
= car @) x (- 11
(puisque V = domd)).

Supposons d'abord que n - 1 est pair. Dans ce cas, ®s)gn'gst autre que la
caractéristique de en tant que permutation partielle de ettt 0 Per* (2n - 2) si et
seulement sp [0 Part” (n - 1). Alors, (27) peut se réécrire :
0 O _ 0O C
dett (B") = s O ds (28)
GDPa%(n—l) EQV aI,O'(I)E EQU "E
= dett (B)

On obtiendrait une expression similaire pour—d@') = det (B) en remplacant
simplement [ Part" (n - 1) dans (28) par (I Part (n - 1).

Considérons maintenant le cas ou n - 1 est impair. On a alorgtsign ¢ar ©), et, par
suite, on a :

. O O 0O C
det" (B) = > HH ai,o(i)ED HI‘I diiE (29)
oPart (n-1) v J
= det (B)
(on obtient I'expression de de(B') = det" (B) en remplacant (I Part- (n - 1) dans
(29) paro O Partt (n - 1)).
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A D
- U>< V - »4//
Mo 0To 3 o e )'/ A
U |
o olo o o o
1 i 5
o olo e o | -1
| |
e
Vi lo o: o O e :
| |
XO OI o @) @) | O Y
® | O | A
U | |
® O,
X | O | @
| | n-1
Al e .
| |
Y I O I ® |y
- n-1 > n-1 >

Figure 1 : La matrice B' et une partition d¢ ={1, ..., n - 1}
en deux sous-ensemblegtV correspondant a une permutation admissidie
{1, ..., 2n-2}.Seuls les termes différents délément neutre de) sont représentés (par
des cercles). Les termes indiqués en noir sont ceux qui correspondent a la permutation
La permutation partielle est celle induite pat sur la sous-matrice restreinte aux lignes et
aux colonnes de V.
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On constate ainsi que, dans les deux cas (n - 1 pair ou impair), I'expression donnant
det" (B) est:
O O 0O C
det" (B) = > HH & o (i) ED HI‘I di E (30)
chPart+ (n-1) v U
et I'expression donnant defB) est simplement déduite de la précédente en remplacant
o O Part (n - 1) paro O Part=(n - 1).

NotonsF* (resp :¥-) la famille de tous les graphes orientés construits sur I'ensemble
des sommets X ={1, 2, ..., n}, de la forme G = [X[ICv¥] ou :
 C est un ensemble d'arcs constituant des circuits disjoints par les sommets et
comportant un nombre pair (resp : impair) de circuits ;
* Y est un ensemble d'arcs tel que, pour tautq \ {r} non couvert par C, Y contient
un arc et un seul de la forme (i, j) (la possibilité j = i étant autorisée, ainsi que la
possibilité j = ).
n
En développant I'expression (30), c'est-a-dire en remplacant chaque jtgrareyd g;
=1
et en utilisant la distributivité, on remarque alors qué (B} peut se mettre sous la

forme :

dett (B) = Y w(G) (31)
Gor*
ou le "poids" w (G) du graphe G = [X,[CY] est :
w (G) = 1 &
(k,yOCOY

On démontrerait de fagon analogue que :
det- (B) = > w(G) (32)

GOg~
Parmi les graphes de* [0 #~ceuxqui ne contiennent pas de cyelent jouer un role
particulier. En effet, dans ce cas, @~et I'ensemble Y ne contient pas de cycle et est
constitué de n - 1 arcs (un arc sortant pour chaque sonim¥t\i{r}). Y forme donc
unearborescence de racine r
Comme C = g, la sous-famillg (I'ensemble des arborescences de racine r) est
nécessairement incluse daris
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Sionnote F*=7p %"
on peut donc écrire :

det'® = 3 W) D 3 w(©) (33)
r GDT;

Nous allons établir le :

Lemme 7.2.1 (Zeilberger 1985)

> wG)= > w(G) (34)
GOrg GOy ~
Démonstration

Elle consiste a montrer que, a chaque grapl&ﬁ on peut associer un graphe G' de
F~avecw (G) =w (G), et que la correspondance est biunivoque.
Considérons donc un graphe G}iede la forme G = [X, T Y].

Ce graphe contient au moins un circuit et [X, C] contient un nombre pair (éventuellement
nul) de circuits. Parmi tous les circuits de G, considérons celui qui rencontre le sommet
d'indice le plus petit et sdit 'ensemble de ses arcs.

Si I LY alors définissons G' = [X, © Y'] avec

C'= car
Y'= Y\T
Si I LI C alors définissons C' et Y' par :
cC'=C\r
Y'=yQOr

Dans les deux cas, C' contient un nombre impair de circuits, ddngG'et comme G

et G' ont les mémes ensembles d'arcs :
w (G) =w (G).

Par ailleurs, on remarque que la méme construction qui permet d'obtenir G' a partir de G
permet d'obtenir G a partir de G'.

On démontrerait de la méme facon que, a tolt &~ on peut associer G f;’ tel que

w (G') = w (G).
Ceci acheve la démonstration du lemme 7.2.1. 0
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En utilisant le lemme 7.2.1, (33) se réécrit alors :

dett (B) = > w(G) O det (B), ce qui établit le théoreme 3.
Gor,

7.3. LA VERSION CLASSIQUE DU THEOREME COMME CAS
PARTICULIER

Dans le cas particulier ou A est une matrice réelle, on voit que
> w(G) = det* (B) - det (B) = det (B)
GUT,

ou det (B) est le déterminant de B au sens usuel et :

det (B) = det-+- E
r FE

= det(D-A)
On en déduit le corollaire suivant, connu sous le nom de "Matrix Tree Theorem", d{
indépendamment a BORCHARDT (1860) et a TUTTE (1948) :

Corollaire 7.3.1
Soit A = (g) une matrice carrée n x n a coefficients réels ; D la matrice diagonale dont le

n —_— —
i€Mmeterme diagonal estjd= 3 g ; AetDh les matrices déduites de A et D en
j=1

supprimant la iEme ligne et la ¥Me colonne (r quelconque fixé 4 r< n). Alors
det (D-A) est égal a la somme des poids des arborescences de racine r dans le graph
associé a la matice A.

Le théoreme 3 peut ainsi étre considéré comme une extension aux semi-anneaux dt
"Matrix-Tree Theorem".

7.4. UNE VERSION PLUS GENERALE DU THEOREME

Une version plus générale du "Matrix Tree Theorem", connue sous le nom de "All
Minors Matrix Tree Theorem" (cf. CHEN 1976, CHAIKEN 1982) peut également étre
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étendue aux semi-anneaux. Nous présentons ci-dessous (Théoréme 4) cette extensio
Soit A = (g) une matrice carrée n x n a coefficients dans un semi-anneau commutatif
(E,O0,0), tellequedi=1,...,n:a=¢ (I'élément neutre dg dans E).

Pour tout il X = {1, 2, ..., n} posons :

n

dii = > ai

k=1

ki
Soit L LI X un sous-ensemble de lignes de A etlKX un sous-ensemble de colonnes de
A avec |L| = |K].
Soit A la sous-matrice de A obtenue en supprimant les lignes de L et les colonnes de K.
Les lignes et les colonnes de sont donc indexées par=X\LetK = X\ K.

En posant m =lj| = [K| et p =1 n K| considérons la matrice B carrée
(m + p) x (m + p) ayant la structure en blocs :
5 A QL
= _J.__[
R

ou :

Ip est la matrice identité p x p du semi-anneaulE]).

Q est une matrice m x p dont les lignes sont indicées petrles colonnes par n K ;
tous ses termes sont égauxsauf ceux d'indices (i, i) ave&liL n K qui sont égaux a

dji.

R est une matrice p x m dont les lignes sont indicées parK et les colonnes paf ;
tous ses termes sont égaux sauf ceux d'indices (i, i) avedliL n K qui sont égaux
a e (I'élément neutre dedans E).

Pour tout sous-ensemblelY X = {1, 2, ..., n} notons sign (Y, X) = (- 3{¥.X)
ou :

v(Y,X)=li, ) /iOX\Y,jOvy, i<j

et s (L, K) = sign (L, X) x sign (K, X) x (- 1)

Considérons également I'ensemhble= 7% 0 7— de toutes les foréts orientées H sur

I'ensemble des sommets X satisfaisant les trois propriétés suivantes :

() H contient exactement [L| = |K| arbres ;

(i) chaque arbre de H contient exactement un sommet de L et un sommet de K ;

(i)  chaque arbre de H est une arborescence dont la racine est I'unique sommet de k
qui y figure.
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Les sous-ensembie* et 7- sont alors définis de la fagon suivante.

A chaque H1 7 on peut associer une bijectiof: L — K définie par 1t (j) =i si et
seulement si I K et jO L appartiennent au méme arbre de#¥. (resp :7-) est
I'ensemble des foréts orientéesmdelles que signrf*) = + 1 (resp : signtf*) = - 1).

On peut alors énoncer :
Théoréme 4
Sis(L,K)=+1 alorsil existeAJ E

tel que :

et (B) = Y w(H) O A
[] HOT*
%ﬂel—(B) = Y wH)OA

HOT~
Sis (L, K) =-1 alors il existA 0 E tel que :

et (B)= Y w(H) D A

] HOT™
%ﬂel—(B) = Y wH)OA

HOT™*
Démonstration

On se reportera a MINOUX (1998). [

8. UNE GENERALISATION DE L'IDENTITE DE MAC
MAHON AUX PRE-SEMI-ANNEAUX COMMUTATIFS

Considérons une matrice carrée n x n, A éacoefficients dans un pré-semi-anneau
commutatif (E,1, 00).
X1, X2, ..., X, €tant des indéterminées et,nm,, ..., m,des entiers naturels, on
considere I'expression :
(a1 0x, 0a,0x0.. andxy)m

O (a0x O... 0a&,0x,)Mm

O (a0 x O... 0a,0x%,)Mn (35)
et on note K (my my, ..., my) le coefficient du terme er{™ [0 x5'2 [0 ... x.'"" obtenu en

développant I'expression (35).
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L'identité de MAC MAHON (1915) établit un lien entre la série formelle S en
X1, X2, ..., %, de coefficients K (m ny, ..., m), et le développement de l'inverse du

déterminant de la matrice | - AyPou Dy est la matrice diagonale dont les termes
diagonaux sont les indéterminéas, ..., X.

Dans le § 8.1, nous généralisons ce résultat aux pré-semi-anneaux commutatifs er
donnant une preuve combinatoire a la fois plus simple et plus générale que celle de
ZEILBERGER (1985) (elle-méme inspirée de FOATA 1965, CARTIER et FOATA
(1969)).

8.1. L'IDENTITE DE MAC MAHON GENERALISEE

Théoréme 5:
Soit (E,O, O) un pré-semi-anneau commutatif et A ) (@ My, (E).

Notons S la série formelle :

S= Y K(mpu..m,)OxT0x20...0x," (36)

(my ). . | i}
ou la sommation s'étend a tous les n-uples distincts d'entiers naturels (positifs ou nuls).

Alors on a l'identité suivante (identit¢ de MAC MAHON généralisée) :

O C
sip > [T &6 UXei)[
Lo OPart" (n) iOdom(o) L
0 L
=e0sSOp 3 M @i U Xen)[ (37)
LoOPart (n) iOdom(o) L
Démonstration
Considérons la famillg (my, ..., m,) de tous les multigraphes orientés de la forme G =
[X, Y]ou X ={1, 2, ..., n} est 'ensemble des sommets et ou lI'ensemble des arcs Y

vérifie les deux conditions :

(1) Oi0X,Y contient exactement;rarcs d'origine i

(2) Oi0OX,Y contient exactement;rarcs d'extrémite i

(noter que les graphes de la famifl€m;, ..., m,) peuvent évidemment contenir des
boucles).

Le poids de G =[X, Y] est défini comme I'expression formelle :

wG)= [ (awOx)
k) OY

(Produit au sens dé) avec la convention w (G) = e si Y&
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On vérifie alors que :
K (Mg, ..., mp) x1* O x32 O ...0xm

= > w(G)

GOG(My ... m,)

Par suite, I'expression S donnée par (36) peut se réeécrire :

s= 3y > w(G)= Y w(G)
(Mmyq,....my) GOG(my,..., my,) Gl
avecg= LI g(my,...,m,)
(Mq,....mp)

(union étendue a tous les n-uples distincts d'entiers naturels positifs ou nuls).

Considérons maintenant la famille* (resp :#-) de tous les graphes la forme
G=[X,YOC]ou:
- X, YIDOg
* [X, C] est le graphe représentatif d'une permutation partellePart (n) (resp o [
Part (n)). C'est donc un ensemble d'arcs formant un nombre pair (resp : impair) de
circuits disjoints (certains de ces circuits pouvant étre des boucles).

On observe alors que le premier membre de (37) est egal aw(G)
Gor*

et le second membre de (37) estégal@d: ey w(G).

GOF~
Parmi tous les graphes de la famifie [0 -, considérons g=[X, Y O Clavec Y =g
et C = g. Dans ce cas le graphe [X, Y] correspond & np, =0, ... my =0, c'est
donc l'unique élément de la famidg(0, O, ... 0). Par ailleurs, 3] # + puisque C = g
correspond a un nombpair de circuits, et w (g = e.

Par suite, il nous suffira d'établir que :

> w(G)= 3 w(G) (38)

GUr "\Gy GOs ™

Pour cela, nous allons mettre en évidence une bijection htr& et 7 —telle que, si
GUOF*\Gyet G'U F- sont images par cette bijection, alors w(G') = w (G).

Tous les graphes de la forme [X, ¥ C] dans F*\Go) O #- seront supposés
représentés par des listes d'adjacence avec la convention suivante : polirXost i
appartient a un circuit dans [X, C], alors l'arc d'origine i dans c est placé en premiere
position de la liste des arcs d'origine i.
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Considérons donc G = [X, ¥ C] O #+\ Gg. Comme G# G, il existe au moins un
sommet de degré non nul dans G. Parmi ceux-ci,gdeisommet d'indice minimum.

Notons que C forme un nombre pair de circuits disjoints par les sommets (ce nombre
pouvant éventuellement étre nul).

Parcourons le graphe partiel [X, Y] a partir du sommeniutilisant les arcs de Y de la

facon suivante : a partir de chaque sommet intermédiaire i rencontré, non couvert par C,

on emprunte l'arc (i, j) qui, parmi tous les arcs de Y, conduit au sommet j de numéro

minimum. Le cheminement s'arréte lorsqu'une des deux situations suivantes apparait.

Cas1l : On arrive en un sommet déja rencontré dans le cheminement avant d'avoir
rencontré un sommet couvert par C ;

Cas2 : On arrive en un sommet k couvert par C.

Dans le premier cas, on a mis en évidence un circuit du graphe partiel [X, Y], n‘ayant pas
de sommet commun avec C. J0it! Y I'ensemble de ses arcs.
On forme alors G' = [X, Y C']
avec Y'= Y\TI
C'= cdar

Dans le deuxieme cas, C contient un circuit passant par k Etl'smisemble de ses arcs.
Alors on forme G' = [X, YO C'] avec :

Y'=yYOT

C =C\lr
Dans les deux cas, C' contient un nombre impair de circuits disjoints par les sommets.
Par ailleurs, les ensembles d'arcs de G et G' étant les mémes, onaw (G') = w (G).

Enfin, on remarque que, grace a la convention faite sur l'ordre des arcs dans les listes
d'adjacence, la méme construction qui fait passer de G a G' permet de retrouver G ¢
partir de G'. Il s'agit donc d'une bijection entre \ Gy et ¥~ ce qui achéve la
démonstration du Théoreme 5. [

8.2. L'IDENTITE DE MAC MAHON CLASSIQUE COMME CAS
PARTICULIER

Il est intéressant de vérifier que la forme généralisée (37) de l'identité de MAC MAHON
inclut, comme cas patrticulier, la forme habituelle sur le corps des nombres réels.
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Nous utiliserons pour cela le lemme suivant :

Lemme 8.2.1

Soit B une matrice n x n a coefficients réels, | la matrice identité,d&M
Alors :

L
det (l - B) = E bi’c(i)E
cOPart" (n) LiDdom(o)
C
- . bi,o(i)E (39)
oOPart (n) LiDdom(o)
Démonstration
Notons C=1-B=(g).Onadonc:
0cij = - by si e
[C., =1 - b sinon
Alors :
, an L
det (1-B) = > sign@m x Hﬂ Ci,n(i)E (40)
mniPer(n) =1
Pour une permutation quelcongmel Per (n) soit ULl {1, 2, ..., n} 'ensemble des

indices i tels quet(i) =ietV={1, 2, ..., n}\ U.

(40) peut se réécrire :

S|gn(n)x5 (1 b,,) Elm_lv —bi,n(i)E

TrDPer(n)

En développant le produit dans chaque terme de la somme, on obtient :
. 0 0 0O C

ndPer(n)U' O U ou ov

Soit encore :

(-DIV'HFIVI x sign (o) x - M b “(i)E
nOPer(n)U' O U EDU‘DV |

Chaque terme de la somme ci-dessus est le produit des éléments de la matrice B sur ur
permutation partielleo de {1, ..., n} telle que doma) = U' 0 V, avec le signe :
(—1)'0|0m(0)I X sign(m) = car (©) (noter en effet que sigm)y= sign ©)).
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On en déduit :

O C
det (1-B) = > car()x [1  biggcce qui démontre (39). [
oOPart(n) EDdom(c) E

Considérons maintenant l'identité de MAC MAHON généralisée (37) qui se réécrit sur le
corps des réels :
O O

Sx Z Car(O) E |_| aiyo(i) Xo(i)H =1

o OPart(n) Odom(o)
En utilisant le lemme précédent, on voit qu'elle prend alors la forme de l'identité de MAC
MAHON classique :
Sxdet(I-B)=1

avec : B :(bij)iji’,ﬁ'.'f,

j R
I
—_—
£
X
~——
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