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CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINISINES ABDELJAOUADCalFor - LIP6, Universit�e Paris VI,4 Place Jussieu, F-75252 PARIS CEDEX 05Ines.Abdeljaouad@calfor.lip6.frAbstact.We introduce in this article, a new method to calculate all absolute and re-latif primitive invariants of �nite groups. This method is inspired from K. Girstmairwhich calculate an absolute primitive invariant of minimal degree. Are presentedtwo algorithms, the �rst one enable us to calculate all primitive invariants of mi-nimal degree, and the second algorithm calculate all absolute or relative primitiveinvariants with distincts coe�cients. This work take place in Galois Theory and In-variant Theory.R�esum�e. Nous introduisons dans cet article, un nouvel outil de calcul de tous les in-variants primitifs relatifs et absolus de groupes �nis. Cette me'thode est inspire' parl'algorithme de Girstmair qui calcule un invariant primitif absolu de degre' minimal.Sont pre'sente's deux algorithmes : le premier algorithme calcule tous les invariantsprimitifs de degre' minimal et le deuxie`me algorithme calcule tous les invariants pri-mitifs a coe�cients distincts. Ce travail entre dans le cadre de la Th�eorie de Galoiset la Th�eorie des Invariants. IntroductionLes invariants auxquels nous faisons r�ef�erence tout au long de cet article sont desinvariants dits primitifs : un invariant primitif d'un groupe de permutations est unpolynôme qui �a lui seul, permet d'identi�er ce groupe. Les invariants primitifs lesplus c�el�ebres sont donn�es par des math�ematiciens tels que A. Vandermonde [20],E. Luther [14], A. Cayley [6], E.H. Berwick [5] [4], H.O. Foulkes [9]. Ces invariantsfurent obtenus de mani�eres intuitives. Une m�ethode automatique (voir [21]) permetde calculer un invariant primitif d'un sous-groupe H du groupe sym�etrique de degr�en, en prenant la somme de toutes les images, par les permutations de H , du monôme(x2x23 : : :xn�1n ). Nous appelons cette m�ethode la m�ethode na��ve et remarquons queles invariants obtenus ont un degr�e �egal �a n(n�1)2 .Il existe deux types d'invariants primitifs : les invariants primitifs absolus et les inva-riants primitifs relatifs. Ces polynômes sont un outil fondamental dans la r�esolutiondes �equations polynomiales (voir [8]) et dans la th�eorie de Galois e�ective (voir [19]).Dans ces applications, il est important d'avoir plusieurs invariants primitifs relatifsou absolus d'un même groupe qui soient de petits degr�es.Recherche support�ee par le Projet Galois du GDR de Calcul Formel MEDICIS.1



2 INES ABDELJAOUADUne m�ethode de calcul des invariants primitifs absolus de groupes de permutationsse base sur la connaissance des propri�et�es des g�en�erateurs de ces groupes (voir parexemple [5], [20] et [19]). Cette m�ethode plutôt intuitive, donne des invariants pri-mitifs de degr�es assez grands et ne se g�en�eralise pas au calcul d'invariants primitifsrelatifs, il est donc int�eressant d'avoir un algorithme qui calcule ce type d'invariants.Une repr�esentation des polynômes assez particuli�ere, due �a C. Jordan [12], a permis�a K. Girstmair [11] d'exhiber une technique de calcul d'un invariant absolu de degr�eminimal pour tout groupe de permutation. Le but de cet article est de pr�esenter lag�en�eralisation de cette technique au calcul de tous les invariants primitifs absoluset relatifs, et en particulier au calcul des invariants primitifs relatifs ou absolus dedegr�e minimal et de degr�es inf�erieurs ou �egaux �a n(n�1)2 .Les trois premiers paragraphes introduisent les d�e�nitions et notations ainsi queles th�eor�emes sur lesquels se basent les algorithmes de calcul d'invariants primitifs ;le paragraphe 4 pr�esente les algorithmes n�ecessaires au calcul d'invariants primitifsrelatifs ou absolus �a coe�cients distincts : l'algorithme 4.3 calcule la liste de cesinvariants de degr�e minimal et l'algorithme 4.4 calcule pour des sous-groupes depermutations de degr�e n, la liste des invariants primitifs de degr�es � n(n�1)2 . Lesprincipaux outils de calcul sont les ensembles essentiels. Le paragraphe 5 est consa-cr�e �a la repr�esentation des donn�ees utilis�ees pour l'implantation des algorithmes :nous introduisons la notion de partition, d�e�nissons la correspondance entre les mo-nômes et les partitions et nous montrons que grâce �a cette repr�esentation de donn�ees,nous calculons tous les invariants primitifs de tous les degr�es possibles. Le dernierparagraphe est consacr�e �a des exemples d'applications de ces algorithmes.1. D�efinitions et NotationsDans tout l'article k d�esigne un corps commutatif de caract�eristique nulle etk[X1; : : : ; ; Xn] l'anneau des polynômes en X1; : : : ; Xn �a coe�cients dans k, o�uX1; : : : ; Xn sont n ind�etermin�ees alg�ebriquement ind�ependantes sur k.Le groupe sym�etrique de degr�e n est not�e Sn. L'action de Sn sur k[X1; : : : ; Xn] estd�e�nie de fa�con naturelle par :Sn � k[X1; : : : ; Xn] �! k[X1; : : : ; Xn]( � , P ) 7! �(P )(X1; : : : ; Xn) = P (X�(1); : : : ; X�(n))Soient L un sous-groupe de Sn et P un polynôme de k[X1; : : : ; Xn]. Le stabilisateurde P sous l'action de L estStabL(P ) = fg 2 L j g(P ) = Pg :Le stabilisateur d'une partie U de k[X1; : : : ; Xn] sous l'action de L estStabL(U) = fg 2 L j 8P 2 U ; g(P ) 2 Ug :Soit H un sous-groupe de L tels que H � L. L'orbite du polynôme P sous l'actionde H appel�e aussi la H-orbite de P est d�e�nie parOrbH(P ) = f�(P ) j � 2 Hg :D�e�nition 1.1. Un polynôme P 2 k[X1; : : : ; Xn] est un H-invariant (relatif �a L)si H � StabL(P ). Si de plus L = Sn alors P est appel�e un H-invariant (absolu).D�e�nition 1.2. Un polynôme P 2 k[X1; : : : ; Xn] est dit H-invariant L-primitif siStabL(P ) = H :



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 3Si L = Sn, alors P est appel�e H-invariant primitif (absolu).Soit P unH-invariant L-primitif. P est de degr�e minimal si le degr�e de tout polynômeH-invariant L-primitif est sup�erieur ou �egal au degr�e de P .Parmi tous les H-invariants L-primitifs de degr�e minimal, un polynôme dont lenombre de monômes est minimal est appel�e H-invariant L-primitif minimal.Exemple 1.1. Notons An le groupe altern�e de degr�e n. Le d�eterminant de Vander-monde �n = Q1�i<j�n(Xi �Xj) est un An-invariant primitif absolu.Notation 1.1. Soient g1; : : : ; gr des permutations de Sn, alors < g1; : : : ; gr > d�esignele sous-groupe de Sn engendr�e par les permutations g1; : : : ; gr.Exemple 1.2. Soient n = 4, H1 =< (3; 4); (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4) > un sous-groupede S4 et H2 =< (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4) > un sous-groupe de H1. Les polynômessuivants sont des polynômes H2-invariants H1-primitifs de degr�e minimal :X2X4 +X1X3 et X2X3 +X1X4 :Le polynôme H2-invariant H1-primitif calcul�e par la m�ethode na��ve d�ecrite en in-troduction est le polynôme :X2X23X34 +X1X24X33 +X4X21X32 +X3X22X31 :Remarque 1.1. Soient �1; : : : ; �e des permutations de L v�eri�ant L = �1H+� � �+�eH .Un polynôme P est un H-invariant L-primitif, lorsque 8 � 2 H ; �(P ) = P et8 i 6= j �i(P ) 6= �j(P ). Le nombre de conjugu�es de P sous l'action des �i est �egal �al'indice de H dans L c'est �a dire e.D�e�nition 1.3. Unmonôme de k[X1; : : : ; Xn] sera unitaire et de la formeXr11 : : :Xrnno�u les ri sont des entiers positifs ou nuls. Soit Q un monôme de k[X1; : : : ; Xn], nousnotons NH(Q) = XQ02OrbH(Q)Q0 :Le polynôme NH(Q) est appel�e Trace r�eduite de Q par H .D�e�nition 1.4. Soit U un ensemble �ni de monômes de k[X1; : : : ; Xn]. Le (L,H)-groupe de U , not�e HL(U), est d�e�ni par :HL(U) = \Q2UStabL(NH(Q)) :D�e�nition 1.5. Soit U un ensemble �ni de monômes de k[X1; : : : ; Xn].Une U -fonction �el�ementaire est un polynôme PU donn�e par la formule suivante :PU = XQ2U aQNH(Q) ;o�u les aQ sont des �el�ements de k non nuls et deux �a deux distincts.Exemple 1.3. Soient U = fX1X2; X2X3g et H =< (1; 4) > un sous-groupe de S4. Lafamille des U -fonctions �el�ementaires est donn�ee par PU = a(X1X2+X2X4)+b(X2X3)avec a 6= b deux �el�ements non nuls de k.D�e�nition 1.6. Le degr�e d'un ensemble �ni U de monômes de k[X1; : : : ; Xn] estpar d�e�nition �egal au maximum des degr�es des monômes dans U .Remarque 1.2. Soit U un ensemble �ni de monômes de k[X1; : : : ; Xn]. Le degr�e deU correspond aussi au degr�e de chacune des U -fonctions �el�ementaires PU .



4 INES ABDELJAOUAD2. R�esultats effectifs pour calculer des Invariants PrimitifsLe th�eor�eme et le corollaire suivants ont �et�e �enonc�es dans [11], dans le cas o�uL = Sn.Th�eor�eme 2.1. Soit U un ensemble �ni de monômes de k[X1; : : : ; Xn]. Toute U -fonction �el�ementaire PU est un polynôme HL(U)-invariant L-primitif.Preuve. Montrons qu'un polynôme PU = PQ2U aQ NH(Q) (aQ 2 k, non nuls etdeux �a deux distincts) est un HL(U)-invariant L-primitif. D'apr�es la d�e�nition 1.4du (L,H)-groupeHL(U) et la d�e�nition 1.2 des H-invariants L-primitifs, ceci revient�a montrer que :StabL �XQ2U aQ NH(Q)� =\Q2UStabL(NH(Q)) :Soit g un �el�ement du groupe StabL(PU), alors g(PU) = PU , soit :g(PU) =XQ2U aQ NH(Q) :Comme les aQ sont deux �a deux distincts, on a : g(NH(Q)) = NH(Q) pour toutQ 2 U et donc g 2 StabL(NH(Q)) pour tout Q 2 U . D'o�u :g 2\Q2UStabL(NH(Q)) :R�eciproquement, si g 2 TQ2UStabL(NH(Q)) alors pour tout Q 2 U on a :g 2 StabL(NH(Q)) et donc g 2 StabL(PQ2U aQ NH(Q)).Remarque 2.1. En d'autres termes, le (L,H)-groupe HL(U) est le stabilisateur dechaque U -fonction �el�ementaire PU : StabL(PU) = HL(U).D�e�nition 2.1. Si HL(U) = H , alors U est appel�e ensemble essentiel pour (L,H).Corollaire 2.1. Soit U un ensemble �ni de monômes. Si U est un ensemble essen-tiel pour (L,H) alors chaque U -fonction �el�ementaire est un H-invariant L-primitif.Proposition 2.1. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H), alors tout ensembleV contenant U est un ensemble essentiel pour (L,H).Preuve. U � V ) HL(V ) � HL(U), d'autre part, HL(U) = H et H � HL(V ), d'o�ul'�egalit�e HL(V ) = H .D�e�nition 2.2. Soit U un ensemble essentiel pour (L,H). Une U -fonction primitiveest un polynôme P =PQ2UaiNH(Q) o�u les aQ sont des �el�ements de k non nuls eto�u StabL(P ) = H .Remarque 2.2. Si U est un ensemble essentiel pour (L,H) alors chaque U -fonction�el�ementaire est une U -fonction primitive dont les coe�cients sont deux �a deux dis-tincts.Nous avons montr�e que toute U -fonction �el�ementaire o�u U est un ensemble essentielpour (L,H), est un H-invariant L-primitif �a coe�cients distincts. Il reste �a montrerque tout H-invariant L-primitif est �egal �a une U -fonction primitive o�u U est unensemble essentiel pour (L,H). Ainsi, nous calculerons �a l'aide d'ensembles essentielspour (L,H) tous les H-invariants L-primitifs.



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 53. Ensembles Essentiels et Invariants primitifsProposition 3.1 (K. Girstmair). Soit Q un monôme de k[X1; : : : ; Xn]. La tracer�eduite de Q par H, NH(Q), est un polynôme H-invariant.Preuve. D'apr�es la d�e�nition 1.1 des polynômes invariants, il faut montrer que Hest inclus dans le stabilisateur de NH(Q).Prenons g 2 H . La lin�earit�e de l'action de g sur k[X1; : : : ; Xn] implique que g(NH(Q))= PQ02OrbH(Q) g(Q0). La permutation g 2 H est une bijection sur OrbH(Q).En e�et : si Q0 2 OrbH(Q) alors g(Q0) 2 OrbH(Q) et pour tous monômes Q1 et Q2de OrbH(Q), si g(Q1) = g(Q2) alors Q1 = g�1g(Q1) = g�1g(Q2) = Q2.Ainsi PQ02OrbH(Q) g(Q0) = PQ02OrbH(Q)Q0 , et donc g(NH(Q)) = NH(Q).D�e�nition 3.1. Soit Q un monôme de k[X1; : : : ; Xn]. Tout monômeQ0 de OrbH(Q)est dit repr�esentant de NH(Q). Le monôme Q0 est aussi appel�e repr�esentant de laH-orbite de Q.Proposition 3.2. Un polynôme P 2 k[X1; : : : ; Xn] est un H-invariant si et seule-ment si il existe Q1; : : : ; Ql des monômes de k[X1; : : : ; Xn] tels que P =Pli=1ciNH(Qi)avec ci 2 k non nuls.Preuve. Soit P un polynôme de k[X1; : : : ; Xn] v�eri�ant P = Psi=1aiQi tel quepour tout i 2 [1; s], les ai sont des �el�ements deux �a deux distincts de k et Qi 2k[X1; : : : ; Xn]. En regroupant les monômes de P en polynômes de même coe�cients,nous obtenons P = Pri=1bi (Pj2IiQj) avec r � s, les bi sont des �el�ements deux �adeux distincts de k, Sri=1Ii = f1; : : : ; sg et pour i; j 2 [1; r] tels que i 6= j, nousavons IiT Ij = ;. Notons Pi =Pj2IiQj .P est un H-invariant alors pour tout h 2 H , h(Pri=1bi Pi) =Pri=1bi Pi. Comme lesbi sont deux �a deux distincts, nous obtenons pour tout i 2 [1; r] : h(Pi) = Pi pourtout h 2 H .Chaque polynôme Pi est un H-invariant. En regroupant les monômes de Pi en mo-nômes de même H-orbite nous obtenons Pi =Pj2JiNH(Qj) avec Ji � Ii. (D'apr�esla proposition 3.1, NH(Qj) est un H-invariant).Ainsi P = Pri=1bi (Pj2JiNH(Qj)) = Pli=1ciNH(Qi) avec l � r et les ci sont des�el�ements non nuls de k.Remarque 3.1. Les monômes Qi pour i 2 [1; l] de la proposition pr�ec�edente peuventêtre remplac�es par d'autres repr�esentants de H-orbites de Qi. En e�et, si pour touti 2 [1; l] nous notons Q0i 2 OrbH(Qi) un repr�esentant de la H-orbite de Qi, alorsP =Pli=1ciNH(Qi) =Pli=1ciNH(Q0i).D�e�nition 3.2. Un syst�eme de repr�esentants des orbites de H , not�e S, est un en-semble de tous les monômes de k[X1; : : : ; Xn] de H-orbites deux �a deux distinctes.Th�eor�eme 3.1. Soit P 2 k[X1; : : : ; Xn] un H-invariant L-primitif. Il existe ununique sous-ensemble U de S tel que P soit une U -fonction primitive.Preuve. Soit P un H-invariant L-primitif. D'apr�es la proposition 3.2, P s'�ecrit sousla forme P =Pli=1ciNH(Qi) avec ci des �el�ements de k deux �a deux distincts et o�uQi sont des �el�ements de S pour tout i 2 [1; l]. Le choix des monômes Qi est unique.Soit U = fQ1; : : : ; Qlg. D'apr�es la d�e�nition 2.2, il reste �a montrer que U est unensemble essentiel pour (L,H), ce qui revient �a montrer d'apr�es la d�e�nition 2.1 que



6 INES ABDELJAOUADHL(U) = H .Le (L,H)-groupe de U est d�e�ni par HL(U) = Tli=1StabL(NH(Qi)).H � HL(U), en e�et : pour tout i 2 [1; l] H � StabL(NH(Qi)) car les NH(Qi)sont des H-invariants (voir proposition 3.1). D'autre part, si g 2 HL(U) alors g 2Tli=1StabL(NH(Qi)) et donc pour tout i 2 [1; l], g(NH(Qi)) = NH(Qi) ) g 2StabL(P ). Ainsi HL(U) = StabL(P ) = H et U est un ensemble essentiel pour(L,H).Corollaire 3.1. Pour calculer tous les H-invariants L-primitifs �a coe�cients dis-tincts, il su�t de calculer tous les ensembles essentiels pour (L,H).Preuve. D'apr�es le th�eor�eme 3.1 et la remarque 2.2, tout H-invariant L-primitif �acoe�cients distincts s'�ecrit sous la forme d'une U -fonction �el�ementaire o�u U est unensemble essentiel pour (L,H). D'autre part, toute U -fonction �el�ementaire o�u U estun ensemble essentiel pour (L,H) est un H-invariant L-primitif (voir corollaire 2.1).Ainsi, le calcul de tous les H-invariants L-primitifs �a coe�cients distincts, revient �acalculer toutes les U -fonctions �el�ementaires c'est �a dire �a calculer tous les ensemblesU essentiels pour (L,H).Pour le calcul de tous les H-invariants L-primitifs, il faut d'abord calculer tous lesensembles essentiels pour (L,H). Pour chaque ensemble essentiel U pour (L,H) ilfaut tester si chaque polynôme de la formePQ2UaQNH(Q) o�u les aQ sont non nuls,est un H-invariant L-primitif.Si les coe�cients aQ sont deux �a deux distincts alors d'apr�es le corollaire 3.1, lespolynômes PQ2UaQNH(Q) = PU sont des H-invariants L-primitifs.Sinon, si les coe�cients aQ ne sont pas distincts, alors il faut v�eri�er que le nombrede conjugu�es du polynôme PQ2UaQNH(Q) sous l'action des �el�ements de la classede conjugaison de L par H , est �egal �a l'indice de H dans L (voir remarque 1.1).4. Algorithmes De Calculs D'ensembles EssentielsPour calculer un H-invariant Sn-primitif, K. Girstmair (voir [11]) utilise une tech-nique semblable �a celle de l'algorithme 4.3 sauf qu'il n'obtient qu'un seul ensembleessentiel pour (L,Sn) de degr�e minimal. De plus, le choix de cet ensemble se fait d'unemani�ere al�eatoire de sorte qu'il n'a pas toujours un H-invariant primitif absolu etminimal. Nous pr�esentons, dans la premi�ere partie de ce paragraphe, un algorithmede calcul de l'ensemble essentiel de S de degr�e minimal et contenant tous les autresensembles essentiels de degr�e minimal. Dans la deuxi�eme partie de ce paragraphe,nous donnons un algorithme de calcul de tous les invariants primitifs relatifs ouabsolus et de degr�e minimal ainsi qu'un algorithme de calcul de tous les ensemblesessentiels de degr�es � n(n�1)2 de S et donc de calcul de tous les invariants primitifsrelatifs ou absolus de degr�es � n(n�1)2 et �a coe�cients distincts (voir corollaire 3.1).4.1. Syst�eme De Repr�esentants et Ensembles Essentiels.Algorithme 4.1 (Syst�emeDeRepr�esentant). Cet algorithme calcule un syst�eme derepr�esentants des H-orbites de monômes de degr�e � n(n�1)2 .Entr�ee : Un entier n et un sous-groupe H de Sn.Sortie : Un syst�eme de repr�esentants des orbites de H de degr�e � n(n�1)2 .1. Pour Tout m et m0 dans A de même degr�e FaireSi OrbH(m) = OrbH(m0)



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 7Alors retirer m0 de AFin SiFin Pour2. Rendre(A) ;Fin.Preuve de l'algorithme 1. Il existe un nombre �ni de monômes de degr�es �n(n�1)2 , cet algorithme termine donc au bout d'un nombre �ni d'�etapes. D'autrepart, en remarquant que deux monômes de degr�es distincts n'ont pas la même H-orbite, il su�t de ne comparer que les monômes de même degr�e.Notations 4.1. Soit A un ensemble �ni de monômes. Notons premier(A) la liste detous les �el�ements de A de degr�e minimal et rest(A) la liste des �el�ements de A priv�ede premier(A).Algorithme 4.2 (EnsembleEssentiel). SoitA un sous-ensemble �ni de S. Nous pr�e-sentons l'algorithme pour le calcul d'un ensemble essentiel pour (L,H) dans A.L'ensemble U essentiel pour (L,H) obtenu grâce �a cet algorithme, est parmi tous lesensembles essentiels dans A, celui de degr�e minimal d qui contient tous les autresensembles essentiels pour (L,H) dans A de degr�e d.Entr�ee : Un ensemble A �ni de S.Sortie : Un ensemble essentiel U � A pour (L,H), s'il existe.1. U := [1] ;2. Tant que HL(U) 6= H Et A 6= f g FaireU := U S premier(A) ;A := rest(A) ;Fin Tant que3. Si A 6= ;Alors Rendre(U) ;Sinon A ne contient pas d'ensemble essentiel pour (L,H) .Fin SiFin.Preuve de l'algorithme 2. Puisque A est �ni, cet algorithme r�ecursif s'arrête aubout d'un nombre �ni d'�etapes avec A = f g ou HL(U) = H . En e�et : �a chaque�etape de l'algorithme, si HL(U) 6= H alors aucun sous-ensemble U n'est un ensembleessentiel pour (L,H). En e�et, supposons qu'il existe V � U un ensemble essentielpour (L,H). Alors, d'apr�es la proposition 2.1, U est aussi un ensemble essentiel pour(L,H) et donc HL(U) = H , d'o�u l'absurdit�e.Soit U l'ensemble essentiel pour (L,H) obtenu au bout d'un nombre �ni d'�etapes dela boucle 2. de l'algorithme. Parmi tous les autres ensembles essentiels pour (L,H)contenus dans A, U est un ensemble essentiel de degr�e minimal parce que c'est lepremier trouv�e.En�n, U contient tous les monômes de A de degr�e inf�erieur ou �egal �a d. Il contientdonc tous les ensembles dans A essentiels pour (L,H) et de degr�e d.Remarque 4.1. Soit U un syst�eme de repr�esentants des H-orbites des monômes dedegr�e �egal �a n(n�1)2 , alors U contient n�ecessairement un repr�esentant de la H-orbitedu monôme X2X23 : : :Xn�1n . D'autre part, la trace r�eduite du repr�esentant de cemonôme est un H-invariant L-primitif (voir la m�ethode na��ve de l'introduction).Ainsi d'apr�es la proposition 2.1, U est aussi un ensemble essentiel pour (L,H).



8 INES ABDELJAOUAD4.2. Invariants Primitifs de Degr�e Minimal.D�e�nition 4.1. Soit U un ensemble essentiel pour (L,H). Si U ne contient aucunensemble essentiel pour (L,H) alors U est dit r�eduit. Toutes les U -fonctions primi-tives sont alors r�eduites.Notations 4.2. Pour U un ensemble �ni de monômes, partie(U) est la liste de tousles sous-ensembles de U class�es par ordre croissant suivant leurs tailles et diff(U; V )est la liste des sous-ensembles de U priv�ee des ensembles contenant V .Algorithme 4.3 (InvariantsPrimitifsDeDegr�eMinimal). L'algorithme suivant cal-cule tous les ensembles essentiels r�eduits pour (L,H) et de degr�e minimal dansS. �A chaque ensemble essentiel U nous donnons en guise d'exemple les polynômesH-invariants L-primitifs �a coe�cients distincts PU .Entr�ees : Deux sous-groupes L et H de Sn v�eri�ant H � L.Sortie : Une liste de polynômes H-invariants L-primitifs r�eduits et de degr�e minimalet �a coe�cients deux �a deux distincts.1. A := Syst�emeDeRepr�esentant(n,H);2. U := EnsembleEssentiel(A,L,H);3. I := f g ; contient tous les ensembles essentiels r�eduits pour (L,H) de degr�eminimal4. E := partie(U) ;5. Pour tout V � E faireSi HL(V ) = H ;Alors Rajouter V dans I ;E := diff(U; V ) ;Fin SiFin Pour6. Rendre(I) ;7. Pour tout U dans I, donner les polynômes PU .Fin.Preuve de l'algorithme 3. Soit A un syst�eme de repr�esentants des H-orbites demonômes de degr�es � n(n�1)2 obtenu par l'algorithme 4.1 appliqu�e �a (n,H).L'algorithme 4.2, termine avec un ensemble essentiel. En e�et, U contient n�eces-sairement un repr�esentant de la H-orbite du monôme X2X23 : : :Xn�1n et d'apr�es laremarque 4.1 nous savons qu'au pire des cas, c'est �a dire lorsque U est de degr�en(n�1)2 , l'algorithme 4.1 termine avec la condition d'arrêt HL(U) = H et A = f g.L'ensemble U obtenu �a l'�etape 2. de l'algorithme, est un ensemble essentiel de degr�eminimal parmi les ensembles essentiels dans A et il contient tous les autres ensemblesessentiels de degr�e minimal dans A (voir la preuve de l'algorithme 4.2). La boucle5. de l'algorithme calcule tous les sous-ensembles V de U qui sont essentiels et r�e-duits et donne les polynômes PV qui sont des H-invariants L-primitifs �a coe�cientsdistincts (voir corollaire 3.1).Remarque 4.2. Le calcul d'ensembles essentiels r�eduits revient �a ne pas calculer lespolynômes invariants primitifs somme de deux autres.Remarque 4.3. Pour le calcul de tous les H-invariants L-primitifs de degr�e minimaldont les coe�cients peuvent être �egaux, il faut d'abord calculer tous les ensemblesessentiels pour (L,H) de degr�e minimal (voir algorithme 4.3) et il faut v�eri�er quele nombre de conjugu�es des polynômes PQ2UaQNH(Q) avec aQ des �el�ements non



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 9nuls de k, sous l'action des �el�ements de la classe de conjugaison de L par H , est �egal�a l'indice de H dans L (voir remarque 1.1).4.3. Remarques sur le calcul de tous les invariants primitifs. Nous avonsmontr�e dans les paragraphes pr�ec�edents que le calcul de tous les invariants primitifs�a coe�cients distincts, est le calcul de toutes les U -fonctions primitives o�u U sont desensembles essentiels. L'algorithme pr�ec�edent nous donne tous les ensembles essentielsU r�eduits de degr�e minimal, ainsi nous obtenons toutes les U -fonctions �el�ementairesr�eduites par le simple calcul de polynômes dont les monômes sont les traces r�eduitesdes �el�ements de U et dont les coe�cients sont deux �a deux distincts. Le calcul desU -fonctions primitives qui ne sont pas des U -fonctions �el�ementaires n�ecessite, �a partle calcul de l'ensemble essentiel U , de tester que le nombre de conjugu�es de cespolynômes est �egal �a l'indice de H dans L (voir remarques 4.3 et 1.1), et ce test esttr�es coûteux �a cause du nombre de polynômes �a tester.Le plus important, selon notre avis, dans le calcul d'invariants primitifs est de trouverles monômes qui forment ces polynômes c'est �a dire les ensembles essentiels.4.4. Algorithme de calcul des invariants primitifs de degr�es � n(n�1)2 .Notation 4.1. Soit U un ensemble �ni de monômes, degre(U) est le degr�e de l'en-semble U .Algorithme 4.4 (Girstmair-Jordan). Cet algorithme calcule tous les ensembles es-sentiels r�eduits pour (L,H) de degr�es � n(n�1)2 . Nous allons voir que grâce �a la re-pr�esentation de donn�ees (paragraphe 5), nous calculons avec ce même algorithmetous les ensembles essentiels pour (L,H).Entr�ees : Deux sous-groupes L et H de Sn v�eri�ant H � L.Sortie : Tous les ensembles essentiels r�eduits pour (L,H) de degr�e � n(n�1)2 .1. A := Syst�emeDeRepr�esentant(n,H);2. d := 1 ;3. I := f g ; contient tous les ensembles essentiels r�eduits pour (L,H) de degr�esinf�erieurs ou �egaux �a n(n�1)24. Tant que d � n(n�1)2 FaireU := EnsembleEssentiel(A,L,H);5. Pour tout V � E faireSi HL(V ) = H ;Alors Rajouter V dans I ;E := diff(U; V ) ;Fin SiFin Pourd := degre(U) + 1 ;Fin Tant que6. Rendre(I) ;Fin.Preuve de l'algorithme 4. �A chaque �etape de la boucle 4. A change de valeur etne contient plus que des monômes de degr�e sup�erieur strictement au degr�e du dernierensemble essentiel obtenu. �A la �n de la boucle 4., l'ensemble essentiel obtenu estde degr�e n(n�1)2 et l'algorithme termine avec d = n(n�1)2 + 1.Tous les ensembles essentiels obtenus sont r�eduits, en e�et : soit U un ensemble



10 INES ABDELJAOUADessentiel obtenu �a l'�etape (p) de la boucle 4., alors U=EnsembleEssentiel(A,L,H)et A change de valeur et ne contient plus que les monômes de degr�e sup�erieurstrictement au degr�e de U (voir l'algorithme 4.2). Ainsi, le nouvel ensemble essentielcalcul�e �a la (p + 1)-�eme �etape de la boucle 4. sera contenu dans ce nouvel A etl'intersection de l'ensemble essentiel obtenu �a l'�etape (p+ 1) avec U est l'ensemblevide. D'autre part, la boucle 5. nous donne tous les ensembles essentiels r�eduits d'unmême degr�e. 5. Partitions et Invariants primitifsDans ce paragraphe est pr�esent�ee la notion de partitions, qui a �et�e introduitepour la premi�ere fois par C. Jordan [12] et ses contemporains du si�ecle dernier.Nous mettons en �evidence la correspondance entre monômes et partitions et nousmontrons comment le probl�eme de calcul d'invariants primitifs qui, �a premi�ere vue,est purement alg�ebrique se transforme en un probl�eme de combinatoire des groupeset des ensembles.5.1. Partitions et Repr�esentation Des Donn�ees.Notation 5.1. Soit I � f1; : : : ; ng alors le cardinal de I est not�e j I j.D�e�nition 5.1. Une partition T = (T1; : : : ; Ts) de f1; : : : ; ng est une liste v�eri�antles 5 conditions suivantes :(i) Pour tout i 2 [1; n], Ti � f1; : : : ; ng. (ii) Psi=1 j Ti j= n.(iii) Ssi=1Ti = f1; : : : ; ng (iv) j T1 j�j T2 j� � � � �j Ts j� 1.(v) 8 i; j 2 [1; n] :i 6= j =) Ti \ Tj = ;Notation 5.2. Nous notons T l'ensemble des partitions de f1; : : : ; ng.Proposition 5.1. Pour tout monôme Q de k[X1; : : : ; Xn], il existe une partitionunique T = (T1; : : : ; Ts) 2 T v�eri�ant :Q =Ysi=1�Yj2TiXj��i :Preuve. Soit Q = Xr1i1 : : :Xrnin avec ri � 0 un monôme de k[X1; : : : ; Xn]. En regrou-pant les monômes Xj de Q en blocs de même degr�e, et en classant ces blocs parordre d�ecroissant suivant les degr�es nous obtenons :Q = �Yj2I1Xj��1 : : :�Yj2IsXj��s ;avec j I1 j� � � � �j Is j� 1. En remarquant que si deux blocs ont la même taille, c'est�a dire si j Ii j=j Ij j, alors nous les classons suivant le degr�e croissant : (si �i < �jalors Ii se situe avant Ij sinon, c'est le contraire). Nous obtenons ainsi un nouvelordre sur les indices :(T1; : : : ; Ts) 2 T tels que Q =Ysi=1�Yj2TiXj��i ;d'o�u le r�esultat.D�e�nition 5.2. Nous consid�erons l'application 	 d�e�nie par :	 : Monômes de k[X1; : : : ; Xn] �! TQ = Qsi=1(Qj2TiXj)�i 7! 	(Q) = (T1; : : : ; Ts)



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 11Remarque 5.1. Nous avons montr�e dans la proposition 5.1 que pour n'importe quelmonôme de k[X1; : : : ; Xn], il existe une unique partition de T qui le repr�esente.L'application 	 est donc bien d�e�nie.Proposition 5.2. l'application 	 est surjective.Preuve. soit T = (T1; : : : ; Ts) 2 T . Montrer que 	 est surjective revient �a montrerqu'il existe au moins un monôme Q v�eri�ant 	(Q) = T . Il su�t donc de consid�ererle monôme QT = Qsi=1(Qj2TiXj)(i�1) qui v�eri�e 	(QT ) = T .Exemple 5.1. Soient Q = X1X2X23X34X25X26X7 et n = 8, alors :	(Q) = (f1; 2; 7g; f3; 5; 6g; f8g; f4g) :En e�et : Q = (X1X2X7)1(X3X5X6)2X80X43.D�e�nitions 5.1. Soit T = (T1; : : : ; Ts) 2 T . Nous d�e�nissons le monôme QT etl'ensemble de monômes M par :QT =Ysi=1(Yj2TiXj)(i�1) ; M = fQT j T 2 T g :Soit la fonction � d�e�nie par :� : T �! MT 7! QTLe degr�e d'une partition T est par d�e�nition �egal au degr�e du monôme QT c'est �adire �egal �a Psi=1(i� 1) j Ti j.Th�eor�eme 5.1. L'application � est une bijection.Preuve. � est bien une application, en e�et �a une partition T 2 T , est associ�e ununique monôme QT de M et l'application r�eciproque de � est une restriction de 	sur l'ensemble M. � est une application surjective : il existe T tel que 	(QT ) = Tet nous pouvons dire que � est surjective par construction. En�n, il est �evident quel'application � est injective.Les monômes de k[X1; : : : ; Xn] sont repr�esent�es par les partitions de T de f1; : : : ; ng,et au lieu de calculer des ensembles essentiels de monômes, nous calculons des en-sembles essentiels de partitions. L'application � transforme les partitions en mo-nômes, nous obtenons donc, grâce �a �, des polynômes invariants primitifs associ�esaux ensembles essentiels de partitions.5.2. Exemple de Calcul de Tous les Invariants Primitifs. Nous remarquonstout d'abord que l'ensemble de partitions T est un ensemble �ni et que le degr�e d'unensemble de partitions varie entre 1 et n(n�1)2 .En rempla�cant dans l'algorithme 4.4 que nous avons appel�e Algorithme de Girstmair-Jordan, les monômes par les partitions, nous obtenons un algorithme qui calcule tousles ensembles essentiels de partitions �a partir desquels, nous obtenons tous les inva-riants primitifs �a coe�cients distincts.Voici un exemple de la repr�esentation des donn�es utilis�ee dans l'implantation del'algorithme de Girstmair-Jordan dans le cas o�u n = 3.la liste des partitions en degr�e 3 est �egale �a :[ [ [ 1, 2, 3 ] ],[ [ 1, 2 ], [ 3 ] ], [ [ 1, 3 ], [ 2 ] ],



12 INES ABDELJAOUAD[ [ 2, 3 ], [ 1 ] ],[ [ 1 ], [ 2 ], [ 3 ] ], [ [ 1 ], [ 3 ], [ 2 ] ],[ [ 2 ], [ 1 ], [ 3 ] ], [ [ 2 ], [ 3 ], [ 1 ] ],[ [ 3 ], [ 1 ], [ 2 ] ], [ [ 3 ], [ 2 ], [ 1 ] ] ]Un syst�eme de repr�esentants des S2-orbites de partitions est �egal �a :[ [ [ 1, 2, 3 ] ], [ [ 1, 2 ], [ 3 ] ],[ [ 1, 3 ], [ 2 ] ], [ [ 1 ], [ 2 ], [ 3 ] ],[ [ 1 ], [ 3 ], [ 2 ] ], [ 3 ], [ 1 ], [ 2 ] ] ]La liste des ensembles essentiels r�eduits pour (S2,S3) est �egale �a :[ [ [ [ 1, 2 ], [ 3 ] ] ],[ [ [ 1, 3 ], [ 2 ] ] ],[ [ [ 1 ], [ 2 ], [ 3 ] ] ],[ [ [ 1 ], [ 3 ], [ 2 ] ] ],[ [ [ 3 ], [ 1 ], [ 2 ] ] ] ]La famille des polynômes S2-invariants S3-primitifs r�eduits est �egale �a :a(X1X2)�X3� , a((X1X3)�X2�+(X2X3)�X1�), a(X1�X2�X3+X2�X1�X3), avec�; �;  trois entiers distincts et a un �el�ement de k.6. Exemples d'applicationsL'implantation des algorithmes 4.3 et 4.4 dans le syst�eme de Calcul Formel GAP(voir [10]), �a �et�e possible grâce �a la manipulation des partitions. Pour plus de d�etailssur l'implantation le lecteur pourra consulter [1] et [2].6.1. Exemples d'utilisation.Exemple 6.1. Soient H1 =<(4; 5;6); (2;3); (1;2); (5;6)>, H2 =<(4; 5;6); (5;6); (1;2;3)> etH3 =<(5; 6); (1;2)(3;4); (1;3;2;4)> dans S6. La table suivante pr�esente le H-invariantL-primitif minimal calcul�e �a partir de l'algorithme 4.3.L H H-Invariant L-Primitif minimalS4 A4 �4S4 D4 X3X4 +X1X2D4 C4 X2X24 +X4X21 +X3X22 +X1X23S2 � S2 S2 X2X4 +X1X3S2 � S2 S1 � S1 � S2 X2S2 � S2 Id4 X2 �X4D5 C5 X4X25 +X5X21 +X3X24 +X2X23 +X1X22S5 S2 �A3 X1 +X2S2 � S3 S2 �A3 X2X23 +X3X21 +X1X22S2 � S3 S2 �A3 X2X23 +X3X21 +X1X22S2 � S3 S1 � S2 � S2 X1S2 � S3 A3 � Id2 X2X23 +X3X21 +X1X22 �X4X25S2 � S3 Id3 � S2 X2 �X3H1 � S6 H2 � S6 X2X23 +X3X21 +X1X22H1 � S6 H3 � S6 X2X24 +X4X21 +X3X22 +X1X23



CALCULS D'INVARIANTS PRIMITIFS DE GROUPES FINIS 13Exemple 6.2. Soient n = 5, L = S5 et H =< (2; 3)(4; 5); (4; 5); (3; 4) >. Le H-invariant L-primitif minimal est �egal �a X1. L'autre H-invariant L-primitif de degr�eminimal est X5 +X4 +X3 +X2.Exemple 6.3. Soient n = 5,L =<(2;3)(4;5); (2;4)(3;5); (4;5); (3;4)> etH =<(2; 3); (2;4)(3;5)>. La liste des H-invariants L-primitifs r�eduits de degr�es petits, obtenue par l'algo-rithme 4.4 est �egale �a :X4X5 +X2X3 , X3X5 +X3X4 +X2X5 +X2X4 , X4X25 +X5X24 +X2X23 +X3X22 ,X3X25 +X5X23 +X3X24 +X4X23 +X2X25 +X5X22 +X2X24 +X4X22 ,X3X4X25 +X3X5X24 +X2X4X25 +X2X5X24 +X2X5X23 +X3X5X22 +X2X4X23 +X3X4X22 ,X4X5X23 +X4X5X22 +X2X3X25 +X2X3X24 , X4X5X21 +X2X3X21 , X1X4X25 +X1X5X24 +X1X2X23 +X1X3X22 ,X1X3X25 +X1X5X23 +X1X3X24 +X1X4X23 +X1X2X25 +X1X5X22 +X1X2X24 +X1X4X22 ,X3X5X21 +X3X4X21 +X2X5X21 +X2X4X21 ,X3X24X35 +X3X25X34 +X2X24X35 +X2X25X34 +X5X22X33 +X5X23X32 +X4X22X33 +X4X23X32 ;X4X23X35 +X5X23X34 +X4X22X35 +X5X22X34 +X2X25X33 +X3X25X32 +X2X24X33 + X3X24X32 ,X4X25X33 +X5X24X33 +X4X25X32 +X5X24X32 +X2X23X35 +X3X22X35 +X2X23X34 + X3X22X34 ,X1X24X35 +X1X25X34 +X1X22X33 +X1X23X32 ,X4X21X35 +X5X21X34 +X2X21X33 +X3X21X32 ,X4X25X31 +X5X24X31 +X2X23X31 +X3X22X31 ,X1X23X35 +X1X25X33 +X1X23X34 +X1X24X33 +X1X22X35 +X1X25X32 +X1X22X34 + X1X24X32 ,X3X21X35 +X5X21X33 +X3X21X34 +X4X21X33 +X2X21X35 +X5X21X32 +X2X21X34 + X4X21X32 ,X3X25X31 +X5X23X31 +X3X24X31 +X4X23X31 +X2X25X31 +X5X22X31 +X2X24X31 + X4X22X31 ,X2X23X34X45+X2X23X35X44+X3X22X34X45+X3X22X35X44+X4X25X32X43+X4X25X33X42+X5X24X32X43+X5X24X33X42 ,X2X24X33X45+X2X25X33X44+X3X24X32X45+X3X25X32X44+X4X22X35X43+X4X23X35X42+X5X22X34X43+X5X23X34X42 ,X2X24X35X43+X2X25X34X43+X3X24X35X42+X3X25X34X42+X4X22X33X45+X4X23X32X45+X5X22X33X44+X5X23X32X44 ,X1X23X34X45+X1X23X35X44+X1X22X34X45+X1X22X35X44+X1X25X32X43+X1X25X33X42+X1X24X32X43+X1X24X33X42 ,X1X24X33X45+X1X25X33X44+X1X24X32X45+X1X25X32X44+X1X22X35X43+X1X23X35X42+X1X22X34X43+X1X23X34X42 ,X1X24X35X43+X1X25X34X43+X1X24X35X42+X1X25X34X42+X1X22X33X45+X1X23X32X45+X1X22X33X44+X1X23X32X44 ,X3X21X34X45+X3X21X35X44+X2X21X34X45+X2X21X35X44+X5X21X32X43+X5X21X33X42+X4X21X32X43+X4X21X33X42 ,X3X24X31X45+X3X25X31X44+X2X24X31X45+X2X25X31X44+X5X22X31X43+X5X23X31X42+X4X22X31X43+X4X23X31X42 ,X3X24X35X41+X3X25X34X41+X2X24X35X41+X2X25X34X41+X5X22X33X41+X5X23X32X41+X4X22X33X41+X4X23X32X41 ,X4X21X33X45+X5X21X33X44+X4X21X32X45+X5X21X32X44+X2X21X35X43+X3X21X35X42+X2X21X34X43+X3X21X34X42 ,X4X21X35X43+X5X21X34X43+X4X21X35X42+X5X21X34X42+X2X21X33X45+X3X21X32X45+X2X21X33X44+X3X21X32X44 ,X4X23X31X45+X5X23X31X44+X4X22X31X45+X5X22X31X44+X2X25X31X43+X3X25X31X42+X2X24X31X43+X3X24X31X42 ,X4X23X35X41+X5X23X34X41+X4X22X35X41+X5X22X34X41+X2X25X33X41+X3X25X32X41+X2X24X33X41+X3X24X32X41 ,X4X25X31X43+X5X24X31X43+X4X25X31X42+X5X24X31X42+X2X23X31X45+X3X22X31X45+X2X23X31X44+X3X22X31X44 ,X4X25X33X41+X5X24X33X41+X4X25X32X41+X5X24X32X41+X2X23X35X41+X3X22X35X41+X2X23X34X41+X3X22X34X41 .Exemple 6.4. Soient L et H deux sous-groupes de S8 d�e�nis par :H =< (1;2;6; 7)(3;4;8; 5); (1;4;7;5)(2;3;8;6); (2; 7;8)(4;5; 6); (2;5;6)(3;4; 8); (3;6;7)(4;5;8); (3;4;7; 8;6;5)> et L =< (1;2;6; 7)(3;4;8; 5); (1;4;7;5)(2;3;8;6) >.Le H-Invariant L-Primitif minimal est �egal �a :X5X6X7X8 + X3X4X7X8 +X3X4X5X6 +X2X4X6X8 +X2X4X5X7 +X2X3X6X7 + X2X3X5X8 +X1X4X6X7 +X1X4X5X8 + X1X3X6X8 +X1X3X5X7 +X1X2X7X8 + X1X2X5X6 +X1X2X3X4 :Le H-Invariant S8-Primitif minimal est �egal �a :X5X6X7X8 + X4X6X7X8 +X3X5X6X8 +X3X4X7X8 +X3X4X5X7 +X3X4X5X6 + X2X5X6X7 +X2X4X6X8 + X2X4X5X8 +X2X4X5X7 +X2X3X7X8 +X2X3X6X7 +X2X3X5X8 + X2X3X4X6 +X1X5X7X8 + X1X4X6X7 +X1X4X5X8 +X1X4X5X6 +X1X3X6X8 +X1X3X6X7 + X1X3X5X7 +X1X3X4X8 +X1X2X7X8 + X1X2X6X8 +X1X2X5X6 +X1X2X4X7 + X1X2X3X5 +X1X2X3X4 :Ces calculs ont �et�e fait en trois minutes sur une machine PC Pentium Pro 200 Mhzavec 512 Mo de m�emoire RAM.



14 INES ABDELJAOUAD6.2. Coût de l'algorithme 4.3. Le temps de calcul d'ensembles essentiels avecl'algorithme 4.3 sous GAP pour des degr�es inf�erieurs ou �egaux �a 6 varie entre moinsd'une seconde et une heure. Les temps de calcul augmentent au fur et �a mesure quele degr�e n augmente ; le tableau suivant nous donne une id�ee sur cette �evolution, enmoyenne, pour n allant de 5 �a 9, sur une machine PC Pentium Pro 200 Mhz avec512 Mo de m�emoire RAM.Degr�e Temps (CPU) M�emoire (Mo)5 < 100 < 17 20 78 1000 309 1200 36La m�emoire utilis�ee varie entre moins d'un Mo en degr�e 4 et plus de 500 Mo pourle calcul d'ensembles essentiels pour (S15,A15). Rappelons que même si le calculd'ensembles essentiels est assez lourd, il ne sera fait qu'une seule fois.6.3. Application �a La Th�eorie de Galois. La connaissance de polynômes inva-riants primitifs nous permet �a partir de son polynôme minimal, appel�e r�esolvantede Lagrange, de calculer le groupe de Galois d'un polynôme f de degr�e n.En e�et, A. Valibouze et J. M. Arnaudi�es ont mis en place (voir [3]) une m�ethoded�eterministe pour le calcul du groupe de Galois d'un polynôme, s'appuyant sur lafactorisation de r�esolvantes absolues (ou polynômes minimaux de H-invariants Sn-primitif) H est un sous-groupe de Sn appel�e groupe test).Souvent, le degr�e de ces r�esolvantes absolues est assez grand et leur factorisationest di�cile surtout lorsque n est grand. Une autre m�ethode appel�ee la m�ethode deStauduhar (voir [17], [7], [19], etc) qui utilise la factorisation de polynômes minimauxde H-invariants L-primitifs relatifs (H � L � Sn), est plus rapide car de degr�e pluspetit. Il est donc recommand�e d'avoir plusieurs invariants primitifs relatifs et absolusde degr�es petits. D'o�u l'int�erêt de l'algorithme de Girstmair-Jordan.ConclusionLes m�ethodes de calculs de polynômes invariants primitifs connus sont intuitifset donnent souvent des polynômes de degr�es �elev�es. L'algorithme de K. Girstmaircalcule un invariant primitif absolu de degr�e minimal, mais pas n�ecessairement mini-mal. Une autre fa�con de calculer des invariants de groupes �nis �a �et�e introduite parB. Sturmfels [18] et am�elior�ee et implant�ee en MAGMA par G. Kemper [13]. Cettem�ethode consiste �a calculer des invariants primaires et secondaires d'un groupe �niH , qui forment une base de l'anneau des polynômes H-invariants. Malgr�e la rapi-dit�e de l'algorithme de G. Kemper qui arrive �a calculer une base de l'anneau despolynômes H-invariants en quelques secondes pour le degr�e 6, cet algorithme n'ar-rive pas �a calculer des H-invariants primitifs directement. En e�et, les invariantsprimaires et secondaires ne sont pas n�ecessairement des invariants primitifs, et ilfaut faire des tests pour v�eri�er que les polynômes obtenus sont bien des invariantsprimitifs. L'algorithme 4.3 pr�esent�e dans le paragraphe 4, nous donne des invariantsdi��erents et de degr�e minimal, utilis�es essentiellement pour la r�esolution d'�equationspolynomiales et les calculs de r�esolvantes dans la th�eorie de Galois (voir [19] et [15]).Grâce �a l'algorithme 4.4 que nous avons appel�e Algorithme de Girstmair-Jordan,et grâce �a la repr�esentation de donn�ees utilis�ee, nous calculons tous les polynômesinvariants primitifs �a coe�cients distincts et de tous les degr�es possibles. Ce sont despolynômes invariants relatifs ou absolus par rapport �a des groupes de permutations.
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