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CONSTRUCTION DE L’IDEAL DES RELATIONS ENTRE LES RACINES
D’UN POLYNOME

Annick VALIBOUZE
LIP6, Université Paris VI, 4, place Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05

e-mail : avb@medicis.polytechnique.fr

Résumé. Cette note développe une vision effective de la théorie de Galois algébrique en apportant des
propriétés inhérentes aux idéaux associés a un polynome d’une variable.

Computation of the ideal of the relations between the roots of a univariate
polynomial

Abstract. Galows theory allows us to deal with effective computation in algebraic extensions of fields.
In this aim, the present paper is devoted to an effective inductive construction of an effective generator
system for the ideal of relations between the roots of an uniwvariate polynomial over a field. The idea
1s to define new ideals between the ideal of symmetric relations and the ideal of relations and to give
a correspondance between these tdeals and finite sets of permutations. The fundamental tools of this
construction are multivariate polynomials called mintmal polynomials associated to our ideals. These
polynomials characterise the considered ideals and allow to construct a generators system for them.

INTRODUCTION

La recherche du groupe de Galois d’un polynéme est motivée par ’étude de son corps de décom-
position et par les manipulations des nombres algébriques qui lui appartiennent. La recherche
du groupe de Galois peut-étre remplacée par celle de I'idéal des relations entre les racines du
polynéme. Dans [5] est proposé un algorithme de construction d’une base de Grébner de cet
idéal (voir [1] pour effectivité) ; il consiste a factoriser le polynéme dans des extensions suc-
cessives du corps de base jusqu’au corps de décomposition. Cette note propose une méthode
pour construire un systeme de générateurs de 'idéal des relations et ce sans factorisation dans
des extensions. Sont définis des idéaux appelés idéauz des relations invariantes par L, ou L est
un ensemble de permutations (voir paragraphe 1.5). Puis est exhibé un polynéme caractérisant
cet idéal et qui permet de construire explicitement un systéme de générateurs de cet idéal (voir
paragraphe 2.2). Ensuite est établie une correspondance entre ces idéaux et des ensembles de
permutations (voir paragraphe 2.3). Cette note termine sur le paragraphe 2.4 qui explique
comment les outils introduits permettent de construire inductivement 1'idéal des relations.

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS PRELIMINAIRES

1.1. Les données. Soient R
- k un corps supposé parfait et k une cloéture algébrique de k,
- f un polynéme d’une variable de degré n dont les coeflicients appartiennent a k,

-Q = (ag,...,q,), ol a; € k, un ensemble ordonné des racines du polynéme f,
- &1,...,%, des indéterminées (variables algébriquement indépendantes sur k),
- klz1,...,2,] Panneau des polynémes en z1,...,x, a coefficients dans k et k(z1,...,x,) son

corps des fractions.

1.2. Action du groupe symétrique. Prenons une fraction © € k(zq,...,2,).
1



2 CONSTRUCTION DE L'IDEAL DES RELATIONS ENTRE LES RACINES D'UN POLYNOME

Le groupe symétrique de degré n, noté &,, agit naturellement sur le corps k(z1,...,2,).
Pour ¢ € &,,, 'action de o sur ©, notée 0.0 ou (0.09), est définie ainsi :

.01, 20) = O(To(1), -+ s To(n))

Soient L et H deux sous-groupes de &, tels que H C L. La fraction © est appelée un H-
invariant L-primitif si © est un polynéme et H ={oc € L | © = 0.0}.

Soit ¢ une permutation de &,. L’action de o sur €2 est définie naturellement par ¢.Q =
(Qo(1)s -+ s Qo(n))-

Soit P € k[zy,...,z,]. L évaluation de P en Q est le nombre algébrique P(Q) = P(ay, ..., qy).
La notation 0.P(2) n’est pas ambigué : 0.P(Q) = (0.P)(2). Néanmoins, le lemme suivant pré-
cise cette notation :

Lemme 1.1. Soit 0,7 € &,, et P € k(z1,...,2,), alors (0.P)(1.Q) = P(10.Q).

Soient I et H deux sous-groupes de &,, tels que L contienne H et © un H-invariant L-primitif.
Le polynéme © est dit séparable pour Qsi H ={o € L |0O(Q) =0.0(Q)}.

1.3. Idéal des relations et groupe de Galois. L’idéal I de k[zy,...,z,] défini par
(1) Io={r €klz1,...,2,] | 7()=0}

est connu sous le nom d’idéal des relations (entre les racines du polynéme f) et le
groupe de Galois de f (relativement a ) est le sous-groupe G de &,, défini par

(2) Ga={{oc€6&,| (Vrelq)orelyg}

Le groupe de Galois Gg agit librement sur anneau quotient Ay, := k[zq,...,2,]/Io de la
maniere suivante :

GQXA[Q — A[Q
(0,P) +— o0.P(Q)=P(c.Q)

Comme Aj, est isomorphe a k(€2), le corps de décomposition de f, cette action induit une
action libre de G sur k(). C’est ce qui, avec la correspondance galoisienne, rend essentiel la
connaissance du groupe de Galois ou mieux encore celle de I’idéal Iq.

1.4. Idéal invariant par un ensemble de permutations.
Définition 1.2. Soit un sous-ensemble I de &,,, I'idéal

I = {rekley,...,z,] | (Voel)or(Q) =0}

est appelé idéal des Q-relations invariantes par L. En particulier I'idéal des relations, Ig,
est I'idéal des relations invariantes par l'identité.

Si L contient I'identité nous avons : I§ = {r € Ig | (Vo € L) o.r € Iq} C Iq.
Notation 1.3. Nous notons Max([{g) le plus grand sous-ensemble du groupe symétrique &,, qui
vérifie :

L
(3) 1 = 1™

Définition 1.4. Le groupe de décomposition de ’idéal [ C k[zy,...,z,], noté Gr(l), est
défini par :

(4) Gr(l)={o €6, | o(l)=1}
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2. RESULTATS

2.1. Premiéres propriétés. 1l est évident que

(5) Gq = Max(lg) = Gr(lg) et

(6) &, = Max(Ig") = Gr(I$")

Les idéaux Iq et Ig", appelé idéal des relations symétriques (entre les racines de f),
sont égaux ssi le groupe de Galois G est le groupe symétrique &,,.

Les propositions 2.1 et 2.2 montrent ce qu’il en est pour les idéaux I{j intermédiaires entre 1’idéal
des relations et I'idéal des relations symétriques.

Proposition 2.1. Soit L un sous-groupe de &,, nous avons :

% L
(7) Lcaraly e 15U L
Proposition 2.2. Soit I un idéal de k[xy, ... ,x,], si I C Ig alors I C Igr(l). En particulier,
st ] = I{g, ot L est un sous-groupe de &, alors
Maz(I)

(8) =15 =1y
et L CGr(1%) cMax(1§). Si, de plus, Max(1%) est un groupe alors Gr(I1%) =Max(I}).

Désormais, nous considérons M et L deux sous-groupes du groupe symétrique &, tels que le
groupe L et le groupe de Galois Gg soient inclus dans le groupe M. La situation est la suivante:

(9) Srcif cifcig

Nous nous donnons © un L-invariant M-primitif séparable pour Q. Posons 6 := O(Q) et
Rpav :=Ming 3 (©) ot Ming ;, est le polynéme minimal de 6 sur k.

2.2. Polynéme primitif. Le théoréme suivant exhibe un polyndéme qui caractérise I'idéal I{j
relativement a I’idéal Igj\f :

Théoreme 2.3.

(10) Rpv € 1§

(11) Gol = {oceM|oRrm(Q) =0} ;
(12) Max(1}) = Gql ;

(13) Iy = 1§+ (Rpm)

Le polynéome Ry, pr du Théoreme 2.3 est appelé polynéme A -primitif de I’idéal Ié.

2.3. Correspondance entre idéaux et ensembles de permutations. Nous aboutissons a
cette correspondance entre les ensembles Max([) et les idéaux de relations invariantes par des
groupes :

Théoreme 2.4. soit H un sous-groupe de &,,, alors H C GqlL ssi I{j C Ig. De plus, H C GqlL
implique Maz(1}1) = GoH C GglL.

2.4. Construction de I’idéal des relations Iq. Il s’agit de construire un systéeme de généra-
teurs de 'idéal I a partir de 'hypothese inductive (9). Nous supposons connaitre le polynéme
Mingy (lorsque les générateurs de Igj\f sont connus, cela est toujours possible par des calculs de
résolvantes relatives ou de polynémes caractéristiques.) Au départ M = &,,.

L’idée naturelle est de poursuivre cette construction avec le Théoreme 2.3. Il n’est pas possible
de remplacer M par L, 8’il ne contient pas Gq, ni par Gql, si ce n’est pas un groupe. Il s’agit
donc d’exhiber un groupe qui contienne Gq et qui permette de poursuivre cette construction.

Soit 7y, ..., 7, une transversale a gauche de M mod L. Posons O := {r.0,...,7..0} la Gg-
orbite de © dans I'ensemble des 7,.0 (i € [1,7]) et L:={nL,..., 7L}, la Gg-orbite de L dans
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les classes a gauche de M mod L (en renumérotant éventuellement la transversale). Posons
S :=Stabps (L) =Staby (O) = {oc € M | (Vi € [1,¢€]) 0.(1:.0) € O}. Les e nombres algébriques
distincts 7.9(Q), ..., 7..0O(Q) sont les conjugués de § = O(Q) sur k (voir [3]).

Proposition 2.5. Si L est un groupe alors Go C S C Gal. et :
(14) 5 =15 I cy
De plus, L CGr(1%) C Gl et S =Gr(15) = GoS puisque Maxz(I5) = S est un groupe.

Le groupe .S qui contient le groupe de Galois G peut donc jouer le réle du groupe M dans le
Théoreme 2.3. Mais pour ce faire, il faut calculer un polynéme M-primitif de I’idéal Ig. Il nous
est donné par le Lemme suivant :

Lemme 2.6. Soit Og s un M-invariant S-primitif séparable pour Q. Alors ©g pr(2) appartient
ik et Ospr — Osar(Q) est un polynéme M -primitif de Uidéal 15.

Remarque 1. Dans [4], A. Colin propose de prendre pour Ogps un polynéme symétrique en
7.0,...7..0. Le Théoreme fondamental des fonctions symétriques permet alors le calcul de
O ar(2) puisque les fonctions symétriques élémentaires en 71.0(Q), ... 7..0(£2) sont, & un signe
pres, les coefficients du polynéme minimal de # = ©(Q2) sur k qui est supposé connu.

Le test d’arrét de notre construction est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.7. Il y a équivalence entre les trois assertions suivantes :
(i) Ga =95 =Gql ;

(ii)) L C Gq ;

(iii) Io = IM + (Rpm) -

(L’équivalence entre (i) et (iii) a €té démontrée dans [2] dans le cas ou S = &,,.)
La proposition suivante place le cadre dans lequel GoL = S.

Proposition 2.8. Il y a équivalence entre les 7 assertions suivantes :
(1) LCS ;

(2) If =I5 = 15"

(3) Gl =9 (il est toujours vrai que GoS =195) ;

(4) Gal est un groupe (ou bien LG C Gql ) ;

(5) Gr(I§) = GoL ;

(6) S =Gr(Ify)

(7) Gg CGr(1}).

En particulier, quand Gq C L alors Gg CGT(I{?).

Conclusion. De I’étude des idéaux invariants par des permutations, a été exhibée une con-
struction de l'idéal des relations sans avoir a factoriser dans des extensions de k. Pour que
cette méthode soit réellement effective, il faut pouvoir calculer le polynéme minimal intervenant
dans le paragraphe 2.4 et identifier le groupe S. Cela se fait en calculant des résolvantes et en
étudiant les matrices des partitions qui permettent de calculer le groupe de Galois du polynéme
(voir [2]).
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