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Résumé : (16 gras)

Cet article propose la construction d’un méta-modeéle multi-fidélité pour I’évaluation de la probabilité
de défaillance d’une structure mécanique. Un méta-modeéle se basant sur le krigeage est construit d
partir d’évaluations de 1’état-limite pour plusieurs réalisations de variables aléatoires. L’exploitation
d’estimateurs de [’erreur de discrétisation permet de garantir le signe de [’état-limite en ces points et
d’adapter la taille du maillage des simulations éléments finis. Une illustration sur une plaque fissurée

avec une variable aléatoire est réalisée.

Abstract : (16 gras)

This paper presents the construction of a multi-fidelity metamodel in the context of safety analysis. A
kriging-based meta-model is built from finite element computations for several realizations of random
variables.This metamodel is then used to estimate the probability of failure of the mechanical structure.
The use of discretization error estimators enables to guarantee the state (failure or safety) of the structure
at the design points and to adapt the size of the mesh used for the simulations. We illustrate this approach

on a 2D mechanical problem of a cracked plate.

Mots clefs : Fiabilité, probabilité de défaillance, surface de réponse, estima-
tion d’erreur

Introduction

Dans un probléme mécanique, certaines variables de conception peuvent tre aléatoires. Cela peut en-
tralner une variabilité dans 1’état (défaillant ou fonctionnel) d’un systeéme qu’il n’est plus alors possible
de garantir avec certitude. En modélisant les parametres incertains par des variables aléatoires, il est pos-
sible de propager cette incertitude pour exprimer 1’état du systeéme par une probabilité de défaillance.
Cette probabilité est généralement estimée grace a la méthode de Monte-Carlo qui nécessite de simuler
la performance de la structure pour de nombreuses réalisations des variables aléatoires d’entrée. Pour
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des problemes mécaniques complexes, trouver la solution analytique n’est pas envisageable et la solution
est généralement approchée par la méthode des éléments finis.

Les appels a ce code étant souvent trés coliteux en temps de calcul, un métamodele est alors construit.
Appeler ce modele plutdt que le code éléments finis étant bien plus rapide, de nombreuses simulations
peuvent Etre réalisées pour estimer la probabilité de défaillance du systéme a condition que le métamo-
dele soit fidele du point de vue de la fiabilité c’est a dire du transfert des distributions [1]. Plusieurs types
de métamodele existent. Parmi eux, le Krigeage [2] présente I’avantage de donner une estimation de la
variance, permettant ainsi d’enrichir le métamodele aux endroits les plus incertains. Des méthodes so-
phistiquées couplant I’estimateur de Monte-Carlo avec un modele de Krigeage ont ainsi été développées
[3] pour I’estimation de la probabilité de défaillance. Dans le cas de simulations par éléments finis, la
taille de maille a une influence sur la qualité de la solution mécanique et donc sur 1’état défaillant ou non
du systeme. L'objectif de cet article est d’exploiter des bornes sur I’erreur de discrétisation pour garantir
I’état des échantillons utilisés dans la construction d’un méta-modele par krigeage et ainsi améliorer la
qualité de I’estimation de la probabilité de défaillance.

Formulation du probléme et erreur de discrétisation
Problemes continu et discret

On considere 1’équilibre statique d’une structure occupant un domaine €2, soumise a une force volu-
mique f, a un effort g sur 0,2 et a un déplacement imposé u, sur 0,£2. On fait I’hypothese des petites
perturbations et considérons que le comportement de la structure est linéaire élastique isotrope caracté-
risé par le tenseur IH. Notons u le champ de déplacement, ¢ () la partie symétrique du gradient de u et
o le tenseur des contraintes de Cauchy. d désigne la dimension spatiale.

Introduisons deux espaces affines et une forme :
— D’espace des champs cinématiquement admissibles CA = {g € (HI(Q))d, U = Uy Sur ﬁuQ}
et notons CA” I’espace vectoriel associé.
— D’espace des champs statiquement admissibles (SA)

dxd

SA = {T € (LQ(Q))Sym Vv € CA°, JT te(v)dQ = ff-de + Jg-vdS’} (D

Q EX)

— Derreur en relation de comportement [4] : ecr,, (u, o) = [g —H : g (u) [g-1.0 ol [z|g-10 =

\/L (z:H": z) dO

Le probleme mécanique continu consiste alors a trouver la solution exacte (gex, gex) e CA(Q)xSA(Q)

tels que ecrg, (Ueys gex) = 0. La solution existe et est unique. Néanmoins, il n’existe pas de forme

explicite de u,,, si bien qu’on calcule une approximation de cette solution en la cherchant dans un sous-
espace de dimension fini CAp : ¢’est le principe de la méthode des éléments finis. La solution de ce
probleme, notée ug, existe et est unique mais ne coincide généralement pas avec u,,. Le champ de

contrainte g, est obtenu a partir de uy et de la relation de comportement mais n’est pas statiquement

H
admissible.
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Estimation de ’erreur de discrétisation

Puisque la solution discrete n’est pas la solution exacte, la méthode des éléments finis introduit une
erreur appelée erreur de discrétisation et définie par egiser = [ (%o, — wp) |1 - Cette erreur peut
étre estimée a posteriori par différentes méthodes [S]. Dans ce papier, nous utiliserons le théoréme de
Pragger-Synge [6] dont la résultat fondamental est :

2
H,0

~

go_—a

g
—ex =

V(i &) € CA(Q) x SA(Q),

d

£ () —£(2) = €tpg (11, 6) )

H-1,0
Ainsi, en choisissant & = uy € CA(2) et en construisant un champ de contrainte statiquement admis-
sible &  (voir [7, 8] pour les techniques de reconstruction), on obtient une borne supérieure de 1’erreur
de discrétisation de la forme ||eg;s.. [l < ecrg (ugr, 0).

Il est également possible d’estimer 1’erreur sur une fonctionnelle linéaire L du champ de déplacement,
dite erreur sur une quantité d’intérét, en utilisant des extracteurs ([9]. Par exemple, il peut s’agir d’une
valeur moyenne d’une composante de la contrainte dans une région de la structure. Apres avoir défini

I’espace SA(w) = {T € (L2(w))dXd‘ Vv e CA%w), §7 :e(v)dw = L(v) §, on définit alors un

sym ’

second probleme dit probleéme adjoint qui consiste a trouver (ﬂexa éex) e CAY(Q) x éTA(Q) tels que
ecrg (Upg, gm) = 0 dont la solution existe et est unique. Ce probléme est alors résolu par la méthode des
éléments finis et, comme pour le probléme de référence, I’erreur de discrétisation du probleme adjoint
€diser peut étre majorée par ecr, (U, EH) On peut alors obtenir un encadrement de 1’erreur sur la
quantité d’intérét suivante comme le produit des erreurs de discrétisation des problemes de référence et

adjoint [10].

A~

~ ~ 1 ~ &
| L(teq) — (L(up) + Inm)| < Gecrq(un, Gpy)ecra Uy, Sr) 3)
1 .
IHH=J2(5J§+H:E(ﬁﬁ)):H1:(6H—H:5(UH))dQ 4)
Q

est un terme entiérement calculable. (L (uy) + I ) est alors une nouvelle approximation de L (u,, ).
On observe qu’elle est une meilleure approximation de la solution exacte que L(uz ) [11].

Remarquons que les deux problémes éléments finis peuvent €tre résolus sur le méme maillage ce qui
aboutit a la résolution d’un systeme a second-membre multiple.

Estimation de la probabilité de défaillance par un méta-modele
multi-fidélité

Pour représenter la variabilité, on modélise certaines grandeurs du probleme (chargement, géométrie ou
parametres matériaux) comme des variables aléatoires. Des lors, la réponse mécanique de la structure
(Ie champ de déplacement ou le champ de contraintes) est aussi aléatoire.

Probabilité de défaillance

Sans spécifier quelle quantité est aléatoire, regroupons les n variables aléatoires dans un vecteur { X'}
de densité conjointe de probabilité f(x({z}). Définissons la sollicitation S égale a une forme linéaire
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L du champ de déplacement u. La résistance est notée R et peut étre déterministe ou aléatoire. Nous
choisissons de définir la fonction d’état-limite par G = R — S. La probabilité de défaillance est alors

Py = §  fix({a)der .. dxy,.
G({x})<0

Le krigeage

De nombreuses techniques sons disponibles pour la construction de méta-modele. Dans ce papier, nous
considérons un méta-modele obtenu par krigeage [2]. Le krigeage consiste a considérer la fonction a
reconstruire comme la réalisation d’un champ gaussien stationnaire Y. Cette fonction est de la forme
Y(x) = pu(x) + Z(x) avec o : x — p(x) déterministe et Z : x — Z(x) une fonction aléatoire
d’espérance nulle.

L’objectif est de construire une approximation G’ de Y a partir d’un échantillon contenant ng observa-
tions (G(X;))i=1.n, calculées en un ensemble de sites X;. On souhaite obtenir un estimateur linéaire,
non biaisé et 2 variance minimale vérifiant G'(X;) = G(X;). Cela amene a I’écriture d’un probleme
de minimisation sous contraintes. Pour sa résolution, il est nécessaire de postuler a priori la forme de
la covariance entre les données. Plusieurs techniques existent pour déterminer les parametres de cette
covariance (dits hyperparametres du krigeage). Une fois ceux-ci calculés, la résolution du probleme de
minimisation sous contraintes permet d’obtenir une estimation G’ ainsi que 1’écart-type du krigeage o
pour un ensemble de n. points (n. > ng).

La solution exacte du probleme mécanique étant inaccessible, il est impossible de construire une approxi-
mation G, par krigeage de G, a partir de G, (X;) = R— L(u,, ). Notons que seule une approximation
Gy de G a partir des résolutions éléments finis et du calcul de G (X;) = R — L(up(X;)) est envi-
sageable.

Construction du méta-modele multi-fidélité

La qualité de I’estimation de la probabilité de défaillance repose principalement sur la qualité de re-
présentation de la surface de réponse au sens probabiliste [1]. En effet, puisque le méta-modele n’est
pas coliteux a évaluer, il est possible d’effectuer un grand nombre de tirages pour réduire la variance
de I’estimateur de probabilité. De plus, la surface de réponse doit €tre précise aux environs de 1’état-
limite qui sépare le domaine de slireté du domaine de défaillance. Ainsi, seule la connaissance du signe
de G..(X;) est importante. Supposons que la fonction état-limite soit évaluée en un point X; sur un
maillage grossier. En plus de la valeur G (X;) les outils d’estimation d’erreur présentés précédemment
permettent de calculer des bornes de L(u,.,(X;)). Lidée principale est d’exploiter le résultat (3) pour
obtenir I’encadrement Gi_,H < Ger(X;) < GjH Si les bornes ne permettent pas de garantir le signe
de la quantité G, (X;), les cartes d’erreur permettent de guider le remaillage de la structure pour ob-
tenir une nouvelle approximation et de nouvelles bornes G:h et G;h garantissant le signe de G, (X;)
(éventuellement, une taille de maillage minimale peut étre définie). Pour la construction du méta-modele
multi-fidélité, on propose alors la procédure suivante :

1. Choix d’un maillage grossier et évaluation de G (X;) pour un nombre 14 de points.
2. Construction d’un méta-modele de krigeage G’ a partir des évaluations (G (X;));

3. Détermination du point X ; auquel enrichir le méta-modele en suivant la fonction d’apprentissage
usuelle (voir [3])

4. Evaluation de G (X;) et des bornes G;f g et G}y en ce point
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5. Si le produit des bornes est négatif, remaillage jusqu’a ce que le signe de G, (X;) soit sdr.

6. Actualisation du méta-modele de krigeage ' avec la valeur R — (L(uy,) + Inp) (milieu de
I’intervalle d’erreur)
Une fois I’apprentissage terminé, la probabilité de défaillance est évaluée classiquement par échantillon-
nage du méta-modele multi-fidélité. Si le maillage fin minimal ne permet pas de garantir le signe de
I’état-limite, 1’enrichissement est arrété.

Ilustration numérique

On considere une plaque fissurée de largeur w et de hauteur L possédant une fissure ouverte de longueur
a, comme illustré sur la figure 1. On suppose son comportement linéaire élastique homogene isotrope
caractérisé par le tenseur de Hooke H et travaillons dans le cadre des petites perturbations. L’hypothése
des déformations planes est admise. La structure est sollicitée en traction (P = 1Pa), ce qui correspond
a un mode d’ouverture I pur de la fissure. Plusieurs méthodes existent pour évaluer numériquement le
facteur d’intensité de contrainte K. Dans ce travail, on se base sur des méthodes globales d’intégrales
sur des domaines en utilisant des solutions auxiliaires ou duales [12]. Ainsi, on peut montrer que K7 =
Q(u) ol Q est une fonctionnelle linéaire. Le scénario de ruine est celui associé a la propagation de la
fissure via le critere de Griffith si bien que la fonctionnelle d’état-limite G est définie par G = Ky, — K7,
ou Kj;;, = 11 USI désigne la valeur critique supposée déterministe. La longueur de la fissure a est
une variable aléatoire suivant une loi gaussienne de moyenne m, = 3.5 et de variance v, = 0.01.
Pour cette structure, 1’expression analytique du facteur d’intensité de contraintes K est connue. La
probabilité de défaillance exacte peut donc étre évaluée. On obtient Py ., = 4.86 10~3. On applique
ensuite ’algorithme AK-MCS sur 4 maillages différents ainsi que sur la solution exacte avec 4 points
d’initialisation tirés selon la loi de a, un critére d’arrét sur le coefficient de variation de la probabilité
de 5%, un critére pour I’apprentissage fixé a 2 et une population initiale a classer de 1000 points. Les
résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous ou sont également indiqués les résultats du méta-modele
multifidélité pour lequel on a utilisé un maillage grossier H = 0.5 et un maillage fin limite hy;,,, = 0.2
ou hyi, = 0.05. On observe que 1”approche multi-fidélité permet d’obtenir un résultat trés proche de la

probabilité exacte en un nombre d’appels réduit sur le maillage fin.

freeeets

A
L Méthode Appels au solveur sur maillage h Py Ipf;f#“l
§ 05102101005 0(Gep)
AK-MCS 6 41076 1
a AK-MCS 7 371074 0.92
S AK-MCS 6 131073 0.73
AK-MCS 6 241073 0.50
L AK-MCS 6 | 4631073 | 0.047
2 multi-fidélité¢ | 7 3 261073 0.46
W multi-fidélité¢ | 6 1 1 451073 0.07
i i i i i i i i TaBLE 1 — Probabilités de défaillance obtenues pour le krigeage

classique et le krigeage multi-fidélité
Ficure 1 — Plaque fissurée : sollicitation
en bleu et support du chargement adjoint en
orange.
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