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Ch 1 : Calcul Matriciel

MATRICES A COEFFICIENTS REELS

Définitions

Une matrice est un tableau de nombres. Une matrice a n lignes et m colonnes est appelée matrice n x m.
n et m sont les dimensions de la matrice . On note a;; I’élément situé a I'intersection de la ligne ¢ et de
la colonne j (la ligne est toujours nommée en premier). Si m = n la matrice est dite carrée.

Exemple : la matrice A

11 Q12
A= o1 A929 (1)
a3; a3z

est une matrice 3 x 2. A est une matrice a coefficients réels si a; ; € R Vi, j

Les coefficients a; ; sont appelés les éléments de matrices. Par usage, on note les matrices avec des lettres
capitales et les éléments avec la méme lettre en minuscule.

Notations

On note [a;;] la matrice d’éléments a;; ; on a donc A = [a;;].

On note aussi (A),; I'élement situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne j de la matrice A; on

a donc (A)

La matrice identité est notée 1

i — Qig-
1 00
1=10 1 0
001
on a (I);; = é;; (0 est le symbole de Kronecker)

Opérations élémentaires

Transposée

La matrice transposée d’une matrice A n x m est la matrice m x n notée AT telle que (AT) =(A).,.

ij Jt
Par exemple, si A est donnée par (1) :

AT — @11 ag21 a3
Q12 Ag22 A32
Produit Matriciel

Si A est une matrice n X p et B une matrice p X m, le produit matriciel de A par B est la matrice
C = A.B n x m telle que

(€)= > (A (B,

k=1
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On utilise aussi la notation (C),;
implicite.

Remarque : le produit matriciel est associatif i.e. (A.B).C' = A.(B.C)

= (A);;, (B);» la sommation sur l'indice répété (k ici) est alors

Cas particulier des matrices carrées :
1. le produit matriciel n’est généralement pas commutatif A.B # B.A

2. Al= A

Transposée d’un Produit Matriciel

C=AB&CT=(AB)" =BT AT

Inversion de Matrice

Si A est une matrice carré non singuli¢re (det(A) # 0 ) alors la matrice A~! telle que A~'. A =1 existe.

. T
det(A)

CT est la transposée de la matrice des cofacteurs : (O),;; = (—1)"*7 M;;. Le mineur M;; est le déterminant
de la matrice obtenue en supprimant la eme ligne et la jéme colonne de A

Matrice Orthogonale

Une matrice orthogonale est une matrice carrée telle que

AT — A—l

Une matrice orthogonale est formée de lignes (ou colonnes) constituant une famille de vecteurs deux a
deux orthogonaux

Si A est une matrice orthogonale alors | det(A)| =1

cosf sind

Exemple : (— sinf cosf

> est une matrice orthogonale.

Cas particulier des vecteurs

Un vecteur 7 d’un espace a n dimension munie d’une base (?1, o ?n) de composantes (x1,...,2,)

telles que 7 = Y, x;€; peut étre représenté par une matrice avec m = 1 (1 colonne). Les éléments
de la matrice étant les composantes du vecteur, la matrice est aussi appelée vecteur (plus précisément
vecteur-colonne) ; par exemple si n = 3 :

T T
T = |29 aussi noté 7 = To
Z3 Z3

le second indice est omis.

On a alors
o I = (xl X9 x3> un vecteur ligne
o U -V =ulw
o | T |I=VaTu
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Remarque : si @ est une matrice orthogonale alors u”.v = (Q.u)" . (Q.v)

Valeurs & Vecteurs propres

La recherche de valeurs propres et de vecteurs propres d’une matrice carrée A n X n est la recherche
des solutions du probléme suivant

Connaissant A, trouver un nombre \ et un vecteur T tels que AT =)\7

Théoreme de Cramer :
o Sidet (A— M) # 0 alors le probléme A7 = N7 n'admet que des solutions triviales
7 =0.
o Si il existe des valeurs de \ telle que det (A — M) = 0 alors le probléme AT = \7
admet des solutions non triviales (7 #0)

La recherche des solutions non triviales du probleme A7 = \7 se conduit en deux temps :

1. Recherche des valeurs possible de A par la recherche des racines du polynéme caractéristique
P(\) = det (A — M. Ces valeurs sont les valeurs propres (\;).

2. Recherche des vecteurs 7 : Pour chaque valeur propre trouvée \;, résoudre le probléeme linéaire
AT = )\2‘7, la solution est notée 7';. L’ensemble des solutions forment les vecteurs propres.

Les solutions du probléme AT = \7 sont les couples (valeur propre , vecteur propre) :

(Ah I—'>1), (/\17'fl>)7 ()\27 :L‘—>2)7 s

Attention : si la valeur propre est dégénérée alors cette valeur propre admet plusieurs vecteurs propres
indépendants (par exemple si Ay = Ay, la dégénérescence est double, il y a deux vecteurs propres associés
a la méme valeur propre).

Changement de Base

Soit un espace vectoriel E de dimension n muni de deux bases distinctes B et B’ formées a partir des
vecteurs ¢; et ¢ :

- = - / =d e d/ —

B={€€s..., €.} B'={¢, ¢ ..., €,

On note S la matrice carrée dont les éléments (S);; = s;; sont tels que E}; =27 0Sij ?j. Les éléments
de la i-eme ligne de S sont les composantes de ?; dans la base B.

Vecteur

Un vecteur 7 de F peut étre décomposé indépendamment dans B et dans B’

= — — —
= T €1+ Tg €2t -4 Ty €,
— — —

= 7] €1+ zh €H+ + el

on note
e 1 le vecteur colonne des composantes de 7 dans B
e 1/ le vecteur colonne des composantes de 7 dans B’

Le probleme du changement de base consiste a définir la matrice de passage P, n X n permettant
le calcul des composantes (z;) a partir des composantes (7)) par un produit matriciel portant sur le
vecteur colonne z’ :

x=Pax

La matrice de passage P est la transposée de S : P = ST



Application linéaire

Une application linéaire endomorphique A transforme un vecteur Z en un vecteur 7 de F, indépen-
damment de la base choisie (par exemple une translation, une rotation ou encore une dilatation,....)

7 =A(T).

Rappel : si A est une application linéaire alors

ANT L+ X T) = MA(T) + M A(T)

Une application linéaire est entierement caractérisée par sont action sur les vecteurs de base et donc la
connaissance des composantes des vecteurs A (71) dans la base B détermine A.

La matrice A, n x n, d’éléments (A);; = a;; tels que
— ~
A(E) =) a;7¢;
=1

est nommée la représentation de I'application linéaire A dans la base B. On note

a1 N AT
[-/4] B — A= Qg j
an1 Ann
et de méme dans B’ :
! !
aqy . a1y
e —= !
! !
a, ™

Une application linéaire A peut-étre représentée dans plusieurs bases différentes, les éléments de matrice
seront alors différents méme si I'application est indépendante de la base.

La matrice de passage P permet de calculer la représentation dans la base B’ a partir de la représentation
dans la base B :

Al = P L AP

MATRICES A COEFFICIENTS COMPLEXES

Les notations sont identiques au cas des matrices a coefficients réels, mais les coefficients sont des
nombres complexes : a;; € C

Qp1 O

Les notions de transposée, de multiplication, d’inverse, de valeurs-vecteurs propres sont inchangées.

—— Adjoint — notation ket & bra



Adjoint AT : Si A est une matrice da coefficients complexe, adjoint de A (notée AT) est
la transposée conjuguée de A :
N = *
(A )ij - <A>ﬂ

Si A est un nombre (matrice 1 x 1) : A = X alors AT = \*.
Une matrice ayant une seule colonne est appelée ket et est noté avec les symbole | .) :
Y1
) ="
Yn
L’adjoint d'un ket est appelé bra et est notée avec les symbole (. | :

)t =y |= (yi, vs, - 4)

Matrice (opérateur) Hermitique

Une matrice est dite hermitique elle est son propre adjoint (auto-adjoint) A = A" les éléments de

matrice vérifient alors la relation a; ; = (AT) =al

i.J I

Adjoint d’un produit d’opérateurs
(AB) = BT Af

Produit Scalaire

Définition
I hn
Soit deux kets | z) = | ¢ [et|y)=| : |;le produit (z || y) défini un produit scalaire, noté (x | y),
Tn Yn
tel que
Y1
(@ly)=(@f,...,ap) [ ¢ | =27y +.. ZZE Yi-
Yn

Par construction (z | y) = (y | z)*.

Deux kets | z) et | y) sont dit orthogonaux ssi (x | y) = 0.

Norme d’un Ket

La norme du ket | z) est le nombre réel positif

(x| z) = «ZI%P

Un ket | u) est dit «normé »lorsque sa norme vaut 1 : (u | u) = 1.
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Représentation d’un opérateur et d’un ket

Dans un espace a n dimensions, munie d’'une base B = {| wy),| u2),...,| u,)}, un opérateur endo-
morphique A est représenté par une matrice a coefficients complexes A dont les éléments sont, par
définitions, les nombres

(A)ij = (i | (Alyy))

La notation est contractée sous la forme

(A)ij = (ui | A | uy)
L’élément de matrice (A);; est le produit scalaire des kets | u;) et A | u;)
De méme, un ket | x) a pour i¢me composante dans B : x; = (u; | z)

Projecteur

Projection sur un ket normé
Soit | u) un ket normé, | y) un ket quelconque et P un opérateur définie par

Ply)=uly)) [u),

Le ket P | y) est la projection du ket | y) sur le ket | u). L’opérateur P peut étre écrit indépendamment
du ket | y)
P =l u)(u|

Projection sur un ket quelconque non nul

L’opérateur P de projection sur le ket | x) quelconque non normé s’écrit

| z){z |
(w]x)

P =

Propriétés du projecteur P

e Le projecteur P est idempotent : P2 =P x P =P
e P est un opérateur hermitique,

e Les valeurs propres de P sont 1 et 0
Relation de fermeture
Soit B = {| u1),| ua),...,| u,)} une base orthonormée de 'espace a n dimensions, la composante d’un
ket | y) quelconque selon le ket de base | u;) est le produit scalaire (u; | y). Par regroupement, on peut
donc écrire 1'égalité
ly) ={lu)(ua |+ 4 [un)(ua [} [y) V]y)

qui implique la relation dite relation de fermeture
> i | =1
i=1

qui dit que la somme des projections sur ’ensemble des ket de base est 'opérateur identité.
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Matrice (opérateur) unitaire

La matrice U est dite unitaire ssi UTU = U U =1.
Si U est une matrice unitaire alors les kets formés a partir des colonnes de U sont orthonormés.

Soit U une matrice unitaire et deux kets | ') et | v’) formés par action de U sur les kets | u) et | v) tels
que: |u)=U |u)et|v)=U |v)alorsona (v |v) = (u|v). On dit qu'un opérateur unitaire U
conserve le produit scalaire et donc la norme.

Valeurs propres & kets propres

Si A est un opérateur hermitique alors
e Les valeurs propres de A sont réelles,
e Les kets propres sont orthogonaux deux a deux.

L’ensemble des kets propres d'un opérateur hermitique forme une base orthogonale de l’espace. La
matrice de passage est une matrice unitaire.

Commuttateur

Si A et B sont deux opérateurs de méme dimension, on nomme commuttateur de A et de B 'opérateur,
noté [A, B], tel que
[A,B] = AB — BA.

On dit que les deux opérateurs commuttent ssi [A, B| est 'opérateur nul, ou encore [A, Bl = AB—BA =
0, avec A et B les représentations de A et B dans une méme base.

Ensemble d’opérateurs qui commutent

Si A et B sont deux opérateurs qui commutent [A,B] = 0 alors il existe une famille de ket propre
commun aux deux opérateurs A et B (mais avec des valeurs propres différentes :

Alw) =a; |w), Blug)=0b;|u)

Cette propriété se généralise a une liste d’opérateur de taille quelconque si les opérateurs commuttent
tous deux a deux.

Ensemble complet d’opérateurs qui commutent

Soit une liste d’opérateurs {4, B,C, ...} qui commuttent tous deux a deux, soit {| u;)} la liste des kets
propres communs a tous les opérateurs. Si pour chaque ket propre | u;), la liste des valeurs propres
{a;, bi, ¢, ...} permet d’identifier le ket propre | u;) de maniére univoque, alors

e On dit que les opérateurs de la liste forment un ECOC (Ensemble complet d’opérateurs qui
commutent)

e On utilise la liste des valeurs propres pour identifier les kets propres :

| ai,bi,cl-,..) E| UZ> Vi

Remarque : Dans un ECOC, 'ordre des opérateurs doit étre maintenu pour une identification correcte
les ket propres.
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Exercices du Chapitre 1

MATRICES A COEFFICIENTS REELS

112 0o 1 -1
Exercice 1 : Calculer la matrice inversede A =12 1 1 sol: A~ '=1-1 -1 3
1 1 1 1 0 -1
1 -1 0 2 0 1
Exercice 2 : Calculer la matrice inverse de A= |0 1 1 sol: A7 t=11-2 0 1
2 2 0 2 4 -1
01 1 1
. ) 1 011 9 . 1
Exercice 3 : Soit A = 110 1] Montrer que A* = 31+ 2 A, et en déduire A
1 110

Exercice 4 : Dans un base orthonormée B{?l, ?2}, I’application linéaire A a pour représentation A =
cos¢ —sing
sing cos¢ )

o Vérifier que cette matrice correspond a une rotation (préciser laquelle).

e En déduire — sans calculs!! — la matrice A=
cos¢p —sing 0

e Mémes questions pour R = | sin¢g cos¢ 0|, représentation de R dans la base B = {?1, ?2, ?3}.
0 0 1

Exercice 5 : Dans un base orthonormée B = {?1, ?2}, I’application linéaire P a pour représentation
10
P = .
e Montrer que P est idempotent (c-a-d que P? = P).

e A quoi correspond cette matrice ? Est-elle inversible ?

e Quelles sont les valeurs propres de P.

2 0 -1 23 .
Exercice 6 : Soient A = B=|7 2| et @ =|u
1 4 0
9 0 xT3
Calculer : A7 7T AT, BA AT BT.

Exercice 7 : On considére les matrices suivantes

12 -1 10 -1 2 —2
A=1|2 3 —2|.B=|20 4|, c=|1 1
00 0 10 —2 31

Calculer lorsque cela est possible les produits suivants :

AB,AB, AC, C A, BC.

Exercice 8 : A tout nombre réel ¢, on associe la matrice M (t)

ity

e Calculer M (0).
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e Soient s et t deux réels. Calculer le produit M(s) M(t).

e En déduire que pour tout réel ¢, la matrice M (t) est inversible et expliciter sont inverse.

Exercice 9 : Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes :

110 1 00

1. 11 0 1 (solution : -1,1,2) 4. 10 0 1 (solution : -1,1)
011 010

2. (_02 _13> (solution : -1,2) 5. <_25 _22> (solution : -1,-6)
1 € _

3. <€ 1) (solution : 1+ €)

Dans les deux derniers cas, quels sont les vecteurs propres ? Sont-ils perpendiculaires entre eux?

5 0 V3

Exercice 10 : Soit A= | 0 3 0 | la représentation de A dans la base B{ €1, €1, €3}

V3 0 3

e Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
e Diagonaliser la matrice A.
e Quelle est la transformation notée P qui permet cette diagonalisation? P est-elle orthogonale ?

e Déterminer la nouvelle base B’ dans laquelle la représentation de A est diagonale.

1 1 =2
Idem avec A= | -1 2 1
0 1 -1

Exercice 11 : Deux matrices A et B sont appelées similaires si elle sont reliées par la relation P~1 AP =
B. Montrer que le spectre de valeurs propres de A est identique a celui de B, que A et B ont méme
trace et méme déterminant.

Exercice 12 : Calculer A™ pour tout n € Z si

A (cos(a) —sin(a)>_ . A <cosh(a) sinh(a))

sin(a)  cos(a) sinh(a) cosh(a)
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MATRICES A COEFFICIENTS COMPLEXES

1 a 0
Exercice 1 : Soit la matrice A= | 1 0] ou a et § dont deux nombres complexes non nuls.
0 0 1

e Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A.
e Trouver les conditions sur « et 3 pour que

— les valeurs propres soient réelles,

— les vecteurs propres soient orthogonaux entre eux.

e Montrer que les deux conditions sont simultanément vérifiées si A est hermitique.

1 0 2i
Exercice 2 : soit [i —3 0 |. Déterminer les matrices A7, A, A~1.
1 0 i

Exercice 3 : Diagonaliser la matrice A = 0989 —sind .
sinf  cos6

. R . : oo , 0 —i . R
Exercice 4 : Dans un espace a deux dimensions, on définit 'opérateur o = (i relativement a une

0
base orthonormée B = {| uy), | u2)}.

e o est-il hermitique 7 Calculer ses valeurs et vecteurs propres.
e Calculer les matrices de projection sur ces vecteurs propres.
e Vérifier que ceux-ci remplissent la condition de fermeture.

Exercice 5 : Montrer que si A et B sont hermitique, leur produit AB n’est hermitique que si A et B
commutent : i.e. [A, B] = 0.

Exercice 6 : On note | x1) et | x3) deux kets orthonormés formant une base dans un espace a deux
dimensions. Ces kets sont les vecteurs propres d'une matrice notée H :

H | z,) = (n+;> | ).

On donne de plus le ket normé | z) = Cy | z1) + Cy | x2) ou C; et Cy sont deux constantes complexes.
1. Etablir la relation entre les coefficients C) et Cy induite par le caractére normé de | z).
2. Quelle est la représentation de H dans la base {| 1), | z2)} ? Calculer la valeur (z | H | x).
3. Dans le cas ou (z | H | z) = 2, calculer | C; |* et | Cy |%.
4. On donne la matrice P telle que
e P |xy)=1]ux)
o P |xg)=—i]|ux)
P est-il hermitique ?
5. On choisit désormais C; réel positif et on pose Cy =| Cy | €'?. Calculer (z | P | x).
6. Prou quelle valeurs de 6 obtient-on (x | P | z) = —17 Quelle est alors I'expression de | x) 7
Exercice 7 : Dans une base orthonormé {| 1),] 2),| 3)}, on donne les opérateurs
1 00 010
A=a |0 0 1|; B=b]|1 0 0
010 0 01
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avec a et b des constantes réelles; et le ket dépendant du temps (w est une pulsation supposée constante)

) 1 . 1 .
eflwt ‘ 1>+§elwt ‘ 2>+1§€1wt‘3>

1
x(t)) = —=
=) =75
Calculer les valeurs suivantes : (x | x), (z | A | z), (x| B | z).

Exercice 8 : Dans une base orthonormée {| 1),|2),| 3)} on donne

1 0 O 1 00

A=|o =1 o, B=|0o 01

0 0 -1 010

e A et B sont-ils hermitiques ? Commutent—ils ?

e Donner la base de vecteurs propres communs a A et B.
Exercice 9 : Montrer qu'une matrice hermitique reste hermitique apres transformation unitaire.

Exercice 10 : On consideére les opérateurs H et K dont les représentations dans la base {| 1), | 2), | 3) | 4)}

sont
0O 1 O 0 5 0 0 0
-1 0 0 0 0500
H = 0O 0 -3 0 K = 00 01
0O 0 0 =3 0010

Trouver une base de ket qui soient des kets propres communs aux deux opérateurs.

Exercice 11 : On considére un systéme de dimension 3 rapporté a une base orthonormée {| 1), 2),| 3)}.
Dans cet base les opérateurs H, A et B s’écrivent

-1 00 1 00 010
H = hw 1 0)],A=a |0 O 1|[,B=0b|1 0 O
01 010 0 01

ou w, a, et b sont des constantes réelles.
On donne le ket | W) = 5= [ 1) + 3 | 2) + 5 | 3)

o Calculer (U | H | U), (U | A| W), et (U | B| ).

e Parmi les opérateurs ci-dessus, lesquels constituent un ECOC?
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Ch2 : Série de Fourier & EDP

OPERATEUR LAPLACIEN

Systemes de coordonnées

On rappelle les expressions de 'opérateur Laplacien dans différents systemes de coordonnées :

e Cartesiennes (z,y, 2)

6 €10,2n];
10 0 1 02
A=lar (a) T

x =rcosf r € 0,00[;

_ x =rcosf r € 0,00];
e Polaires ) avec
y =rsind

e Cylindriques (y =rsinf  avec {6 € [0, 27];

2 z € [00,00]
A_ lg 2 +i872+i2
 ror T@r r2002 = 022

x = rcos(p) sin(f) r  €0,00[;
e Sphériques { y = rsin(yp) sin(6) 6 €l0,7);
z =1 cos(yp) ¢ €][0,2m].

A_ig TZQ _9_#2 sin@2 —i-#i
Cr20r \' 9r) " r2sin6 0 90) =~ r?sin® 0 0y

Propriétés du Laplacien

Soit 2 un domaine de I'espace de frontiere 9€2. On note (ﬁ le vecteur normale a la frontiere 02 orienté
vers l'extérieur du domaine ().

On note £ l'espace des fonctions f (?) définies sur (2 et vérifiant I'une des conditions suivantes sur la
frontiere OS2

f(7)y=0 7 €an
ViT)-dS=0 T €

&l
I
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%19

La relation vectorielle div (f ) = gr—ad> f- U + fdivd permet d’établir le résultat suivant
| ragav—— [V Veav (1.9 €L

s
en prenant U = grad g et en utilisant le théoreme flux —divergence.
On en déduit les résultats suivants

1. A est un opérateur définie négatif sur £ i.e. [ fAfdV <0 Vel

2. Les valeurs propres A\ de 'opérateur laplacien sur £
AMT)=AWT) hecl

sont négative A\ < 0.
3. A est un opérateur hermitique sur £

4. Les fonctions propres de A sur £ forment un base orthogonale des fonctions sur L.

Exemple : EDO avec conditions aux bords

On se propose ici de résoudre le probléeme aux conditions aux bords (CB) suivant

=—-\y(z) EDO

a5 y(@)
{yw) —yL)=0  CB ?

dans lequel le parametre A fait partie comme la fonction y(z) des inconnues. La fonction recherchée y
n’est définie que sur [0, L]. y est une fonction réelle.

La recherche des solutions de (2) est la recherche de ’ensemble des couples (A, y(z)) solutions de (2)
1. Calculer la solution générale de I'EDO.

2. En déduire que le probléme (2) n’a de solutions que pour des valeurs particulieres de la constante
A

3. Déterminer 'ensemble des couples de solutions (A, y,(z)) linéairement indépendant appelés so-
lutions élémentaires.

4. Montrer que les solutions élémentaires y,, forment une famille de fonctions orthogonales au sens
du produit scalaire

(f,9) = %/()Lf(iv)g(:c)dx.

5. En déduire la solution générale du probleme (2).
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6. Vérifier les solutions proposées dans le tableau suivant

Probleme Solutions élémentaires (A, yn(x))
%yw):—)\y(aﬂ) An :712%2 n € N*
y(0) =y(L) = Yn(z) =sinnni
Eyw = Aule) | [ =mE o
y'(0)=y'(L) = Yn(x) =cosnmf
2 2
Eum= v | [ = b By
y(0) =y'(L) = yn(x) =sin (n + %) T
d2 1 2 w2
dz2 = - >\n - 5 T2
{ 2 u(z) = A y(x) { (n+3) .

yn(z) = cos (n + ;L) T

EQUATIONS SPATIO-TEMPORELLES "eeesssassmmmm

On note £ lespace des fonctions f(7°) définies sur un domaine Q et vérifiant I'une des conditions
suivantes sur la frontiere 0f2

€ 0N
€ 00

F7)
Vi)

07
0 7

&l
I

Equation d’onde : résolution formelle
On considere 1’équation aux dérivées partielles suivantes

0%u

8152(? t)y=c Au(? t) (3)

ot 7 désigne un vecteur position (espace) et t le temps. A toutes dates t = ¢, la fonction u(?,tl)
appartient a I'espace L. Les conditions aux bords sont imposées par la physique du probléme (voir
exemple suivant). On note gon(?) la ni®™e fonction propre de opérateur Laplacien A et —\2 la valeur
propre négative associée. Les fonctions propres ¢, sont supposées normées et forment donc une famille
orthonormale : (¢, ¢,) = d;,,. La famille ¢,, forment donc une base orthonormale des fonctions de L.
A toute date, la fonction u(?, t) peut donc étre décomposée dans la base des ¢, ce que 'on écrit sous
la forme suivante

Z an(t) on (7). (4)

Les composantes «,, sont donc des fonctions du temps.

Utilisant la décomposition Eq. 4, le terme de gauche de I’équation d’onde (Eq. ?7) devient

82

atz Zan n

et le terme de droite

& Au(7 ) Zc () N2 0 (7).

En projettant (avec un produit scalaire) sur la function ¢; et en utilisant 1’orthonormalité des fonctions
¢y, on obtient 1'équation différentielle protant sur la composante ay(t)

dl (t) = —62 )\12 Oél(t)
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dont la solution générale est
a;(t) = a; cos(eAt) + by sin(cA; t)

ou a; et b; sont deux constantes réelles dépendant de 'indice [. Les pulsations propres du systéme sont

valent w; = c\; et les fréquences propres v, = %C/\z

La solution générale de 1’équation d’onde Eq. 77 est donc

w(T,t) =Y (a, cos(wnt) + by sin(w, 1)) 0. (7). (5)

n

les coefficients a,, et b,,, et donc la solution unique, sont déterminés a partir des conditions initiales.

Les coditions initiales s’écrivent a ’aide de deux fonctions spatiales spécifiées dans le probleme :
w(@,t=0)=f(7)  a(7,t=0)=g(7).

En utilisant une nouvelle fois une projection sur ¢; et la propriété d’orthogonalité, on obtient

1
| = —
wi

Vi a;r = (@1, f) b (¢1,9)

ce qui complete le probleme de détermine la solution unique.

Equation d’onde : exemple de la corde vibrante

Initié¢ par Taylor (1713) et John Bernoulli (1728), le probleme de la corde vibrante fut 'un des prin-
cipaux champs de recherche et de disputes (d’Alembert, Clairaut, Euler, Daniele Bernoulli, Lagrange)
au XVIIle siecle. Il représente la premiere EDP (équation aux dérivées partielles) de 'histoire. On s’in-
téresse au probleme suivant : trouver la I’évolution temporelle de la déformation d’une corde élastique
tendue de longueur L et d’extrémités fixes; connaissant a 'instant initial la déformation de la corde et
la vitesse en chaque point de la corde. En notant u(z,t) la déformation de la corde a la position z et a
Iinstant ¢, le probleme se modélise de la fagon suivante :

Pu(z,t)  ,0%u(x,t)

BT =c 92 pour 0 <z <L, t>0
0
u(z,0) = f(z), a—?(x, 0) = g(x) pour 0 < x < L (conditions initiales)
u(0,t) =0, u(L,t) =0 pour t > 0 (conditions aux bords)

L’operateur Laplacien est ici la simple dérivée seconde par rapport a x : A = g%ﬁ. L’espace L est
'ensemble des fonctions définies dans [0, L] a valeurs nulles en = 0 et en x = L. Les fonctions propres

normées sont ¢, (x) = sin (mr%), les pulsations propres w, = n et le produit scalaire

(o, B) = E/OL a(z) f(x) dz.

On choisit ici d'introduire un facteur numérique dans le produit scalaire (changer I’échelle) plutot que
dans les fonctions propres pour une écriture plus simple, mais ce choix n’est pas le seul possible.

La solution générale s’écrit donc
T
u(z,t) =Y (a, cos(wy, t) + by, sin(w, t)) sin <n7rL) :
n
et la solution unique s’obtient en déterminant les coefficients a,, et b, a l'aide des conditions initiales

2 rL 2 -
a, = Z/o f(z) sin (mri) daz; by = — g(z) sin (mri) de

cnTm Jo
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Ezxercice : Corde frappée Déterminer la solution de la corde vibrante si f(z) = 0 et g(z) = a si
%—dgxﬁﬁ%—detg(:p):()sinon.

Ezercice : Corde pincée (clavecin) Déterminer la solution de la corde vibrante si g(xz) = 0 et
fl@)=2a%siz<Let flz) =22t siz> L

Equation de la chaleur : Résolution formelle

L’équation de la chaleur (diffusion de la température) correspond a I’équation aux dérivées partielles
suivantes

ou
%(?’ t) = D Au(7,1) (6)
on 7 désigne un vecteur position (espace) et t le temps. D est le coefficient de diffusion en m?/s. En
utilisant la famille ¢,, des fonctions porpres du Laplacien qui forme donc une base orthonormale des
fonctions de £ et la décomposition Eq. 4, on obtient les équations différentielles ordinaires gouvernant
’évolution temporelle des composantes oy, (t)

an(t) = =D X2 o, (t)

dont la solution générale est
an(t) = a, exp(—D N2 t)
ou a; est une constantes réelles dépendant de l'indice [. Les temps caractéristiques d’amortissement
valent 7, = ﬁ.
La solution générale de 1’équation d’onde Eq. 6 est donc

W(T18) = an exp(=) on(). ™)

Tn
les coefficients a,,, et donc la solution unique, sont déterminés a partir de la condition initiale.

La condition initiale s’écrit a ’aide d’une fonction spatiale spécifiée dans le probleme :
u(7,t=0) = f(7).
En utilisant une nouvelle fois une projection sur ¢; et la propriété d’orthogonalité, on obtient

Vl a; = (gOl, f)

ce qui complete le probleme de détermine la solution unique.

Equation de la chaleur : Exemple de la diffusion dans une tige

Voici donc le probleme au coeur du livre qui est a l'origine des séries de Fourier, la Théorie analytique de
la Chaleur de Joseph Fourier. Un premier manuscrit présenté par Fourier a I’Académie en 1807, et un
second en 1811, ont rencontré une vive opposition de la part du Comité. Ce livre a finalement été publié
en 1822, apres la mort de Lagrange en 1813 qui s’était violemment opposé aux idées avant—gardistes de
Fourier, .

L’équation : On suppose une tige homogene de longueur L dans laquelle on étudie 1’évolution spatio—
temporelle de la température u(x,t). Les conditions aux bords peuvent varier d'un probléeme a l'autre,
mais les plus simples a traiter sont celle utilisées ci—apres.

Ou(z,t) 0*u(z,t)

5 =K 92 pour 0 <x < L, t>0
x

u(z,0) = f(x) pour 0 < z < L (conditions initiales)
u(0,t) =0, u(L,t) =0 pour t > 0 (conditions aux bords)
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L’opérateur Laplacien, le domaine de définition [0, L] et les conditions aux bords sont identiques a ceux
du probleme de la corde vibrante. Les fonctions propres, les valeurs propres du Laplacien et le produit
scalaire sont donc eux aussi identiques : @, (z) = sin (mr%), A2 = (nm/L)*. Les temps caractéristiques

. 2 . 7 7
d’amortissement sont 7, = 25— et la solution générale
n? w2 D

u(z,t) = Zn:an exp(—i) sin <n7ri) :

Tn

. les coefficients a,,, et donc la solution unique, sont déterminés a partir de la condition initiale :

a, = E/OL f(z) sin (lmri) dz

Lien avec les série de Fourier
On considére une fonction y continue, définie sur [0, L], et telle que y(0) = y(L) = 0.

A partir de y, on construit une nouvelle fonction, appelée fonction prolongée, et notée y,(z) défini sure
R de la manieére suivante

Yp(2) = y(z) pour z € [0, L]
yp(2) = —y(—2) pour z € [—L, 0]
Yol

8

+2L) = y,(z) :fonction périodique de période 2L

En utilisant le calcul de la série de Fourier de y,, montrer que la série

ia sin <n7rm> avec @, = 1/L (x) sin <n7rx> dz (8)
2 n L "T LY L

converge uniformément vers y(x) pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle [0, L] quelque soit la
fonction y continue.

Procéder de manieére similaire pour établir les résultats du tableau suivant ou y est une fonction continue

de [0, L] dans R

fonction ‘ fonction prolongée ‘ série convergente

) + Avw
{y(()) =0 A ylx) = Y2 a, sin(nw%)

y(L) =0 2 [ y(z) sin (n W%) dz

<
<

y,(%) y(x)
ag o] x
L+ 2 p COS (nwL>
2 rL T

= Jo y(x) cos (n Wz) dz

QQ\
E
|
(@)
N
d
N
<
$
|

——
QQ\
—
]
N~—
|
]
<
~~
8
~—
|

) 1 ¥(x)

P

=<
DN
=

y(x)

{y,(()) 0 /\ y(z) Yol y COS ((n + %) W%)
y(L) =0 _/ \; a, = %fOL y(x) cos ((n +1 W%) da
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Exercices du Ch 2

TUYAU SONORE

Préambule : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f de période T" définit sur [—7"/2,T'/2]
(1 sl 0<t<T)2
parf(t)_{ —1 s —T/2<t<0

' {())

On se propose ici de résoudre I’équation d’onde pour décrire la vibration de I'air dans un tuyau sonore
(tuyau d’orgue, fliite, clarinette ...). On suppose dans la suite que le probléeme se raméne & une seule
dimension spatiale notée x et obéit a I’équation d’onde :

0? o?

—u(x,t) = =—u(z,t 9

et =& Sl 1), 9
La fonction u(z, t) décrit les variations de pression (relativement a la pression atmosphérique) a l'instant
t et au point z. La vitesse ¢ est la vitesse du son et vaut ¢ = 340 m/s dans l'air. Le tuyau est de longueur
notée L. On considérera dans la suite les cas ot les extrémités du tuyau peuvent étre ouvertes ou fermées.
Ces cas se traduiront par les conditions limites suivant

e [’extrémité ouverte est associée a un noeud de pression de sorte que u = 0 V¢ au point corres-
pondant,

o L’extrémité fermée est associée & un ventre de pression de sorte que 24 = 0 V¢ au point corres-

ot
pondant.

Cas du tuyau ouvert
On considere dans un premier temps un tuyau ouvert a ces deux extrémités.

1. Déterminer la solution générale de I’équation (9) en utilisant les conditions aux bords adéquats.

2. On donne les conditions initiales suivantes :
{ (
u

3. On perce le tuyau en x = L/2, imposant ainsi v (z = L/2,t) = 0 V¢. Indépendamment de la
condition initiale, montrer cette opération induit une sélection des harmoniques possibles.

x,t=0)= p constante

(1t = 0) = 0 (10

QJ‘@ I~

En déduire la solution de (9).
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Influence des conditions aux bords sur les fréquences

1. Considérons maintenant le cas ou le tuyau est fermé a l'extrémité x = L et ouvert a 'extrémité
x = 0. Quelles sont alors les vecteurs d’onde et les fréquences propres associés a ces nouvelles
conditions aux limites ?

2. Comparer le spectre obtenu pour un tuyau ouvert a ses deux extrémités et pour un tuyau fermé
a une extrémité et ouvert a 'autre. On prendra L = 5 m. Quelle est la fréquence du fondamental
dans chacun des cas? Sont elles audibles ' ?

RESOLUTION DE L’EQUATION DE DIFFUSION

L’équation de diffusion des particules dans un espace a 3 dimensions est de la forme :

on _p (3271 ’n  0*n

ot 3x2+8y2+8z2>:DAn

Le laplacien en coordonnées sphériques s’écrit :
10 0 1 0 0 1 0?
A= —— |r’= ———— (sinf— _—
r2 or (T 87“) + r2sin 6 00 (sm 60) + r2sin? 0 Op?

Dans la suite, on s’intéresse a I’étude de la densité de particules dans une sphére de rayon a. Dans un
souci de simplification, on suppose que cette densité est a symétrie sphérique, c’est a dire qu’elle ne
dépend que de r et de t : n = n(r,t).

Dans ces conditions, ’équation de diffusion prend la forme :
on 10 0
— =D (r= t
ot r2 or (T (91”) n(r 1)

V(r,t)

On pose dans un premier temps :

n(r,t) =

1. Montrer que ’équation de diffusion prend alors la forme simple d’une équation de diffusion a une
dimension spatiale :

oV (r,t) D 0*V (r,t)

o oz O=T=e
;

2. Donner les nouvelles conditions qu’il faut imposer a la fonction V(r,t)
e que devient la condition initiale ?
e montrer que V(r =0,t) = V(r =a,t) =0.

3. En utilisant le méthode de séparation des variables et en posant V (r,t) = R(r)G(t), donner toutes
les solutions compatibles avec les conditions aux bords (sans traiter la condition initiale).

4. Quelle est alors la solution générale compatible avec les conditions aux bords ?
5. Construire alors la solution compatible avec la condition initiale

6. Lorsque t > F%%’ quelle est la forme approximative du profil en densité n(r,t) (& un instant
donné). En faire une représentation graphique qualitative.

1. on rappelle que la bande passante de oreille couvre approximativement 'intervalle de fréquence [20 Hz; 20kHz]
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VIBRATIONS DANS UNE POUTRE ELASTIQUE

u(x, t)
A A
x=0 x=1L

Figure 1
Soit une poutre élastique de section rectangulaire A et de longueur L.

On montre (admis ici) que les petites vibrations verticales de cette derniére peuvent étre modélisées
par une équation différentielle partielle du quatriéme ordre :

0?u (x,1) 2 Ot (z,t)
ot? dzt 7

(11)
ol ¢ est une constante fixée par les caractéristiques de la poutre.

En considérant que la poutre repose simplement sur ses extrémités (voir Figure 1), elle est alors assujettie
aux conditions de continuité (ou conditions aux bords) suivantes :

2 _

w(0,t) = 0 W:o; Vt >0 (12)
2u(z = L

w(L,t) = 0; W:o Yt > 0. (13)

Dans la suite, on se limitera a 1’étude des solutions « temporelles périodiques ».

1. On pose u(z,t) = X(x) x T(t), déterminer les équation vérifiées par les fonctions X et T en
justifiant les étapes de votre démonstration. Montrer que la périodicité temporelle requise des
solutions impose une contrainte de signe sur la constante de séparation des variables.

2. Rechercher 'ensemble des solutions périodiques compatibles avec les conditions aux bords (12) et
(13). la forme générale de la solution d'une équation différentielle ordinaire du quatriéme ordre
présentée dans 'annexe peut étre utilisée directement, sans démonstration. Pour vous aidez, on
vous conseille de considérer dans un premier temps les deux conditions en z = 0 (Eq.12) puis
dans un second temps seulement les conditions en z = L (Eq.13).

3. En déduire la solution générale du probleme (indépendamment des conditions initiales).

4. En vous aidant des résultats établis dans 1'exercice B, écrire la solution générale pour la fonction
u(z,t) lorsque la poutre est soumise & une déformation initiale donnée par

u(z,t=0)=xz (L —x)

et est lachée sans vitesse initiale.
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Formulaire

Intégrales utiles :

cos(Kz) xsin(Kx)
(Kz) =
/xcos x)d et =
2 K 2 _ K222V sin(K
/ZL’QCOS (Kz)dz = xC(;j_(Q x) _ ( x z’sm( x)
sin(Kz)  xcos(Kx)
pum— J—
/:ESln K:L’ 5
2z sin( K 9 K22 K
[ a*sin(Ka)dz — vsin(Kz) (2K = ) cos(Kx)

Equation différentielle du quatriéme ordre :

Soit I'équation différentielle du quatrieme ordre suivante :

d*F(z)
daxt

— BF(x) =0,

ou F'(x) est une fonction réelle et  une constante réelle et positive.

Les solutions de cette équation s’écrivent alors comme suit :

F (z) = Acos <€/Ex> + Bsin ({‘/Ex) + C cosh ({%Ex) + Dsinh <€/Ex> :

ou A, B,C et D sont des constantes d’intégration réelles.

Fonctions hyperboliques et leurs dérivées

Soit une constante K € R :

[cosh(Kz)] = K sinh(Kx)
[sinh(Kz)] = K cosh(Kz)
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memms(CORDE VIBRANTE EN PRESENCE DE DISPERSION M

La dispersion se caractérise par une dépendance non linéaire entre la pul-

sation et le nombre d’ondes. Dans la propagation des ondes mécaniques

le long d’une corde, le phénomene de dispersion provient du terme de

dérivée spatiale d’ordre supérieur.
Ce probleme considere 1’évolution spatio-temporelle de la déformation transverse (notée u(z,t)) d’'une
corde élastique de longueur L tendue le long de 'axe x dans les conditions suivantes :

e On admet que I’évolution spatio-temporelle de la déformation transverse de la corde est régit par
I’équation :

oz

Pulz,t) (82u(x,t) B 6284U(:v,t)> (14)
ozt

B 0x?
ou [ représente le parametre de dispersion (8 < 1) et ¢ la vitesse de phase sans dispersion (5 = 0).

e Les extrémités de la corde sont fixées, ce qui implique les conditions aux bords suivantes :

Vi u(r=0,t)=0 et wu(zx=L,t)=0. (15)

e A D'instant initial, la corde est heurtée par un marteau de largeur a autour de la position z = L/n
(avec n € N*). Ce choc confere une vitesse initiale aux points de la corde en contact avec le marteau
sans induire de déformation initiale. Mathématiquement, les conditions initiales s’écrivent

du

u(z,t =0) =0; E(x,tzo):vof (x—i) (16)

. 1 o8 |z < a2
O“f("””)—{o S |2|>a/2

Dans la suite, seuls les solutions de la corde vibrante seront étudiées, c¢’est a dire les solutions oscillants
en temps et en position.

1. Sachant que la variable z représente une distance (en metre) et la variable ¢ un temps (en seconde),
donner les dimensions des parameétres ¢ et [3.

2. Détailler les étapes de calcul permettant d’achever la séparation des variables cherchant une
solution de la forme wu(z,t) = X (x) T(t) et en posant A la constante de séparation des variables.

3. Etablir les deux équations différentielles ordinaires pour les fonctions X (z) et T'(t).

4. Déduire des conditions aux bords pour la fonction u, les conditions aux bords éventuelles pour
les fonctions X (z) et T'(t).

5. Sachant que 'on s’intéresse exclusivement aux solutions de la corde vibrante, c’est a dire oscillant

en temps et en position, déduire (en justifiant) le signe de la constante de séparation des variables
A

Si A doit étre positif (A > 0), alors poser A = p?; sinon poser A = —p?. Dans tous les cas u
devient la nouvelle constante de séparation des variables.

6. Réécrire les deux équations différentielles ordinaires pour les fonctions X (z) et T'(t) avec la
constante u.

Cas sans dispersion 5 =0

Dans un premier temps, on néglige la dispersion, ce qui revient a poser § =0

1. Réécrire les deux équations différentielles ordinaires pour les fonctions X (z) et T'(t) dans le cas
8 = 0 et donner les solutions de chacune des équations dans le cas général.
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. Utiliser les conditions aux bords pour déterminer les valeurs possibles de la constante de séparation

des variables p.

3. En déduire les fréquences temporelles possibles de la corde vibrante.

Préciser la solution générale de I’équation (14) tenant compte des conditions aux bords (15).

5. En tenant compte de la condition initiale (33), donner la solution wu(z,t) décrivant la vibration

de la corde. Pour répondre a cette question, vous pouvez utiliser soit vos connaissances sur les séries de
Fourier, ou les résultats de ’exercice A.

6. Quelles fréquences temporelles sont absentes du spectre de Fourier de cette solution ?

Faire un schéma représentant la corde le marteau et la corde vibrant a la plus petite fréquence
absente ; expliquer simplement le résultat obtenu.

Cas avec dispersion § # 0

On considere maintenant 'effet de la dispersion £ # 0

1.

AR AN

Montrer que les solutions pour X (z) compatibles avec les conditions aux bords, restent inchangées.
Déterminer les nouvelles valeurs de la constante de séparation des variables p

Rechercher pour T'(t) des solutions de la forme cos(wt) puis sin(wt) ou w est un parametre a
déterminer.

En déduire les fréquences temporelles possibles de la corde vibrante en présence de dispersion.
Préciser la solution générale de 'équation (14) tenant compte des conditions aux bords (15).
Donner la solution u(z,t) décrivant la vibration de la corde soumise a la condition initiale (33).

Décrire en un paragraphe 'effet et les conséquences de la dispersion.
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mmmmmmmn | ) [FFUSION D'UN AGENT DE CONTAMINATION

On s’intéresse a la diffusion d’un agent de contamination (polluant, bactéries, ...) dans un milieu uni-
dimensionnel de taille L, capable de dégrader le contaminant (dégradation aérobie, anticorps, ...). La
concentration de contaminant en un point x du milieu a I'instant ¢ est notée c(z, t), et obéie a 1’équation
de la diffusion suivante

Oc d%c

a(913715) = D@(x, t) —vye(x,t) + s(x), (17)

ou D est le coefficient de diffusion, v est le taux de dégradation du contaminant par le milieu, et s(x)
est une fonction indépendante du temps connue, représentant la source du contaminant (localisation
d’une fuite pour un polluant par exemple).

Le milieu est clos, et ne laisse pas s’échapper le contaminant par les bords, ce qui se traduit par les
conditions au bords,

(,?;(O,t) - S;(L,t) = 0. (18)

Enfin, la concentration initiale de I'agent est donnée par la condition initiale
c(z,0) = co(w), (19)

ou ¢o(x) est une fonction connue.

Nous allons procéder a la résolution de ce probleme en deux étapes. Dans un premier temps, nous cher-
cherons une solution au probleme en I"absence de source, que nous noterons cy(z,t). Dans un deuxiéme
temps, nous trouverons la solution au probleme en présence de source, et respectant la condition initiale.

Résolution en ’absence de source

On cherche une solution cp(x,t) de 'équation différentielle

ey, Py
ot @t =D55

(l‘, t) - ’Vch(l‘7 t)a (20)

qui satisfait les conditions aux bords

6ch 8ch
=" = (L, t)=0. 21
S (0,8) = SE(L, 1) = 0 (21)

Par application de la méthode de séparation des variables, on écrit ¢, (x,t) = X (x)T'(t), ou X et T sont
les nouvelles inconnues du probléme.

1. Détailler et justifier les étapes de calcul permettant d’écrire la séparation des variables sous la

forme
D d*X 1 dT

X(x)@(x) == Wﬁ(ﬂ + 7. (22)

Expliquer en particulier comment et pourquoi la constante A a été introduite.

2. En utilisant les conditions au bords satisfaites par c,(x,t), Eq. (21), donner celles de X (). Vérifier
que les fonctions

Xk () = cos (L) , (23)

sont solutions de I'équation de X (z), pour A = A\, = —Dk?7?/L? avec k = 0,1,... un entier
naturel, et que X, vérifie bien les conditions aux bords de X.
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3. Pour une valeur de k entier naturel quelconque, résoudre ’équation pour T'(t), et montrer que les

solutions s’écrivent sous la forme
L2 +

() = o () (24)

4. Berire la solution générale respectant les conditions aux bords ¢, (x,t) en fonction des Xj(t) et
des Ty (t).

Résolution en présence de source

Nous allons maintenant chercher la solution ¢(z,t) a 'Eq. (17) en présence de source, satisfaisant a la
fois les conditions aux bords et la condition initiale. Pour cela, on commence par introduire le produit
scalaire suivant

(F.9)= [ @) (25)

1. Montrer que les fonctions X (z) définies en (23) sont orthogonales au sens du produit scalaire

(25).

On donne le produit scalaire de X}, avec lui méme, (X, Xi) = % si k>0, et (Xo,Xo) =L.On
admettra que la famille { X} forme une base complete des fonctions définies pour = € [0, L]. On
peut alors utiliser ce fait pour décomposer c¢(z,t) et s(x,t) sur cette base,
Xp(x)
Cr(
Z K <Xk, Xi)
(26)

= (z)
ZS’“ Xk,Xk)

ou Ck(t) = (X, ), etc. Notons que ¢(z,t) satisfait automatiquement les bonnes conditions aux
bords.

2. Montrer et justifier alors qu’en utilisant la décomposition (26), 'Eq. (17) se réécrit pour chaque

k

dCy(t) [ Dm*k?
dt L2

+7> Cult) + Si. (27)

et vérifier que
Sk

D 2k2 9
Tzt

Ck(t) = Aka(t) + (28)

en est la solution générale, avec A, une constante pour l'instant quelconque.

Pour trouver la solution satisfaisant la condition initiale, on décompose également la condition
initiale co(z) sur la base des { X4},

Z Co KX X)k) (29)

3. Montrer que les Ay sont alors complétement déterminés, et donnés par

Sk

Dn2k2 :
L? +

Ar = Cox —

En déduire alors ¢(z,t).

4. Donner le comportement asymptotique de Cj(t) au temps long (c’est-a-dire grand devant L/v/ D).
Est-ce que la concentration de polluant disparait au temps long ? Que devient la solution dans la
limite v — 07 Comment peut-on interpréter ce résultat physiquement ?



31

EQUATION DE LA CHALEUR AVEC UN TERME DE SOURCE

Position du probleme

On considere le probleme de la diffusion thermique dans une plaque carré de coté a. On note x et y
les coordonnées cartésienne d’un point M de la plaque et ¢ le temps. La température au point M est
notée T (t, z,y). Les bords de la plaque sont maintenus & une température nulle 0° C. On suppose enfin
que la plaque est munie d'un dispositif de chauffage interne, modélisé par un terme de source constant
S (x,y) connue.

=
>

-y
|
|
|
|
|
|
|
1

0
T

a

L’équation de diffusion de la chaleur en présence du terme de source S s’écrit

i) _(PT(t ) | PT(tw,y)
atT(t’x’y)_H( 02 o +eS (@), (31)

ou k et € sont deux constantes physiques positives qui dépendent de la matiere de la plaque.
Les conditions au bords de la plaque sont imposées :

Tt,x=0,y) =0 powr0<y<a;t>0

Tt,x=a,y) =0 pour0<y<a;t>0 (32)
T(t,z,y=0) =0 powr0<zx<a;t>0
T( ) =0

t,x,y =a pour0 <z <a;t>0

On suppose qu’a l'instant initial, la température de la plaque est homogene a 0°C. La condition initiale
de température est donc

Tt=0,z,y) =0 powr0<z<a; 0<y<a. (33)

Le terme de source S va conduire a une élévation de température dans la plaque. La distribution de
température au temps long va converger vers une distribution stationnaire notée T, (x,y). L’équation
de diffusion de la chaleur31 étant linéaire, on peut décomposer la recherche de solution en deux parties
en posant

T(tzy) =T (tzy) +Tx(z,y)

ou
e T, (z,y) représente la distribution stationnaire de température
e T;(t,z,y) représente le transitoire.

La condition initiale (33) impose la condition initiale suivante pour T; (t, z,y) :
E (ta xay) - _Too (xvy) .

On peut ainsi décomposer la recherche de solution en deux problemes :
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e Probléme 1 : solution asymptotique

K (aIQ + g;)Too (x,y) + €S (z,9) 0
To(r=0,y) =0 powr0<y<a;t>0
Tow(x=a,y) =0 pour0<y<a;t>0 (34)
To(z,y=0) =0 pour0<z<a;t>0
To(z,y=a) =0 pour0<z<a;t>0

e Probléme 2 : solution transitoire

ST (t, .y
TttI—O,y

) =k (Z+2) Tty
( ) =0 powr0<y<a;t>0
Tit,x=a,y) =0 pour0<y<a;t>0 (35)
Tt(tﬁcy—O) =0 pour0<z<a;t>0
Tt(tazy—a) =0 pour0<x<at>0
) =

Ty (t,z,y) =T (1,y).

L’objectif de ce probleme est la résolution de ces deux problemes pour un terme de source donnée. La
résolution de ces deux problemes passe par la solution du méme probleme de Helmholtz qui fait 1’objet
de la premiere partie.

Résolution du probleme de Helmholtz associé

Soit U(z,y) une fonction inconnue de deux variables et A un réel inconnu. On propose de résoudre le
probléeme suivant :

(86;2—1—@ )U(x,y)+2)\2U(:L’,y) =0
Uz=0,y) =0 powr0<y<a; t>0
Ulx=a,y) = pour 0 <y <a; t>0 (36)
Ulz,y=0) =0 pour0<z<a;t>0
Uz,y=a) =0 powr0<z<a;t>0

Par application de la méthode de séparation des variables, on cherche U sous la forme U(z,y) =
X(x) Y(y) ou X et Y sont les nouvelles inconnues du probleme.

1. Détailler les étapes de calcul permettant d’achever la séparation des variables sous la forme

1 X))  , 1 dY(y) 5
X@) d2 V() dp

Expliquer en particulier comment et pourquoi la constante p a été introduite.
2. Déterminer les conditions aux bords pour les fonctions X et Y.
3. En déduire que les conditions aux bords imposent —\? < 1 < A2,

4. Vérifier que les fonctions

Upm(x,y) = sin <n WE
a

) sin (m wy) (n,m) € N? (37)
a
sont solutions du probléme de Helmholtz (36) pour 2\ = X2 = (n® + m?) T,

On introduit le produit scalaire suivant :

(f.9) = /0 /O f(z,y)g(z,y) dedy. (38)
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1. Montrer que les solutions U, ,,, définies par (37) sont orthogonales au sens du produit scalaire (38).
2. Calculer les carrés de normes hy, , = (Up i, Unm) des solutions U, ,, définies par (37)

On admettra pour la suite que la famille des solutions {U,,,} forme une base complete de 'espace des
fonctions définies pour (z,y) € [0, a]?.

Résolution du probleme 1

Le terme de source S(z,y) du probleme 1 peut étre décomposé dans la base des fonctions solutions
de (36) définies par (37). On pose donc

S(z,y) = i i Snm Unm (2, 9). (39)

n=0m=0

1. En utilisant 'orthogonalité des solutions U, ,, vis a vis du produit scalaire (38), montrer que

_ (Unm: 5)

Snym = h
n,m

(40)

On cherche la solution du probleme (34) sous la forme d’une série de Fourier généralisée basée sur
les solutions de (36).

oo o0

Too(z,y) = Z Z U Un,m (T,Y). (41)
n=0m=0
2. En utilisant les décompositions (39) et (41), ainsi que l'orthogonalité des solutions U, ,, vis a vis
du produit scalaire (38), montrer que les coefficients a, ,,, sont définis par

€ Spm

Opm = —
5 2 ?
Ii)\n’m

ce qui compléete le probleme 1.
3. Applications
Calculer les coefficients vy, ,,, pour les fonctions de sources suivantes

(a) Source uniforme

S(z,y)=s pour 0<z<a,0<y<a. (42)
(b) Source centrée
S(zy)=s sl §-b<r<gHbg-b<y<g+b (43)
S(x,y) =0  sinon

ave(:0<b<%.

Résolution du probleme 2
Pour résoudre le probleme 2 il convient de séparer les variables de temps et d”espace. On pose
Tt(t7 €, y) = @(t) E(SC, y)

1. Pratiquer la séparation des variables proposées et déterminer le signe de la constante a introduire
pour obtenir un comportement temporel exponentiellement décroissant.

2. Noter que la solution de la dépendance spatiale est, a une constante pres, la solution trouvée pour
le probleme (36). En conséquence, poser E(z,y) = U, m(z,y) et montrer que

O(t) = exp (—/{)\i’mt)
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3. En déduire que la solution générale du probleme 2 est de la forme

Ti(t,z,y) = Zzﬁnm Un.m(2,9) exp( “Ai,mt>-

n=0m=0

4. Utiliser la condition initiale pour montrer que

6n,m = —Qpm-

——— Synthése ——

L’ensemble des résultats des parties précédentes démontre que la solution du probléme est

(f,9) = L' Jo' f(,y)g(w,y) dady.

Upm(z,y) =sin (nwi) sin (mw%) (n,m) € N?
Mo = (0 +m?) 73
hnm = (Un.m> Un.m)

T (t,z,y) =300 um (1 —exp ( /i)\imt)) Unm(,y)
_ € (Un,m,S)

2
K hn,mAn,m

(44)
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Ch3 : Le monde merveilleux de la
Transformée de Fourier

Rappel : Série de Fourier

Soit f(x) une fonction de période L, on appelle série de Fourier de f la série

© 2 = 2
% + nz::l a,, COS (nfz) + nz::l b,, sin (n;ja:)

2 L 2m
an = E/o f(x)cos (nLa:> dz; bn L/ ) sin (na:) dz

avec

TRANSFORMEE DE FOURIER

Espace des fonctions sommables :  On note L' (R) I’ensemble des fonctions f définies
de R dans R, continues par morceauz et telles que

/ | f(u) | du existe.
——— Définition —

Définition :  Soit f € L' (R), on appelle transformée de Fourier de f, la fonction TF[f] :

R — C telle que

TRIfI() = —= [ S

La courbe d’équation y(s) =| TF(f)(s) | est appelée spectre de f.

u)e " du.

La définition de la transformée de Fourier peut différer d'une constante dans certains ouvrages.
Remarque sur les notations en physique :
e On note f la transformée de Fourier de f;

e Si ¢ désigne le temps, il est usuel d’utiliser w (pulsation) comme variable de la transformée de
Fourier plutét que s.

TRJw) = flw) = <= [ fe ar

e Sila variable ¢ est une variable d’espace, il est usuel d’utiliser & (nombre d’onde) comme variable
de la transformée de Fourier plutét que s.

TR = ) = = [~ fw)e aa.
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——— Propriétés de la TF —————

Propriétés analytiques

Soit f € L' (R), alors f est continue; f est bornée; et limy o | f(s) |= 0.

Linéarité

La transformée de Fourier est une application linéaire de £' (R) dans I'espace des fonctions. Soit f et
g deux fonctions de £! (R) et a et b deux nombres complexes

TFla f+bg] =aTF[f]+bTF[g]

Parité et réalité

£(t) | f(w)
paire paire
impaire impaire
réelle f(—w) = JZT(W)
imaginaire pure f(—w) = —ff w)

Changement d’échelle et translation

Théoréme de changement d’échelle :  Soit f € L' (R) et a € R*, alors

TF(f(a )] (@) = = TF 0] (2) = 7 (2)

“la| a)  Tal’\a

L’effet d’une dilatation dans [’espace réel est une contraction dans [’espace de Fourier et
VICE—VETSA

Théoréme de translation :  Soit f € L' (R) et b € R*, alors
TF [f(t +7)] (w) = T TF [f] (w) = '“7 f(w).

Leffet d’une translation dans ’espace réel est un déphasage dans ’espace de Fourier.

Transformée de Fourier et dérivation

Théoréme :  Soit f € L1 (R) continue et dérivable presque partout telle que f € L' (R),

alors 1
TF ldf(x)] (W) =1k TF[f] (k) =ik f(k).
x
Théoréeme :  Soit f, m fois dérivables telle que ces m premiéres dérivées soit continue et

appartiennent toutes a L' (R), alors

TF [f™] (@) = (iw)™ TF (f) (w) = (iw)™ f(w).

Théoréme :  Soit f € L (R) telle que la fonction définie par : t — t f(t) soit sommable.
Alors TF [tf(t)] (w) est dérivable et on a

TF[17(1)] () = TR [f(1)] (@) =1 =
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Théoréme (généralisation) :  Soit f € L' (R) telle que la fonction définie par : t —

t™ f(t) soit sommable. Alors TF [tf(t)] (w) est dérivable et on a

TE[E™ f(1)](w) =i" — f(B)] (@) =i™ dif(bd)

dwm dw™

Inversion de Fourier

Théoréme d’inversion : Soit f € LY(R), et soit f sa transformée de Fourier , Si

f e L' (R) alors on a presque partout
1 oo . :
f0) = = | Fw)ert de

Théoremes généraux

Théoréme de Plancherel :  Soient f et g deux fonctions de L' (R), et soient f et g leurs

transformée de Fourier respectives, alors

[ i@t = [~ 05tk

Théoréme de Parseval : Soit f € L' (R), et soit f sa transformée de Fourier , alors

[ 1) P dr= [ k) Pk

PRODUIT DE CONVOLUTION

Définition :  Soient f et g deur fonctions de L' (R), alors Uintégrale [ f(x — z')g(z')dx’
existe pour presque tout x et définit une fonction de L' (R) appelée produit de convolution de

f et de g et notée f*g
frg@) = [ fla—a)g(a)ds’
Le produit de convolution est commutatif fxg =g * f.

Le produit de convolution prends une forme bien plus simple dans I’espace de Fourier
Théoreme : Soient f et g deux fonctions sommables sur R, alors

TF [f * g] = V27 TF [f] TF [g] = V27 [ §

DISTRIBUTION DE DIRAC

D’une maniére abusive, mais représentative, on peut définir la fonction de Dirac §(z) par
) )

R
5(95):{(_;00 ;Ao.

D’une maniere plus rigoureuse, on définit la distribution de Dirac par

| @i —a)de = fla)
pour toute fonction f défini sur R. Il en découle directement que

/Z Sx)de=1;  TF[8(x)] = 6(k) = ¢12_7T
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EXERCICES

Principe d’indétermination

Supposons une fonction porte W(t) = Aa(t) de largeur At et d’aire unité centrée autour de .
1. Donner la transformée de Fourier. On précisera le résultat en fonction de At et .
2. Montrer qu’il existe un principe d’indétermination temps—fréquence.

3. Commenter le cas At — 0.

Fonction de Dirac
On rappelle que la fonction de Dirac §(x) est représentée par :

1 ; < a
Aa<w>={“ ks

0 sinon.

dans la limite @ — 0 : §(z) = lim, 0 Aa(7). De méme, la transformée de Fourier o(k) = TF{6(z)} est
donnée par §(k) = lim, o TF {A,(x)}.

1. En déduire la transformée de Fourier de §(z).
2. Montrer en faisant la transformation inverse que 'on obtient : §(x) = % [ et* dk.

3. Déduire la transformée de Fourier des fonctions f(x) = e %% g(z) = cos (ko) et g(x) = sin (ko).

Peigne de Dirac

1. Calculer la série de Fourier de la fonction

F(X)= i (X —na), acR.

n=—oo

2. En déduire que la transformée de Fourier d'un peigne de Dirac g(x) = Y02 d(x — na) est un
peigne de Dirac en k de la forme

i(k) = V27 3 5(k—m2;>.

a

m=—0o0

Produit de convolution

1 si|jt|<a
Soit la fonction “porte” P(z) = _ [tl=a,
0 sinon.
1. Déterminer le produit de convolution de la fonction “porte” par elle-méme : T'(z) = P(z) x P(z).

2. En déduire la tranformée de Fourier de la fonction triangle.
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Equation de la chaleur

On se propose d’étudier 1’équation de la chaleur

T T

ot 02

dans une barre a une dimension supposée infinie. T'(z,t) est la distribution de température a la date ¢.
On donne la distribution initiale de température T'(x,t = 0) = f(x).

1. On appelle T(k, 1) la transformée de Fourier du profil de température T'(z, ). Que devient I'équa-
tion de la chaleur pour T'(k,t)?

2. En déduire que

1 . -
T(z,t) = dke PFt b T(f ¢ = 0)
27

f
3. En déduire la solution formelle

1 2,
T(x,t) = Py // dkdu e Pkt glh(z—u) f(u)

4. En utilisant la question 2, déterminer 1’évolution du profil de température lorsque

o fx)=0d(x);

o f(x)=Tyoe o2 avec Ty et a dans R**.

M
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Ch 4 : Fonctions spéciales

COMPLEMENT SUR LES EDO

On ne détaille pas ici les équations différentielles ordinaires classiques vu les années précédentes dont
les solutions sont supposées connues.

e les EDO du premier ordre a variable séparable avec second membre ;

e Les EDO linéaires a coeflicients constants.

—_— Equations d’Euler

Les équations d’euler sont du type (a, b et ¢ trois constantes)

2
ax 32+bxj+cy() 0.

Elles admettent des solutions de la forme y(z) = z".

On note P(r) = ar(r+ 1) 4+ br + ¢ le polynéme caractéristique de ’équation et r; 7o ses racines. La
solution réelle générale est de la forme

o y(x) =ax™ 4 fa" ssiry #ry (r1,r2) €R;
o y(z) =ax" + pa"log(z) ssiry =ry =r € R;
o y(z) = axt cos(vlog(x)) + St sin(vlog(x)) ssir = p+iv; ro = p—iv;

Solution en série entiere

Théoréme (admis) Soit 'équation

d%u du

12 TP TaRu=0,

ol p et ¢ sont deux fonctions développables en série entiere autour de z = 0 sur
| — R, R[ (avec R > 0). Alors
e toutes les solutions formelles de la forme

n=oo

Z (z—a)" a €] —R,R]

convergent vers une solution de 'équation sur | — R, R[;
e toutes les solutions de 'equation sur | — R, R[ peuvent étre obtenues de cette
facgons.

—— Méthode de Frobenius ——

Principe de la méthode

La méthode de Frobenius s’applique aux équations différentielles linéaires du second ordre de la forme
générale :
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et permet d’obtenir au voisinage d’un point z = a un développement d’au moins une solution en série
entiere de la forme

+oo

u(z) =Y an(z—a)"", (ag #0),r € R.

n=0

Existence et convergence de la série

Si du fait de la linéarité de 1’équation différentielle il est toujours possible, formellement, d’effectuer
cette substitution, la question de la convergence de la série, et du rayon associé, se pose. Il est utile de
se placer pour cette question dans le plan complexe.

En effet, une fonction u de variable complexe (et uniforme) dérivable au voisinage d'un point z = a € C
est en fait indéfiniment dérivable dans ce voisinage. Elle est alors dite analytique autour de ce point,
et pour tout point contenu dans le domaine autour de a ou w est analytique, elle est développable en
série entiere, avec une convergence uniforme dans tout le domaine considéré.

Points réguliers et singuliers De fagon générale, pour un point z = a € C une fonction de variable
complexe, analytique dans un domaine r < |z — a| < R autour de ce point, est développable en série
de Laurent :

n=-+00

u(z) = Z Up(z —a)”,

n=—oo

ce développement étant unique, et la convergence uniforme dans tout le domaine considéré.
e La série "= u,(z — a)" est la partie réguliére du développement,

"="1 u,(z — a)" étant la partie principale de celui-ci.

n=—oo

e la série >
On dit que

e ¢ est un point régulier si tous les coefficients de la partie principale de son développement de
Laurent sont nuls. u est alors analytique en a;

e a est un point singulier si au moins un coeeficient de la partie pricipale est non nul. on distingue
alors deux cas :

— les poles d’ordre p, pour lesquels la partie principale comprend un nombre fini de termes
et est de la forme : (“*” + ("*P“ I

z—a)P z—a)P—1 (z—a)"
— les points singuliers essentiels, pour lesquels la partie principale du développement com-
prend une infinité de termes : dans ce cas, lim,_,, u(z) n’existe pas;

Forme générale des solutions - Théoréme de Fuchs Les notions précédentes permettent de
préciser les conditions d’existence d’au moins une solution de ’équation différentielle admettant, dans
un domaine de rayon non nul autour du point considéré, un développement en série entiere de la forme
proposée plus haut.
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Théoreme de Fuchs : Si, dans I’équation différentielle de la forme
u + p(2)u’ + q(2)u =0,

les fonctions p et ¢ sont analytiques dans le domaine r < |z —a| < R, 0<7r < R,
il existe alors une solution de I’équation de la forme générale u(z) = (z — a)" f(2),
avec r € C constant, et f analytique sur tout le domaine considéré. Le point z = a
est dit
e ordinaire si p(z) et ¢(z) sont en plus analytiques sur le domaine |z —a| < R
incluant z = a.
e singulier régulier si (z — a)p(z) et (z — a)?q(z) sont analytiques dans tout
le domaine |z — a| < R.
e singulierirrégulier sinon.
Si z = a est un point régulier ou singulier régulier, alors il existera au moins une
solution de la forme générale u(z) = (z — a)" f(z), avec r réel et f analytique dans
un voisinage 0 < |z —a| <R, R>0
Le théoreme de Fuchs justifie la forme du développement proposé dans la méthode de Frobenius.

Exposé de la méthode

La méthode de Frobenius comporte les étapes suivantes :

e Soit I’équation différentielle de la forme générale 3273 + p(z)‘j—z + ¢q(z)u = 0, et un point ordinaire,
ou singulier régulier en z = a, on pose P,(2) = (2 — a)p(z) et Q.(2) = (z — a)?q(z), lesquelles

fonctions sont analytiques au point considéré ;

e On substitue dans ’équation différentielle I'expression de la solution sous la forme de la série
entiere (dite de Frobenius) : u(z) = Y>0% y a,(z — a)™*", (ap # 0), avec r € R, appelé exposant

indiciel.

e Il vient alors successivement les expressions suivantes pour les différents termes de 1’équation

différentielle :
— q(z)u = 32,2 anQa(2) (2 — )",
— p(2) % =% an(n+ 1) Pa(z)(z — a)™ 2,
— Py g () (n A — 1)(2 — a) T2

e Par suite I’équation différentielle se met sous la forme :

(z—a) <§ an [(n+r)(n+7r—1)+ Pu(2)(n + 1) + Qa(2)] (2 - a)’”) =0,

n=0

or par identification cette égalité n’est vérifiée que si chacun des termes de méme degré en z de

la somme est nul.

e Par convention, on suppose que ag # 0 et 'on considere le terme d’ordre le plus bas, soit celui en

r—2

2"72, évalué en z = a ou par définition P,(z) et Q,(z) sont analytiques, il vient une équation du

second degré en r appelée équation indicielle :
r? 4+ (P,(0) — 1) + Q,(0) = 0,

dont les racines sont notées de fagon générale ry et ro avec r; > rs.

e La substitution dans les termes suivants d'une des valeurs de r ainsi obtenues permet d’obtenir une
expression des coefficients a,, ag restant arbitraire (le plus souvent on prend ag = 1). Généralement

cette expression prend la forme d’une relation de récurrence entre a,, a,_1 et a,.o.
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Exemple d’application

Soit I'équation différentielle z2u” —zu/+(1—z)u = 0, qui se met aussitot sous la forme u”—2u/+12u = 0.

Par suite p(z) = —% et q(z) = 157, ces fonctions admettant bien un point singulier régulier en z = 0,

oz

et P()(Z) = —1, QQ(Z) =1-z

D’apres ce qui précede, la substitution dans I'équation du développement en série de Frobenius pris

autour de z = 0 donne : 2" ( roan[(n+r—1)%""2— z”_l]) = 0, soit encore, aprés réarrangement des

termes de méme degré n : (r —1)%apz" 2 +30, ((n+r —1)%a, — a,_1) 2" = 0, 'équation indicielle
étant, elle, donnée par (r — 1)® = 0, laquelle admet la racine double » = 1. La substitution de cette
valeur de I'exposant indiciel dans 1’expression précédente donne alors : >°° , ((n%a, — a,_1) 2" = 0,

n=1
ce qui implique la relation de récurrence a,, 1 = soit en fonction de ay ’expression a,, = a—o)z

an
(n+1)2> (n!

Théorie de Sturm-Liouville

La théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier des équations différentielles linéaires de la forme

d dy
] + atoy = rator
dans laquelle le parametre A fait partie comme la fonction y des inconnues.

Un probleme de Sturm-Liouville (S-L) est dit régulier si p(z) > 0, w(z) > 0, et p(z), p'(z), q(z),
et w(z) sont des fonctions continues sur un intervalle fini [a, b], ayant des conditions aux bords de la

forme :
=0 fy@=0 _ fy@=0 _ [ya)=0
y(b) =0 y'(b) =0 y'(b) =0 y(b) =0

Les principaux résultats sont les suivants :

1. Les valeurs propres Aq, Ag, Az, ... sont réelles et ordonnées telles que

M< A <A< o<\, <0 = 00;

2. A chaque valeur propre A, correspond une unique fonction propre y,(z) (& une constante de
normalisation pres).
Les fonctions y,(z) ont exactement n — 1 zéros dans U'intervalle [a, b].
La fonction propre y,(x) est appelée la n—iéme solution du probleme de Stourm—Liouville régulier.

3. Les fonctions propres normalisées forment une base orthonormée.

[ @ m(@yte) dz = b,

dans 'espace de Hilbert.
Par multiplication par un facteur intégrant convenable, toute équation différentielle linéaire d’ordre
deux peut étre mise sous la forme d'une équation de Sturm-Liouville.

Ezxzemple : L’équation —327‘3 = A\y(z) avec y et A inconnus et pour conditions aux bords y(0) =

y(L) = 0 (L # 0) admet pour la famille {y,(z) = sin(n77), A\ = — ("{)2 comme base orthogonale
de solutions.
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EQUATION DE LEGENDRE

4 ((1 - m2>j;y<x>) Fayle) =0,

L’équation de Legendre admet deux points singulier régulier x = +1.

Si A =1[(l+1) avec [ un entier naturel (I € N) alors I'une des solutions de I’équation de legendre est un
polynome de degres [, nommé « Polynome de Legendre », et noté Pj(z). P(x) est une solution réguliere
sur [—1,1].

La seconde solution, nommée « fonction de Legendre de deuxiéme espece », et noté @Q;(x), possedent
deux points singulier en z = £1 : Q;(x) n’est pas définie en z = +1.

La solution générale de 1’équation de Legendre est donc
y(x) =a P(x) + B Qi(z).

L’équation de Legendre apparait naturellement lors de la résolution des équations de Laplace ou de
Helmholtz en coordonnées sphériques.

Polynémes de Legendre

Notations

P,(x), neN, zel[-1,1]

Formule de Rodrigues

Degres deg(P,) =n

Expression des premiers polynéomes
Legendre Polynomials

2 T T T

15 -

Po(f[f) = 1, _
Pl(l') = x, f':
Pye) = 532 -1),
Pyx) = ~(52%—3a),
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Equation de Legendre : 4 ((1 — x%%ﬂ(x}) +1(l+1)P(z) = 0.

Fonction génératrice :

1

mre et ee Ll

=0

Relations de récurences

(n+1) Prya(2) (2n+1)x P,(x) —nP,_1(x)

(2n+1)P, = P, —P,_,
Parité P,(—x) = (=1)"P,(x)
Orthogonalité ) 5
Pm Pn dr = 7577171
/_1 (@ F(@)dv =57
Développement

La famille (P,),<n est une base de l'espace vectoriel de polynéme de degres N Ry[X].

=\ 2n+1 [1
9@) €RNX]  gl@) = X aPul@)  an= "o [ g@)P(e)da
n=0 -
Relations remarquables, Vn € N

o Py(1)=1 e P/(1)= %

o Po(=1) = (=1)" o Pu(x) = 57 a5 (Pon (@) = P ()

° P2n+1(0) =0 o " = Zl:n n—2 n—1l (QZ;rl) . Pn(l')

U 2T (2 (It
[ ] P2n(0> - (_1)m22£2(72")2 ( ’ ) (+ ! )

Fonction de Legendre deuxieme espéce

Serie

n!
1-3--(2n+1

m+1)(n+2)(n+3)(n+4) o (n45)

Qn () ) <x_(n+1) + (n+1)(n+2) 7~ (n+3)

2(2n+3)

2-4(2n + 3)(2n + 5)

Expression des premieres fonctions

) - (22
o) - gu(1E) -
o - F (1)

+J
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EQUATION GENERALE DE LEGENDRE

(0= @) + (- 25 ) o =0

L’équation de Legendre admet deux points singulier régulier x = +1.

Si A =1[(l + 1) avec [ un entier naturel (I € N) alors I'une des solutions de I’équation de legendre est
réguliere, nommée « Fonction associée de Legendre », et notée P/™(x). P/"(z) est une solution réguliere
sur [—1,1].

La seconde solution, nommée « fonction associée de Legendre de deuxiéme espece », et noté Q)" (x),
possedent deux points singulier en z = £1 : Q*(x) n’est pas définie en x = +1.

La solution générale de 1’équation de Legendre est donc
y(x) = o B™(x) + 6 Q1" (x).

L’équation de Legendre apparait naturellement lors de la résolution des équations de Laplace ou de
Helmholtz en coordonnées sphériques.

Fonctions associés de Legendre

Notation : P (z), (I,m)eN* —1<m<l, xel[-1,1]
Equation différentielle

Les fonctions de Legendre sont les seules solutions réguliere sur [—1, 1] de I'équation différentielle

;‘; ((1 - x2);‘;y(x)> + (za +1) - T;) y(x) = 0.

Expression en fonction des polynémes de Legendre

P(a) = (<17 (=) L (R())
dm

P'(eos(9)) = (-1)" s 0 o e

(Pr(cos(0)))

Valeurs négatives de m

L’équation de Legendre étant invariante par changement de signe de m, on définit ™ = (—1)™ E;;Z;: P

Parité Pr(—z) = (1) P (x)
Orthogonalité pour m fixé [t PrPrdr = %5&[
Orthogonalité pour [ fixé
0 itm#n
I I:gjfén de = Trg‘gjﬁlg, ifm=n+#0

00 fm=n=0
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m
1 0 1 2 3
0 1
1 T —(1 — 2?)1/2
2 $(32% — 1) —3x(1 — 2%)1/2 3(1 — 2?)
3 (5% — 3x) —3(52% — 1)(1 — 2?)1/2 152(1 — 22) —15(1 — 22)3/?
4| £(3ba* —302% +3) —3(72® —3x)(1 —2H)V? B(T2? —1)(1—2?) —105z(1 —2?)¥? 105(1 — z?)?

TABLE 1 — Premieres Fonctions associés de Legendre P ()

m
1 0 1 2 3
0 1
1 cos 0/ —sinf
2 $(3cos?0 — 1) —3cosf sind 3sin? 0
3| 5(5cos®0 — 3cost) —3(5¢cos? —1)sinf 15 cosd sin?f —15sin®6

TABLE 2 — Premieres Fonctions associés de Legendre P/™(cos6)

Premieres Fonctions associés de Legendre P/ (z)

voir tables 1 et 2

associated legendre functions (normalized)

o

P (z) 4

— | =)
— =1
N TN T T —_— =2
/)‘f--.\ /—_’h:/ L e /“"- r \/\.—
| ,f\/xz \/fm\/.( -:</ A — =3
‘)7, - 7/ N /A _
I X/ A o AN =4
I\ \ / AN /// \ !"" \“‘ . My
Iﬁ“v AV \ | £ }; g \\\{\
o o\ ] ] 5 " [ >
' \\\ I N |\ / L L L Yl N\ L \ I"I '.',‘:"/l -
710008 -0.6¢0/4.-0.2/0N02 0.4 06,0871 @
MA NS XN AF L
/9(\\ e \’ A/ /‘ — 'm:O
‘ T Nl /\/ﬂ —_—— =
hhhh T ,\«(../_} A/ ———m =2
— — ot N N
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Représentation graphique en coordonnées polaires

P (cos 6) Fonction de Legendre
R(6)=Ry + 6rxP " (cosh)

N

U
o

AN
/

(cos 0) P11(cos 6)

P.%(cos 6) P21(cos 6) Pzz(cos 6)

N
L/

P.%cos 8) P'(cos 8) Ps*(cos 6) P.*(cos 6)

%

.
N/
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HARMONIQUES SPHERIQUES

Notation

(I,m) e N*>
6 € [0, ¢ € [0, 27]

Equation différentielle

Les harmoniques sphériques sont les seules solutions définies en # = 0 et § = pi du probleme aux
fonctions propres :

1 9 (. 0 1 02
[sin@@@ (sm 989) + szewl u(0, ) = =Au(0, )

Les fonctions Y, (0, ¢) sont solutions de ce probleme pour A = [(I + 1) :

1 0 /(. 0 1 02 - m
lsinQ@G (Slﬂ9%> + sm%’&pZ] Y™ (0,0) = =11 +1)Y™(0,¢)

Définition
m >0 %(&@—J . u+mﬂa@%®6¢
m<0 Y00 = (1" (¥"0,¢)
Orthogonalité

T 2w ,
/ / Yzm(07 90) YEZTL *(97 90) sin 6 d(p do = 6%’ 6mm’7
6=0

Développement en harmoniques sphériques
f(0,¢) € L*(R)

[eS) l

.0 =3 X V) avee = [ do [ a0 sinof6. ) 6.)

=0 m=—1



Table des premieres Harmoniques Sphériques

Représentations graphiques

.l:O ~
N
£
1 /1 S
Y09 = —4/— 0 T 27
0( 7@) 92 T
o /=1
1 /3 )
Yl_l(ea@) = 5\/% sinf e *¥
13 - ©
}/10(9790) = 5\/;0089 0 & 2n°0 m 2m
-1 /3 )
Y11(‘9790) = 7\/2— sin 6 e'?
m
™ 27
o[ =2 o Re(Y,' o Re(Y.2
X S <
_ 1 /15 . iy
Y22(QyS0) = 1 %Sln206 2ip T i e
1 [15 o ey o gl
}/2_1(9790) = B %Sine cosfe ™ g m
L /5 K ™ 27 ™ 27
0 _ = 29
}/2(07(10) - 4 7_‘_(3(308 9 1) 5 ReYO ° eY1 5 ReY2 o eY3
! —1 /19 ; N N N N
Yy (0,p) = > 2—s1n900596‘p € £ e >
s
t:O ™ 27VK Tv ZHK ™ 27VK T 27
V2(0,0) = /2 sin?gedie oﬁomwz onmﬂ
’ 4\ 2m N N 2
N AN ~~
K E E
l: Tv ZTTK v l:

eeeQO0@
66660
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FONCTIONS DE BESSEL SPHERIQUES

Equation différentielle

L’équation (avec [ € N)

d*y dy

2 +2 +[2* =11+ 1]y = 0.

vt [z°—1(l+1)]jy=0 (45)

admet deux solutions linéairement indépendantes j;(x) et m;(x), appelées fonctions de Bessel et de
Neumann sphériques :

[, l
. . 1(1d sin(x) o 1(1d cos(z)
o jiw) = (—x) (L) =, o m(x) = () (14) <L,
Expression des premieres fonctions
Les premieres fonctions de Bessel et de Neumann sphériques
. __ sin(x) _ cos(x)
° jo(x) ==~ o no(z) = — =
. _ sin(z cos(z) cos(z) sin
'Jl(f‘f)—%—T o m(z) = — =5 — gf)
. 3 sin(x 3cos(x 3 cos(x 3 sin
°J2($):(;2—1) 35)_ xQ() '”2($):<—p+1) :)3()_ 12()
; _ (15 _ 6\sin(@) (15 _ 1) cos(z) _ (15 | 6)cos(x) (15 _ 1) sin(z)
o Jalw) = (35— &)™ — (33 —1) = o n3(2) = (- +3;) = 1) =
Représentation des premiéres fonctions
1.00 300 - o025 AN —
00 ==== 1 [ /,’\-":"- P SN S
0.80 \ Jyfx) =emee 7] 000 / TN SR S\M.f._-’\_‘w
I | I ; VA |
0.60 -0.25 ;{ .
x | -
0.40 7 =y —0.50 L
1
L ’; \\T\ _ s [‘J'J .
0.20 1 -0.75 i
/ \ . i i . i
I ;-’I \ \ \‘\ /?\"(‘ DR, it I':i
no0 \ o o =] e I:.'
24t - ] HEE ]
-0.20 = -1.25 — N,
~0.40 —1.50 L1 Nyx) ===
|
1] 5 10 15 20 ] 5 10 15 20
X X
Fonction Génératrice
1 >t 1 > t"
— cos (\/ x? — 2xt) => — Jn-1(2); — sin (\/ x? + th) = Z(l)”—'nn_l(x)
x n x n!

n=0 """ n=0
Zéros de la fonction j(X;;) = 0.

La coordonnée X;; (supposée connue) est le iéme zéro non nul de la fonction j

Zéros des dérivées de fonctions de Bessel sphériques

Jr(z) s’annule pour les valeurs = A? (ieme zéro de j,)



52

g (AF) =0 | N0 A=t =2
i=1 0 21 0

i=2 45 59 33
i=3 77 110 7.2

FONCTION DE BESSEL

Equation différentielle

L’équation (avec n € Z)

admet deux solutions linéairement indépendantes J,(z) (réguliere pour tout x) et N,(z) (singuliere a
'origine), appelées fonctions de Bessel et de Neumann — voir réprésentation graphique ci-dessous.

Représentation des premieres fonctions

—_
1

F Jo(x) 1 : J1(x)

1 g Ng®) 1 NG

o Eaann NIV An A

VVVVV VvV

—-40 -20 0 20 40
X

O:/\.AAI\. AV LV VN
(Y VIV v W VVVVE

20 40

|
»
o

|
N
o
=)

Symétries

Relations de récurences
o Joni(7) + Jpa(z) = 2?71 Jn()
o Jo(z)— Jooa(z) = —2J) (x)
o Jopi(z) + Jp () = & Ju(x)
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o L (1" J,(2) = 2" Jyi(2)

dx

Fonction Génératrice

e3(t3) = i I (z) t"

n=—oo

on en déduit
o

6izcoszz) — Z in Jn(z) ein(i)’ 1zsm¢> Z J 1n¢

n=—oo n=—oo

Orthogonalité

1
/ 2 Ty (jui®) Jo (Gujz) dz =0
0

Jn,i €t jn,; €tant deux zéros distinct de J,

Zéros des fonctions de Bessel J,(j,;) = 0.

La coordonnée j,; (supposée connue) est le iéme zéro non nul de la fonction J,.

JoUng) =0 Joi  Jui Jea Jsi Jai Jsa

,_..3%
S

241 383 514 6,38 7,59 8,77
552 7,02 842 9,76 11,06 12,34
8,65 10,17 11,62 13,02 14,37 15,70
11,79 13,32 14,80 16,22 17,62 18,98
14,93 16,47 17,96 19,41 20,83 22,22
18,07 19,62 21,12 2258 24,02 2543
21,21 22,76 24,27 2575 27,20 28,63
24,35 2590 27,42 2891 30,37 31,81
27,49 29,05 30,57 32,07 33,54 34,99

Il |
© 00 O W N

T S S S iy

Zéros des dérivées des fonctions de Bessel J, (j;, ;) = 0.
La coordonnée j;, , (supposée connue) est le ieme zéro non nul de la fonction J.

T 3

_ -/ -/ -/ -/ -/ -/
) 0 Jo,i J1i J2.i J3.i Jai J5,i

383 184 305 420 531 642
702 533 671 420 928 10,52
10,17 854 9,97 8,02 12,68 13,99
13,32 11,71 13,17 11,35 1596 17,31
16,47 14,86 16,35 14,59 19,19 20,57
19,62 18,01 1951 17,79 22,40 23,80
22,76 21,16 22,67 20,97 25,59 27,01
2590 24,31 25,82 24,14 28,77 30,20
29,05 27,46 28,98 27,31 31,94 33,38

R, 3%
.

H»—l»—t»—t»ﬁ»—ab—l)—l
© 00~ O U= W N+
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Développements asyptotiques

lim, ¢ J,(x) = lim, o Jp(x) = fm coS (x — (2n+ 1)%)
lim, o Npsq(z) = — £ lim, o0 Jp(x) = :x sin (x — (2n + 1)%)

Jg(x)
lim J,(x) = (x/2)"/n!
x=>0

Iim J () = (2/1rx)1/2 cos(x—(2#n+1)r/4)

~
0.1 \/\ /\/ Va

- \ /

v \“"/ WY

OT

F\/ /’\/ /\//\/\ /\, \/\’
-\/\\ )(\/\/‘\/ \/\ /\\/ \//\

FONCTIONS DE BESSEL MODIFIEES "sssummummmmmm

Les fonctions de Bessel modifiées sont solution de I’équation

pour n fixé il existe deux solutions : la fonction de Bessel modifiée I,,(x) (réguliére pour tout x) et de
Neuman modifiée K, (z) (singuliére & 1'origine).

Les fonctions de Bessel modifiées sont toutes monotones et
o [,(x=0)=0pourn#0
e [,(x) — oo pour x — 00
e K,(z) — 0 pour z — oo

Elles ne s’annulent pas pour = €]0, oo[ — voir représentation graphique ci-dessous.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
3.5 7 ; 3.5 T T
L / ] I i |
- 1ot / / ! \ .' 3 K{J(XJ
3.0 3.0 -
L) ———— / 7 7 \ T : oy —
I I E 3 \ i
25 J’){x} —_— {rf ; 25 l‘ \ K__J(x,] —_——
GC / / \ \ \ K, (%) o
L y ] I \ ; |
2.0 /| / ? 2.0 v !
/ 4 , \ Vo
| / 1 - \ ]
15 = - 15 ‘.\ :
, .
F /// ; 1 I \ %\ Y 1
1.0 - 1.0 - AN
< ’ N A
L -~ L ] 5 “ . .. i
0.5 o il 5 \ ~ KN
il — —= 0.5 ~ = "
- - - -~ .
L - - » . | T ST i
- e L e O R A ., PP v
P el L — L) TTTTN
0.0 a 0.0 S et
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X
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Exercices sur les fonctions spéciales

COMPLEMENTS SUR LES ODE

Exercice 1 : Résouldre les équations différentielles linéaires en cherchant des solutions sous forme d’un
série entiere autour de z = 0 : y(z) = Y0, a, ™ et préciser le rayon de convergence des séries obtenues

Y (x) +y(z) =0

y'(r) =zy(x) +

(1—=2%)y"(x) =22y (z) + 2y(z) =0
(1 —2?)y"(x)ery'(v) =0

(1 —2)y'(z) =y(z)

Exercice 2 : Polyndémes d’Hermite Soit y(z) une fonction définie par I'équation différentielles :

—_

ARl S

y'(x) = 2xy(z)+ (A —1)y(z) =0, AeR

1. Chercher des solutions pour y en série entiere

2. Montrer qu’il existe deux solutions indépendantes (A fixé) que I'on explicitera en fonction de A.
3. Déterminer le rayon de convergence des séries établies.
4

. Montrer que pour certaines valeurs particulieres de A 1’équation admet une solution de nature
polynémiale (de degres fini).

ot

. Donner de maniere explicite les premiers polynémes (polynéme d’Hermite) ainsi obtenu.
Exercice 3 : On souhaite trouver les solutions de I’équation différentielle
(1—2%)y"(x) =22y (2) + N y(z) =0 (46)

ou A est un réel positif.

1. En cherchant des solutions en série entiere autour de z = 0 : y(x) = Y02 a,x™ , établir la
récurrence entre les coefficients a,,.

2. Justifier que I'on obtient bien deux solutions indépendantes pour chaque valeur de A ; et déterminer
leur rayon de convergence.

3. Montrer que des solutions polynomiales de cette équation peuvent étre obtenues pour certaines
valeurs de . Donner alors le degré et la parité du polynome en fonction des valeurs de A.

4. On impose la condition suivante y(1) = 1, déterminer I’expression des polynomes de degré 1, 2 ,3
et 4.

5. Reprendre les mémes questions pour I’équation

(1—2?)y"(z) — a9/ (x) + N y(x)

Exercice 4 : Méthode de Frobenius — Equation de Laguerre

1. Déternimer par la méthode de Frobenius les solutions de I’équation différentielle de Laguerre
zy'(z)+ (1 —2)y'(z) +py(z) =0, peN

2. Préciser le domaine de convergence des solutions.
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3. Etablir que équation admet des solutions polynomiales,notées L,(z) (polunéme de Laguerre)

4. Expliciter les premiers polynomes en prennant comme condition de normalisation L,(0) = 1.

Exercice 5 : Méthode de Frobenius — Equation de Bessel Sphérique
1. Déternimer par la méthode de Frobenius les solutions de 1’équation différentielle de Bessel Sphé-
rique
22y (v) + 22y () + {xQ—l(l+1)} y(z) =0, leN
2. Préciser le domaine de convergence des solutions.

3. Pour [ = 0, resommer les séries obtenus pour obtenir les fonctions jo(z) et no(x).

Exercice 6 : Méthode de Frobenius — Equation de Bessel Cylindrique
1. Déternimer par la méthode de Frobenius les solutions de ’équation différentielle de Bessel Cylin-
drique
2y (z) + 2y (z) + [932 - nﬂ y(x) =0, neN
2. Préciser le domaine de convergence des solutions.

3. Etablir les développement asymptotiques en z — 0.
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POoLYNOMES DE LEGENDRE

Exercice 1 : Polyn6mes de Legendre et séries de Fourier généralisées

o[, 055

Soit la fonction

définie sur [0, 7). On pose = = cosf et f(x) = F ().
1. Développer f(x) sur la base des ploynémes de Legendre Pj(x).
Aide : utiliser la relation de récurrence pour calculer les intégrales
r 0<z<1
0 —-1<6<0
Aide : On pourra faire l'étude d’une fonction paire h(x) = g(x) + /2.

2. Faire de méme pour g(z) = définie sur [—1,1].

Exercice 2 : Résolution de I’équation de Laplace Au = 0 en coordonnées sphériques —
Cas de la symetrie azimutale

On cherche les solutions de I’équation de Laplace indpendante de ’angle ¢ (symetrie azimutale)

u = u(r,0)
10 (,0 1o 0 B
2 or ( a) T sind 90 (Sm@ae> wr,6) =0

(a) Utiliser la méthode de séparation des variables en posant u(r,0) = F(0) x G(r) et donner
les équations différentilles pur F' et pour R.

(b) Montrer que ’équation pour la fonction F' est de la forme

,d o d .9
lsmb’de (sm@(w) + A sin 9] F)=0

ou A est la constante de séparation des variables.

(¢) En posant z = cosf et P(z) = F(0) montrer que cette équation se rameéne a ’équation de
Legendre.

(d) En considérant que la solution doit étre définie en § = 0 et ,0 = 7, justifier que le parametre
A ne peut prendre que des valeurs particulieres A, = [(l + 1) avec | € N,

(e) Déterminer les solutions de I’équation radiale (pour R(r)).

(f) Donner la solution générale de I’équation de Laplace

Exercice 3 : Application : Etude d’un potentiel électrostatique

A partir des résultats des deux exercices précédents, on se propose de résoudre I'équation du potentiel
électrostatique AV = 0 en tenant compte des deux conditions suivantes :

e Le potentiel est supposé connu sur une sphere de rayon d : V(r = d,0) = F(0)
e Le potentiel vérifie V(r, 6) — 0.
La symétrie de la condition en 7 = d permet de chercher des solutions a symétrie azymutale V' = V (r, 0).

Déterminer le potentiel a 'intérieur et a l'extérieur d’'un condensateur formé de deux hémispheres de
Vo 0<6<m/2

rayon d, l'un porté a Vg (Volts) Pautre a —V; (Volts), soit F'(0) = { Vo mj2<0<
—Vo T <o
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HARMONIQUES SPHERIQUES

Exercice 1 : Fonctions de Legendre

e Déterminer les fonctions P™(x) pour
{n=m=1};{n=2m=1}; {n=4m=1};{n=3,m=2}

e On rappelle que la parité des P,(x) est (—1)". Quelle est alors la parité des fonctions P™(z)?

Exercice 2 : Fonction propre de Ly,

On note Ly, I'opérateur angulaire

Loo=— 2 7
%2 sin6 00 90 ) " r2sin? 0 92
dont on cherche les fonctions propres u(6, ¢) définies sur 6 € [0, 7], ¢ € [0, 27] :

LG,cp U(Q, 90) =-A U’(Hv 90)
e Poser u(f, ) = F(0) x G(¢). Donner et résoudre I’équation différentielle dour G(p)

1 0 ( 8) 1 0?
sinf— | +

e Montrer que I’équation pour F'(f) se ramene par changement de variable a I’équation de générale

de Legendre
d d m?
" (( ) dwy<x>)+(x 1_x2)y<x> 0

e Justifier pourquoi on doit avoir A =1[(l+ 1) (I € N).

e En déduire I'ensemble des fonctions propres de 'opérateur Lg,,.
Exercice 3 : Résolution de I’équation de Laplace Au = 0 en coordonnées sphériques — Cas de
la symetrie azimutale

Le laplacien en coordonnées sphériques (r, 0, ¢) s’écrit

C1Ja(,0
>5[ () e

1. Rechercher une solution des la forme u(r, 0, ¢) = R(r) x A(#, ¢). Donner I’équation différentielle
pour R(r) (sans la résoudre) et I’équation aux dérivées partielles pour A.

2. Résoudre le probleme angulaire et déterminer les valeurs possible de la constante de séparation
des variables.

3. Reprendre I'équation radiale et la résoudre.
4. Donner les solutions générales satisfaisant a I’équation de Laplace

5. Application : Déterminer par identification la distribution stationnaire de température a I'in-
térieur d'une sphere de rayon a si la surface de la sphere est maintenue a la distribution de
température :

e T(0,p) =cos — 3sin?0
e T(0,¢) =3sinf cosf sinp

Exercice 4 : Modes de vibration d’une bulle de savon

On considére la déformation radiale d’une bulle de savon sphérique de rayon ro. On note R(6,¢,t)
I’évolution spatio-temporelle de 1’élongation radiale satisfaisant 1’équation

0 c?
@R(G, (b, t) - 70 L@,@R(ea ¢7 t)a

ou c est la célérité des ondes a la surface de la bulle. En utilisant les propriété de l'opératuer Ly,
déterminer les modes propres et les fréquences propres de vibration de la bulle.
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FONCTION DE BESSEL SPHERIQUE

Exercice 1 : Mode de vibration d’une cavité sphérique

On consideére une cavité sphérique de rayon Ry et on modélise les ondes sonores par I'équation

0? _

—_P(7.,t) = AAP(T,t

P(7,) = CAP(T 1)
ou P est associée a la pression de l'aire dans la cavité. Le parametre c est la vitesse du son dans I'air.
Les conditions aux bords impose en ventre de pression : %—1: =0enr =R,

1. Déterminer les modes propres et les fréquences propres de vibration de la cavité
2. Etudier en particulier I'évolution de la fréquence du mode fodamental avec le rayon de la cavité
Ry.
Exercice 2 : Distribution de température dans une boule

On considére une boule de rayon Ry de température initiale homogeéne Tp. On note T(7,t) la distri-
bution spatio-temporelle de température dans la boule a la date t qui suit I’équation d’évolution

d
aT(?, t) =D AT(7 1)

ou D est un coefficient positif. La surface de la boule est maintenue a une température constante nulle.
1. Résoudre le probleme en identifiant les "modes" de I'équation et les constante de temps associés.
2. Idetifier le mode dont la relaxation vers I’équilibre se fait de la fagons la plus lente
3. En déduire une estimation du temps de cuisson d’une boulette de viande, initialement a 7°C, de
rayon Ry dans un bain de vapeur a 100°C, sachant que D = 0,14 107% m?/s et que la cuisson est
achevée lorsque la température a coeur atteint 65°C.
Exercice 3 : Particule quantique dans une puit de potentiel
On considere les états propres \11(7) d’une particule quantique de masse m

2m E

A +V(P)]U(7 ) = — -

dans un puits de potentiel a symétrie sphérique défini par

0 r<b

00 stnon

V(r,0,p) = {

Les conditions aux limites se traduisent par W(r = b,6, ¢ = 0.
1. Construire de facons explicite les solutions a symétrie sphérique
2. Déteriner les états propres et montrer que les énergies prennent des valeurs quantifiées

3. Reprendre les questions dans le cas ou

0 a<r<bd

00 Sstnon

V(r,0,p) = {
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FONCTION DE BESSEL CYLINDRIQUE

Exercice 1 : Modes de vibration d’une menbrane circulaire

On considere la vibration d’une menbrane circulaire élastique de rayon Ry modélisée par la déformation

u(r, 0,t), 'équation différentielle
2

gtzu(r, 0,t) = *Au(ro,t)

et la condition au bord
u(r = Rp,0,t) =0
1. Déterminer les modes propres et les fréquences propres.
2. Déterminer formellement la solution du probléme en fonction des conditions initiales (déformation
et vitesse a t = 0)
Exercice 2 : Distribution de température dans un cylindre
On consideére un cylindre de rayon Ry et de hauteur H, de température initiale homogene Ty. On note
T (?, t) la distribution spatio-temporelle de température dans le cylindre a la date ¢ qui suit I'équation
d’évolution 5
aT(?, t) =D AT(7,t)
ou D est un coefficient positif. La surface du cylindre est maintenue a une température constante nulle.
1. Résoudre le probleme en identifiant les "modes" de I’équation et les constante de temps associés.
2. Identifier le mode dont la relaxation vers ’équilibre se fait de la fagons la plus lente

3. En déduire une estimation du temps de cuisson d’une carotte, initialement a 7°C, de rayon R
dans un liquide en ébulition & 100°C, sachant que D = 0,14107% m?/s et que la cuisson est
achevée lorsque la température a coeur atteint 65°C.

4. Meéme question pour une rondelle de carotte.

Exercice 3 : Modes propres du champ électromagnétique dans uns cavité cylindrique

On considere une cavité cylindrique de rayon Ry et de hauteur H. Les équations de Maxwell se ramenent
a I’équation d’onde

0? )
@ﬁ(?,t) — EAE (T, 1)

On utilisera les conditions suivantes
e Le champ est polarisé suivant axe (0, ¢ ,) du cylindre
e le champ est nul sur la paroie en r = Ry
e Les solutions présente des ventres de vibration sur les bases du cylindre (en z =0 et z = h)

Déterminer les modes propres et les fréquences propres



