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Résumé

L’objet de cette étude est la reconstruction de scènes Temps/Volume, ou, 3D+t
à partir de données statiques 3D encadrant des séquences temporelles 2D+t. La
combinaison de ces données complémentaires fournit une séquence décrivant la
dynamique 3D des structures d’intérêt en reconstruisant levolume original à par-
tir de chaque image 2D de la séquence temporelle. Le problèmede reconstruction
inverse 2D-3D est complexe et mal posé à cause du manque d’information et de
la distorsion spatiale induite par la vue projective dans chaque image 2D. Afin
de compenser ce manque d’information critique, nous modélisons le processus
de formation des images 2D à partir du volume 3D original et nous mettons en
correspondance chaque image 2D avec le volume 3D connu à l’instant précédent.
Cette mise en correspondance est établie/schématisée par unchamp de vecteurs
de déplacements quantifiant les variations de position de chaque voxel entre deux
instants successifs. Pour ce faire, nous utilisons l’hypothèse de conservation de
la luminosité. Nous proposons deux approches pour estimer lemouvement des
voxels et nous reconstruisons la scène 3D+t de proche en proche estimé par com-
pensation du mouvement. Des applications potentielles de cette étude concernent
la biologie microscopique cellulaire et l’imagerie médicale.

Mots Clef

Reconstruction 3D, compensation du mouvement, contrainte du flot optique.

Abstract

The main focus of this paper is 3D+t shape recovery from 3D spatial data
framing 2D+t temporal sequences. Merging these two kind of data yields a tem-
poral sequence describing 3D dynamic of structures of interest by reconstructing
the original volume from each 2D frame. 2D to 3D inverse reconstruction is a
complex and ill posed problem due to the great deal of distortion and in-depth in-
formation loss generated by the projective view in each 2D frame. To handle this
critical lack of information, we model relevantly the 3D-to-2D transformation that
reduces each 3D image into a 2D one and we match each frame with the 3D im-
age known at a previous time. Assuming that structures evolvescarcely between
a couple successive moments, these images are matched by a displacement vector
field measuring voxel position variation meanwhile. We embedthe luminosty con-
servation constraint and we propose two approaches to estimate voxel movement
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over time. We reconstruct gradually the 3D+t sequence by motion compensation.
Some applications observing in different modalities 2D+t and 3D data can benefit
from this study such as microscopical cell biology or medical imaging.

Keywords

3D reconstruction, motion compensation, optical flow constraint.
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1 Introduction

La reconstruction d’une scène tridimensionnelle à partir d’indices visuels bidi-
mensionnels ou d’images est l’une des problématiques les plus étudiées de nos
jours. Elle trouve un intérêt en vision par ordinateur, en imagerie médicale et bi-
ologique ou dans des applications plus récentes comme le contrôle de qualité en
industrie,etc. En particulier, nous nous intéressons au cas générique suivant : nous
disposons d’images volumiques (3D) et de séquences d’images 2D (2D+t).

1. Les données3D définissent la géométrie en trois dimensions de la scène
observée. Elles comportent des informations purement spatiales.

2. Les séquences2D+t sont porteuses d’informations temporelles et partielle-
ment spatiales puisqu’elles décrivent en deux dimensions la dynamique des
objets en mouvement.

En général, les données 3D sont contiguës aux séquences temporelles 2D+t (voir
la figure 1). Pour exploiter d’une manière exhaustive l’information contenue dans
les données 2D+t, il est intéressant de reconstruire une scène temps/volume ou
3D+t. Cette reconstruction est réalisée en restaurant une structure 3D originale à
partir de chaque image 2D de la séquence temporelle intermédiaire. Les données
3D dont nous disposons peuvent alors servir de conditions initiales aux procédés
de reconstruction 3D.

La situation décrite dans la figure 1 existe en imagerie biologique où le dis-
positif d’acquisition est en mesure de fournir une image 3D –en faisant varier la
mise au point de ce dispositif et en utilisant un procédé de déconvolution calibrée –
ou une séquence d’images mais focalisée à un plan précis dansla scène. On a donc
un compromis entre précision temporelle et précision spatiale. Il existe un second
cas de figure, en imagerie médicale. En acquisition par rayons X, on peut obtenir
des images 3D par un scanner mais au prix d’une exposition plus longue et moins
ciblée du patient. Mais on peut également se contenter d’unesimple acquisition X
projective, comme un angiogramme, qui permet d’obtenir la précision temporelle
souhaitée. Le compromis se situe plutôt en terme de minimisation d’irradiation du
patient.

Malheureusement, nous ne disposons pas, pour cette étude, de données réelles.
Nous nous plaçons donc dans un contexte méthodologique danslequel les données
utilisées sont synthétiques ce qui a pour avantage de quantifier la pertinence des
méthodes.

Dans cet article, nous proposons une extension à nos travauxde reconstruc-
tions 3D+t [13] qui fait maintenant abstraction de la forme des objets observés.
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Volume0
Projections 2D

Volume1

(I1)(I0)

Séquence 3D+t complète

FIG. 1 – Reconstruction 3D+t complète à partir de volumes 3D ponctuels et d’ac-
quisitions temporelles 2D+t.

Nous posons toutefois deux hypothèses. La première hypothèse concerne le procédé
d’acquisition, en particulier, nous supposons connu le procédé qui transforme
une scène 3D en une image 2D. Cette transformation est modélisée comme une
transformée linéaire et stationnaire. La seconde hypothèse concerne la dynamique
d’évolution des images 3D à reconstruire : dans cette séquence nous supposons
que tous les points suivent une trajectoire de même valeur deniveaux de gris,
autrement dit, nous utilisons une hypothèse de flot optique.L’hypothèse de trans-
port de la luminosité doit se retrouver dans la séquence 2D+tet c’est ce qui nous
permet de reconstruire la séquence 3D+t. Évidemment, l’utilisation d’une con-
trainte de type flot optique est un problème mal posé. Aussi nous proposons, à des
fins de comparaison, deux méthodes de résolution. La première méthode est vari-
ationnelle : elle minimise une énergie qui mesure la discrépance du flot optique
dans le domaine 2D en utilisant la transformée 3D-2D et la régularité spatiale du
champ de déplacements. La second méthode élimine le critèrede régularité spa-
tiale du flot optique en calculant un champ constant par morceaux : le flot optique
est alors calculé par moindres carrés à partir d’un système linéaire surcontraint.
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2 Travaux précédents

Un grand nombre de méthodes, qui fournissent un modèle ou uneimage 3D à
partir de vues projectives 2D, ont été proposées ces dernières années. Ces méth-
odes dépendent complètement du contexte d’étude : système d’acquisition et modal-
ité d’image, type de traitement d’image souhaitée, nature de la scène observée,etc.
Dans cette brève revue méthodologique, nous distinguons deux grandes classes de
méthode.

La première classe regroupe toutes les approches proposantune reconstruction
3D effective. Cette reconstruction peut être complète en fournissant une image
volumique complète : la scène 3D est décrite par une collection dense de voxels.
Dans ce type de reconstruction, on privilégie l’information texturelle au détriment
de la localisation des structures. La reconstruction peut aussi être incomplète en
fournissant, par exemple, des reconstructions 3D de surfaces, généralement des
objets ciblés dans la scène 3D. Dans ce type de reconstruction, on met l’accent sur
l’information topologique ou la visualisation. Ces reconstructions sont obtenues
à partir d’une série d’acquisition 2D. Nous pouvons alors identifier deux sous-
groupes de méthodes selon que les acquisitions sont réalisées à partir d’un même
angle de vue ou d’angles de vue différents. Dans le premier cas, observant la
scène toujours d’un même point de vue, on peut focaliser l’acquisition à un plan
de profondeur précis. Selon le type de capteur (focal, confocal) la focalisation est
plus ou moins précise mais elle passe toujours par une étape de déconvolution [3]
qui permet d’éliminer l’information parasite qui provientde plans de focalisation
adjacents. Cette étape de traitement est difficile, elle nécessite des conditions d’ac-
quisition calibrées qui ne sont pas toujours possibles. La calibration permet de ren-
dre réalisable la déconvolution qui est un problème, rappelons-le, mal posé. Dans
le second cas, où l’on observe donc la scène à différents points de vue, la situa-
tion est plus favorable. À partir d’un grand nombre d’acquisitions, on peut utiliser
des techniques de reconstruction tomographique [11] pour obtenir une image 3D
complète. Le principe de la tomographie repose sur l’inversion de la transformée
de radon, qui est un problème bien posé. Cette technique est largement utilisée
en imagerie médicale (CT-X, IRM). Avec deux ou trois caméras, on peut aussi
reconstruire une image 3D par stéréoscopie [7]. Le procédé de reconstruction est
purement géométrique et bien posé. Toutefois, la stéréoscopie nécessite un bon
alignement des images, donc une phase de recalage qui peut être plus ou moins
difficile selon la nature des images et des scènes. La stéréovision est utilisée en
vision robotique mais aussi en imagerie médicale (images ultrasons 3D).

La seconde classe regroupe les méthodes de mise en correspondance 2D-3D.
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Elles ont pour objectif de reconstruire des primitives 3D à partir d’une seule vue
projective. Son rôle est de plus en plus important en imagerie médicale où elle
est connue sous le terme de recalage 2D-3D [10]. Ce recalage est défini par la
recherche de la meilleure transformation permettant de replacer un ensemble de
données multimodales dans un espace tridimensionnel commun. En utilisant des
images issues de diverses modalités, il permet de faire apparaître l’information
qui manque à une modalité dans l’autre modalité. La majoritédes applications
pour ce genre de recalage se trouve en radiologie. Elles concernent l’alignement
d’images scanner (CT) à une ou plusieurs images de projectionà rayons X (images
de simulateurs, images portiques, images générées par la fluoroscopie,etc). Ces
méthodes d’alignement dépendent bien-sûr du contexte applicatif et des modalités
utilisées. Nous pouvons distinguer essentiellement les méthodes basées sur des
primitives caractéristiques comme notamment les contours[1] et les méthodes
basées directement sur l’intensité de l’image [5, 8, 14].

Pour notre part, nous avons proposé une méthode de reconstruction 2D+t
vers 3D+t utilisant des informationsa priori sur la structure topologique des ob-
jets observés [13]. Cette méthode fournit d’abord une reconstruction de données
géométriquement correctes mais souffrant de l’ambiguïté de positionnement dans
la directionz, i.e.en profondeur. Cette ambiguïté est ensuite levée par une régular-
isation spatiale adéquate. C’est en continuité à ces travauxantérieurs que se situe
notre étude. Notamment, les méthodes proposées ici permettent de s’affranchir
des hypothèses faites sur la nature topologique des objets observés dans les acqui-
sitions. Nous nous sommes placés dans un contexte génériqueoù les acquisitions
sont réalisées selon un point de vue unique, comme c’est le cas en imagerie bi-
ologique. Nous supposons connue la transformation de la scène 3D en une image
2D.

3 Modélisation et hypothèses utilisées

Nous menons la reconstruction 3D+t à partir d’acquisitionstemporelles 2D+t,
entrecoupées par des acquisitions volumiques 3D. Nous adoptons dorénavant les
notations suivantes :

– X un vecteur position 3D,i.e.X = (x, y, z) ;
– x un vecteur position 2D,i.e.x = (x, y) ;
– W champ de vecteurs vitesse 3D,i.e.W = (u, v, w) ;
– I(X, t) une image 3D+t ;
– I2D(x, t) une image 2D+t ;
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– Î(X, t) l’estimée d’une image 3D+t ;
Concrètement, nous disposons de deux images 3D acquises à deux instants

distincts :I0 = I(X; 0) et I1 = I(X; 1). Ces deux images bordent une séquence
temporelleI2D(x; t) décrivant les projections successives des volumesI(X; t) en-
tre l’instant initial t = 0 et l’instant final t = 1 (voir figure 1). Notre étude
méthodologique repose sur l’existence d’une fonctionnellep qui réduit une scène
réelle tri-dimensionnelle en une image bi-dimensionnelle. Ainsi, chaque image
2D de la séquence vidéoI2D(x; t) est une projection de la structure 3D réelle cor-
respondante. Cette fonctionnelle dépend uniquement du processus d’acquisition
des données. Nous modélisonsp par une transformation linéaire et stationnaire :

p : E 7−→ F

p(I)(x, y) 7−→

∫

R
I(x, y, z) a(z)dz

︸ ︷︷ ︸

dµ(z)

, (1)

E correspond au domaine des images 2D etF à celui des images 3D et, la den-
sité de mesurea(z) dépend du dispositif d’acquisition et en particulier du plan
de focalisation etdµ(z) est une mesure de Lebesgue. D’après cette formulation,
cette projection intègre la contribution de tous les plans d’une structure 3D pour
former une image 2D, la contribution de chaque plan est pondérée par la densité
de mesurea(z). La position de ce plan dépend des caractéristiques du disposi-
tif d’acquisition et principalement de la distance focale.La transformation induit
par conséquent une perte d’information importante dans la direction z. L’objec-
tif est de réaliser une reconstruction 3D+t (temps/volume)complète de la scène
observée à partir de deux échantillonsI0 et I1 et d’une séquence vidéoI2D(x, t).
Les données 3D sont statiques, alors que la séquenceI2D(x, t), partiellement spa-
tiale, présente une résolution temporelle intéressante. Nous souhaitons restituer
une structure 3D à partir de chaque projectionI2D(x; t) existante. Évidemment, ce
problème est mal posé puisqu’il existe une infinité d’images3D correspondant à
la projection 2D. Toutefois, nous pouvons contraindre l’espace des solutions en
utilisant les valeurs des bords données par les imagesI0 et I1 et en imposant une
contrainte de régularité.̂I(X, t) désigne l’estimée tri-dimensionnelle déduite de
I2D(x) à l’instantt. Une condition sur̂I(X, t) découle directement du principe de
reconstruction adopté. En effet, il s’agit de maximiser la ressemblance entre la
projection de l’estimée 3D à l’instantt, i.e.p(Î)(X, t), et la donnéeI2D(x, t). Cela
nous fournit une première équation d’attache aux données qui contraintÎ(X, t) :

p(Î)(x, t) − I2D(x, t) = 0, ∀t ∈]0 , 1[ (2)
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Puisque les instantst et t− 1 sont supposés très proches et que les objets d’intérêt
évoluent lentement pendant cette durée, nous pouvons mettre en correspondance
Î(X, t) avec la structure 3DI(X, t−1) connue à l’instantt−1. Cette mise en cor-
respondance est quantifiée en terme d’un champ de déplacement W entre les deux
images. Il exprime l’hypothèse qu’un point en mouvement garde la même valeur
de niveau de gris au cours du temps ce qui implique la contrainte de mouvement
suivante :

Î(X, t) = I(X + W, t − 1) (3)

x

xM(X + W)

M ′(X)

W

I(X, t − 1) Î(X, t)

FIG. 2 – Mise en correspondance entre 2 structures 3D successives.

Nous estimons un champ rétrograde (voir figure 2) car la reconstruction des
images par compensation de mouvement rétrograde simplifie le processus d’in-
terpolation des voxels manquant dans les images estimées. Néanmoins, nous vi-
sualisons, dans la suite de l’article le champ opposé,i.e.−W, traduisant le mou-
vement réel des pixels det − 1 à t. Puisque la distance temporelle entre deux ac-
quisitions vidéo est infiniment petite, nous pouvons étendre le second membre de
l’égalité précédente à un développement limité d’ordre 1. L’équation précédente
s’écrit alors :

Î(X, t) = ∇I(X, t − 1).W + I(X, t − 1), (4)

où∇ = ( ∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

)T est l’opérateur gradient. Puisquep est linéaire, l’injection de
l’équation (4) dans la contrainte d’attache aux données (2)produit une contrainte
de données et de mouvement relative àW :

p(∇I(X, t − 1).W) + p(I(X, t − 1))(x, t) − I2D(x, t) = 0 (5)

Notre but est de résoudre l’équation (5) afin d’estimer un champ de déplacements
W à chaque instantt. Nous présentons deux types d’approches d’estimation du
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champ de vitesse de proche en proche. La première fournit un champ de vitesse
C0 par morceaux et la seconde estime un champ dense de vecteurs et régularisé.

En notantI ′

2D(x, t) la différence d’imagesp(I(X, t − 1)) − I2D(x, t), l’équa-
tion (5) s’écrit plus simplement :

p(∇I(X, t − 1).W) + I ′

2D(x, t) = 0 (6)

Cette équation est de type flot optique dans laquelle le gradient temporel de l’im-
age est remplacé par une différence d’image projetée.

Notre objectif est de résoudre cette équation pour chaque structure 3D,I(X, t−
1), et chaque différence d’images,I ′

2D(x, t), afin de reconstruire la séquence de
proche en proche.

4 Résolution directe par approximation constante
par morceaux

Le principe consiste à résoudre l’équation (6) sans recourir à l’ajout d’une
contrainte de régularisation supplémentaire sur le champ de vitesse recherché. Le
modèle ajuste, dans chaque voisinage spatialΩl du point considéré (voir figure 3),
les contraintes locales du premier ordre à une valeur fixe deWl. Cela revient
à résoudre l’équation (6) en tout point de l’image volumiqueen supposant que
le champ soit constant en tout point d’un voisinage donné centré autour de ce
point [9]. Ainsi, pour estimer le champ de vitesse en une position donnée de la
structure 3D, il suffit de définir un voisinageΩl cubique de côtén et de résoudre
localement l’équation (6) sous l’hypothèse que le champ de vecteur vitesse est
égal à une valeur fixeWl surΩl. Cela se traduit par l’équation suivante valable
sur le sous-domaineΩl :

E(Wl) =

n

2∑

i=−
n

2

n

2∑

j=−
n

2

‖pk(∇I.Wl)(i, j) + I ′

2D(i, j)‖
2 (7)

oùWl est un vecteur constant dansΩl, Jk la restriction deI(X, t−1) au voisinage
considéré de côtén etpk la restriction de la projectionp aux plans de ce voisinage,
définie par :

pk(I)(i, j) =

m=k+n

2∑

m=k−n

2

amJk(i, j,m), (8)
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Les coefficientsam proviennent de la formulation discrète de la projectionp don-
née, dans le cas continu, par l’équation (1) à la section 3. Ainsi on peut écrire
matriciellementE sous la forme :

E(W ) = ‖PAW − B‖2, (9)

Quatre éléments agissent dans l’énergieE : P , A, W etB se rapportant respective-
ment à la projection, la fenêtre cubique des gradients spatiaux, le vecteur vitesse
et la composante temporelle.P (n × n, n × n × n) est une matrice bande (voir
équation (10) à la page suivante) dont les éléments dépendent des coefficientsak

de la restriction de la projectionpk au voisinage considéré.

P =









ak−n

2
. . . ak+n

2
0 . . . 0

0 . . . . . . . . . 0 ak−n

2
. . . ak+n

2
0 . . . 0

... 0 . . . . . . . . . 0
. . . 0

... . . . . . . 0 ak−n

2
. . . ak+n

2









(10)

Pour un voisinage centré au pixelP de coordonnée(i, j, k), chaque colonne
deA (voir équation (12) représente une suite ordonnée de pixelsobtenue en par-
courant d’abord les restrictions des gradients spatiauxIx, Iy etIz à ce voisinage en
profondeur puis en hauteur et finalement en largeur. Le voisinageΩl est représenté
schématiquement à la figure 3. Rappelons que :

∇I = (Ix, Iy, Iz)
T (11)
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Z

Ωl

j

i

k

Y

X

FIG. 3 – Représentation schématique du voisinageΩl.

A(n × n × n, 3) =







































∇I(i − n
2
, j − n

2
, k − n

2
)

∇I(i − n
2
, j − n

2
, k − n

2
+ 1)

...
∇I(i − n

2
, j − n

2
, k + n

2
)

∇I(i − n
2

+ 1, j − n
2
, k − n

2
)

...
∇I(i − n

2
+ 1, j − n

2
, k + n

2
)

...

...
∇I(i + n

2
, j − n

2
, k + n

2
)

∇I(i + n
2
, j − n

2
+ 1, k − n

2
)

...
∇I(i + n

2
, j − n

2
+ 1, k + n

2
)

...

...

...
∇I(i + n

2
, j + n

2
, k + n

2
)







































(12)

12



Rapport de recherche LIP6

Wl(3, 1) est un vecteur constant à trois composantes, soit :

Wl =





ul

vl

wl





Et B(n × n) est un vecteur représentant une suite ordonnée des pixels com-
posant le voisinage carré de côtén considéré dans la différence d’imagesI ′

2D :

B =






















I ′

2D(i −
n
2
, j − n

2
)

I ′

2D(i −
n
2
, j − n

2
+ 1)

...
I ′

2D(i −
n
2
, j + n

2
)

I ′

2D(i −
n
2

+ 1, j − n
2
)

...
I ′

2D(i −
n
2

+ 1, j + n
2
)

...

...
I ′

2D(i + n
2
, j + n

2
)






















Le problème de la minimisation de (9) correspond donc simplement à une
régression linéaire. Dans ce cas, la solution est directe etdonnée par la méthode
des moindres carrés [2] :

Wl = [A′T A′]−1A′T B, (13)

Avec A′ = PA et A′T la transposée deA′. La matrice produitA′(n × n, 3) a la
forme analytique suivante :
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A′ =































m=k+n

2∑

m=k−n

2

am∇I(i −
n

2
, j −

n

2
,m)

m=k+n

2∑

m=k−n

2

am∇I(i −
n

2
, j −

n

2
+ 1,m)

...
l=k+n

2∑

m=k−n

2

am∇I(i −
n

2
, j +

n

2
,m)

...

...
m=k+n

2∑

m=k−n

2

am∇I(i +
n

2
, j +

n

2
,m)































L’équation (9) peut être résolue si la matriceA′T A′ n’est pas singulière, ce qui
n’esta priori jamais le cas sauf pour les zones où la distribution de l’intensité est
constante.A′T A′ est la matrice de taille3 × 3 symétrique définie par l’expression
donnée par l’équation (14) à la page suivante.

A′T A′ =















∑

n×n

pk(Ix)
2

∑

n×n

pk(Ix)pk(Iy)
∑

n×n

pk(Ix)pk(Iz)

∑

n×n

pk(Ix)pk(Iy)
∑

n×n

pk(Iy)
2

∑

n×n

pk(Iy)pk(Iz)

∑

n×n

pk(Ix)pk(Iz)
∑

n×n

pk(Iy)pk(Iz)
∑

n×n

pk(Iz)
2















(14)

Cette méthode permet en principe de fournir un champ dense de vecteur vitesse
puisque en chaque pointl de l’image, on peut calculer un vecteur vitesse par inver-
sion de l’équation du flot optique sur le voisinageΩl. En pratique, on ne procède
pas ainsi car les coûts algorithmiques seraient trop importants. Il est préférable
de calculer le champ de vitesse sur une grille sous-échantillonnée. On peut alors
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faire se chevaucher les voisinagesΩl pour contrôler dans une certaine mesure la
régularité spatiale du champ des vitesses.

5 Approche variationnelle

Une seconde méthode proposée est d’estimer un champ dense par formulation
variationnelle [6]. Afin de résoudre l’équation (6), nous construisons une énergie
dont le minimum fournit une estimation de la solution. Le terme de coût lié à cette
contrainte d’attache aux données est :

E1(W) =

∫∫

R2

(
p(∇I(X, t − 1).W) + I ′

2D(x, t)
)2

dxdy

En introduisant les gradients spatiaux deI(X, t − 1) dans les trois directions
(Ix, Iy et Iz) (11), cette équation s’écrit :

E1(W) =

∫∫

R2

(
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D(x, t)
)2

dxdy (15)

La solution du problème de la minimisation de (15) est alors donnée par un

zéro des équations d’Euler-Lagrange associées, c’est-à-dire
∂E1

∂W
= 0. La quantité

∂E1

∂W
est la différentielle de la fonctionnelleE1. Cette fonctionnelle est convexe,

donc les équations d’Euler-Lagrange associées ont une solution unique qui cor-
respond à un minimum global de (15). Malheureusement l’équation (6) est sous
dimensionnée car le vecteurW possède 3 composantes. Nous ajoutons, dans la
fonctionnelle, un terme régularisant qui contraint les variations spatiales deW :

E2(W) =

∫∫∫

R3

(

‖∇u‖2 + ‖∇v‖2 + ‖∇w‖2

)

dxdydz

Finalement, nous minimisons l’énergie totale enW :

E(W) = E1(W) + αE2(W), (16)

oùα est un coefficient pondérant les effets de la régularisation. Nous avons main-
tenant un problème bien posé mais la nouvelle fonctionnellen’est plus convexe.
Cela implique que la solution obtenue par calcul d’un zéro de la différentielle de
E correspond à un minimum local.

Nous devons maintenant calculer explicitement la différentielle deE. Pour
cela nous utilisons la dérivée directionnelle définie par laformule de Gâteau :

15
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Définition 1 (Dérivée de Gâteau)La dérivée d’une fonctionnelleE en un point
u dans la directiong est donnée par :

lim
λ→0

F (u + λg) − F (u)

λ

Si cette quantité existe, c’est une forme linéaire continueen g et nous la notons
∂F
∂u

(g).

Propriété 1 Dans ce cas, le théorème de représentation de Riesz établit que :

∂F

∂u
(g) = 〈

∂F

∂u
, g〉L1 , (17)

où 〈, 〉L1 est le produit scalaire associé à l’espaceL1 des fonctions intégrables.

Le terme
∂F

∂u
est la différentielle recherchée. Nous devons donc écrire les

dérivées directionnelles sous la forme d’un produit scalaire. CommeW est une
fonction à valeurs dansR3, nous effectuons d’abord le calcul des dérivées deE1

par rapport àu, v et w fixes, suivant une directiong quelconque. En d’autres
termes, il s’agit de calculer :

lim
λ→0

E1(u + λg) − E1(u)

λ
(18)

Nous développons alors l’expressionE1(u + λg, v, w) − E1(u, v, w) et obtenons
après simplification :

E1(u + λg, v, w) − E1(u, v, w) =

λ2

∫∫

p(Ixg)2dxdy +

2λ

∫∫

p(Ixg)[p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D]dxdy

(19)

En divisant parλ et en passant à la limite, nous obtenons :

lim
λ→0

E1(u + λg) − E1(u)

λ
=

2

∫∫

p(Ixg)[p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D]dxdy
(20)

À cause de la présence de la fonction de projectionp, le second membre de l’é-
galité (20) n’est pas sous la forme du produit scalaire définipar l’expression (17).
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Nous remplaçons, dans l’équation (20),p par son expression générale dans le cas
continu 1. Injecté dans le premier membre de l’égalité (20),nous obtenons :

∫∫

p(Ixg)
(
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

)
dxdy =

∫∫ [∫

z

a(z)Ixgdz

]
(
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

)
dxdy

(21)

La fonction ψ(x, y) = p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D dépend uniquement des
variablesx et y. En d’autres termes, à cause de la présence de la fonction de
projectionp, cette fonction est indépendante de la variablez. D’après le théorème
de Fubini, nous avons :

∫∫

p(Ixg)ψ(x, y)dxdy =
∫∫∫

a(z)Ixg(x, y, z).ψ(x, y)dzdxdy
(22)

En posant le changement de mesure :azdz = dµ(z), l’égalité (22) devient :
∫∫

p(Ixg)ψ(x, y)dxdy =
∫∫∫

Ixg(x, y, z)ψ(x, y)dxdydµ(z)
(23)

Donc :

lim
λ→0

E1(u + λg) − E1(u)

λ
=

2

∫∫∫

Ixg
[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
dxdydµ(z)

(24)

Nous remarquons alors que cette dernière expression représente bien le produit
scalaire entre deux fonctions données définies en (17). Ainsi :

lim
λ→0

E1(u + λg) − E1(u)

λ
= 〈g, 2Ix

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
〉 (25)

D’après la propriété 1, la dérivée de Gâteau par rapport àu est donc :

∂E1

∂u
= 2Ix

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
(26)

17



Rapport de recherche LIP6

D’une manière analogue, les différentielles deE1 env etw sont :

∂E1

∂v
= 2Iy

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]

∂E1

∂w
= 2Iz

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]

Nous ne donnons pas les détails du calcul des gradients du terme de régulari-
sationE2 qui est classique, le lecteur pourra consulter [4, 12]. Ce calcul donne le
système d’équations suivant :

∂E2

∂u
= −2α∆u

∂E2

∂v
= −2α∆v

∂E2

∂w
= −2α∆w

Nous écrivons ensuite que les trois composantes de
∂E

∂W
sont nulles pour aboutir

au système d’équations suivant :

Ix

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆u = 0

Iy

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆v = 0

Iz

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆w = 0

(27)

Afin de converger vers un minimum local, nous utilisons les équations d’évolution
associées à celles du système (27). Nous sommes toutefois assurés d’atteindre le
minimum global que si la condition initiale est suffisammentproche de la solution.
Les équations d’évolution sont alors équivalentes à une méthode de descente dans
la direction du gradient :

du

dt
+ Ix

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆u = 0

dv

dt
+ Iy

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆v = 0

dw

dt
+ Iz

[
p(Ixu + Iyv + Izw) + I ′

2D

]
− α∆w = 0
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6 Expérimentation

Afin de valider l’étude théorique concernant les approches ne tenant pas compte
d’un modèle de données bien déterminé, nous construisons unlot de données
volumiques. Nous considérons une séquence 3D+t simple contenant un cube de
couleur homogène qui se déplace vers le bas et en profondeur,vers l’intérieur.
Nous simulons la projection perspective produisant la séquence vidéo 2D+t inter-
médiaire. Considérons maintenant la première image 3DI0 obtenue et la première
projectionI2D(x, t1). Ces deux structures nous permettent de calculer le champ de
déplacements entre les deux structures et de restituer la donnée 3D à l’instantt1.
Nous estimons ce champ de déplacement à l’aide des deux méthodes présentées
dans cet article. Afin de visualiser le résultat de calcul deschamps de déplace-
ments, nous représentons une section de l’image volumique avec la restriction des
champs calculés aux composantesu et v (voir figure 4). Nous rappelons que les
composantesu etv contiennent des informations relatives aux déplacements dans
la direction respectivement deX et deY . Enfin, les gradients spatio-temporels
qui constituent nos données d’entrée sont calculés par convolution sur un noyau
gaussien 3D dérivé respectivement dans les trois directions. La variance du noyau
est fixée à 1 ce qui correspond à un lissage modéré.

D’après la figure 4, le champ de déplacements généré par la méthode différen-
tielle globale est lisse. De plus, les déplacements sont localisés sur les frontières
du cube en mouvement. Néanmoins, les déplacements estimés par la méthode lo-
cale s’étalent sur une région plus large. Cela est dû au fait que l’estimation locale
du mouvement sur un voisinage de taille donnée produit un champ continu par
morceaux. Plus la taille du voisinage considéré est grande,meilleure est la qualité
de reconstruction, mais plus lente est la résolution. Nous abordons, par ailleurs,
un cas d’occultation d’objets en profondeur. Nous considérons une image 3D con-
tenant deux cubes qui se recouvrent lors de la projection 2D.D’après la figure 5,
nos deux méthodes estiment des champs corrects de point de vue amplitude et
directions.

7 Conclusion

Nous avons présenté dans cette étude deux approches possibles pour résoudre
la problématique de la reconstruction 3D+t n’impliquant pas de connaissances
a priori sur le modèle de données. Le principe est de résoudre une équation de
transport de la luminosité en chaque voxel, en établissant des hypothèses sur la
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(a) Champ de vitesses estimé à l’aide de la
méthode différentielle globale,α = 100, le
nombre d’itérations est de50.

(b) Champ de vitesses estimé à l’aide de la
méthode locale, testé sur un voisinage cubique
de côté5 pixels.

FIG. 4 – Représentation des composantesu et v des champs de vitesse estimés,
de gauche à droite, par la méthode variationnelle (a) et la méthode directe (b) sur
une section d’une image volumique comprenant un cube qui se déplace de haut
vers le bas et vers l’intérieur.
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(a) Coupe de l’image 3DI0 à deux profondeurs montrant
les deux carrés en déplacement.

(b) Image 2DI2D(x, t1), pro-
jection à l’instantt1.

(c) Champ de vitesse estimé à l’aide de la méthode différen-
tielle, α = 100, le nombre d’itérations est de50.

(d) Champ de vitesse estimé à l’aide de la méthode directe,
testé sur un voisinage cubique de côté5 pixels.

FIG. 5 – Représentation des composantesu etv des champs de vitesse estimés, de
haut en bas, par la méthode variationnelle et la méthode directe sur deux sections
d’une image volumique comprenant deux cubes qui se déplacent respectivement
vers le bas et vers le haut.
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nature du mouvement à calculer. La méthode différentielle consiste à contraindre
spatialement le champ de déplacement estimé de proche en proche. Cette méthode
génère un champ dense ayant un aspect visuel lisse satisfaisant. La méthode di-
recte consiste à résoudre l’équation de conservation de la luminosité en supposant
que le champ de vitesse soit constant sur un voisinage de taille donnée. Cette méth-
ode fournit un champ continu par morceaux. Plus la taille du voisinage considéré
pour la résolution de cette équation est élevée, meilleure est la qualité de recon-
struction, mais aussi, plus le temps d’exécution de l’algorithme associé est impor-
tant. Ce dernier, comparé à la résolution itérative mise en œuvre dans la méthode
différentielle, présente l’avantage d’être plus simple. En évitant le lissage généré
par la régularisation, pouvant être une contrainte trop forte sur les données, il peut
s’avérer plus adapté au contexte des données biologiques. Néanmoins, l’exécution
de cet algorithme peut induire des erreurs d’estimation desdéplacements car elle
repose sur l’inversion de matrices dépendant des gradientsde l’image. En par-
ticulier la méthode ne fonctionne pas sur des zones homogènes. Cette difficulté
peut être levée en excluant du calcul les zones de pixels de faible norme du gra-
dient spatial. Nous avons montré que la reconstruction 3D est possible par calcul
du flot optique. Évidemment, ces approches souffrent des limitations connues de
la formulation relative à la contrainte du flot optique. En l’occurrence, l’estima-
tion des larges déplacements n’est pas adapté. Cette formulation a aussi une faible
robustesse vis à vis des gradients spatio-temporels servant de données d’entrée.
De plus, la régularisationL2 mise en œuvre dans l’approche variationnelle peut
être très contraignante. Néanmoins, il est parfaitement possible d’adapter toutes
les variantes qui existent autour de la résolution du flot optique qui permettent de
résoudre les problèmes que nous venons de citer.
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