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G�EN�ERALISATIONS DE R�ESULTATS SUR LES ID�EAUX DE GALOIS

ANNICK VALIBOUZE

R�esum�e

Cet article a pour but de g�en�eraliser des propri�et�es sur les id�eaux de Galois pour le calcul
eÆcace de corps de d�ecomposition.

Abstract

The goal of this paper is to generalize some properties about Galois ideals in order to
compute eÆciently splitting �elds.

1. Introduction

La construction du corps de d�ecomposition K d'un polynôme f d'une variable sur un
corps parfait k se r�ealise dans [21] avec des id�eaux de k[x1; x2; : : : ; xn], dit id�eaux de Galois
( avec x1; : : : ; xn des variables alg�ebriquement ind�ependantes). L'algorithme GaloisId�eal
qui y est propos�e construit une châ�ne ascendante de tels id�eaux :

I1 � I2 � � � � � Il =M(1)

o�u l' id�eal I1 est par d�efaut l'id�eal des relations sym�etriques qui contient tous les id�eaux
de Galois du polynôme f , et M est un id�eal maximal tel que le corps K soit isomorphe
�a l'anneau quotient k[x1; x2; : : : ; xn]=M.

Pour chaque id�eal Ij de la châ�ne (1), il s'agit de calculer un ensemble triangulaire Tj
l'engendrant et un stabilisateur Lj, une partie de Sn, le groupe sym�etrique de degr�e n.
L'id�eal des relations sym�etriques est engendr�e par les modules de Cauchy et poss�ede Sn
comme stabilisateur ; l'id�eal maximalM a comme stabilisateur un groupe isomorphe au
groupe de Galois de K sur k.

L'algorithme GaloisId�eal impose que chaque stabilisateur Lj soit un groupe. Or, dans
[18] sont construits eÆcacement des id�eaux de Galois dont les stabilisateurs ne sont pas
des groupes (voir aussi Paragraphe 10). Pour calculer l'id�ealM �a partir de tout id�eal de
Galois, nous devons g�en�eraliser l'algorithme GaloisId�eal. C'est ce que vont permettre
les r�esultats de cet article.

Cet article se d�ecompose ainsi : le paragraphe 2 d�e�nit les id�eaux de Galois, leurs
stabilisateurs, le groupe de Galois et rappelle des r�esultats de [21] qui seront utiles pour
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la suite de l'article ; le paragraphe 3 est un rappel sur les id�eaux triangulaires et contient
un th�eor�eme qui donne une condition suÆsante pour qu'un id�eal triangulaire soit un id�eal
de Galois ; le paragraphe 4 explique quels sont les r�esultats �a obtenir pour g�en�eraliser
l'algorithme GaloisId�eal ; les paragraphes suivant vont fournir les r�esultats th�eoriques
permettant cette g�en�eralisation ; le paragraphe 5 �xe des notations et hypoth�eses g�en�erales
pour la suite de l'article ; le paragraphe 6 comporte un th�eor�eme sur la d�ecomposition de
la vari�et�e d'un id�eal de Galois et de son stabilisateur ; le paragraphe 7 est d�edi�e au calcul
des r�esolvantes ; le paragraphe 8 g�en�eralise les matrices des groupes et des partitions (voir
[5] et [20]) ; le paragraphe 9 contient les th�eor�emes permettant de calculer un id�eal de
Galois contenant un id�eal de Galois donn�e (i.e. il sera aussi possible de calculer Ij �a
partir de Ij�1 lorsque le stabilisateur Lj�1 n'est pas un groupe) ; au paragraphe 10, nous
traiterons un exemple illustrant les r�esultats de cet article. Cet exemple vient compl�eter
l'exemple du polynôme f12 qui nous suivra tout au long de l'article pour en illustrer les
r�esultats (voir Exemple 1.1). Nous aboutirons ainsi au calcul d'un ensemble triangulaire
engendrant un id�eal maximal, not�e M12, associ�e au polynôme f12.

Exemple 1.1. Pour tout cet article, nous �xons le polynôme f12(x) = x8 + 9x6 + 23x4 +
14x2 + 1 irr�eductible sur Q et calcul�e par Mattman, McKay et Smith (communication
priv�ee). L'id�eal des relations sym�etriques engendr�e par les 8 modules de Cauchy du
polynôme f12, de degr�es respectifs 8 en x1, 7 en x2,. . . , 1 en x8, est par d�efaut le point
de d�epart de l'algorithme GaloisId�eal. Or, avec les r�esultats de [18], �a partir de la fac-
torisation de f12 dans Q(�1), nous construisons rapidement l'id�eal de Galois J12 engendr�e
par T12, l'ensemble triangulaire s�eparable suivant :

T12 = f x81 + 9x61 + 23x41 + 14x21 + 1;

x2 + x1;

x33 + (x71 + 8x51 + 16x31 + 3x1)x
2
3 + (x61 + 9x41 + 21x21 + 6)x3

+x71 + 9x51 + 23x31 + 14x1;

x24 + (x71 + 8x51 + 16x31 + 3x1)(x4 + x3) + x3x4 + x23 + x61 + 9x41 + 21x21 + 6;

x5 + x4 + x3 + x71 + 8x51 + 16x31 + 3x1;

x6 + x3;

x7 + x4;

x8 + x5 g :

Simultan�ement au calcul de J12, nous savons :
- que le groupe G12 d'ordre 24 et engendr�e dans S12 par les permutations
(1; 3; 2; 6)(4; 5; 7; 8) et (1; 3; 7)(2; 6; 4) est, �a un isomorphisme pr�es, le groupe de Galois
du corps de d�ecomposition du polynôme f12 sur Q ,
- et qu'un stabilisateur de J12 est la partie L12 de S12 qui s'exprime comme une union
(disjointe) de deux classes �a droite du groupe G12 :

L12 = G12 +G12(3; 4)(6; 7) :
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Remarquons qu'il est impossible de consid�erer n'importe quel conjugu�e du groupe de Ga-
lois de f12 pour �etudier l'id�eal J12 et en d�eduire un id�eal maximal qui le contient. Pour
calculer (uniquement) le groupe de Galois, R.P. Stauduhar en consid�ere un conjugu�e quel-
conque et r�eordonne les racines approxim�ees num�eriquement a�n qu'elles correspondent
�a ce conjugu�e (voir [19]). Ici, le conjugu�e ne peut être quelconque et nous pr�ecisons au
fur et �a mesure les contraintes sur l'ordre des racines de f12 sans jamais les calculer. Au
d�epart, la contrainte est que le 8-uplet � de ses racines appartienne �a la k-vari�et�e aÆne
de l'id�eal J12.

L'id�eal J12 est l'intersection de deux id�eaux maximaux dont l'un, M12, poss�ede le
groupe G12 comme stabilisateur et l'autre le groupe (3; 4)(6; 7)G12(3; 4)(6; 7). Nous
cherchons �a calculer l'id�eal M12. Il est �eventuellement possible de le calculer par une
m�ethode classique : la d�ecomposition de J12 en id�eaux premiers. Mais cette m�ethode
g�en�erale est bien plus coûteuse qu'un algorithme adapt�e aux id�eaux de Galois comme
GaloisId�eal. Notons gi, le i-i�eme polynôme de T12. Il est �egalement possible de fac-
toriser le polynôme g4 de degr�e 2 en x4 dans le corps Q (�1; �3) isomorphe �a l'anneau
quotient Q [x1; x3]= < g1(x1); g3(x1; x3) > qui est de degr�e 24 sur Q (voir [3]). Cette fac-
torisation est �egalement moins eÆcace que ce que nous proposons. Elle le sera encore
moins pour de nombreux autres exemples (voir [18]).

Or, avec les connaissances actuelles, l'id�eal J12 est inutilisable pour l'algorithme
GaloisId�eal puisque son stabilisateur L12 n'est pas un groupe. L'id�eal des relations
sym�etriques, argument possible de l'algorithme GaloisId�eal, est quant �a lui l'intersection
de 1680=8!/card(G12) id�eaux maximaux. La g�en�eralisation de GaloisId�eal aux id�eaux
de Galois qui comme J12 ont des stabilisateurs qui ne sont pas des groupes induira donc
un gain tr�es important pour le calcul de corps de d�ecomposition (i.e. de l'id�eal M).

2. Rappels

Cette partie reprend les r�esultats de [21] que nous ne red�emontrons donc pas.

Nous nous donnons un polynôme f d'une variable sur k et de racines suppos�ees dis-

tinctes � = (�1; �2; : : : ; �n) dans une clôture alg�ebrique k̂ de k. Le corps de d�ecomposition
K de f est donc k(�1; �2; : : : ; �n).

Nous notons M l'id�eal des �-relations d�e�ni par :

M = fR 2 k[x1; : : : ; xn] j R(�1; : : : ; �n) = 0g :

Cet id�eal est maximal puisqu'il est le noyau du morphisme surjectif d'�evaluation qui �a
P dans k[x1; x2; : : : ; xn] associe P (�1; �2; : : : ; �n) dans k(�1; �2; : : : ; �n).

Le groupe de Galois de � sur k, not�e Galk(�) est d�e�ni par :

Galk(�) = f� 2 Sn j (8R 2 M) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g :
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Pour une partie H du groupe sym�etrique Sn (non n�ecessairement un groupe), l'(�;H)-
id�eal de Galois (sur k), not�e IH

�
, est d�e�ni par :

IH
�
= fR 2 k[x1; : : : ; xn] j (8� 2 H) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g :

Un tel id�eal est appel�e un id�eal de Galois de f (sur k).
L'id�eal ISn

�
est appel�e l'id�eal des relations sym�etriques (entre les racines du polynôme

f). L'id�eal des �-relationsM est l'id�eal IIn
�

o�u In est le sous-groupe identit�e de Sn. Nous

simpli�ons cette notation en posant I� = IIn
�
.

Fixons un id�eal de Galois J de f et choisissons le n-uplet � de racines de f de telle

sorte qu'il appartienne �a V (J) = f� 2 k̂n j (8R 2 J) R(�) = 0g, la k-vari�et�e aÆne de J .

Le stabilisateur de J relatif �a �, not�e Stab(J; �), est d�e�ni par :

Stab(J; �) = f� 2 Sn j (8R 2 J) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g :

Ce stabilisateur est l'union des parties H de Sn telles que J soit l'(�;H)-id�eal de Galois
(i.e. J = IH

�
). L'id�eal J est aussi appel�e l'�-id�eal de Galois de stabilisateur Stab(J; �).

L'exemple de l'id�eal J12 de l'introduction montre qu'un stabilisateur n'est pas
n�ecessairement un groupe. Une condition n�ecessaire et suÆsante pour que Stab(J; �)
soit un groupe est qu'il existe un sous-groupe H de Sn tel que J = IH

�
et que H contienne

le groupe de Galois Galk(�). Dans ce cas, l'id�eal J ne poss�ede qu'un stabilisateur, le
groupe H, que nous appelons le stabilisateur de l'id�eal J et que nous notons Stab(J).

Remarque 1. Le stabilisateur de l'id�eal des relations sym�etriques est le groupe
sym�etrique Sn et celui de l'id�eal des �-relations,M = I�, est le groupe de Galois Galk(�).
En particulier, nous avons :

I� = IGalk(�)
�

:

Nous avons les identit�es suivantes :

V (J) = f(��(1); : : : ; ��(n)) 2 k̂n j � 2 Stab(J; �)g et(2)

Stab(J; �) = Galk(�)H = fgh j g 2 Galk(�) ; h 2 Hg(3)

pour toute partie H de Sn telle que J soit l'(�;H)-id�eal de Galois et donc en particulier
pour H =Stab(J; �). Nous constatons que Galk(�) � Stab(J; �).

Si I est un id�eal de Galois de f (sur k) contenant J et tel que � 2 V (I) alors :

Stab(I; �) � Stab(J; �) :(4)

Pour tout ensemble G de parties de Sn, nous avons l'identit�e :
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I[H2GH

�
=
\

H2G

IH
�

:(5)

3. Id�eaux triangulaires

Rappelons ci-dessous la d�e�nition d'un ensemble triangulaire s�eparable :

Un sous-ensemble T de n polynômes de k[x1; : : : ; xn] est dit triangulaire si
T = ff1(x1); f2(x1; x2); : : : ; fn(x1; : : : ; xn)g o�u chaque polynôme fi est unitaire en
tant que polynôme en xi avec deg(fi; xi) > 0. Cet ensemble triangulaire est dit s�eparable
si chaque polynôme fi de T v�eri�e la condition suivante :

8(�1; : : : ; �n) 2 k̂n tel que 8j 2 [[1; n]], fj(�1; : : : ; �j) = 0, le polynôme d'une variable

fi(�1; : : : ; �i�1; x) n'a pas de racine multiple dans k̂[x].

La liste (deg(f1; x1), deg(f2; x2),. . . , deg(fn; xn)) est appel�ee la liste des degr�es initiaux
de l'ensemble T (ou de l'id�eal qu'il engendre).

Un id�eal est dit triangulaire s'il est engendr�e par un ensemble triangulaire s�eparable.

Lorsque le stabilisateur d'un id�eal de Galois est un groupe alors la liste de ses degr�es
initiaux est calculable �a partir de ce groupe (voir [8]).

Exemple 3.1. L'id�eal de Galois J12 est triangulaire engendr�e par les polynômes de T12.
La liste de ses degr�es initiaux est (8; 1; 3; 2; 1; 1; 1; 1). L'id�eal maximal M12 poss�ede le
groupe de Galois G12 comme stabilisateur. Le calcul montre que la liste de ses degr�es
initiaux est (8; 1; 3; 1; 1; 1; 1; 1). Notons gi(x1; : : : ; xi) le i-�eme polynôme de l'ensemble T12.
Alors g1; g2; g3 et g5; g6; g7; g8 appartiennent �a un ensemble triangulaire engendrant l'id�eal
M12 (car J12 � M12). Pour connâ�tre un ensemble triangulaire l'engendrant, il reste �a
trouver un polynôme de la forme x4 + h(x1; x3) (avec h 2 Q [x1; x3]) qui appartienne �a
M12.

Nous avons le th�eor�eme suivant qui nous donne une condition suÆsante pour qu'un
id�eal triangulaire soit de Galois :

Th�eor�eme 3.2. Soit I un id�eal triangulaire sur k[x1; : : : ; xn] tel que sa vari�et�e V (I) soit
incluse dans la vari�et�e V (ISn

�
) = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 Sng. Alors I est un id�eal de

Galois de f .

D�emonstration. Par hypoth�ese, V (I) = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 Hg o�u H est une partie
Sn. Comme l'id�eal I est engendr�e par un ensemble triangulaire s�eparable, il est radical.
Donc I est l'id�eal de V (I), c'est-�a-dire que :

I = fR 2 k[x1; : : : ; xn] j (8� 2 H) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g = IH
�

et que I est un id�eal de Galois dont H est le stabilisateur relatif �a �. �
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4. L'algorithme GaloisId�eal et sa g�en�eralisation

Supposons que I soit un id�eal de Galois de f engendr�e par un ensemble triangulaire T
et ayant S comme stabilisateur relatif �a � 2 V (I).
L'algorithme GaloisId�eal calcule un id�eal de Galois I 0 contenant strictement I (i.e.

un stabilisateur de I 0 et un ensemble triangulaire l'engendrant) et recommence avec cet
id�eal I 0. L'algorithme se termine sur l'id�eal maximal M (nous verrons plus loin le test
d'arrêt).

La premi�ere �etape consiste �a choisir un sous-groupe H de Sn inclus dans S et �a calculer
un polynôme d'une variable appel�e H-r�esolvante S-relative de � (voir Paragraphe 7).

Pour calculer une telle r�esolvante, il faut appliquer l'algorithme de [8] qui, �a partir de
l'ensemble triangulaire T , calcule une puissance de cette r�esolvante que S soit ou non un
groupe. Si S est un groupe, le degr�e de la r�esolvante �etant connu (c'est l'indice de H
dans S), la r�esolvante l'est aussi (cela a son importance car seuls ses facteurs simples sont
exploitables). Nous allons montrer comment calculer le degr�e de la r�esolvante dans le cas
o�u S n'est pas un groupe (voir Paragraphe 7).

Une fois un facteur simple de cette r�esolvante obtenu, GaloisId�eal applique le
th�eor�eme 3.27 de [21] pour en d�eduire des g�en�erateurs de l'id�eal I 0 = IH

�
. Mais ce th�eor�eme

n'est applicable que dans le cas o�u S et Stab(I 0; �) sont des groupes. Au paragraphe 9,
nous g�en�eraliserons ce th�eor�eme sans condition sur les stabilisateurs des id�eaux I et I 0.

Dans l'algorithme GaloisId�eal un des param�etres est une liste de groupes, dite liste
de candidats, pouvant être le groupe de Galois de � sur k. Avec une r�esolvante S-relative,
en utilisant la matrice des groupes relative �a S ou celle des partitions (voir Paragraphe 8),
il est possible d'exclure des groupes de cette liste de candidats. Le calcul de la châ�ne (1)
d'id�eaux de Galois aboutissant �a l'id�eal maximalM s'en trouve grandement simpli��e. En
particulier, le groupeH est choisi parmi ces groupes et l'algorithme se termine lorsque qu'il
n'existe plus qu'un seul groupe dans cette liste (�a conjugaison pr�es dans S). Seulement
les matrices des groupes et des partitions ne sont d�e�nies et utilisables que lorsque S est
un groupe. Le Paragraphe 8 les g�en�eralisera au cas o�u S est quelconque.

Ainsi, avec les r�esultats de cet article, nous pourrons appliquer l'algorithme
GaloisId�eal �a tous id�eaux de Galois.

5. Notations et Hypoth�eses g�en�erales

Pour toute la suite, nous �xons J un id�eal de Galois de f . Nous consid�erons � 2 V (J)
et nous posons L =Stab(J; �). L'int�erêt de tout ce qui va suivre est de ne pas supposer
que L est un groupe.
Nous posons G =Galk(�), le groupe de Galois de � sur k, et nous notons M le groupe

engendr�e par L dans Sn. Comme le groupe M contient G, il est le stabilisateur de l'id�eal
IM
�
. Nous �xons H un sous-groupe de M tel que H � L.
Nous avons donc les inclusions suivantes :
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G = Stab(M) � L = Stab(J; �) �M = Stab(IM
�
; �) et(6)

IM
�

� J � IH
�
� M = I� :(7)

Exemple 5.1. Nous savons que L12 (de cardinal 48) est le stabilisateur de l'id�eal J12
relatif �a un certain � dans V (J12). Le groupe engendr�e par L12 est le groupe M12 d'ordre
192 et engendr�e dans S8 par les permutations (1, 5)(2, 8)(3, 4)(6, 7), (1, 4)(2, 7)(3, 5)(6,
8), (1, 6)(2, 3)(4, 8)(5, 7), (1, 3, 4)(2, 6, 7) et (1, 2)(3, 4, 6, 7).

6. D�ecomposition de l'id�eal J et de sa vari�et�e

Pour � 2 Sn et R 2 k[x1; x2; : : : ; xn], posons �:� = (��(1); : : : ; ��(n)) et �:R =
R(x�(1); : : : ; x�(n)).

Lemme 6.1. Soit � 2 Sn. Nous avons les trois identit�es suivantes :

Galk(�:�) = ��1G� ; I�:� = IG�
�

et V (I�:�) = f�:� j � 2 G�g :

L'id�eal I�:� �etant maximal, la vari�et�e V (I�:�) est irr�eductible.

D�emonstration. Soit � = ��1g� 2 ��1G� , avec g 2 G et R 2 I�:� ; pour montrer
que � 2Galk(�:�), il suÆt de montrer que �:R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0. Nous savons par
hypoth�ese sur R que �:R(�1; : : : ; �n) = R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0. Comme g appartient
au groupe de Galois de �, nous avons, par d�e�nition, g�:R(�1; : : : ; �n) = 0 et donc
��1g�:R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0. Ainsi ��1G� � Galk�:�. Par sym�etrie, en posant � =

(��(1); : : : ; ��(n)), nous obtenons l'inclusion r�eciproque ; d'o�u l'�egalit�e. Pour les vari�et�es,
comme �:R(��(1); : : : ; ��(n)) = ��:R(�1; : : : ; �n), et puisque Galk(�:�) est le stabilisateur
de I�, nous avons, d'apr�es l'identit�e (2), :

V (I�:�) = f��:� j � 2 Galk(�:�)g
= f��:� j � 2 ��1G�g :

D'o�u le r�esultat. L'identit�e sur l'id�eal I�:� d�ecoule de celle sur V (I�:�). �

Th�eor�eme 6.2. La k-vari�et�e aÆne V (J) de l'id�eal de Galois J est l'union disjointe de
s=Card(L)/Card(G) k-vari�et�es aÆne irr�eductibles

V (I�i:�) = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 G�ig i 2 [[1; s]]:

Pour i 2 [[1; s]], l'id�eal de la vari�et�e V (I�i:�) est l'id�eal I�i:� des �i:�-relations ayant pour

stabilisateur le groupe de Galois Galk(�i:�) = ��1
i
G�i. Par cons�equent,
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J =

s\

i=1

I�i:� et Stab(J; �) = G�1 +G�2 + � � �+G�s :

D�emonstration. Soient les e = [Sn : G] permutations �1 = id; : : : ; �e telles que Sn soit
l'union disjointe : Sn = G�1+G�2+� � �+G�e. La vari�et�e de l'id�eal des relations sym�etriques
est donn�ee par (voir (2)) :

V = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 Sng
qui, d'apr�es le lemme 6.1, se d�ecompose en e k-vari�et�es aÆnes irr�eductibles disjointes (car
les �j sont distincts deux �a deux)

Vi = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 G�ig i 2 [[1; e]]:

Comme V contient V (J) (car ISn
�
� J), en choisissant correctement l'ordre des �i, nous

obtenons qu'il existe s � e tel que V (J) = V1 [V2 [ � � � [Vs. Comme les id�eaux de Galois
sont radicaux, en appliquant le lemme 6.1 et l'identit�e (5), nous obtenons le r�esultat. �

Exemple 6.3. Toujours en poursuivant notre exemple. Consid�erons � un 8-uplet des
racines du polynôme f12 tel que l'id�eal I� des �-relations ait le groupe G12 =GalQ (�)

comme stabilisateur. Puisque L12 =Stab(J; �) = G12 +G12(3; 4)(5; 6), nous obtenons :

J12 = I� \ I(3;4)(6;7):� :

7. R�esolvantes L-relatives

Soit � un polynôme de k[x1; : : : ; xn]. Rappelons que la r�esolvante L-relative de � par
� est le polynôme :

R�;J =
Y

	2f�:� j �2Lg

(x�	(�1; : : : ; �n)) :

Lorsque � est �x�e, pour simpli�er, nous noterons parfois cette r�esolvante R�;L.

Le polynôme caract�eristique C�;J de l'endomorphisme multiplicatif induit par � dans
l'anneau quotient k[x1; : : : ; xn]=J est une puissance de cette r�esolvante. Nous avons R�;J 2
k[x] puisque le corps k est parfait.

SoitH un sous-groupe deM et inclus dans L. Supposons que � soit unH-invariantM-
primitif ; c'est-�a-dire que H = f� 2 M j �:� = �g. La r�esolvante R�;L est appel�ee une
H-r�esolvante L-relative. Si L est un groupe, alors le degr�e des H-r�esolvantes L-relatives
est l'indice de H dans L. Le Th�eor�eme suivant, nous donne le degr�e des H-r�esolvantes
L-relatives :
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Th�eor�eme 7.1. Soient �1H; �2H; : : : ; �eH (avec �1 = id) les classes �a gauche de H

dans M num�erot�ee de telle sorte que (�jH)
T
L 6= ; pour j = 1; : : : ; r avec r � e et

(�jH)
T
L = ; pour j = r + 1; : : : ; e. Nous avons l'union disjointe :

L = (�1H) \ L + � � �+ (�rH) \ L :(8)

La H-r�esolvante L-relative R�;L est de degr�e r et est donn�ee par

R�;L =

rY

j=1

(x� �(��j(1); : : : ; ��j(n))) :

(Cette r�esolvante est un facteur de la r�esolvante R�;M avec �(�1; : : : ; �n) comme racine
commune.)

D�emonstration. Les racines de la r�esolvante R�;L sont, d'apr�es (8), les �ih:� tels que
i 2 [[1; r]] et h 2 H. Cherchons les racines distinctes de cette r�esolvante. Soit �; � 2 Sn
tels que � 2 �H. Puisque � est invariant par les permutations de H, nous avons �:� =
�:(h:�) = �:�. Soient i; j 2 [[1; r]] tels que �i:� = �j:�. Nous avons donc �

�1
j
�i:� = �.

CommeM est un groupe, ��1
j
�i 2 M et donc ��1

j
�i 2 H puisque � est un H-invariantM -

primitif. Comme �i 2 �jH, nous avons i = j. Donc les racines distinctes de la r�esolvante
R�;L sont les �i:� avec i 2 [[1; r]]. �

L'invariant � est dit (L; �)-s�eparable si pour tout � 2 L si �:� 6= � alors

�(��(1); ��(2); : : : ��(n)) 6= �(�1; �2; : : : ; �n) :

Soit h le facteur k-irr�eductible dans la r�esolvante R�;L dont �(�1; �2; : : : ; �n) est racine.
Le polynôme h est un facteur simple de la r�esolvante si et seulement si � est (L; �)-
s�eparable.

Remarque 2. Posons � = �(�1; �2; : : : ; �n). Si � est (L; �)-s�eparable alors � est racine
simple de la r�esolvante R�;L. Inversement, supposons que la r�esolvante R�;L poss�ede un
facteur h simple et irr�eductible sur k. En consid�erant � 2 V (J) tel que � soit une racine de
ce facteur, l'invariant � est alors (L; �)-s�eparable. Nous verrons par la suite la n�ecessit�e
que � soit (L; �)-s�eparable.

Exemple 7.2. Prenons le groupe H = G12 d'indice e = 8 dans M12.
Calculons un G12-invariant M12-primitif tel que la r�esolvante associ�ee ait au moins un

facteur simple. Le module PrimitiveInvariant �ecrit en GAP (voir [1] et [2]) calcule le
polynôme P = x6x7x8+x3x4x5+x2x5x7+x2x4x6+x2x3x8+x1x5x6+x1x4x8+x1x3x7 qui
est un G12-invariant M12-primitif mais qui se r�eduit �a z�ero modulo l'id�eal J12. Puisque
P 2 J12, la r�esolvante RP;L12

= x5. Nous appliquons donc la m�ethode de [12] pour obtenir
un invariant (L12; �)-s�eparable : soit �(x) = x2+x ; alors le polynôme P (�(x1); : : : ; �(x8))
est aussi un G12-invariant M12-primitif. Sa r�eduction modulo J12 fournit le polynôme :
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�12 = �3x1x23x4 + 2x61x3x4 + 14x41x3x4 + 22x21x3x4 + 2x3x4 � x71x4

�9x51x4 � 21x31x4 � 6x1x4 + x61x
2
3 + 7x41x

2
3 + 11x21x

2
3 + x23

�x71x3 � 9x51x3 � 20x31x3 + 3x1x3 � 2x61 � 15x41 � 27x21 � 11 :

Nous calculons ensuite le degr�e de la r�esolvante. Cinq des huits classes �a gauche �H de
H dans M v�eri�ent �H \ L 6= ; ; donc la r�esolvante R�12;L12

est de degr�e r = 5. Elle est
donn�ee par :

R�12;L12
=
Y

�2F

(x��(��(1); : : : ; ��(n)))

o�u F = f�1 = id; (4; 5)(7; 8); (1; 6; 2; 3)(5; 8); (1; 7; 8; 3)(2; 4; 5; 6); (1; 8; 4; 3)(2; 5; 7; 6)g.
Pour terminer, calculons cette r�esolvante en ex�ecutant pas-�a-pas l'algorithme de [8] qui

en calcule une puissance. C'est le syst�eme de calcul formel MAXIMA qui a �et�e utilis�e pour
ces calculs (voir [17]). Soit p1 le r�esultant en x4 de x � �12 et du polynôme g4 r�eduit
modulo l'id�eal J12. La factorisation de g1 sur Q [x1; x3; x] donne :

p1 = (x + 6)p2 o�u p2 = x61 + 6x41 + 8x21 + x + 10 :

Le r�esultant en x1 des polynômes p2 et g1 est le polynôme Q -irr�eductible p3 = x4+28x3+
239x2+487x� 1093. Le polynôme (x+6)p3 est la forme sans facteur carr�e du polynôme
caract�eristique C�12;J12

et son degr�e est identique �a celui de la r�esolvante. Donc

R�12;L12
= (x+ 6)(x4 + 28x3 + 239x2 + 487x� 1093) :

8. Matrices des groupes et des partitions

Nous consid�erons � un H-invariant M -primitif. La r�esolvante R�;M de degr�e e = [M :
H].
Nous notons C les classes �a gauche de H dans M .

Nous prenons comme convention que le groupe de Galois d'un polynôme de degr�e m
sur k est celui de son corps de d�ecomposition sur k qui, par isomorphisme, appartient au
groupe sym�etrique Sm.
Pour � 2 Sn, posons �� = �(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)).

8.1. Matrices des groupes et des partitions relatives �a M (rappels).

Ce paragraphe reprend des r�esultats des articles [5] et [20] et pr�ecise les liens entre les
facteurs des r�esolvantes M -relatives et l'action du groupe de Galois G sur les classes de
C.
Uniquement �a partir des groupes G;M et H, nous savons calculer une partition

PM(G;H) = (i1; : : : ; is) de e et une liste de groupes GrM(G;H) = (G1; : : : ; Gs) (o�u
Gj � Sij pour j 2 [[1; s]]) telles que la r�esolvante R�;M , si elle n'a pas de racine double,
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ait exactement s facteurs k-irr�eductibles dont les degr�es et les groupes de Galois sur k
respectifs soient i1; : : : ; is et G1; : : : ; Gs.

Les listes PM(G;H) et GrM(G;H) ne d�ependent que des classes de conjugaison de G et
H dans le groupe M . Supposons ques les classes de conjugaisons dans M soient indic�ees
par 1; 2; : : : ; m, que la i-i�eme soit celle du groupe G et que la j-i�eme soit celle du groupe
H. La matrice des partitions (resp. des groupes) relative �a M est la matrice m � m o�u
PM(G;H) (resp. GrM(G;H)) est �a l'intersection de la ligne i et de la colonne j.

Les lignes de la matrice des partitions �etant distinctes deux �a deux, il est toujours
possible de calculer le groupe de Galois d'un polynôme avec des r�esolvantes sans racine
double. Ces matrices sont utilis�ees par l'algorithme GaloisId�eal a�n de r�eduire la liste
des groupes candidats.

Soit O = fg1H; g2H; : : : ; gdHg une G-orbite par action �a gauche dans C. Alors la
r�esolvante R�;M poss�ede un facteur h sur k de degr�e d=card(O) et qui s'�ecrit :

h(x) =

dY

i=1

(x� �gi) : ;(9)

Pour simpli�er, nous pouvons supposer que � est racine de h. Nous pouvons alors
choisir g1 = id et gi 2 G pour i 2 [[1; d]]. Si le polynôme h est sans racine multiple alors
f�� j � 2 Gg = f�gi j i 2 [[1; d]]g. Par la th�eorie de Galois classique, le polynôme h
est donc k-irr�eductible ; c'est le polynôme minimal de � sur k. Dans ce cas, le groupe de
Galois du polynôme h sur k est le sous-groupe de Sd obtenu par op�eration �a gauche de G
sur l'orbite O. C'est ainsi que sont calcul�ees les listes PM(G;H) et GrM(G;H).

Dans la pratique, nous ne disposons que de la r�esolvante R�;M et nous cherchons �a
savoir lesquels de ses facteurs sur k sont associ�es �a des G-orbites de C = f�1H; : : : ; �eHg.
Soit g un facteur sur k de cette r�esolvante ayant ��i comme racine o�u i 2 [[1; e]].
Si g est un facteur simple de la r�esolvante R�;M , alors 8j 2 [[1; e]]nfig ��j 6= ��i . C'est

donc en particulier vrai pour les j 6= i tels que �j 2 G�iH. Si le polynôme g est un facteur
k-irr�eductible simple de la r�esolvante R�;M , alors il est associ�e �a la G-orbite de �iH.

Remarque 3. Supposons que le polynôme g soit k-irr�eductible et associ�e �a une G-orbite
et qu'un autre facteur g0 de la r�esolvante v�eri�e g = g0. Dans ce cas, le polynôme g n'est
pas simple et pourtant bien associ�e �a une G-orbite. Il faut alors �etudier la matrice des
partitions relative �a M pour �eventuellement le d�etecter.

L'id�ee de calculer des listes PM(G;H) et GrM(G;H) est ancienne (voir [9] et [13]). Mais
n'�etaient consid�er�es que le cas o�u M = Sn avec des groupes H transitifs. En se limitant
aux partitions PSn(G;H), elle a �et�e reprise avec succ�es jusqu'en degr�e 7 avec des groupes
H ayant des H-invariants Sn-primitifs lin�eaires (voir [16]). Dans le paragraphe suivant,
nous allons g�en�eraliser cette id�ee aux matrices des groupes et des partitions relatives �a
la partie L de Sn (donc qui n'est pas n�ecessairement un groupe) et aux H-r�esolvantes
L-relatives.
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8.2. Matrices des groupes et des partitions relatives �a L.

Il s'agit ici de construire des matrices des groupes et des partitions relatives �a L et de
les associer aux r�esolvantes L-relatives de la même mani�ere que pour M .

Posons F = fC 2 C j C \ L 6= ;g et C0 = �H 2 O (� 2 M), la G-orbite associ�ee au
facteur h donn�e en (9). Le polynôme h poss�ede �� comme racine.

Si h est irr�eductible, il est un facteur simple de la r�esolvante R�;M . Dans ce cas, d'apr�es
le th�eor�eme 7.1, nous avons que C0 2 F si et seulement si h est aussi un facteur simple
de la r�esolvante R�;L (car h et R�;L ont une racine en commun et h est k-irr�eductible).
Donc h est un facteur de la r�esolvante R�;L si et seulement si O est la G-orbite de C0

dans F .

Nous pouvons �etudier les matrices des partitions et des groupes relative �a L sans utiliser
les propri�et�es alg�ebriques des polynômes et en ne consid�erant que les groupes. C'est ce
que nous faisons ci-dessous en utilisant l'outil classique que sont les classes doubles.

Soit la relation d'�equivalence d�e�nie R dans Sn par

�R � si et seulement si � 2 G�H:
La classe d'�equivalence de �, not�ee (G�H), est appel�ee une classe double. Nous avons
�egalement �R � si et seulement si �H \G� 6= ;.

Lemme 8.1. Nous avons (G�H) =
P

K2O
K (union disjointe). Soit � 2 G�H (i.e.

�H \G� 6= ;). Alors nous avons l'union disjointe :

G� =
X

K�O

K \G� :

D�emonstration. �Evident, par la d�e�nition de la G-orbite O et celle de la relation
d'�equivalence R. �

Le proposition suivante traduit en terme de groupe le fait suivant : si �� est une racine
de la r�esolvante R�;L alors les ��

0

tels que �0H 2 O sont aussi des racines de cette
r�esolvante et par cons�equent le polynôme h est un facteur de cette r�esolvante que h soit
ou non k-irr�eductible.

Proposition 8.2. Si C0 2 F . Alors toute classe C dans la G-orbite O appartient F .

D�emonstration. Comme L est une union de classes �a droite G� (voir Th�eor�eme 6.2) et
que C0 = �H 2 F , nous pouvons choisir � 2 L tel que �H \ G� 6= ;. Nous avons alors
� 2 G�H et donc � 2 G�0H si C = �0H appartient �a O. D'o�u C \G� 6= ; et C 2 F . �

Lemme 8.3. Soit � 2 M tels que � 2 G�H. En posant c =card(�H \ G�) 6= 0 (car
� 2 G�H), nous avons c =card(�0H \G� 0) pour tout �0; � 0 2 G�H.

D�emonstration. Soit �0 2 G�H, donc �0H 2 O. Supposons que �H = fh1; : : : ; hrg et
que �H \ G� = fh1; : : : ; hcg. Comme �0H 2 O, nous avons �0H = fg1h1; : : : ; grhrg o�u
gi 2 G. Nous avons forc�ement g1h1; : : : ; gchc 2 �0H \G� et si pour s 2 [[1; r]] nous avons
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gshs 2 �0H \G� alors hs 2 G� et s 2 [[1; c]]. Donc c =card(�0H \G�) et, comme il s'agit
d'une relation d'�equivalence, le r�esultat �enonc�e est vrai. �

Th�eor�eme 8.4. Supposons que C0 = �H 2 F (i.e. �� est une racine commune de h et
de la r�esolvante R�;L). Soit � 2 G�H et c =card(�H \G�). Alors

card(G) = c:card(O) = c:deg(h) :

D�emonstration. Soit d le cardinal de O et donc aussi le degr�e du polynôme h. Soit
f�1H; : : : ; �dHg, l'orbite O. D'apr�es le lemme 8.1, nous avons :

�X

i=1

(�iH \G�) = G�

Comme cette union est disjointe, puisque les �iH le sont deux �a deux, nous avons :

d:card(�iH \G�) = card(G�) = card(G) :

Pour �nir, nous appliquons le lemme 8.3 pour obtenir c:d = card(G). �

Th�eor�eme 8.5. Le nombre de facteurs k-irr�eductibles d'une H-r�esolvante L-relative sans
racine double est le nombre de classes doubles distinctes (G�H) auxquelles appartiennent
les permutations �1; : : : ; �s de L telles que L est l'union disjointe G�1 + � � �+G�s.

D�emonstration. Car �a chaque facteur irr�eductible (simple) de la r�esolvante R�;L (i.e. une
orbite O) correspond une et une unique classe double. �

Remarque 4. Nous retrouvons le r�esultat bien connu qui dit que si la r�esolvante poss�ede
un facteur simple h = x � �� (� 2 Sn �etant forc�ement inconnu), alors G � �H��1. En
e�et, si c'est le cas alors (G�H) = f�Hg, soit G � �H��1. Dans la pratique, nous
consid�erons � 2 V (J) tel que h = x � � (i.e. � = id). Ce qui permet d'aÆrmer que
G � H.

Remarque 5. Avec les r�esultats pr�ec�edents, il apparâ�t que si un facteur est simple dans
la r�esolvante R�;L alors il est associ�e �a un G-orbite dans F (donc dans C). Or ce facteur
n'est pas n�ecessiarement un facteur simple de la r�esolvante R�;M . Cette remarque est �a
rapprocher de la remarque 3.

8.3. Calcul des matrices de partitions et de groupes en GAP.

La di��erence entre le calcul de la matrice des groupes (resp. partitions) relative �a M et
celle relative �a L est donc in�me : il suÆt de d�eterminer le sous-ensemble F de C. Par la
proposition 8.2, toute G-orbite d'une classe de C est ou bien dans F ou bien compl�etement
en dehors de F . Or, avec chacune de ces G-orbites O, nous savons calculer le degr�e et
le groupe de Galois sur k du facteur commun des r�esolvantes R�;M et R�;L et associ�e �a
l'orbite O dans le cas o�u ce facteur est k-irr�eductible (voir paragraphe 8.1).

Nous notons GrL(G;H) (resp. PL(G;H) ) la liste des groupes de Galois sur k (resp.
des degr�es) des facteurs irr�eductibles (simples) de la r�esolvante R�;L. La fonction Groups

suivante �ecrite dans le langage du logiciel de calcul formel GAP (voir [14]) retourne la liste
GrL(G;H) (la liste PL(G;H) s'en d�eduit ais�ement) :
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Groups := function(M,L,G,H)

local rc,orbits;

rc:= Filtered(RightCosets(M,H), rc -> (Intersection(rc,L) <> []));

orbits:=Orbits(G,rc, OnRight);

return List(orbits,

D->AsSubgroup(SymmetricGroup(Length(D)),
Operation(G,D,OnRight)));

end;

La fonction Groups se comprend ais�ement en rempla�cant Right (droite) par gauche car
en GAP les actions dites �a droite sont celles �a gauche de notre article. Cette fonction est
d�eduite de celle �ecrite par Claude Quitt�e (communication priv�ee) qui retourne GrM(G;H)
.

Remarque 6. Il est possible de calculer autrement GrL(G;H). Il suÆt de calculer les
classes doubles (G�H) dans M contenant �1; : : : ; �s. Le nombre de ces classes doubles
est m, le nombre de facteurs irr�eductibles des H-r�esolvantes L-relatives s�eparables de
polynômes de groupe de Galois G. Soit �H 2 C telle que (G�H) soit une de ces classes
doubles (i.e. �H 2 F). La G-orbite de �H est form�ee des classes �a gauche �H dans C
telles que � 2 (G�H).

Exemple 8.6. Nous savons que L12 = G12+G12(3; 4)(6; 7). Donc, d'apr�es le th�eor�eme 8.5,
toute G12-r�esolvante L12-relative s�eparable est ou bien Q -irr�eductible, ou bien le produit de
deux polynômes Q -irr�eductibles. La r�esolvante s�eparable R�12;L12

calcul�ee dans l'exemple
7.2 a e�ectivement 2 facteurs (simples) sur Q : le premier, x + 6, est lin�eaire et l'autre,
g(x) = x4 + 28x3 + 239x2 + 487x� 1093, a pour groupe de Galois sur Q le groupe altern�e
A4. D'apr�es l'exemple 7.2 :

L12 =
[

�2F

(�G12) \ L12 :

L'ex�ecution de la fonction Groups, avec M =M12, L = L12, G = G12 et H = G12 comme
param�etres r�eels, retourne une liste constitu�ee de deux groupes : le groupe S1, groupe
de Galois sur Q du facteur lin�eaire x + 6, et le groupe A4, groupe de Galois sur Q du
facteur g. Ces groupes correspondent aux 2 G12-orbites que sont fHg de longueur 1 et
f(�H) \ L j � 2 F ; � 6= idg de longueur 4.

Si nous ne savions pas d�ej�a que le groupe de Galois de f sur Q est G12, le facteur lin�eaire
simple de cette r�esolvante nous assurerait qu'il est inclus dans G12. Il faudrait alors
calculer des r�esolvantes G12-relatives (en utilisant un ensemble triangulaire engendrant
l'id�eal IG12

�
) pour d�eterminer que le groupe de Galois de � sur Q est bien G12.

Pour cet exemple, les matrices de groupes et de partitions ne sont pas utiles car nous
savons d�ej�a que le groupe de Galois de f12 sur Q est G12. Mais dans bien d'autres exemples
elles le sont.
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9. El�ement primitif d'un id�eal de Galois

Soit I un id�eal de Galois de f (sur k) contenant l'id�eal J et tel que � 2 V (I). Un
polynôme P de k[x1; : : : ; xn] est dit L-primitif de l'id�eal I si

Stab(I; �) = f� 2 L j P (��(1); : : : ; ��(n)) = 0g :

Proposition 9.1. Soit � 2 k[x1; x2; : : : ; xn] tel que H = f� 2 L j �:� = �g et tel
que la r�esolvante R�;L ait un facteur simple h irr�eductible sur k. Soit � 2 V (J) tel que
�(�1; �2; : : : ; �n) soit une racine du polynôme h (i.e. � est (L; �)-s�eparable).
Alors le polynôme h(�) est un polynôme L-primitif de l'id�eal IH

�
.

Remarquons qu'il suÆt que � soit un H-invariant M -primitif pour que H = f� 2 L j
�:� = �g.
D�emonstration. Posons P = h(�), �� = �(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) pour � 2 Sn et

A = f� 2 L j P (��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) = 0g :

Le polynôme k-irr�eductible h �etant le polynôme minimal de � sur k, par la th�eorie de
Galois, nous savons que :

h =
Y

 2f�� j �2Gg

(x�  ) :

Comme P (��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) = h(��), nous aurons � 2 A si et seulement si il existe

� 2 G tel que �� = �� ; ce qui est �equivalent �a ��
�1
� = �, par d�e�nition du groupe de

Galois G de � sur k auquel la permutation � appartient. Puisque GL = L (voir identit�e
(3) appliqu�ee �a L=Stab(J; �)), nous avons ��1� 2 L. Comme, par hypoth�ese, le polynôme
� est (L; �)-s�eparable, nous obtenons :

A = f� 2 L j (9� 2 G) ��1�:� = �g :

Puisque ��1� 2 L et que H est le stabilisateur de � dans L, nous obtenons :

A = f� 2 L j (9� 2 G) ��1� 2 Hg = GH :

Le polynôme P est donc bien un polynôme L-primitif de l'id�eal IH
�

puisque, d'apr�es

l'identit�e (3), nous avons Stab(IH
�
; �) = GH. �

Remarque 7. Pour calculer le degr�e de la r�esolvante R�;L, le th�eor�eme 7.1 impose que �
soit un H-invariantM -primitif et cette proposition lui impose seulement d'être L-primitif.

Exemple 9.2. La polynôme x + 6 est un facteur simple et irr�eductible sur k de la
r�esolvante R�12;L12

(voir Exemple 7.2). Pour un ordre � = (�1; �2; : : : ; �8) des racines
de f12, �12(�1; �2; : : : ; �8) est une racine du polynôme x+6 et le polynôme P12 = �12+6
est un polynôme L12-primitif de l'id�eal I� = IG12

�
. C'est un tel � que nous consid�ererons

par la suite.
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Le th�eor�eme suivant �a d�ej�a �et�e prouv�e dans le cas o�u L et Stab(I; �) sont des groupes
(voir Th�eor�eme 3.27 de [21]).

Th�eor�eme 9.3. Soit P un polynôme L-primitif de l'id�eal I. Alors

I = J+ < P > :

o�u < P > est l'id�eal engendr�e par P dans k[x1; x2; : : : ; xn].

D�emonstration. Posons U =Stab(I; �). D'apr�es le th�eor�eme 6.2 et puisque U � L, nous
avons les unions disjointes suivantes :

U = G�1 + � � �+G�e et L = G�1 + � � �+G�e +G�e+1 + � � �+G�s

pour une num�erotation bien choisie des �i, avec �1 = id et e:Card(G) =Card(U).

Posons U 0 = G�e+1+ � � �+G�s et I 0 = IU
0

�
. Pour i 2 [[1; s]], nous avons I�i:� = IG�i

�
(voir

Lemme 6.1). Les id�eaux I, I 0 et J s'expriment comme suit (voir Identit�e (5)) :

I =

e\

i=1

I�i:� , I 0 =

s\

i=e+1

I�i:� et J = I \ I 0 :

Comme P est un �el�ement L-primitif de l'id�eal I et d'apr�es l'identit�e (2) sur les vari�et�es
aÆnes des id�eaux de Galois, nous avons :

V (J+ < P >) = f(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) j � 2 L et P (��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) = 0g
= f(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) j � 2 Stab(I; �)g = V (I) :

Donc I =
p
J+ < P >, le radical de l'id�eal J+ < P >. Il existe donc un entier m > 0 tel

que :

Im � J+ < P >� I :

D'apr�es le lemme 9.4, les id�eaux I et I 0 sont comaximaux et, par cons�equent, les id�eaux
Im et I 0 le sont aussi. Prenons x 2 I. Il existe u 2 Im et v 2 I 0 tels que

x = xu+ xv :

Nous avons xu 2 J+ < P > et xv 2 I I 0. Les id�eaux I�i:� �etant maximaux et distincts
deux �a deux (donc comaximaux deux �a deux), nous avons

I I 0 =

eY

i=1

I�i:�

sY

i=e+1

I�i:� =

s\

i=1

I�i:� = I \ I 0 = J :

Donc xv 2 J et x 2 J+ < P >. Ce qui termine la d�emonstration. �

Lemme 9.4. Les id�eaux I et I 0 de la d�emonstration du th�eor�eme 9.3 sont comaximaux.

D�emonstration. Nous savons que V (J) = V (I) [ V (I 0) est l'union des s vari�et�es aÆnes
irr�eductibles disjointes Vi = V (I�i:�), i 2 [[1; s]] (voir Th�eor�eme 6.2). De même V (I) =S
e

i=1 Vi et donc V (I
0) =
S
s

i=e+1 Vi. Nous avons donc V (I + I 0) = V (I) \ V (I 0) = ; et les
id�eaux I et I 0 sont bien comaximaux. �
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Exemple 9.5. Soit P12 = �12 + 6 le polynôme L12-primitif de l'id�eal M12 = I� = IG12

�

calcul�e dans l'exemple 9.2. Alors, pour � 2 V (J12) tel que �(�) soit racine de x + 6 (i.e.
P (�) = 0), nous avons � 2 V (M12) et :

M12 = J12 + < P12 > :

Calculons le corps de d�ecomposition du polynôme f12. Bien que Q (�1; �2; : : : ; �8) '
Q [x1; x2; : : : ; x8]=M12, la liste des g�en�erateurs de M12 dont nous disposons n'est pas
adapt�ee pour calculer dans le corps Q(�1; �2; : : : ; �8). Il faut pour cela disposer d'un
ensemble triangulaire engendrant l'id�eal M12 . Nous savons d'apr�es l'exemple 3.1 qu'il
suÆt de calculer un polynôme de la forme x4 + h(x1; x3).

En partant des polynômes de l'ensemble T12 et du polynôme P12, des calculs rapides
avec des pseudo-restes aboutissent au polynôme :

h4 = x4 � x31x
2
3 � 4x1x

2
3 + x61x3 + 8x41x3 + 15x21x3 + x3 � x71 � 9x51 � 23x31 � 13x1

qui appartient �a J12+ < P12 >= M12. L'id�eal M12 est donc engendr�e par l'ensemble
triangulaire T� = fg1; g2; g3; h4; g5; g6; g7; g8g.

10. Un autre exemple d'application

Nous allons choisir un autre exemple dans lequel sont construits des id�eaux de Galois
triangulaires dont les stabilisateurs ne sont pas des groupes. Ces stabilisateurs sont
inconnus mais nous parviendrons tout de même �a calculer un �el�ement primitif d'un id�eal
de Galois a�n de poursuivre la construction de la châ�ne ascendante. Nous utiliserons cet
exemple pour illustrer les r�esultats du paragraphe 8.

Nous consid�erons le polynôme f = x8 + x4 + 2 calcul�e par Mattman,McKay et Smith.
Choisissons au d�epart � un 8-uplet quelconque des racines du polynôme f sur lequel nous
imposerons des contraintes au fur et �a mesure de l'avanc�ee des calculs. Tout d'abord,
remarquons que le groupe de Galois de f sur Q est un groupe impair puisque son discri-
minant 21974 n'est pas un carr�e dans Q .

10.1. Calcul d'un id�eal maximal des �-relations.

Notons I1 l'id�eal des relations sym�etriques entre les racines du polynôme f . Consid�erons
le sous-groupe H2 de S8 d'ordre 1152 et engendr�e par les permutations

a = (5; 6); b = (1; 2); c = (7; 8); d = (3; 4); e = (1; 5)(2; 6)(3; 7)(4; 8); (2; 3); (6; 7); (5; 7)(6; 8) et (1; 3)(2; 4):

Choisissons le H2-invariant H1-primitif suivant :

�2 = x1x2x3x4 + x5x6x7x8 :

Pour cet invariant, il existe une formule permettant de calculer la r�esolvante (voir [4]) de
� par �2 . Nous obtenons :

R�2;I1
= (x� 1)x8(x2 � 8)5(x4 � 8x2 + 14)4 :

Cette r�esolvante poss�ede le facteur lin�eaire simple x � 1. D�ecidons que � soit tel que
�2(�) � 1 = 0. Nous avons alors GalQ (�) � H2. Notons I2 l'�-id�eal de Galois de
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stabilisateur H2. D'apr�es le th�eor�eme 3.27 de [21] (dont le th�eor�eme 9.3 de cet article est
une g�en�eralisation), nous avons :

I2 = I1+ < �2 � 1 > :

Nous cherchons �a calculer un ensemble triangulaire engendrant l'id�eal I2. Nous utilisons
l'implantation de P. Aubry en AXIOM pour d�ecomposer un id�eal en ensembles triangulaires
(voir [6] et [7]). Nous obtenons trois ensembles triangulaires engendrant respectivement
trois id�eaux J1; J2 et J3 tels que

I2 = J1 \ J2 \ J3 :

En particulier, nous avons :

J1 = < x81 + x41 + 2; x2 + x1; x
2
3 + x21; x4 + x3; x

4
5 + x41 + 1; x36 + x26x5 + x6x

2
5 + x35;

x27 + x7x6 + x7x5 + x26 + x6x5 + x25; x8 + x7 + x6 + x5 > :

Pour chacun des id�eaux J1; J2 et J3, le produit de leurs degr�es initiaux est 384. L'id�eal
I2 est radical et le cardinal de sa vari�et�e est Card(H2) = 3:384 = 1152. Donc les trois
id�eaux J1; J2 et J3 sont aussi radicaux. Par le th�eor�eme 3.2, ce sont donc trois id�eaux de
Galois du polynôme f .
Posons I3 = J1 et imposons �a � d'appartenir �a V (I3). Nous avons la châ�ne :

I1 � I2 � I3 :

Pour des raisons �evidentes d'eÆcacit�e, nous aimerions poursuivre notre calcul avec
l'id�eal I3 plutôt qu'avec l'id�eal I2. Pour ce faire, il faut pouvoir calculer des r�esolvantes
H3-relatives o�u H3 est le stabilisateur de I3 relatif �a �. La d�e�nition du stabilisateur
montre que H3 ne peut être calcul�e qu'avec l'id�eal maximal des �-relation que nous
recherchons. Nous ne pouvons donc pas appliquer le th�eor�eme 7.1 qui donne le moyen
de calculer les degr�es des r�esolvantes H3-relatives. Pour y parvenir, nous utiliserons une
autre m�ethode adapt�ee �a notre situation.
Avec la matrice des partitions relative �a S8 et la r�esolvante R�2;I1

, nous obtenons le
r�esultat suivant : le groupe de Galois de f sur Q est un sous-groupe H4 de H2 d'ordre 128
et engendr�e par les permutations

bd; ac; cd; e; g = (1; 3; 2; 4) et h = (5; 7; 6; 8) :

Avec le module PrimitiveInvariant, nous calculons l'H4-invariant H3-primitif

�4 = x1x2 + x3x4 + x5x6 + x7x8 :

Avec l'algorithme de [8] nous obtenons :

M�4;J1
= x(x4 � 4x2 + 32) et M�4;J2

=M�4;J3
= (x4 � 4x2 + 32)(x4 � 8x2 � 112) :

o�uM�;I est la forme sans facteur carr�e du polynôme caract�eristique de l'endomorphisme
multiplicatif induit par le polynôme � dans l'anneau quotient Q [x1; x2; : : : ; x8]=I. Comme
la r�esolvante R�4;I2

est de degr�e 9, l'indice deH4 dansH2, et que les trois polynômesM�4;Jj

sont des facteurs de cette r�esolvantes, nous avons :
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R�4;I2
= x(x4 � 4x2 + 32)(x4 � 8x2 � 112) :

Comme les r�esolvantes R�4;Jj
sont aussi des facteurs de cette r�esolvante, nous avons

R�4;Jj
=M�4;Jj

pour j = 1; 2; 3. Le polynôme x est donc un facteur simple de la r�esolvante
R�4;J1

. Imposons �a � de v�eri�er �4(�) = 0. Nous avons alors GalQ (�) � H3. Notons I4
l'�-id�eal de Galois de stabilisateur H4. Avec le th�eor�eme 9.3, nous obtenons :

I4 = I3+ < �4 >=< x81+x
4
1+2; x2+x1; x

2
3+x

2
1; x4+x3; x

4
5+x

4
1+1; x6+x5; x

2
7+x

2
5; x8+x7 > :

Nous pouvons utiliser les matrices des groupes et des partitions. Le calcul montre que les
deux facteurs de degr�e 4 de la r�esolvante R�35;I2

ont le groupe di�edral D4 comme groupe
de Galois sur Q . Nous d�eterminons 5 sous-groupes H de H2 tels que GrH2

(H;H4) =
(1; D4; D4) (voir Paragraphe 8.1). Parmi eux, nous choisissons le sous-groupe H5 d'indice
2 dans H4 et engendr�e par les permutations bd; ac; e; g; h et cd.
Avec le module PrimitiveInvariant, nous calculons �5 un H5-invariant H4-primitif.

Cet invariant se r�eduit �a z�ero modulo l'id�eal I4. Nous transformons cet invariant, comme
dans l'exemple 7.2, avec ici �(x) = x2+x+1. Le polynôme �5(�(x1); : : : ; �(x8)) se r�eduit
modulo l'id�eal I4 au polynôme :

	5 = 128x31x3x
3
5x7 + 352 :

Nous trouvons que le r�esultant en x7 de x� 	5 et de x
2
7 + x25 (polynôme de I4) se r�eduit

modulo I4 au polynôme x2 � 704x+ 58368 = (x� 608)(x� 96). Imposons �a � de v�eri�er
	5(�)� 96 = 0. Ainsi GalQ (�) � H5 et I5 = I4+ < 	5 � 96 >. Soit

I5 =< x81+x
4
1+2; x2+x1; x

2
3+x

2
1; x4+x3; x

4
5+x

4
1+1; x6+x5; 2x7+x5x3x

7
1+x5x3x

3
1; x8+x7 > :

est l'�-id�eal de Galois de stabilisateur H5. Le groupe de Galois est donc H5 ou bien un
de ses sous-groupes. Le seul de ses sous-groupes H qui v�eri�e GrH2

(H;H4) = (1; D4; D4)
est le groupe H6 d'indice 2 dans H5 engendr�e par les permutations bd; ac; e; g et h. Un
calcul rapide d'une H6-r�esolvante H5-relative de degr�e 2 s�eparable et r�eductible montre
que H5 est le groupe de Galois de � sur Q et que I5 est l'id�eal maximalM des �-relations.
Nous avons construit la châ�ne ascendante d'id�eaux de Galois suivante :

I1 � I3 � I4 � I5 =M :

Remarque 8. En factorisant le polynôme f dans Z=11Z, nous trouvons le polynôme
(x � 3)(x + 3)(x2 � 2)(x2 � 5x � 4)(x2 + 5x � 4) qui correspond au cycle type 12; 23.
D'apr�es les tables de Butler et McKay (voir [10]), le groupe de Galois de f sur Q ne peut
être le groupe H6 conjugu�e au groupe au groupe 8T17 de leur nomenclature.

10.2. Illustration des r�esultats du paragraphe 8.

Posons M1=Stab(J1; �), M2 =Stab(J2; �)[Stab(J3; �), G = H5 et H = H4. Nous
avons Card(H) = 2:card(G) = 128. Nous savons qu'il existe des permutations �1 =
id; : : : ; �18; �1 = id; : : : ; �9 de H3 telles que nous ayons les unions disjointes :

H3 = G�1 + � � �+G�18 = �1H + � � �+ �9H :
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Nous allons �etudier le lien qui existe entre les trois r�esolvantes Ru = R�4;Ju
(u = 1; 2; 3)

et les �iH \ G�j (i 2 [[1; 9]] et j 2 [[1; 18]]). Comme 3.card(V (Ju)) =card(H3) pour
u = 1; 2; 3, nous avons, en num�erotant correctement les �j, (voir Th�eor�eme 6.2) :

M1 = G�1 + � � �+G�6 et M2 = G�7 + � � �+G�18 :

Choisissons l'ordre des �i de telle sorte que les facteurs de la r�esolvante R�4;I3
v�eri�ent :

g1 = x = x� �1:�4(�)

g2 = x4 � 4x2 + 32 =

5Y

i=2

(x� �i:�4(�)) et

g3 = x4 � 8x2 � 112 =

9Y

i=6

(x� �i:�4(�)) :

Regardons d'abord la G-orbite de �1H (r�eduite �a �1H puisque G � H) �a laquelle le
polynôme g1 = x est associ�e. Comme �1 = �1 = id, nous avons �1 2 G�1H et d'apr�es
le lemme 8.1, nous avons G�1 = �1H \ G�1 (i.e. G � H). Nous avons c1 =card(�1H \
G�1) =Card(G) = 64. Comme x n'est facteur que de la r�esolvante R1, les 64 autres
permutations de �1H appartiennent aussi �aM1. Choisissons la permutation �2 deM1 telle
que �1H \ G�2 6= ;. D'apr�es le lemme 8.3, nous avons c1 = 64 =card(�1H \ G�2). Nous
avons G�2 = �1H \G�2 (i.e. G�2 � H). D'o�u H = (�1H \G�1)+(�1H \G�2) = G+G�2.

Int�eressons nous maintenant �a la G-orbite f�2H; : : : ; �5Hg �a laquelle est associ�e le
facteur g2 commun aux trois r�esolvantes Ri, i = 1; 2; 3. Nous avons n�ecessairement pour
i = 1; 2; 3; 4 et j = 3; 4; 5; 6 :

�iH \G�j 6= ; avec c2 = card(�iH \G�j) = card(G)=4 = 16 :

Nous avons 4:c2 = 64 et card(�2H) = 2:64. Il y a donc 64 permutations de �2H ap-
partenant �a M1 (en fait �a G�3 + G�4 +G�5 + G�6). Les 64 autres permutations de �2H
appartiennent donc �a M2. D'apr�es les lemmes 8.1 et 8.3, en num�erotant correctement
les �j, nous savons que les 4 classes �a droites G�j, j = 7; 8; 9; 10, dans M2 v�eri�ent pour
i = 2; 3; 4; 5

G�j =

5X

i=2

�iH \G�j ; c2 = card(�iH \G�j) et �iH =

10X

j=3

(�iH \G�j) :

Pour terminer, le facteur g3 est associ�e �a la G-orbite f�6H; : : : ; �9Hg. Ce polynôme
est uniquement un facteur des r�esolvantes R2 et R3. Les 8 classes �a droite G�11; : : : ; G�18
v�eri�ent donc pour i = 6; 7; 8; 9 et j 2 [[11; 18]] :

G�j =

9X

i=6

�iH \G�j ; card(�iH \G�j) = 16 et �iH =

18X

j=11

(�iH \G�j) :
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Conclusion

�A partir de l'id�eal des relations sym�etriques, pour calculer en une �etape l'ensemble
triangulaire T� engendrant l'id�eal maximal M12, il faudrait calculer une r�esolvante de
degr�e 1680 =[S8 : G12] (i.e. la r�esolvante de Galois) et en extraire au moins un facteur
lin�eaire simple pour obtenir un polynôme S8-primitif de l'id�ealM12 (i.e. un ensemble de
g�en�erateurs de cet id�eal). Resterait ensuite un calcul extrêmement coûteux en temps et
en espace pour en d�eduire T�. De plus, ce calcul n'est possible en une �etape que si le
groupe de Galois est d�ej�a connu.
Ici, �a partir d'une factorisation dans Q (�1) de degr�e 8 sur Q , l'id�eal J12 a pu être calcul�e

et le groupe de Galois G12 d�etermin�e. Puis le calcul de T� s'est r�ealis�e en une �etape par
le biais d'une r�esolvante de degr�e 5 et de quelques pseudo-restes. Cette m�ethode eÆcace
pour calculer le corps de d�ecomposition a �et�e en partie possible grâce aux r�esultats de cet
article qui permettent d'exploiter ceux de [18].
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